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Avant-propos

Le présent volume est le second d’une série d'excercices avec solutions
développées qui s'adresse aux étudiants des classes préparatoires aux Grandes
Ecoles scientifiques et du premier cycle universitaire.

Les objectifs d'un recueil de ce type sont bien connus : il s'agit essentiellement
d'aider le lecteur a évaluer ses connaissances et a les mettre en ceuvre; ceci implique
aussi bien une réflexion sur la nature des concepts et une prise de conscience des
limites de I'outil constitué par le cours que la recherche d'une maitrise des
techniques de calcul.

Sauf rares exceptions, nous n'avons donné de chaque question qu’'une
solution, celle qui nous a paru s'exposer le plus briévement ou offrir les plus larges
prolongements; il ne s'agit naturellement pas d'une solution exhaustive et le lecteur
aura toujours intérét a poursuivre le plus loin possible sa propre démarche.

Nous avons explicité tous les raisonnements et la plupart des calculs,
n’hésitant pas a aller, si nécessaire, jusqu'a l'utilisation d'une calculatrice pro-
grammable; il nous est cependant -arrivé d'omettre intentionnellement quelques

intermédiaires pour laisser au lecteur le soin de les rétablir.

Deux tomes sont consacrés a I'’Analyse. Le premier comporte cinq chapitres :
réels et suites, topologie, fonctions d'une variable réelle, intégrale, séries numeri-
ques. Ces deux derniéres questions sont reprises dans le présent tome 2; par ailleurs
celui-ci traite des suites et séries d'applications, des séries entiéres et trigonométri-
ques, des fonctions de plusieurs variables et des équations différentielles.

Nous remercions les lecteurs qui ont bien voulu nous faire part de leurs
critiques et suggestions concernant notre premier volume. Nous espérons que le
second beénéficiera de la méme attention.

Les Auteurs
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SERIES

1.1. SERIES NUMERIQUES

. * * .. . s o(n)
Soit c:M — N une bijection. Nature de la série -z -
1

* . o(k)
A tout n€NW associons An= X . Nous avons :

. e * . . =
Somme de n &€léments distincts de N , o(k) est au moins égal 3 la somme

Aoe = meamisre Z1Zmanta da PR,
€S n premiers €eLemencs ae ou

. . .. a(n) ,,
La suite (An)ﬂt diverge ; la série ;l—nz— diverge.

l/n 2:
Nature de la série ; a_, ol a_ =f °°: t Log (! "'W) dt
1 0 Vi+t

-

Il s'agit d'une série 3 termes réels strictement positifs.

Par la formule de la moyenne, on constate que, si l'on pose :
1/n
bnef Log (1l +Vt)dt
)

*
on a bn>0, et que, pour tout n€EN , an/bn est compris entre les bornes sur

2
[0,1/n] de la fonction continue @ : t e+ ?Lt . En utilisant ¢(0) =1, on en

PR . . Vi+tt
déduit an~bn au voisinage de +x.

En utilisant O<Log(l +9F.)<\7E pour tout t€ [0,1/n], on obtient :

1 . .
bn-o(?ﬂ—s) au voisinage de += ;lbn converge, et donc ;]an converge.

Soient a un réel tel que 0<a<1, et (a ) - une suite de
réels positifs. On suppose que la série Za:: converge. Montrer que la série

a_ converge, et que :

(o) < 52




e Il s'agit d'une conséquence imm&diate du fait qu'est vraie, pour
tout entier n€N 1'assertion :

n+l a o a
V(ao, ....,an) El+ (ao + .. + an) <a° + .. + a (Pn)

e Il est clair que (Po) est vraie.
e Preuve de (P,). Vérifier (P;) équivaut 3 montrer que l'application

f: (l-l-t:)(l -1-¢t% de l+ dans R est 3 valeurs négatives. On a :

VLER, £'(t) =a((1+)* 1 = 7Y,

- . *
Comme x > x° 1, ao—1<0, est décroissante sur R+, on a £'(t) <O pour tout

*
t€R,_ ; f est décroissante ; or £(0) =0. O

e Preuve de (Pn) = (Pn+l)’ n>1. En utilisant (Pl) et (Pn) :

a a., o a a a
((ao+'"+an)+an ) <(ao+...+an) +an+l<(ao+'"+an)+an . O

liman-o. I1 existe donc n€EN
[
tel que an<l pour tout n”»N, et donc an<an pour tout n=N. o

3
m Soit a€R+ donné. Prouver la convergence de la sériezxn, oii

a+2®
2n+ ]

ol un-E( ), et calculer sa somme S (E est la fonction partie entiére).

e La proposition est triviale si 0<a<]1 (les u sont tous nuls et
S =0). Nous pouvons donc nous limiter 3 a=1.
e Il existe un unique NEN tel que 2N<a<2N+l. On constate que, pour

. n n+i
tout entier n>N on a a+2 <2

résulte : en outre S = § u .
n=

*
Pour nE{O,l, ,N} donné, u est le nombre des pEN tels que p<
i.e. tels que 2"(2p-1) €A, o A={1,2,..,E(a)}.

Tout entier m# 1 s'exprimant d'une et une seule fagon sous la forme du

et donc un-O. La convergence de Zun en

a+2n
2n+l

produit d'une puissance de 2 par un nombre impair, @ : (n,p) 2“(2p—1) est
* *
une bijection de NxN sur N .

Pour n€ {0,1, .. ,N} donné,on a donc :
*
un=Card An » Ol _An= {qEA | apER”  @(n,p) =q}

et les An sont deux 3 deux disjoints, si bien que :



N N
s = nZ-Oun =Card LA =Card A=E(a),

la formule S =E(a) valant d'ailleurs si 0<a<]l,

Soit (an)rﬁ'ﬂ une suite décroissante de réels admettant O pour
limite.

Montrer que les séries E et Zb , oG b -n(a -a ) sont de méme
n a1 " n n

n-1

nature ; en cas de convergence, comparer leurs sommes.

. - - — - . *
I1 s'agit de deux séries 3 termes positifs. Pour tout n€N , on a :
n n—1

b, = a, —na ¢D)
PR é,k o

1%) ler cas : La converge. Soit A sa somme. La suite croissante
ne— :21 K’ majorée par A, admet une limite ; ;bn converge, et sa somme B
1
vérifie BKA ; de (1) on déduit lim (na )= A-B, ce qui exige A=B (sans quoi

A-B e
on aurait an“'T et Z divergerait).

2éme cas : ;bn converge,
1

* *
-~ Soit n€N fixé. Pour tout kEN , bn+2 s'écrit :
2 (n+2) (anﬂl—l -an”) >n Z; (an+£_] -anﬂ)
et on a : gbnﬂ,)nan-nanﬂc' . - (2)
Comme on dispose de lim b = Z b_ et de lima =0, on obtient,
koo 2=) n+k m=n+1 m kot ntk
en passant 3 la limite dans (2}, et en tenant compte de an>0 :
a0
0<nan < Z bm'
m=n+1

— Faisons tendre n vers +». Au titre de somme d'une série reste d'une
40

série convergente, on a : lim E bm=0 ; d'oil 11m (na )
n++o m=n+]

De (1) on déduit alors que Z o converge, et que 2 Zl

2°) Compte tenu des résultats déjd obtenus, on peut affirmer que les
deux séries sont de méme nature, et gu'en cas de convergence elles ont la

méme somme.



Soit (an)nEN* une suite décroissante de réels positifs. Com-

. . \ n
parer les natures des séries a, b_ et c ,olb =naj,etc =2a .
, n 4 n n n n on

1°) En utilisant : (an) est décroissante, et en comparant le nombre de

PP *
termes de chaque somme, on vérifie que, pour tout kEN :

(k+1)2
+ < < 3k
(k+1)8 1 41)2 n=zk:2+1a“ 2
<§il)2
i.e. b < a < 3p,.
kel a24 .

*
On en déduit que, pour tout NEN :

N4 (N+1)2 N
E b « E a <3 E b .
n n n

n= n=

N+

n=2
+0
o : - P ~ | N - t £ my s r —~ oo
- 91 E an converge, on a D = 4a pour tout &8 ’ o converge
| n=

au titre de série 3 termes positifs dont les sommes partielles sont majorées.

N (N+ 2 400
— Si b_ converge, on a a < a <a;+3 b a_ con~
; n Z n n Z:‘ n ; n
1 n= n= n= 1

verge pour la méme raison que ci-dessus.
En conclusion, 2 a et é bn sont de méme nature.
|

=1 Kl
oy v . K 2 K
2°) Tei : 2 a2k+1 < Zk an<2 a2k
2k+l n=2"+1
. 1
i.e. 5ck+l< Zk a_ < Lo
=2"+1
En raisonnant comme au 1°), on constate que Zan et ch sont de méme
n=1 n?l
nature.

Remarque. En appliquant le 2°) a la série de Riemann gl/nu, a>0, on
1

. s ~ P . e s I-a.n
constate que celle-ci 3 la méme nature que la série géométrique 2(2 ),
qui converge pour a>l. I

Soit f :]0,1[ — R une application continue, positive et crois-

sante.
Montrer que les séries a_, b et c_, ol :
1 " 1 7
2
=fe™ : b = pL N A
an—f(e ) bn nf(e ) <. nf(n]

sont de méme nature.




1°) L'application t —r f(e-t) de ]0,+»[ dans R est continue, positive
et décroissante ; (an)nEN"" est donc une suite décroissante de réels positifs ;

d'aprés 1'exercice précédent, §an et an sont de méme nature.
1 n#

2°) Rappelons le résultat du cours : soit g : [a,+»[ — R une application
+0
positive et décroissante ; alors l'intégrale impropre g(t)dt et la série
a

‘;g(n), oll pEN est fixé tel que p~»a, sont de méme nature
P

-

— En appliquant 3 g(t) ==f.(e_t), avec a=p=1], on constate que la nature

e -t
de Zan est celle de I=1 f(e 7)dt.

>l Comme u ++ Logu est un Cl-difféomorphisme croissant de [e,+=[ sur

40
[1,+[, 1a nature de I est celle de J=f -IJ f(—ll;)du.

e
L'application u r—-r% f(%) étant décroissante sur [e,+=[ (au titre de

produit de deux applications positives et décroissantes), la propriété rap-—

pelée s'applique : J et ;;cn sont de méme nature. 0

Soient P la partie de N constituée des nombres premiers, et

@:n— p_ la bijection croissante N —» P définie par :

=2 3 =mi EN.
P, 2 ; Poel min(P\ {po, ,pn]) pour tout n€N

1°) Dans cette question, on donne a €R, a>1,.
q s

Montrer que la série Zl /p(:l1 converge. A tout n€N, on associe :
n
e =T | (1-1/p)).
nov0 k

00
Montrer qu'il existe 8= lim en, que OGR:, que -é-= Z Lu .
n-+e m=1 m

2°) Quelle est la nature de la série ) l/p_?
n

+c0
— Rappelons que z(t) =Z —IE est défini si, et seulement si t>1.
m=] m
— Notons que p, est le (n+!)-iéme nombre premier, et rappelons qu'a
* , .
tout mEN on peut associer une unique suite de naturels (vk)kEN’ presque

Vk

400
nulle, telle que : m=| | pk .

k=0

1°) a) On établit par récurrence : pn> n+2 pour tout nEN.
D'ot : 0<p;a<(n+2)-a'<l pour tout n€N. (1)

Puisque m>l,z:(n+2)-OL converge ; Zp;a converge donc, (m]



b) Pour tout n€HN, on a 6n>0 d'aprés (1), et on dispose de :

n
-Q
Log en—kZ;Log(l P )
On a : Log(l—p;a)"’ —p;u au voisinage de +». Comme la série i termes néga-

tifs éj(-p;u) est convergente, la série &Log(l—p;a) est convergente ; il

existe donc A = lim (Log en), AER. De la continuité de la fonction exponen-

e N o
tielle, on déduit 1'existence de e" = lim8 , e ER+. a
N>+
c¢) Jusqu'd nouvel ordre, n€EN est fixé. On a :
n
/e =TT ——.
B k=0 1-p°
k
Pour tout k€ {0, .. ,n}, 0<p-u<l entraine :
k
+-00
L 1
1op® v
P YT P

En utilisant le théoréme classique sur le produit d'un nombre fini de séries
numériques absolument convergentes, on obtient :
<+

1 1
W () M
n V=0 v Ty =v (po wp. M)

n

— Soit pyEN, Nous disposons de la somme partielle Su<I/6n, ou :

2 Z 1

T ( )
u - y - Vo V&
v \,04 +vn v (p9.. P, )

o]

*
Su est une somme finie de réels de la forme l/ma, mEN ; notons l/Ma le
ey
. ) - . VK .
plus petit d'entre eux. Comme chaque décomposition m=| | P est unique,
k=0

o1z a . . .
chacun des éléments 1/m~ de la somme Su n'intervient qu'une fois ; le nombre

de ces éléments est donc au plus M ; on a :

5
S <Z =<2 =
= I m=] m
. - . |
Comme un majorant commun 3 toutes les Su, pEN, est un majorant de g+ ©ona:
n
1 i
—< LI
6 a (2)
n mw=lm +oo

— Pour LEN assez grand, u majore chacune des sommes finies Z v, asso-

k
ciées aux décompositions des entiers m tels que l<m<pn, et la somme Su con-
pn '
tient tous les ]/mu correspondants, si bien que : -%<S .
1 1 m=] m H
On a donec : i —E<—— . 3)

m=]! m 6
n



e Faisons maintenant tendre n vers +«. On a : lim P, =+w, De (2) et

(3) on déduit : e

e

lin _=21 — = (o). D
0 a

nd+e n M=l m

2°) Reprenons les notations du 1°) avec a=1 ; ici :

n

o =] [C(1-1/p).

n k=0 k

-1

On a : Py <1/2, et donc p;l <1 pour tout KEN, On en déduit que restent

vraies Bn >0,
+c0

1 ]
(X =)
n V=0 W +..4y v pO.pn
o n o n

et, en utilisant encore les S :
Pn I | s
2. =% (3)
m=1 n

(en revanche (2) n'a plus d'intérét, son second membre étant infini] .
Pn

e De la divergence de la série ; I/m, on déduit : lim ; %=+°°, et,
1 n>o m=|
compte tenu de (3) :
lim 1. 4o, ji.e. limen=0.
n>+ee n N+

e De log6_= Log(l1-1/p,) et lim Log® =-w«, on déduit la divergence
n - k o n

de la série & termes négatifs ;)Log(l - I/pk), et, en utilisant 1'équivalence
Log(1 - I/pk)"' - I/pk, celle de la série l;)(—l/pk).

En conclusion, la série Z]/pn diverge.

Soit z a une série convergente i termes réels strictement
>l

positifs. Prouver de deux fagons la convergence de la série ;un’ ol
1

(n )I/n
u ={[Ta
n\ oy k
1°) En utilisant, aprés justification :
« n
Vn€EN Iguk<e z;ak.

n 1/n
- 1
2°) En se ramenant 3 1'étude de v, olv =— (n! | | ak) .
n= n k=1




*
°) On vérifie que, pour tout kEN on a
k i

(k+1)¥ TT(“') -TH(+D .

i=1|
Or il est classique que (l +—) <e pour tout LGN . On a donc :

k_\1/k
k+n¥ ek TT]., et 1<k+, ('[_Tx) ,

i=1 1=1
e k 1/k
et : uk<m (i!=l|1 ai) N

En utilisant 1'inégalité classique entre¢ moyennes arithmétique et géo-
métrique, on en déduit
k
* e
eew' o < £ -3 ia
k k(D) Lot

*
D'oli, pour tout n€EN :

On constate que le second membre de 1'inégalité précédente s'écrit :

1 ]
e ;kak (E—W)'
n
LIPS
Dol : Zuk<e 2ak<e kfak.
=1 K= =]

Les sommes partielles de la série Z U, 3 termes positifs, &tant majorées,

s 1
la série est convergente. a

2°) On sait (cf. exercice 5.2.6 de notre tome I) que la convergence

a 1+2a2+ v ¥ a_

n(n+!) °

Zan entraine celle de ; bn’ ol bn =
n2| 1
Or, pour tout n€EN* :

n l/n
_; (]—]_ka <—2- ;ka 'n (1)
k=1

D'aprés nTb ~b au voisinage de += et bn>0 la convergence de

;bn entraine celle de ;nﬂ , et compte tenu de (1), celle de Zvn.
1 >
— D'autre part : n! = (E) V2rn 9(n), avec 1lim6(n) =1.
I/n_n e
D'oid : (n!) = u(n), avec limu(n) =1, et donc :
n-+to
vn~un/e au voisinage de +w, O



Soit (an)nEN' une suite de réels strictement positifs, telle

. * 2
que la série Z ZL converge. Pour tout n€N , on note : Sn= a .
K=

2l n n""an
Montrer que la série Z s ou c, = —gZ » converge (on pourra utili-
i n

ser l'exercice précédent).

La sui i . D'oii >2
suite (Sn)n€N"‘ est croissante, D'oli pour tout n=2

2¢c —

5 & KRGS &L )
Z;%‘ ——sz—*‘?:;k 5. 5)

= = k = k-1 k
n n 2_1.2 2 2

D Fo ekl o
=2 = k 1 n
¢ L1

1]
et : Z;k<si + Z; 2:” < ;2:"2 1)
= 1 =2 "k =1 "k

— D'aprés 1'inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique :
. n 1/n Sn 0 LU 1/n
VnEN [ Ta <Zet—<{] [— (2)
k n S _, a
k=1 n k=1 "k

- L4 - - | -
D'aprés l'exercice précédent, la convergence de g 5 entraine celle de
l n

_1’1 1 \I/n n
;(FT-;— , et donc, compte tenu de (2), celle de ;S—- .
1'k=1 "k In+2 n n 1 "n
D'apreés S ~2 g~ au voisinage de +o, et S—->0, celle-ci entralne la
n n n
2n+2
convergence de ,; g et, compte tenu de (1), celle de ;lcn. a
1 n

* .
1°) a) Montrer qu'il existe un c€R_ tel que, pour toute suite

i valeurs dans [0,1], et pour tout entier n=>2, on ait :

(a;llk-l)2<c (1)

(@2
a
= K
*
L : .
b) Montier qu'il existe un YER_ tel que, pour toute suite (ak)k>2

3 valeurs dans [0,1], et pour tout entier n»2, on ait :

n 1/2
iall(_llk < Xak+y(z;ak) (2)
= =2 K=

2°) Soit Zan une série 3 termes réels positifs, convergente. Quelle

. I-1/n
est la nature de la série é an / ?




10

1°) a) Pour tout entier k>2, on note f; 1'application positive et
continue [0,1] — R telle que fk(x) =x(x_”k— l)2 si x€1]0,1],
On a donc : f2(0) =] et fk(O) =0 si k23.

Cette application admet en tout x€ ]0,1] la dérivée :
£2(x) = (MR- (G-2n0x7 R - ).

On en déduit que f admet la borne supérieure W o

k
— atteinteau point O si k=2, et alors &gale a : =13

— atteinte au point (l-—2/k)k si k>3, et alors égale d :

kp 242
uk=(l—2/k) (‘sz']

On a : ~e T?Z au voisinage de +». La série & termes positifs

"
g;uk est donc convergente.
e Soit (ak)k>2 une suite 3 valeurs dans [0,1]. En utilisant :

vk 22 0<fk(ak)<pk

40 400
on constate que la série ;fk(ak) converge et que Z;fk(ak) <Zzuk.

On peut donc adopter : ¢ = Weo 34 condition de convenir que
k=,
-1/k 2 L. . - . -
ak(ak 1)° désigne fk(ak) weme si a, 0.
i 1/2 _ 1/2, -1/% _
b) On note : b, (fk(ak)) a (a, 1).

Pour tout entier n>2, 1'inégalité de Schwarz fournit :

z{a:{/zbk ‘(22%)”2' (szi)llz

et, compte tenu de (1) :

n 1/2
; 1-1/k 2‘ 2
= ak —Kc ak<( = ak) .J‘c

qui est (2) lorsqu'on adopte y =Vc.

2°) Comme 1lim a =0, on peut, quitte 3 remplacer En par une série
n*+®

=
tronquée, supposer anE [0,1] pour tout n€EN .
Comme z a_ converge, les sommes partielles S a, admettent un majo-
T =

rant commun A. D'aprés (2), les sommes partielles de la série & termes posi-

tifs é atll_lln admettent le majorant A+yJ/A ; la série est donc convergente.

Soient (an)ﬂ et (bn)nEN deux suites réelles, telles que
a

. : . Py n
bn¢0 et an+bn=f=0 pour tout n€N. Que peut-on dire de la série Za—n_._?n- dans

le cas oii :
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1°) la série Zan/bn converge ?
2°) les séries Zan/bn et Z(an/bn)2 convergent ?

a a /b
o - . n n
P r € = ! = .
1°} Pour tout n€N, u =3 +b s'écrit u_ l+an bn La convergence de
E 7— entrainant lima /b =0, on dl.spose de : un~an/bn, au voisinage de += (1)

n n-r+oo
— Si an/bn a un signe constant i partir d'un certain rang, on sait que

(1) suffit pour que la convergence de Zan/bn entralne celle de Zun.
— Dans le cas contraire, on ne peut rien dire. Soit, par exemple,
n P o < .
a = (-1)" et bn-\/nH. Le théoréme des séries alternées permet d'affirmer que

Zan/bn converge. Par contre on a, pour tout n=1 :

n n
p— + - .
. = ( l[)] _EDWaRT-1 (DT l’”"n’ oi v_=0f ).
-l) +\Vn+i n v n ;
On constate que é" est absolument convergente, et que Z( 1 nI'vn est semi-
1 =l

convergente. On en déduit que, comme ‘;l/n, Z est divergente.

a a 2 a_ 2
o 1 e = | u = ——
2°) Ici U =g (b ) +wn, ol w_ o((b ) )
n n n

La convergence de la série Z(an/bn)z, 3 termes positifs, entraine 1'ab-

solue convergence de an. On en déduit la convergence de Zn'

Remarque. L'hypothése Za /b est convergente et a /b 20, qui assure
la convergence de Zu d'aprés 1e 1°), entraine la convergence de Z(a /b )2,

En effet, de lima_/b_=0, on déduit que, & partir d'unm certain rang :
o B D

(an/bn)2 <a /b .

Nature de la série Zan, oii a =sm(L:E n) ]

2l n

A(n) désignant ;an, nous allons montrer que n t— A(n) n'est pas une

suite de Cauchy, et est donc une suite divergente ; il en résultera que la

série Zan est divergente.
n=1
e Scient, pour a€N : p(c) =E(exp(2a‘n+n/6)) et q(a) -=E(exp(2a.n+51r/6)],

ol E désigne la fonction partie entiére ; pour tout n€N tel que

p(a) <n<q(a), on a :

2am + /6 <Logn «2am+57/6
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et donc : sin(Logn)>= 1/2 et 1/n=21/q(a). D'ol :

Va€N  Afa(@) -Afp()) >q(a%q-(a§a)
. p(a) _ exp(2am+n/6)
* q(a) exp(2an+5%/6)
D'oll : lim q(;)-(.a;a) =%, avec 2.=—;-(l -exp(—21r/3)) >0.
a-+to  aEN 9
— Il existe donc n€N tel que :

— Quand a tend vers +», on a

A(q(a)) -A[p(u)] >2/2 pour tout a>N. O

1.1.14 | Discuter suivant a€R la nature de la série Zan, avec :
n2l
E(vn

a , oi E désigne la fonction partie entiére.

n o
n

a) De iani =1/n" on déduit :

—Sia>1l, Za converge absolument ;
>

— 81 a%0, on n'a pas liman=0 ; ;an diverge.
n-+Heo 1

b) Reste & étudier 0<a <1, cas dans lequel nous nous plagons.
*
En vue de sommer par tranches, posons, pour tout nEN
(n+i2—l n (a1
b = a =(-1)’8 , ot B_= 1/k.
n W2 k n n =2
* o . - *
Sur k+, tv— 1/t décroit ; on a donc, pour tout n€N :

Bn> anZa et Bn<22;l
(ntl) n

Si 0<a<1/2, la premiére des inégalités (1) montre que l'on n'a pas

lim Bn=0, et donc 1'on n'a pas limbn=0 : la série gbn diverge, et, d'a-
1

. (1)

e Nt
prés un théoréme classique sur la sommation par tranches, la série ;a di-

verge. !

c¢) Plagons—nous maintenant dans le cas 1/2<a<1.

La seconde des inégalités (1) entraine : lim Bn-O.
nrte *
Utilisons & nouveau le fait que t i— 1/t% décroft sur R, .
k+1
En appliquant : ldt<—l— i k=n2,. ,(n*1)2=-1, il vient :

e k%

(a+1)Z
Bn>ft12 th= In.
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k+1
En appliquant :f Ldtk iks=(n+1)2-1,..,(n+2)2-2, il vient :
k

& (k+1)%
8 < —dt=J .
ot Jney2z-r o+l
T~ . - -
D'ol : Bn Bn+l >In Jn+1'

— Pour 1/2<a<1, on calcule :

D'od : I =J 4 =:;;2 +0(n2;ﬂ) au voisinage de +=.

— Pour a=1, on calcule :

In=2Log (I +%) ;

J o+ = Log (1 +-r1;) +Log(l +%] - Log (1 +%) .

< . 2 1 . .
D'oi : In- Jn_” =52 + 0 [;1-3-) au voisinage de +=,

. ,
— Pour 1/2<a<1, il existe donc NEN tel que n>N entralne In-Jn+l>o’

et a fortiori Bn> 8n+l' La série ;bn’ qui est alternée, vérifie (3 partir
1

d'un certain rang) les hypothé&ses du théoréme des séries alternées, ce qui

assure sa convergence.

On en déduit que ;an converge en utilisant le résultat classique :

si la série réelle Z a, admet une série sommée par tranches convergente et

si a_ est de signe constant "le long d'une tranche", alors ;a est conver-

gente. !

Démontrons cette proposition dans le cas qui nous occupe ici.

Nous avons : limE(yn) =+~ ; notons abréviativement p =E(Vn).
N>+

La valeur absolue de la différence :

(p+Q22-) n n

(p+1)2-1 (p+1)2-1
= |ak| <B .
k=n+] P

est majorée par : I a
Coome limB =0, et comme lim bm)=B, somme de la série an, il vient
n=

kbl K
n>+o P N+ n=]

lim a =B, a
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1.1.15] Soit f une application R, — R telle que :

f(t) =a+%+0(—t—:!z) au voisinage de +w, ()

n
Etudier la série Zan, oii an=| [f(k).
k=0

Eliminons le cas oli il existe noell tel que f(no) =0, cas dans lequel
a, =0 pour tout n?no, et Zan converge.
Nous supposons donc que f(k) #0 pour tout kKEN, ce qui implique an#O

a
. .. . +1
pour tout n€N ; nous disposons ainsi de la suite (an

N =f(n+l))ﬂ. En uti-
lisant (1) on vérifie :

2ne) B | . .
a =a+;+0(—n-2-) au volsinage de +», (2)
n a
En particulier : lim D! o &. D'od la discussion :
>t n
ier cas : ial <1. Par la régle de d'Alembert, Z}an! converge ; il en

résulte que Zan converge absolument.

2éme cas : |u|>l. La suite (|an|) croit & partir d'un certain rang, et

donc n'admet pas O pour limite ; on n'a pas liman=0, et )a diverge.
N+t

3éme cas : a=1. Comme limf(t) =1, il existe NEN tel que £(t) >0 pour
-t
tout t=N ; on a sgn a, =sgn ay pour tout n>N. Quitte 3 multiplier tous les
a  par -1, on peut supposer que a_ est une série & termes positifs.
N
En utilisant (2), et un complément classique de la régle de d'Alembert

*
(cf. notre cours IV.1-2-3 3°), on constate qu'il existe AER_ tel que, au
B

voisinage de 4« : an~A/n_ . D'ot :
— Si B<-1, alors Zan converge ;

— Si B=-1, alors Zan diverge.

4éme cas : a= -1, Comme limf(t)= -1, il existe NEN tel que f(t) <0

pour tout t=N, f:m |
. P n+l ' _ 8 |
La série §l|an| vérifie —--———Ian| = |f(n+l)| =~f(n+l) =1 —;-0-0(52.).
I1 existe AER:_ tel que, au voisinage de +» : |an|~lln8. D'ol :

— 8i g>1, alors Zlan| converge, et Zan converge absolument.
— Si B<O, on n'a pas lim|a | =0 ; Za diverge.
o n n
— Reste le cas : 0<Bg<1 ; alors Z{an| diverge, mais lim|a_| =0.
nte O
Reprenant NEN tel que f(t) <0 pour t=2N, nous pouvons supposer, guitte
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d multiplier tous les a  par -1, que an=(-l)n|an| pour tout n2>N.

La série Z a est alternée et elle vérifie :

lage ]
_|n—+—;—~% au voisinage de +=, B>0.
a

n

Il existe donc N'>N tel que : Ian+l|<|an| pour tout n>N'. Compte tenu

de lim Ianl =0, déjad acquis, on conclut, par le théoréme de convergence des
n-o-+w

séries alternées, que Ean converge.

Soit 22 1'ensemble des suites complexes (an)ﬂ telles que la

série Z|an|2 converge. Montrer que %22 est un C-espace vectoriel, que

ey 1/2
Hell = (an) — (E |an|2) est une norme sur 22, et que l'e.v.n. (g2,01)
re 1 - n=

est complet.

° PN P, 2
1°) A et B désignent les &léments (an)ﬂ et (bn)nEll de 2. On constate
que 22 est une partie du C-e.v. Cu, non vide puisque contenant la suite nulle,
et telle que :
— Q3 2
Si (a,A)EC x24, alors (aan)ﬂ
— 8i (A,B)E (#2)2, alors (a +b ) - €22 ; en effet :

622 .

vnEN |a +b_[|2<2(|a_ |2+ [b_|?).

~ . N
Il en résulte que 22 est un sous—espace vectoriel de C . a

2°) Soient A et B deux éléments de 22 . On a :

_ la2] + b |2

Vn€N |ab |=la |[b |<
nn n'''n

Il en résulte que la série Za est absolument convergente, et donc conver-

b
nn
gente : on dispose de 1'application (22)2 1~ € définie par :
+00
(A,B) v <A,B> = Zoanbn.
n=

11 est aisé de vérifier que cette application est une forme sesquiliné-

-~ -

aire, 3 symétrie hermitienne, dont la forme hermitienne associée, A — <A,A>,

est définie positive ; Ar— V<A,A> est donc une norme sur %2,

Remarque. On peut démontrer que ll-|l est une norme sur 22 sans utiliser
les espaces préhilbertiens complexes : on prouve l'inégalité triangulaire
en observant que si A et B, A#(, appartiennent 3 22, alors :

t — n:)(tla‘J +[b_[}?
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est une fonction polyndmiale du second degré de R dans R, & valeurs posi-
tives, ce qui entralne que son discriminant est négatif (au sens large).

3°) Reste i montrer que toute suite de Cauchy d'éléments de 1l'e.v.n.
(22, l-ll) est convergente.
- - : .k
Donnons=-nous une telle suite (Ak)kel , avec Ak (an)tﬂ'
Nous disposons de l'assertion :

*
(P) Pour tout e€ER il existe un KEEI tel que :

.- i€

"A'k-"_] Akll < ¢ pour tous k)Kc et jEN,

i.e. f |ak+3—aklz<c2 pour tous k2K et JEN (1
=0 n n €

— On constate que (1) implique :

lal;""]-al;l e pour tous n€N, k>Ks et jEN.
k\

n’ kEN
une suite de Cauchy : il s'agit donc d'une suite convergente, et l'on dispose

Il en résulte
n resulte

1 EN, 1la guite (a d'8léments de € est

de a = lima .
no n
(an)nEll est un élément de C’“ que l'on note A. On va prouver A€L2,
— Revenant 3 l'assertion (P), nous constatons que (i) implique :
N . -
Z:|ak+']-ak 2&¢e2 pour tous NEN, k>K_ et jEN.
&' n 3

et donc (en faisant tendre j vers += pour N et k fixés) :

i |a —ak|2<52 pour tous NEN et k2K . (2)
£4 ' n "n €

En fixant € =1, nous en déduisons qu'il existe KEN tel que :
2
El |a —aKI <1 pour tout n€N
n n
n=
. - - K2 .
ce qui entralne que la série Zlan-an| converge, et donc que A-AK appartient
a 2, et encore que A appartient i 22.
— Reprenons encore (P). Nous constatons (en faisant tendre j vers +=

dans (1) pour k fixé) que (1) implique :
_ky2 2 . -
ni Ian anl <e®, i.e. lA-A Il <e pour tout k>K_

ce qui prouve que, dans (&2, ll-ll) : A= lima . a
kot
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1.2. SUITES D'APPLICATIONS

Le théoréme de Weierstrass, qui fait l'objet de 1'exercice 1.2.2, joue
un role important dans l'étude des suites d’applications. A titre d'introduc-
tion, le lecteur traitera l'exercice suivant,

. ® . . . .
Soit aGR+. Trouver une suite de fonctions polynSmiales qui

converge uniformément sur [-a,a] vers 1'application t — |t].

On pourra utiliser : |t| =y]- (l-ti) .

a) On sait, d'aprés le cours :

T S q
YuE |~-1,I11] (l=u)c = I—Lanu (1)
n=]
(2n) !

avec o = )
(20-1)2“"(n!)

7 -

D'autre part le lecteur vérifiera aisément que la série a_ converge
P q n

1
(par exemple en utilisant la formule de Stirling, ou encore un développement

s . P n
limité de anﬂlmn) ;3 i1 en déduira la convergence normale de Zunu sur

n=1
[-1,1] et, par continuité, la validité de (1) sur ce méme segment.

En remarquant alors que, pour t€ [-VZ,VZ], ona : 1 -t2€[-1,1], il
vient : '

-]
[t] =1~ 20.“(1-:2)“, la convergence étant uniforme sur [-VZ,VZ],
n=

La suite (Pn)ﬂ des applications polyndmiales définies par :
n
* k
= 3 = - - 2
Po(t) 1 ; VnEN Pn(t) 1 E an(l t?)

converge donc uniformément vers t— |t| sur [-VZ,VZ].
c) Soit b=a/yZ. La suite (Qn)nEl des applications polyndmiales définies
par : Qn(t) =b Pn(t/b) converge uniformément vers t ~— |t| sur [-bVZ,bVZ]. D

e Le lecteur trouvera une autre solution et un complément au 1.,2.16.

I 1.2.2 | THEOREME DE WEIERSTRASS.— On se propose de démontrer que toute

application continue d'un segment réel [a,b], a<b,dans R (resp. C) est limite

uniforme sur [a,b] d'une suite d'applications polyndmiales.
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1°) a) Pour tout nGll*, établir 1'égalité de polyndmes :
;;(k- ax)2 ¢ X 0-0"* = mx(1-x) m
b) Etant donnés nEN*, aek et x€ [0,1],0n note :
I={kEN|O0<k<n et |x-k/n|>a}
Vérifier :

2K KO- <1/(4na?). (2)
€1 "

2°) a) Soit f une application continue de [0,1] dans R (resp. C). A

L .
tout n€EN on assocle @

k k k
B :x «— C (lx)
. KZ_;()

Montrer que f est limite uniforme sur [0,1] de la suite d'applications
polynomiales (Bn)nEN* .

b) En déduire le théoréme de Weilerstrass.

La méthode utilisée ici, qui est celle des polynomes de S. Bernstein,

a l'avantage de fournir explicitement une suite d'applications polynGmiales

qui converge uniformément vers f sur [a,b].

o ey k k_ k-l k(k=1) k _ k-2
1°) a) Nous utiliserons : n cn_cn—l » Ta=D) Can Cn—Z .

k Jk n
° c” X (l x) =(X+I—X)
2.5

. kf;kc K (1-x0"" k—nxt xl(l-X)“"'“mx.

=P (X)+Q (X), avec :

&k Lk n-k
P_(X) =k2;k S X°(1-X)" " =nX (calcul précédent),

n

k k n~k
et Q_(X) -kzzk(k—l) c. X (-
On a :

-2
Q_(X) =n(n—l)X2;02 -0 o n@m-nx2.
n =2 n-2
Le premier membre de (1) est donc le polyndme :

n(n-1)X2 + nX - 2n2X2 + n2X2 = nX(1-X). @]
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b) Comme xk(l-x)n-k>0 pour tout k€{0, .. ,n}, on déduit de (1) :

I;(E—x)z C:‘1 xk(l—x)n_k<~—-—-~—x(l—x) (3)
I

n n
Au premier membre de (3), on minore (k/n-x)2 par a2 ; au second membre,
on majore x(1-x) par sup (t-t2)=1/4. D'ou (2).
t€{0,1]

o *
2°) a) Soient x€ [0,1] et e€R+.
n

En utilisant ZCI:‘ Xk(l-x)n-k=l, on établit, pour tout nell‘r :
=0 n
k Kk -
|B_GO-£(x) | <Z’ l£E) - £ ] ¢ = (-0"" (%)
=0

Comme f est continue, et donc uniformément continue sur l'intervalle compact

] *
[0,1], on peut associer 3 € un a€R+ tel que :
V(t,u) €[0,112 (|t-u| <a) = (|£Ct)-£(u) |<e/2).
D'autre part on dispose de : M= sup [f(t)|€ER.
t€[0,1]
*
Fixons un NEN qui vérifie M/(2Na?) <e/2.
I étant associé a a, x et n>N (comme au 1°%) b)), reprenons (4) en

écrivant le second membre sous la forme S; +Sj;, avec S5} =Z et Sp =§ .
k€I I
Pour k€I, majorons If(%] -f(x)| par 2M, et écrivons (grace a (2)) :

51 < m; ¢k (-0 " <M/ (4nat) < /2.
=]

Pour k¢ I, majorons |f(%) -~ f(x)| par €/2, ce qui est possible puisque
|k/n-x|<a. Il vient ainsi :

n
5,<& ). c* K"KV K KK KL
2 kI ° 2 n 2
— En conclusion,d tout ¢ €R_ on peut associer NEN tel que :

Vn2N W€ [0,1] [Bn(x)-f(x)|<e. 0

b) Soit g une application continue d'un segment réel [a,b], a<b,
dans R (resp. C) ; f :xv— g[a+ (b-a)x) est une application continue de [0,1]
dans R (resp. C) @ laquelle on sait associer la suite (Bn)rﬂl* de ses applica-
tions polyndmiales de Bernstein, suite qui converge uniformément vers f sur
{0,1].
On constate aisément que g est limite uniforme sur [a,b] de la suite

(An)nEN* des applications polynomiales :

: x~a)
An P X v Bn(b-a} .

Remarque. L'étude s'Etend au cas d'une application continue d'un seg-
ment réel dans un e.v.n.
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] 1.2.3 | THEOREME DE WEIERSTRASS POUR LES FONCTIONS PERIODIQUES. A tout

entier n>1 on associe 1'application 8, tR — R définie par :

1 sin? . .
gn(U) == %i—:—z—g%‘)l) si uER\ Z ; gn(u) =n si u€Z,
1°) a) Montrer qu'il existe des réels a » 0Sk<n-l, tels que :
n=1 ’
VuER gn(u) = Zan K cos (2kmu). (1)

k=o * 1
b) En déduire la valeur de 1'intégra1e[gn(u)du.
o

2°)-Soit £ une application l-périodique et continue de R dans R. A tout

entier n#1 on associe 1'application £ :R — R définie par :
PP n P

VKER f_(x) -flgn(x-c)f(c)dc.
0

a) Montrer que f est un "polyndme trigonométrique”, i.e. qu'il

existe des réels a ; avec O0<k<n-1, et des réels Bn i avec 1<k <n-1, tels
] »
que, pour tout x€R :
=1

fn(x) = “n,o + a (un,k cos (2knx) + Bn,k sin (2k1rx)] (2)

b) Montrer que f est limite uniforme sur R de la suite (fn)nEN*‘

Ici encore la méthode utilisée 3 1'avantage de fournir explicitement une
suite de fonctions polyndmes trigonométriques qui converge uniformément vers f

sur R.

e On vérifie aisément que toute g, est positive, paire, l-périodique et

continue (il suffit de vérifier la continuité au point 0).

1°) a) Pour u€ER\ Z, posons z =exp(imu) ; compte tenu de z& {-1,1}, nous

avons ainsi :

2 2
o[z -z M) (E’j n-1-2k
n gn(u) (z _ z-l / =oz /
2(n-1-k-%)
et:ng (u) = z . 2 -2 .
° (k,z);g,...,n-”z k& b %k,

On constate que ngn(u) peut s'écrire :

n=2
YA + ( + YA )
k+;n—l k.2 pz=¢:, K =pzk’2 k+£=.§n-l)-p k4

=2
et donc : n+ Z (p+1) (ZZ(n-l-p) + z-Z(n-l-p)) .
p=o

En notant k =n-1-p, il vient :
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n=-1
_ 2(n-k)
Sn(u) 1+ ;Z; ——=cos (2k7u)
On vérifie que cette égalité, &tablie pour uER\Z vaut également
pour u€Z, o

1 *
b) De (1) on déduit :f gn(u)du= 1, pour tout n€EN .
)

2°) a) Soit XER ; t +— gn(x—t)f(t) est continue sur [0,1], ce qui as-
sure l'existence de fn(x). En utilisant (1), on constate que fn(x) s'écrit

sous la forme (2), avec :

! _2(n-k) [}
“n,o‘_[; £(e)dt 5 o |\ == A £(t) cos (2knt)dt, k>1 ;
_2(n-k)f ! .
Sn,k n fo £(t) sin (2knt)dt, k=1,

b) Comme f et les fn sont l-périodiques, il suffit de prouver que f

est limite uniforme de (fn)nen* sur [0,1]. Nous utiliserons :
1
vx€ [0,1] £(x) - fn(x) =‘[ gn(x-—t) (f(x)—f(t))dt
(V

ce qui résulte du 1°) b) et de la périodicité de g,

Soit €>0 donné. La continuité uniforme de la restriction de £ a [0,1]
permet d'associer & € un n€ J0,1/2[ tel que :

V(u,v) € 0,112 (Ju-v|<n) = (|£(u)-£(v)|<e/4).
En outre, la continuité de f garantit l'existence de M= sup [f(t)].
t€(0,1]
e Soit x€ [0,1] ; trois cas peuvent se présenter :
ler cas : x€ [n/2,1-n/2] - Majorons If(x)-fn(x)l par la somme I;+I,+I3

des intégrales de tr—r gn(x-t)if(x)—f(t)| sur [0,x-n/2], sur [x-n/2,x+n/2]
et sur [x+n/2,1].

— Sur l'intervalle [x-n/2,x+n/2], nous avons |x-ti<n ; d'oi
|£(x)-£(t)| <e/4, et, compte tenu de 1,b) : I,<e/4.
— Sur les deux autres intervalles, nous avons ]x-—tl € [n/2,1-n/2] ; d'oi

1 2M
g (x-t) <3 sin’(wn/2) ° et 11+ I3 ST SinZ(wn/2) 3

. [ E 2M
Ainsi dans le ler cas : |f(x) fn(x)l‘:z*—"“‘fn sinZ(an/2)"

2éme cas : x€ [0,n/2[. Majorons If(x)-fn(x)l pour la somme Jj+Jp+J3
des intégrales de t «— gn(x-t)lf(x)-—f(t)l sur [0,n], sur [n,1-n], et sur
(1-n,11.
—~ Sur 1'intervalle [0,n], nous avons |x-t|<n, et donc |£(x)-f(t)|<e/4.

— Sur l'intervalle [n,1-n], nous avons |x-t|€ {n/2,1-n/2], ce qui con-

. M
duit a 32<—2-(—-7—n sinZ(an/ )"
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— Sur 1'intervalle [I-n, 1], nous avons |[t-1|<n et |x|<n ; d'oli compte

tenu de £(0) =£(1) :

|£(x)-£(t) | < |£(x)-£¢0)| + |£(1)-£(t)| <e/2

. - . _ € 2M
Ainsi dans le 2&me cas : |f(x) fn(x)|<2+n TXICTYF) 4)

38me cas : x€]1-n/2,1].- On procéde comme dans le 2&8me cas et on ob-

tient la méme majoration (4).

En résumé, la majoration (4) vaut dans les trois cas.

e Comme il est trivial qu'il existe un naturel N tel que :
2M €
VAN ST Gn/D) <2
on peut affirmer que :

vn>N sup If(x)-fn(x)| <e, O
x€[0,1]

Remarque. L'étude s'étend au cas d'une application f :R — R continue,
admettant une période (non nulle) quelconque.

Soit (fn)rEﬂ une suite d'applications polynomiales de R dans R.
On suppose que cette suite converge uniformément sur R.

Montrer que sa limite, f, est une application polynOmiale.

Pour tout n€N", notons : gn-fn—fn-l i 8, est une application poly-
nomiale, et la suite (gn)nElI converge uniformément sur R vers la fonction

nulle.
*
I1 existe donc NEN tel que, pour tout n=N, g, soit bornée sur R ;

or une application polyndmiale bornée sur R est nécessairement une constante ;

pour tout n=N, nous avons donc : gt a.

Comme ;gk=fn_fN-l pour tout n#N, il vient :

VEER Vn2N fn(t) —fN_l(t) -gak'
En fixant t, et en faisant tendre n vers +», on en déduit que la série
l;ak converge ; en notant a sa somme, il vient :
N
VEER f(t) =a+fN_l(t). . O

LF "étend au cas ou (f conver: iformé r
Remarques. a) L'étude s'étend a i ( n) onverge uniformément su

un intervalle de la forme [A,+=[, ou ]-=,Al.
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b) Le lecteur notera la différence entre la proposition &tablie dans
cet exercice et le théoréme de Weierstrass : ici la convergence est uni-
forme sur un intervalle non borné de R et non pas, seulement, sur un inter-
valle compact de R.

1°) Soit f une application continue d'un intervalle compact
[a,b] de R dans R ; telle que t"f(e)dt =0 pour tout n€N. Montrer que
1'application f est nulle. a
2°) Montrer que le résultat du 1°) peut @tre en défaut si 1l'on remplace

[a,b] par un intervalle non compact de R. On pourra utiliser les intégrales :

+oo .
In=f xn e(—lﬂ')xdx.
o

b
1°) Nous allons montrer que l'intégrale A= [ £2(t)dt est nulle, ce
qui, du fait de la continuité et de la posit:ivil:é’a de f2, entralnera que f<

est nulle, et donc que f est nulle. b

e On constate que, par linéarité :| P(t)f(t)dt=0 pour toute applica-
tion polyndmiale P. a

— Le théoréme de Weierstrass dit qu'il existe upe suite (Pn)nGN d'ap-
plications polynOmiales qui converge uniformément sur [a,b] vers 1'applica-
tion continue f.

Comme f, continue sur l'intervalle compact [a,b], est bornée, la suite
(Pnf)neu converge uniformément sur [a,b] vers £2. Le théoréme du cours sur
les limites uniformes d'applications intégrables fournit :

b

A= limf P_(t)f(t)dt, et donc A=0, O

n
n>+» Jja

. » =I+i n_-
2°) La convergence (absolue) des I tient 2 : |x" el 1)x| =x"e ¥

— On calcule Io =TT et on vérifie, par une intégration par parties,
que In=% In—l pour tout nEN*. D'oli, par récurrence :

VoEN I n!
n B et———
(]_i)n+l
En particulier, Ilm+3 est réel pour tout n€EN,

o

De f xl'm':’e-x sinx dx= 0, on déduit par le changement de variables
1/4 Jo

x=t :

+@
Vneuf tnf(t:)dt-fO
[+]

1/4, . . 1/4
oii f est 1'application continue et non nulle t — exp(-t / ) sint / de

[0,+=[ dans R. 0
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| 1.2.6 | SUITES EQUIREPARTIES. Une suite u= (un)ﬂ* A valeurs dans

[0,1] est dite &quirépartie si et seulement si elle vérifie 1'assertion :

i) Pour tout sous—intervalle I de [0,]], on a lim 1 \)I(n) =2_, ol
N+

*
2.1 est la longueur de I, et oili, pour tout n€N , vI(n) est le nombre des

kE€{1l, ..,n} vérifiant ukGI.

I

=0, et u =2p) pour qEN et

1°) a) La suite u définie par u
2%p 2%

1
l<p<2q ést-elle équirépartie ?

b) Montrer que si une suite est équirépartie, l'ensemble de ses
valeurs est dense dans [0,1]. Que peut-on dire de la réciproque ? Une suite

équirépartie peut—elle &tre convergente ?

2°) Soit u-= (un)rEN* une suite a valeurs dans [0,1]. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :
i) u est équirépartie ;

ii) Toute application f-intégrable f : [0,1] — R possé&de la propriété :

() lim (l ki‘1f(u )) =flf
T e \1 k

o]
1
(i.e. nl_:x; x (£) =0, o x_(f) -%Z:lf(uk)i f) ;

iii) Toute application continue f : [0,1] — R poss@de la propriété () ;

iv) Toute application f : [0,1] — R continue et telle que £(0) =£(1)

posséde la propriété (7).

1°) a) Prenons l'intervalle I=[0,1/2}, de longueur 1/2.

= 2m+| + 2™

Pour tout n de la forme 3.2% nous avons, en remarquant que

si q»1, u <1/2, s'écrit p<2q—l, que u|<I/2 et que u2<I/2 :

2%+p .
\)I(n)-'—2~|-22q +2%=14+2,2"
q=

. . e g - . 1 2
Pour la suite extraite considérée : lim Py vI(n) =3

» ' - . - - n-’+m
La suite u n'est pas équirépartie.
Remarque. Avec le méme intervalle I, on aurait par contre pour la suite

extraite correspondant & n=2": lim 1 v, (n) =—]-=2 .
n 1 2 I
n-++oo

b) Soit u une suite équirépartie. Pour tout Ja,B[ tel que 0<a<g<I1,

nous avons, en prenant I=]o,B[ : lim ]; vI(n) =f-a. Comme B~ >0, il existe
-t
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un nEN* tel que % vI(n) >0, ce qui prouve que Ja,B[ contient des valeurs
de la suite u. L'ensemble des valeurs de u est donc dense dans [0,1], ce
qui implique que la suite est divergente.

La réciproque est fausse : la suite étudiée en a) n'est pas &quiré-

partie bien que 1l'ensemble de ses valeurs soit dense dans [0,1].

2°) Comme visiblement ii) = iii) = iv), 11 suffit de vérifier i) = ii)
et iv) = i).
a) A tout sous-intervalle I de [0,1] associons sa fonction carac-
téristique, 1.e. 1'application en escalier Xp? [0,1] — R prenant la va-
leur 1 en tout point-de I et la valeur O en tout point de [0,1]\ I. Nous

constatons :

l n
21=f Xy 3 "1(“)=Zx1(“k)-
o k=

La suite u est donc équirépartie si, et seulement si, pour tout sous
intervalle I de [0,1], X1 posséde la propriété (7).
Notons qu'il en résulte : ii) = 1).
b) Preuve de i) = i1) [e_t, en fait, de i) = ii)) . Par hypothése

u est une suite équirépartie ,

~ Soit ¢: [0,1] — R une application en escalier ; il existe une par-

tition de [0,1] en intervalles deux & deux disjoints I,-I (éventuelle-

ment réduits & des points) tels que @ = ﬁ)‘lxl . On constate :

[o-gofn: Bovo B (g

et donc : xn(‘p) = g)\zxn(xln] .

On en déduit que ¢ posséde la propriété (J).
— Soit £: [0,1] — R une application &-intégrable. Pour €>0 donné,
il existe ¢ et y,applications en escalier de [0,1] dans R vérifiant :

1
ySf<Q et f(tp—xj;)<e (1)
o

*
Pour tout n€N , on a ainsi :

1 1 < 1 1
;Z;wuk)-j; o<x (H<i kz;w(uk)-ﬁ y

et : xn(lp) - e<xn(f) <xn((0) +e.
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Comme ¢ et ¢ possédent la propriété (), on peut associer i e un

nOGN* tel que, pour tout n>n0 :
- <
€<xn(lp) et xn(w) 3

et donc : - 2€<xn(f)<28.

D'oli : lim xn(f) =0 ; f posséde la propriété (7). 0
N+

c) Preuve de iv) = i). Par hypothése u est une suite qui vérifie

1l'assertion iv).

Prenons un sous-intervalle I de [0,1] ; nous pouvons supposer I¥¢,
sans quoi l'assertion d'équirépartition serait triviale ; notons a et B les
bornes de I.

ler cas : 0<a<B<1, Soit €>0, assez petit. Notons ¢ l'application
continue de [0,1] dans R qui prend la valeur 0 sur [0,a-¢/2] et sur [B+e/2,1],
la valeur 1 sur [q,R] i est affine sur [a-€/2,a] et sur [B,8+¢/2] ; on a:

ay b4
* 1= )

1
@(0) =9(l) =0 ; xI<(O ;f w=21+s/2
o]

Si a <B, notons ¢ l'application continue de [0,1] dans R qui prend la valeur
0 sur [0,a] et sur [B,1], la valeur 1 sur [a+e/2,B-€/2], qui est affine sur
[a,a+e/2] et sur [B-€/2,8]. S1 a=B, ¢ désigne 1l'application nulle de [0,1]

dans R ; dans les deux cas on a :
v(0) =¢(1) =0 ; ¥v<yx, ;f1w>9«1-6/2
Les applications ¢ et ¢ possgzdent la propriété (J) et vérifient :
YX SO et fl(cp-w)<e (2)
0

En raisonnant comme en b), on constate que l'on peut associer & € un

noeﬂ tel que, pour tout n>no :
- 2e< < 2¢.
2e xn(xI) 2¢€

Il en résulte que X1 possé&de la propriété (7).

28me cas : a=0. Quitte 34 écrire que I est la réunion de deux inter-
valles disjoints, il suffit d'établir le résultat pour I de bornes 0 et B,
avec 0&K8<1. Soit ¢>0, assez petit ; ¢ est ici l'application continue de
[0,1] dans R qui prend la valeur O sur [B+e/2,1-¢/2], la valeur 1 sur [0,8]
et en 1, qui est affine sur [8,B+e/2] et sur [1-e/2,1] ; ¢ est définie comme

dans le ler cas. On a :

@(0) =(l) =1 ; p(0) =¢(1) =0
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Les applications @ et y possédent la propriété § ; on constate que les
inégalités (2) sont vérifiées, et on montre, comme dans le premier cas, que
x; Posséde la propriété (J).

38me Cas. B=1. On procéde comme dans le deuxiéme cas.

En conclusion, pour tout sous-intervalle 1 de [0,1], X1 posséde la pro-

priété (J), ce qui montre (cf a)) que la suite u est &quirépartie. a

1°) Reprenant les notations et les résultats de 1'exercice
précédent, montrer que pour toute suite u= (u“)neﬂ,r a4 valeurs dans [0,1] les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) La suite u est équirépartie ;

p+l
r

v) Pour tout pEl{ lim {,_ Z“LI:.)
nte Y k=1 4

vi) Pour tout pEN ,
Ry | <
lim (E ;cos(Zpﬂuk))H 0 ; lim (; ;sin(anuk))= 0]
n>+« = n->-+eo =
On utilisera les exercices 1.2.2 et 1.2.3.

. Y
2°) Application. Soit 8€ [0,1]\ Q. Montrer que la suite u= [n&-E(ne))ﬂ*

est équirépartie (E est la fonction partie entiére).

Rappelons que i) s'écrit : toute f : [0,1] — R, ®-intégrable, posséde
la propriété :

1
(" lim (—rl—l ktf(uk)) ='[ f, et sous des formes &quivalentes.
=1 [s)

N4
On constate que v) et vi) s'écrivent respectivement :
v) Toute application t:— tP de f0,1] dans R, peﬂ*,posséde .
vi) Toutes applications t > cos(2pnt) et t1— sin(2pnt), pGH*, possé-
dent ().
Par ailleurs il est trivial que toute application constante de [0,1]

dans R posséde (J).

1°) a) Du préambule précédent, il résulte : i) = v) et i) = vi).
b) Preuve de v) = L). Par hypothése v) est vraie. Par combinaison
linéaire, il en résulte que toute application polyndmiale [0,1] — R pos-
sédent 7.

— Soit alors £ : [0,1] — R une application continue. Pour ¢€>0 donné,on
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dispose (cf. 1.2.2) de ¢ :{0,1] -— R, polyndmiale, telle que

p-esf<p+e
On a :
n

% Zw(uk) - s<% ,Zf(uk) <% zw(uk) +¢

K=1

w  ([oes e ([ 1)

1on -
D'ol : xn((p) 2e < xn(f) <xn(tp) + 2¢.
#
Comme ¢ posséde (J), il existe nOEN tel que :
Vn > n Ixn(tp) | £e
et donc : Vn>no Ixn(f)| < 3e.

D'ol : lim xn(f) =0 ; f posséde la propriété (J). O
n->+o
c¢) Preuve de vi) = i). Par hypothése, vi) est vraie, Par combinai~

son linéaire, et compte tenu de ce que toute application constante posséde (I),

on en déduit que toute application polyndme trigonométrique [0,1] — R

t—a + pg (up cos (2pnt) + Bp sin (2p1tt)) (2)

posséde ().

— Soit alors f : {0,1] — R une application continue telle que £f(0) = f(lA).
Elle se prolonge en une application continue et l-périodique de R dans R, Pour
€>0, donné&, on dispose (cf. 1.2,3) de ¢: [0,1] — R, polynBme trigonométrique
de la forme (2) vérifiant :

P-~ce<ESP+e (1)

On montre comme en I;) que f posséde la propriété (T).

L'assertion iv) du 1,2.6 est ainst vérifiée. O

2°) On constate que la suite u prend ses valeurs dans [0,1].
. L S * . . .
Soit pEN fixé, Pour tout n€EN , Sn-ln i;exp(prnuk) s'écrit

Sn=% ; (exp(Zim))k, w=pno.

Comme 6 n'est pas rationnel, pd n'est pas entier et donc exp(2iw)#1.
- sin(nu) .

n Esinm exp(x(nﬂ)w)

On en déduit que, pour tout pEN

n
lim (% k;exp(ﬁpmk)) =0.

n-rdco

Un calcul classique donne : S

I.'assertion vi) est donc vérifiée ; la suite u est équirépartie, 0
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Montrer que la suite d'applications (fn)neﬁ* de [0,1] dans R

f =t r— 1 cosZk(knt)
n n £

converge simplement sur [0,1];

Indication : Pour étudier la suite (fn(t)), t€{0,1]\Q, on pourra

— soit utiliser 1'exercice 1.2.7 (équirépartition de la suite
n— nt-E (nt)) .
-~ soit utiliser 1'égalité (que 1'on &tablira) :

P _..2P —cP oL _
4% cos™F (knt) C2p+2§czpcos(2(p l)k'nt:) (1)

oi k et p sont des entiers tels que | <p<k.

*
a) Cas t€{0,1}. Pour tout n€N , £ (t)=1. D'oli limf (t) =
- n ote ©
b) Cas t€]0,1] NQ. Notons t =p/q, oli p et q sont des entiers premiers

entre eux tels que 1<p<q et q=#2.

— Pour tout kE_N*, une division donne k=s8q+r, OSr<q-l ; on constate
que rpn/q est un multiple de 7 si et seulement si r est divisible par q, i.e.
r=0. Il en résulte que cos?(knt) est &gal 3 1 si k est multiple de q, et,
dans le cas contraire, est majoré par :

u= max (cosz(rpn/q)] <1,
1<r<q-1

— Pour tout n€N*, notons E 1l'ensemble des entiers k€N 0’ N ={1, ..,n},
qui sont divisibles par q. Leur nombre, card(E ) est la partie entxere de n/q.

En distinguant kEE n’ auquel cas c:os2 (kﬂt) =1, et kell \E n’ auquel

cas cos2 (knt) est majoré par uk, on a :

card E card E kg.\z Kk
u

n n
OS]+

S|—

+o0 noa Card E
. . k_u . n_1
La derniére somme est majorée par U el De plus lim T
= ¥ nrte q
D'ol : lim £_(p/q) =1/q.
n--4co n

c) Cas t€[0,1]\Q,
Premidre solution. La suite u:n > nt-E{(nt), n21, est équi-

répartie. On a :
*
VKEN c082k(k1rt) = c032k(ﬂuk)

Soit €€ ]0,1[ donné. Pour tout nEH*, notons Fn 1'ensemble des kENn
tels que : ukG [0,e/2Y U[1-€/2,1]
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En majorant cos?'k(‘nuk) par 1 si kGFn, et par c052k(1n:/2) si kElln\Fn,
il vient ici :
card F

1 2k
0<f (t) ——n 4 = z cos  (me/2) (2)
n n ®KEN AR

g
La derniére somme est majorée par zcoszk(neﬂ). D'od

lim % ; cos2k(1re/2) =0. 3)
mr+e O KEN \F
nn card F
Comme u est équirépartie : lim -Tn-=e. (4)
n+t+w

En utilisant (2), (3) et (4), on montre que pour tout e¢€ ]0,1/2[ il existe
un n€N tel que :

vn=2N 0<fn(t)<3e

On a donc dans ce cas : lim fn(t) =0.
o+
Seconde solution. Pour tout pGNn, on peut écrire, en majorant
cosZk(knt) par 1 si k<p, et par coszP(kwt) si k»p :
p-1 .1 2p
0<fn(t)< — += i:cos (kwt). (5)
=p

En posant : exp(iknt) =z, 4P cos2p(k1rt) s'écrit :

(z+1/2) %P =P +§:l ct (ZZ‘P‘” . z‘2<p—9-))
=0

2p 2p

ce qui justifie (1) et permet de majorer fn(t) par :

P

C -
=l 2, 2 :i c; (ln g:cos 2(p-2.)k11t:)
A 4P = P =p

. . .y *
Ceci posé, considérons eEk+.

P

*
e Comme lim Czp/4p=0 (Stirling), nous pouvons fixer pEN de telle

pHt
sorte que Cgp/4p<s.

e Ayant ainsi fixé p, nous pouvons fixer NEN* tel que %(e pour
tout n=N.

e Pour tout £ tel que O<L<p-1, un calcul classique donne :

icos 2(p-2)knt 2
=p

*
ol x£=2(p-2)nt n'appartient pas 3 2vZ puisque p~LEN et t¢Q ; i1 en résulte:

<

Iexp(ixz) - I|

lim 1 icos 2(p-)knt =0
n>r4o n k=p
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*
ce qui permet d'associer 3 £ un vEER tel que, pour n>v2 :

2 & 1 i |
- C, - cos 2(p-L)knt! <e/p.

K=p

Pour n»max(N,v , .. ’vp—l)’ nous avons ainsi
¢
0<fn(t) < 3¢

ce qul permet de retrouver : lim £ (t) =0.
n-++wo n
d) En conclusion, la suite (fn) converge simplement sur [0,1] vers

1'application £ : [0,1] — R définie par : f(t) =0 si t§Q ;
. 1 .
£0) =15 £(B) =1 si (p,) € A*I2, paq=1,

Remarque. Les fn sont visiblement continues ; £ n'est pas continue

(cf. 3.1.6 de notre tome I d'exercices d'analyse) ; la convergence n'est
uniforme sur aucun intervalle d'intérieur non vide.

Soient E et F deux R-e.v.n., F étant complet, et £ : E—F
une application continue vérifiant :
MER,  V(x,y) EE2  lf(x+y) —£(x) ~£() I <M. ()

A tout n€EN, on associe l'application 8, i X -—*% £¢2"x) de E dans F.
Montrer que la suite (gn)ﬂ converge uniformément sur E, et que sa limite est

une application linéaire et continue de E dans F.

a) De (1) on déduit que, pour tous n€N et x€EE :
1e¢2™ %) - 262" 1l < M,
n+l
et donc : | gnﬂ(x) -gn(x) < M/27 ",

On en déduit que, pour tous nEN, pEN et x€E :

Ighep(x) -8 (DI < Mi 172" <% . (2)
=1

La suite d'applications (gn) vérifie donc sur E le critére de Cauchy uniforme,
et comme F est complet, elle converge uniformément sur E vers une application
g:E —F ; les g, étant continues, g est continue.

b) Pour tous nEN et (x,y) €E2, gn(x+y) -gn(x) -gn(y) s'éerit :

#[f(z“x»fz“y) - £(2%) - £(2Y)1]
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et on a, d'aprés (1) :
n

g, (x+y) -g (x) -g (¥)I < M/27,
Par passage 3 la limite lorsque n tend vers +» :

V(x,y) €EE2  g(x+y) =g(x) +8(y). (3)
Ainsi g est un morphisme additif de E dans F, et, par des récurrences classi-
ques,on a déja :

Vr€EQ VxEE g(rx) =rg(x).

— Utilisons maintenant la continuité de g. Soient a€R et XxEE. Nous

disposons d'une suite (rn) de rationnels admettant a pour limite : nous

nEN
avons :

VnEN g(rnx)=r g(x).

~—~
o~
St

n
Par passage 3 la limite : glax) =ag(x).
[ 3 - (-] - N r o N '

- -

n déduit la linéarité de g.

(=]
(]
~
(98]
—r
]
(a3
~
g
~—
=]

1°) A tout n€N on associe 1'application f:R, — R, telle

£ ()=e " ki:(-l)k /Kt

[+

que :

La suite (fn)nen converge-t—-elle simplement (resp. uniformément) sur R, 7 On
pourra utiliser la formule de Stirling :
n
n! =(ﬂ) VZrn 6(n), avec lim 6(n) =1.
e nitwo
2°) Montrer que, pour tout pENR", il existe une suite de polyndmes

(Pp,n)nEN

telle que la suite ([t »— e_th u(t))nal d'applications de R_ dans R
converge uniformément sur R, vers 1'application t — e—Pt.

1°) a) En utilisant le développement en série entiére de la fonction exp,
dont le rayon de convergence est infini, on a :
VtER_  lim i:(-l)k tX/kt = 7T,
n+t+e K=0
La suite (fn) converge donc simplement sur R+ vers 1'application t — e-Zt.

b) Nous sommes conduits 3 €tudier la suite (gn)nel’ avec :

-2t
gn.k+—-)k te—r e -fn(t).
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" - - ©a - . .
e Soit nEN fixé ; fn et g sont C ; elles vérifient :

lim £(t) =0 ; 1lim g(t) =0
-+ t>+o

ce qui entraine qu'elles sont bornées. On note : u_=sup |g_(t)].
n ep oM

bl
Soit B_:t — Z(—l)k £ /K1
=0

+
En utilisant : Br'x(t) = -Bn(t) + (—l)n tn/n! , on constate :

gr(e) = =2e"" (™" =B _(£) + (-1 £"/(2a1)) (1)

Compte tenu de gn(O) =0, on en déduit : un=sup Ign(x)l, ol En est 1'ensemble
E

des zéros de gr'l. Or, en utilisant (1) :

VxEE Ign(x)l =e “le *- Bn(x)l =e *x/(2n!).

e “c?
D'ol : <A, avec A_=sup ———
n 20!
n " R M _
.. -t.n , AN
La dérivée de t =+ e 't s'annulant pour t =n, on a: J\n- e) * Tl °
® Lorsque n tend vers +<, on a : A ~ (Stirling).

2V2nn

On en déduit :

lim Wy = o,
n-r+oo

ce qui permet d'affirmer que la suite (g ) converge uniformément sur R, vers
1'application nulle, et que la suite (f ) converge uniformément sur R vers
£ r— e-Zt.

o *  x ) .

2°) 11 guffit de montrer que, pour tout {(p,e) EN xR+ est vraie 1'as-

sertion (A ) : Il existe PER[X] tel que : sup ]e_pt-e_tP(t)| <e.
Py€ t<R
+
Nous allons raisonner par récurrence sur p.

*
a) Al . et A2 ¢ sont vraies pour tout e€ER, (prendre P=1 dans le
9 H
cas de A| g utiliser 1°) dans le cas de A2 s)'
’ *
b) Soit m>3 tel que A ¢ soit vraie pour tout (p,e)€ {1, ..,m1} xR .
’

— Fixons EER » et commengons par remarquer que A2 /2 étant vraie, il
existe RER[X] tel que : sup le 2u _ R(u)|<e/2, ce qui s'écrit (en rempla-
cant u par mt/2) : R,

sup|e-mt-e-mt/:Z R(mt/2)| <e/2. 1)
t<R
+ *
Par ailleurs, pour tout e'€R+, Am—-l ¢! est vraie, et il existe
?

Qer ER[X] tel que : sup {e—(m_‘)“_e"“

R,

QE,(u)| <e¢', ce qui s'écrit (en rem=-

plagant u par t/2) :
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sup le-(m—l)t/Z__e-t/
teR

et entraline @

2QE|(t/2)|<E'

sup |e™¢/2

CER+

R(mt/2)-e_th,(t/Z)R(mt/2)|<c'M

oli M désigne la borne supérieure de l'application continue et positive
- 2 . .
t— e e/ |R(mt/2)], de limite O en +w,

Compte tenu de (1), il vient :

sup |e ™t

teR,

ol SE' est un polyndme.

-e 55, ()| <e/2+¢e'M

En choisissant €' (dont on disposait jusqu'ici) de fagon que €' =¢/(2M),
on constate que le polyndme S , correspondant vérifie :

mt -t,. V:

—_—m

e [ - _ RN B
sup |e e S,(t)]=e.
t€R
+
L'assertion Am ¢ est ainsi vérifiée pour la valeur considérée de €.
’ *

— En faisant décrire R, i ¢, on constate que Am c est vraie pour tout
* ’
€R..
€=

1.2.11 1°) On donme des réels ao,al,n.,ap deux 3 deux distincts
* . P , .
(pEN ). Soit (Pn)nel! une suite d'éléments de R[X] dont le degré n'excéde pas
p, vérifiant la condition :
Pour tout i€ {0, ..,p}, la suite (Pn(ai))nEN converge dans R. (1)
Montrer que la suite des applications polynomiales associées aux Pn con-

verge simplement sur R vers une application polynomiale. La convergence est-

elle uniforme ?

2°) Méme question, en remplagant (1) par :

. . i
Pour tout i€ {0, ..,p}, la suite PI(1 )(ai))nEN converge dans R. (2)

L'ensemble E des éléments de R[X] dont le degré n'excéde pas p est un
R-espace vectoriel de dimension finie p+! ; E admet donc une unique structure

topologique d'e.v.n. ; toutes les normes sur E sont équivalentes.

* » . - - - .
1°) Soit AER donné. On vérifie aisément que 1'on dispose des normes

sur E, équivalentes :

D
l=l:P+— sup |PCe)] 5 Uelly: P }E;IP(a.)!.
t€(-A,A] = 1
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On sait (cf. interpolation de Lagrange) qu'il existe un unique QE€E tel

que Q(a.) = limP (ai) pour tout i€ {0, ..,p}. On constate que la suite réelle
N>+

(II Pn-Qll admet O pour limite ; il en est donc de méme pour la suite

n€N
IIPn—O_II) ,» ce qui signifie que la suite des fonctions polyndmiales asso-
N

ciées aux Pn converge uniformément sur [~A,A] vers la fonction polyndmiale
associée 3 Q .

— Comme on dispose de A, il y a convergence simple sur R ; en revanche,
il n'y a pas nécessairement convergence uniforme sur R, ainsi que l'on s'en

assure en adoptant :

p=1 ; ao=0, al=l ; Pn=X/(n+l) pour tout n€N.

G est ici le polynome nul ; on a bien limPn(t) =0 pour tout t€R, mais aucune
n+to

des fonctions t — P_(t), n21, n'est bornée sur R.
I,

2°) Pour tout i€ {0, ..,p}, on note 9; 1'application P +— P(i)(ai) de E
dans R qui est visiblement une forme linéaire,

e Montrons que B -{(p g - ,c.p } est une base du dual E de E. Il suffit
pour cela de montrer que la fam111e B de p+! &léments de l'espace vectoriel

E de dimension p+| est libre.

Etudions (Ao, ,AP)GRPH tel que ¢=$0Aiwi soit la forme nulle.

On a w(XJ) =0 pour tout j€ {0, ..,p}. En remarquant que tpi(XJ) vaut j! pour

=3, et O pour i>j, il vient :
. j~1 .
v =) Ao (x3) +r.e]
i1 ]
1=
On en déduit, par récurrence, que Y =0 s'écrit Ao =...=Ap=0. 0

*
e Notons B = {d.)o, ,(Dp} la base de E dont B est base duale ; on a :

“’i(°j)=6i ; pour tout (i,j)€ {0, ..,p}?.

»
_ . o(1) - _ ..
En notant Pn- Z)B ._]°_]’ on a Pn (ai) (pi(Pn) _Bn,i’ et la condition (2)
s'écrit : ]
Pour tout i€ {0, ..,p}, il existe a; 11m8

n->4w
Soit | -II2 la norme sur E, équivalente & I+, définie par :

8,0, — 3" 18, 1.

En désignant par Q 1'élément ai@i de E, on constate que la suite réelle
J
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(II Pn-Q i ) admet O pour limite, et on termine comme au 1°) (contre-exemple
2

compris).

dlsf:e.mzi%s e. Au 2°), il n'est pas nécessaire de supposer que les a; soient
1 in .

*
1.2.12 1°) A tout n€EN on associe @ : [-1,1] — R définie par :
*f 1\
®_(x) =j; { -exe(- 52)) .
Montrer que ((pn)neli* est une suite d'applications c” qui converge unifor-

mément sur [-1,1] vers 1'application nulle.

*
2°) Soit EER_ donné. Montrer que, pour tout pEN, il existe une applica-

tion qu :[-1,1] — R de classe c” vérifiant :
i) w;")(m =1 ; ii) VKEN\{p} wék)(O) =0 ;

ii) VKE{0,1,.,p-1} sup [o8 ) ]<e.
*€[-1,11 P

3°) Soit (an)nal une suite réelle. Trouver une application f : [-1,1] — R

de classe Cm vérifiant f(n) (0) =a_ pour tout n€EN.

1°) On sait (cf. par exemple notre cours, 1I11,4.2.1, 2°) que g:R — R
définie par g(t) =exp(-1/t2),si t#0 et g(0) =0, est Cm, et que g(k)(O) =0
pour tout kEN.

* .
Pour n€EN donné, en :R — R définie par :

en(t) =1- exp[—l/(ntz)) si t#0 ; an(O) =]
(k)

n
leurs dans ]0,1] ; sa restriction 3 R, est décroissante.

Y *
est donc C, et ona 8 (0) =0 pour tout k€N ., En outre en est paire, 3 va-

Au titre de primitive de en sur [-1,1], @ est Cm, et on a :
010 =1 ;5 9 (0) =0 pour tout kER\{1}.

¢ _ est impaire, croissante, et : sup Icp (x)| = (1).
n n n
x€[-1,1]
e Soit ¢€ER . Pour tout nEN*, on a :

c/2 !
@ (N =f 6 _(t)de +f o_(t)de < §+ °n(%]
o e/2

Comme limé@ (-;—) =0, il existe NEN vérifiant :
prto
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BN(E/2)<C~/2, et donc (pn(l)<e pour tout n>N.

D'ou : sup I(pn(x)|<e pour tout n>N, (]
x€{-1,1]

2°) Pour p=0, on peut visiblement adopter wo st |,

e Pour p=1, désignons par (Ap) 1'assertion d'existence d'une application
\bp vérifiant 1), ii) et iii),
*
Montrons par récurrence : (AP) est vraie pour tout pEN .
— (A ) est vraie, ainsi que l'on s'en assure en adoptant pour ¥, 1'ap-
plication LpN, ol N est associé® 3 £ comme il a été dit au 1°).
~ Soient pGN pour lequel (A ) est vraie, et 11: associé i (Ap). Notons
X
¢p+1 l'application x 1~ wp(t)dc de [-1,1] dans R. Elle est C au titre de
)
primitive de ll;p, elle-méme C™. On a :

a) Vx€I[-1,1] _“(x)— p(") 3B oy ,(0) =0
De w;p)(O) =1, on déduit par a) : £p+l)(0) I.

De lb;k)(O) =0 pour tout kEN\{p}, on déduit par a) : I()k+l)(0) =0 pour tout

kEN\ {p}, et, compte tenu de B) : d;(k)

=0 pour tout kEN\ {p+l}.

De sup |¢(k)(x)|<e pour k€ {0,1, .. ,p~1}, on déduit par a) :
€110 P

sup IIJ; (x)|<s pour k€ {1,2, pl.

x€[-1,1]

En outre on constate :

sup |y (x)|< sup |y (x)]|<e.
x<[-1,1] P! «<[-1,1] P
(Ap+l) est aussi vraie. o

3°) Soit n€EN donné. Nous savons que, pour e=ﬁl—p, 1'assertion
(A ) est vraie : il existe f :[-1,1] — R de classe C_ vérifiant :
i) f(“)(0)=| ; ii) VK ENN\ {n} f(k)(o)=0 H
iii) VK€ (0,1, . ,n-1} sup |f( )(x)l 2"
x€[-1,1] m
o Nous disposons donc d'une série E f d'applications [-1,1] — R.

Comme : sup Ia f (x)l <2 " pour tout nell ,» et comme ZZ converge, on
x*[-1,11 " "

constate que ann converge normalement, et donc uniformément sur [-1,1] ;
les anfn étant C® , la somme f£ de la série Zanfn est déj3 continue. Nous al-

lons prouver qu'elle est Cm, et, pour cela, prouver qu'est vraie pour tout
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kEN l'assertion :

(Pk) f est de classe Ck, et f(k) = a f(k).
nn
n=0
- (Po) a déja été veérifiée.
— Soit k€N pour lequel (Pk) est vraie. Chaque anf;k) est Cl et :
Vo= k+2 sup [anfékﬂ)(x) | <277,
x€[-|,l]

Comme :E}—n converge, }E}nf§k+l) converge normalement, et donc uniformément
sur [-1,1]. Par ailleurs on sait que f(k) est 1la somme de la série z;nf!(lk).

(k)

D'aprés un théoréme classique, on en déduit que f est de classe Cl, et que

sa dérivée est anfr(1k+])’ ce qui établit (P ). O

=) k+i

e Enfin, pour tout n€N :

£y =) amfé“) ©) =a_

m=0

ce qui prouve que f répond & la question.

o Les deux exercices qui suivent font intervenir des 'moyaux intégraux' ;
le premier fournit une démonstration du théoréme de Weierstrass.

*
1.2.13 | A tout nEN , on associe 1'application en :R — R définie par :
6,(t) = (1-t2)" si €€[~1,1] ; 6_(t) =0 sinon.

40
On note (pn=6n/an, ol a =f Gn(t)dt.

- -]

1°) Ici £ :R — R est une application continue, nulle en dehors de
*
[-1/2,1/2]. Pour tout n€N, fn désigne 1'application de [-1/2,1/2] dans R qui

+00
est définie par : x-——rf f(x-t)cpn(t)dt.
-0
Montrer que la suite (fn)nEN* converge uniformément vers f sur [-1/2,1/2].
2°) Ici f : [a,b] — R, a<b, est une application continue. Montrer qu'il

existe une suite d'applications polynSmiales convergeant uniformément vers f

sur [a,b].

* . .
Pour n€N donné. 6 est continue, paire et nulle en dehors de [-1,1],

ce qui assure l'existence de a. - On constate :
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1 |
- 2 n - n = 2
a 2‘/; (1-t<) dt)i (1-t) dt e

Le "noyau" ¢ :R -+ R est une application positive continue, paire, nulle en
y A PP P P

dehors de [-1,1], et :

[-w (pn(t)dt =1.

1°) a) Soit x€[-1/2,1/2] fixé. L'application t > f(x—t)(pn(t) de R
dans R est continue et nulle en dehors de [-1,1], ce qui assure 1l'existence

de l'intégrale fn(x). On a :

+0
£ (x) - £(x) -f (£(x-t) - £(x) ) _(E)dt. (1)

*
— Soit CER+ fixé ; f, continue sur [-3/2,3/2), y est uniformément con-

tinue, et il existe a€]0,i[ (indépendant de x) tel que :

[ 3 312 ) . L. . R
V(u,v) € l— 5,7J (Ju-v| <a) = [lf(u)-f(v)l < e) (2)
On a :
+o 1 n
(n+1) (1-a2)
o<f (pn(t)dt =f (Dn(t)dt< 5
a o
oo -
et donc : lim (.pn(t:)dt = 0. (3)
>t

En considérant le second membre de (1) comme la somme de trois intégrales

respectivement relatives & ]-=,-a], [a,+»[ et ]-a,a[, on constate grace i (2),
o

que le module de la troisiZme est majoré par e[ @ (t)dt et donc par € ; les
-a

modules des deux autres intégrales sont respectivement majorés par :

-t +o
2Mf kan(t)dt, et 2Mf (pn(t)dt,
- a

ot : M= sup [£(u)] =sup |E(u)].
uE[-1/2,1/2] u€R

Compte tenu de (3), on peut associer 3 ¢ un NEN (indépendant de x) tel que :

+® -
€
VYn=2N j‘; (pn(t)dti[ cpn(t)dr<-m

et donc teltque : vn2N |fn(x)-f(x)l<3s. (4)
o c€R_&tant fixE, il existe donc NEN tel que (4) soit vrai pour tout
x€ [-1/2,1/2], ce qui prouve que (fn)nEN* converge uniformément vers f sur
[-1/2,1/2].
b) Soit n€EN . Montrons que f [-1/2,1/2]) — R est polyndmiale.
En utilisant f(x-t) =0 pour t€ [x-1/2,x+1/2], il vient :
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x+1/2 1/2
f (x) =f f(x-t)p (t)dt =j f(u)p (x-u)du.
n x-1/2 n -1/2 n

Pour x€ [-1/2,1/2] et u€[-1/2,1/2], on a : (x~u)€E[~1,1]. D'oli :
1/2
Vx € [— -;—,-%-] fn(x) =a+ f f(u)[l—(x—u)zlndu.
n J/-1/2

Reste a développer [1--(x—u)2]n par le bindme de Newton. O

2°) Dans le cas général, on note g l'application continue de R dans R qui
coincide avec f sur [a,b], qui est nulle en dehors de Ja-1,b+1[, qui est
affine sur [a-1,a] et sur [b,b+l].

Soit h:R — R l'application affine (strictement croissante) telle que :
h(-1/2) =a-1 et h(1/2) =b+ 1. On constate que g,h est une application con-
tinue de R dans R, nulle en dehors de [-1/2,1/2].

D'aprés 1°), on dispose d'une suite (fn)nEN* d'applications polyndmiales

de [-1/2,1/2] dans R telles que, si 1'on note :

Gn = sup |fn(x)"goh(x) I
alors on a : lim8§ =0.
nostee D .
Or, on constate : § = sup lfn°h (t)-g(t)|.

t€la-1,b+1]
I1 en résulte que g est limite uniforme sur [a-1,b+l] de la suite (fneh-l)ﬂ*

d'applications visiblement polyndmiales. O

. 1 n
.2.' (S M —_— = — .
A tout n€N, on associe @ :R R, avec (pn(t) 7 ToaZt?

Soit f :R — R une application continue et bornée. Pour tout n€HN, f

n
désigne 1'application de R dans R définie pour x --—bf f(x-t)npn(t)dt.
-n

1°) Montrer que la suite (fn) converge vers f, simplement sur R et

N
uniformément sur tout compact de R.

2°) La convergence est-elle uniforme sur R ?

* . . . .
Pour n€EN donné, le "noyau" @, est une application continue (ce qui as-

sure l'existence des fn)’ positive, paire, décroissante sur R,. On a :

n
2 n
0<j:ntpn(t)dt: —}-[Arc tg nt]o <\
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n
et : 1imf (pn(t)dt=l.

o J-n

1°) a) Soit x€R fixé. Ecrivons :

fn(x) -f(x) = An(x) +Bn(x)

n
ob : A (x)=| {f(x-0)-£(x))e_(t)dt, (1)
-n n
et : Bn(x) -=f(x)(j (pn(t)dt- l).
* -n *
— Soit e€ER, fixé ; f étant continue en x, il existe a€R_ tel que :
VuER  (Ju-x|<a)= (|£(u)-f(x)]| <e) (2)
n
] n
On a : ];wn(t)d; =?[Arc tgnt]u
et done : lim f lpn(t)dt=0. (3
n++e Jao

En considérant le second membre de (!) comme la somme de trois intégrales

respectivement relatives (pour n=a) a [-n,-a], [a,n] et [-a,a], on constate,
a

grice 3 (2), que le module de la troisiéme est majoré par ej’ lpn(t)dt et donc
-a

par € ; les modules des deux autres sont respectivement majorés par :

= -a n
2Mf @_(t)de et zuf @ (t), ol M=sup|f(u)|
n n
-n a u€R

Au total, |fn(x)—f(x)| est majoré par :

n n
e+4Mf Q (t)dt+M(I —f ) (t)dt)
a n -n n

n
En utilisant (3) et lim @ (t)dt =1, on en déduit que 1'on peut associer
nr+eo Jon ®
i (x,c) un NEN tel que :
vn=N Ifn(x)-f(x) l < 2e. (%)
On en déduit que f est limite simple de (fn) sur R. (m]

b) Soit [a,b] un intervalle compact de R.
*
Pour x€ [a,b] et e €ER, fixés, reprenons le calcul fait en a), en consi-

" * . .. .
dérant que a€R_ est, cette fois, associé & e (indépendamment de x) par la

continuité uniforme de f sur [a~1,b+1], et que (2) est remplacé par :
V(u,v) € [a-1,b+112  (Ju-v| <a) = (|£(u)-£(v)]|<e).

On peut méme imposer a € ]0,1] ; ainsi si x€ [a,b] et t€[-a,a], alors x et

(x-t) appartiennent tous deux 3 [a=-1,b+1], et on a encore :

a a
J; (f(x—t)—f(x)]gpn(t)dc <ef_awn(t)dt.

a
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On aboutit, cette fois, 3 la possibilité d'associer 3 € un NEN tel que :
Vn>N  vx€[a,b] £ (x)-f(x)|<2e.

On en déduit que f est limite uniforme de (fn) sur [a,b].

2°) Si f est uniformément continue sur R, on peut reprendre le raison-
nement du 1°) b), et constater que f est limite uniforme de (fn) sur R.

e En revanche, si cette hypothése supplémentaire n'est pas vérifiée, il
se peut que f ne soit pas limite uniforme de (fn) sur R, Voici un exemple.

Soit f :R — R une application continue, & valeurs dans [0,1], assujettie
d la condition : pour tout entier p=9, f(p-i- (1/Vp) + (I/pz)] =0 et f(t) =1 si
t€ [p,p+(1/Vp)] ; on notera que p=>9 assure (1/Vp) + (1/p2)<1/2, ce qui permet de
construire une telle fonction f (par exemple affine par morceaux).

Pour tout entier n>9, considérons la différence :
PRI AU U T SR AU SO 1 WY AR O
o a7 TRZ) T R tar) T )

Compte tenu de £20, tpn>0 et de n> (l/Jn)+(1/n2), on a :

1/Vn+l/n? 1 |
A ?f f(n+‘[—n+3-z—t)wn(t)dt.

n 1/n2
c £ 11 - N I T e
omme ““Tﬁ*?z't =] pour tout t v H+_ﬂz , 11 vient :
[l/\fn+l/n2 I l/J'n+l/n2
A= Q (t)dt=-[Arc tg nt]
" Ji/n2 n T 1/n2

Le minorant de An ainsi obtenu ayant pour limite 1/2, il est clair que, pour

n suffisamment grand, on a An> 1/4. On en déduit :

sup|f _(x)-f(x)|=>1/4. 0
*R "

[1.2.75] PREMIER THEOREME DE DINI. Soient E un espace topologique com-
pact et (fn)

nEN
de E dans R qui converge simplement sur E vers une application continue

une suite croissante (Vn fn<fn+l) d'applications continues

f :E — R. Montrer que la convergence est uniforme.

e Soit X€E ; (fn(x))nGN est une suite réelle, croissante, de limite f(x),
et on a f (x)<f(x) pour tout n€N ; (gn=f_fn)n€hl est donc une suite décrois-
sante d'applications continues et positives qui converge sur E vers la fonction

nulle ; il s'agit de prouver que la convergence est uniforme.
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e Soit cER:. Pour tout n€N, on note xn={xEE | gn(x)>e} ; ilmage réci-
proque du fermé [e,+~»[ de R par une application continue, Xn est un fermé de E.
La suite (xn)nEN est visiblement décroissante (pour 1l'inclusion) et son inter-
section est vide ; en effet s'il existait un x€E commun aux Xn, on aurait

gn(x)>e pour tout n€N, en contradiction avec limgn(x) =0. Comme E est com-
n-+-+w

pact, la famille (xn)ﬂ de fermés de E dont l'intersection est vide admet une

sous—famille finie dont l'intersection est vide ; la suite (xn)nEll étant deé-

croissante, ceci implique l'existence de pEN tel que Xp=¢, et donc que
Xn=¢ pour tout n#p.
Pour tout n=p on a donc : 0<gn(x)<e pour tout x€E. O

Remarques. a) Le théoréme reste valable si 1'on remplace "suite croissante"
par "suite décroissante” (changer fn en -fn et f en -f).

b) Le résultat ne subsiste pas si l'on supprime la clause de compacité
de E. Soit en effet E={0,1] ; la suite (fn) des applications continues

t ~— t" est décroissante ; elle converge simplement sur E vers la fonction

nulle, qui est continue ; mais la convergence n'est pas uniforme 3 cause de
sup |[t?] =1 pour tout n€N.

t€[0,1(

Montrer que l'application t «+ Jt de [0,1] dans R est limite

uniforme sur [0,1] de 1la suite (Pn) des applications [0,]1] —> R définies

nEN
par :

P(t)=0:P  (t)=P (t) +—;-(t—P:(t)) pour tout nEN .

e On vérifie aisément par récurrence que les applications P_ sont poly-
nomiales.

e Montrons par récurrence qu'est vraie pour tout n€EN l'assertion :
(An) veeE [0,1] 0<Pn(t) <Jte.

— 11 est &vident que (Ao) est vraie.
— Soit n€N pour lequel (An) est vraie. De Pn(t)>0 et t-Ptz‘(t) =0,
on déduit Pn+|(t)>0 pour tout t€ [0,1]. D'autre part, pour t€ [0,1] :
1
Ve-P L (1) = (Jt-Pn(t)) (1 -7[»/: +Pn(t)]) .

Or on a : J't—Pn(t)>0 et Jt+Pn(t)<2Jt<2.
P : m)
On en déduit : Jt Pn+|(t)>0. (Anﬂ) est donc vraie,
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e Pour tout t€ [0,1], la suite (Pn(t)), visiblement croissante, est majorée

par Vvt ; elle admet donc une limite £(t) qui vérifie
£(£)>0 et £(t) =£(t) +5(t-£2(6)), et donc £(t) =Jt.

e La suite croissante (Pn) d'applications continues de [0,]] dans R con-
verge ainsi simplement sur [0,1] vers 1'application t'—+J/t. Celle-ci étant con-

tinue, la convergence est uniforme d'aprés 1l'exercice précédent.

Remarque. En utilisant vt2=|t|, on met en &vidence une suite d'applica-
tions polyndmiales qui converge uniformément sur [-1,1] vers 1'application
continue t v |t| (cf. aussi exercice 1.2.1). Il en résulte que, pour a€1I,
ot I=[-1/2,1/2], t — |t-a| est limite uniforme sur I d'une suite d'appli-
cations polynSmiales.

On montre que la famille {t «— |t-u|]u€1 est une base de 1l'espace des ap-

plications continues et affines par morceaux I — R, et gque celui-ci est
dense, pour la norme de la convergence uniforme, dans 1'espace des appli-
uniforme d'une suite d'applications polynSmiales ; ce résultat s'étend ai-
sément au cas ol I est 1'un quelconque des intervalles compacts de R ; on
obtient ainsi une nouvelle démonstration du théoréme de Weierstrass.

[1.2.17 ] SECOND THEOREME DE DINI. Soient (a,b) €ER2, a<b, et (£) en

une suite d'applications croissantes de [a,b] dans R qui converge simplement

sur [a,b] vers une application continue f : [a,b] — R. Montrer que la conver-

gence est uniforme.

e Remarquons que f est croissante. En effet, pour (t',t")€ [a,b]?, tel
que t'<t" ;
VnEN fn(t')<fn(t") ; par passage 3 la limite : £(t') <£(t").
e Soit EER:. La continuité de f sur le compact [a,b] étant uniforme,
il existe une subdivision (ai)0<i<p de [a,b], a =a, a,=b, telle que :
Vi€ {l,..,p} V(t',c")e[ai_],ailz [ECe)-£(e™) | <e.

— Soit n€EN ; fn €tant croissante, on a, pour tout t€ [ai—l'ai] :

£(6) — £ _(a,)<SE£(E) - £ (£) <E(L) ~£ (a,_)

et : [£¢t)-f ()| < max [E(t)-f (a,)]
" jEli-1,i) n
et : |£¢)-f ()| <e + max |f(ak)—fn(ak)| (1)

ke{o: oy P}
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ainsi qu'on le constate en utilisant, pour j€ {i-1,1} :
If(t)-fn(aj)|< |f(t)-—f(aj)| + |f(aj)-fn(aj)|.

— On constate que, pour nEN donné, (1) vaut pour tout t€ [a,b].

— Pour k€ {0, .. ,p} donné, d'aprés lim f (ak) f(a ), il existe N €N

k
tel que : nerbe
Vo> N lf(ak)-fn(ak) | <e.
— En notant N= max Nk’ il vient :
kE{0, .. ,p}
Yn>N max |£Ca, )£ _(a, )| <e
kE(0, ..,p} K M K
et : ¥n>N sup lf(t)—fn(t)|<2e. O
t€ [a, b]

aa par Toeid rn A' avtlicari ABavaionantaa n
“Co Bul. [~ PPL L\_d l-L l a uUcLL UL§§““L=B -

emargue Le theoreme reste valable si 1' on remplace "suite d'applications
nt

vAlanoa
LU LOODQA

*
1°) A tout nEN on associe f :R, — R_définie par :
£,(6) = (1-¢/n)” si t€{0,n] ; £ (t) =0 si t>n.

Montrer que la suite d'applications (f )nEN* converge uniformément sur R,

vers l'application £ : t+— e t.

+ -tz \fn n
2°) Montrer I =f e dt= lim f (1-t2/n) dt. En déduire la valeur de I.
o n>+e Jo

* .. . .. - .
1°) Pour tout n€ER , fn est visiblement continue, positive et décroissante.
e Soit t€R, fixé. On choisit un entier no>t ; les suites numériques

(fn(t))n>l et (fn(t))n>no sont de méme nature, et, &ventuellement, de méme limite.

Or, d'aprés :
a>a £ (0) = exp(nLog (1-t/n))

.. -t
la seconde est convergente, de limite e .
e L'application continue f est ainsi limite simple sur R, de la suite
(£ ewe -
e On constate en utilisant 1l'exercice précédent (second théoréme de Dini)
. . * .
que la convergence est uniforme sur tout intervalle [0,A], A€l+ (on pourrait

aussi utiliser le premier thé&oréme de Dini car, pour tER, fixé, la suite
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(fn(t))ﬂ* est croissante, mais la vérification de ce dernier résultat n'est
pas immédiate).

e De Log(l+x) €x pour tout x>-1, on déduit :
*
VnEN VEER, OSf () <f(r). (1)
3 * . - . *
— Soit e€ER_ fixé. On dispose de A€ER_ tel que :
VE>A e T<e.

*
On a déja : Vn€EN sup |f(t)-fn(t)|<c.
tE(A, +f
D'autre part, en utilisant la convergence uniforme de (fn) vers f sur

*
[0,A], on constate qu'il existe NEN tel que :

vn=N sup |f(t)—fn(t)|<e.
t€[0,A]
Au total : Vn=N sup [f(t)-f (t)]<e. )
teR
-2

2°) a) D'aprés le 1°), g:t — e t” est limite uniforme sur R, de la
suite (gn)nEN* d'applications continues R, — R _ définies par
g (t) = (1-t2/m)" si c€ [0,/n] ; g (£) =0 si t>Vn

*
et ona: O0sg (t)s<g(t) pour tous nEN et tER .
o 8 P +

— On vérifie sans difficulté la convergence des intégrales impropres

o 4+ vn ¢2\P
I=f g(t)de ; In=_[ gn(t)dt'—'/ (I -T) dt.
[¢] * (8] o)

Pour tout A€x+, on peut écrire :

A too
0<I-I_<| (g(t)-g_(t))dt +f g{t)dt.
" Jo n A

*
— Soit eER+ fixé. La convergence de 1 permet de fixer A tel que :

+c0
f g(t)dt<e.
A

Comme g est limite uniforme de (gn)ﬂ* sur [0,A], on a :

A
lim f (g(t)-gn(t)]dt =0.
o]

n->+oo «
I1 existe donc NEN tel que, pour tout n2N :

A
f (g(t)"gn(t)]dtie, et donc : 0<I—In<2£.
)

— On a ainsi : I= 1limI . O
n—H—mn
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Vi 2\N n/2
b) I =f (1 -t—) dt = Jnj sin2n+l udu.
o J, n o

En utilisant 1'exercice 4.1.18 du tome I, on obtient :

/2
si.n2n+l udu ~ /——“————- au voisinage de +x
o 2(2n+1) )

D'oli : I= Vu/2.
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1.3. SERIES D'APPLICATIONS.

Soit Zun la série des applications t'— rﬁ?fz de R dans R.
n=+1

1°) Etudier sa convergence, et la continuité de sa somme f.

-

2°) Montrer que f(t) admet un développement limité a 1l'ordre 3, au

voisinage de +~, dans 1'échelle (l:—x) . Ecrire ce développement.

AEN
3°) Trouver un développement asymptotique de f(t) au voisinage de O,

* o
1°) Pour tout n€N , u, est C sur R, paire, et sa restriction R+ est

décroissante,
En utilisant u_{0) =L et o<y (&) < 21 7 si t#0, on constate que la
n n n n‘t
série numérique ; u (t) converge si, et seulement si t#0 ; i1l y a donc
1" * *
convergence simple sur R , et =;un est définie sur R .,
n

Soit aGR: ; on lui associe : D_= J-»,-a]Ju[a,+=[. On a :
*
YLED VnEN 0<u (t)<u_(a).
a n n
Comme éun(a) converge, on en déduit que ;un converge normalement
n=1

et donc uniformément sur Da’ ce qui, du fait de la continuité des U entralne
que la restriction de f a Da est continue, et que f est continue en tout
o
point de D .,
a * * °
Pour tout t€R , nous disposons de aER+ tel que tGDa ; d'oli la con-
*x

tinuité& de f en t, Au total, f est continue sur R .

* *
2°) Soit t€R+. Pour tout n€N , nous avons

1 1
nz(t§+1) <un(t) <nzt;2 -

D'ol, en sommant de n=1 3 += ;

¢ g ~
E‘g‘;-i'gf(t)<'€2- , ol o=

3 M
=!Nlr—

ag g
et : Ogv-f(t)gm .

En conclusion : f(t) =%2 +O[%L,] au voisinage de +» (resp. —»).

On montre que o =72/6.
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2°) En posant x=1/t?, on a, pour tout t#0 :
40
= 2 = {l_-L € >
f(t) =g(l/t?), avec g(x) n's_; \{l n+x)’ x€ER_ .

Il s'agit d'étudier g(x) lorsque x tend vers +»,

*
Pour x€N , on constate que, pour tout n#x :

11 =1+l+ +-£-( 1 + 1 + .+ 1
—r\k k#x 277" x \n+l n+2 " 77 nx

ce qui entralne : g(x)= 1+-;—+...+§ .

C désignant la constante d'Euler, il en ré&sulte que l'application

*
e:N — R définie par : e(x) =g(x) -Logx-C
vérifie :

lim _e(x)=0.
x>+=  XEN

* *
Comme g est visiblement croissante sur R+ , on a, pour tout x€ R+ ,» en notant

[x] la partie entidre de x :
g([x]) <g(x) <g(l+ [x])
et (pourvu que [x]>0) :
Loglx] +C+e([x]) <g(x)<Log(l+ [x]) +C+e(1l+ [x])

D'ol : g(x)=Logx+ C+e(x), lime(x)=0.
x>0

-~

Revenant 3 1'étude de £ au voisinage de 0, il vient :

f(t) = ~2Log|t] +C+ w(t), 1lim w(t)=o0.
t+o, t#o

n n
Existe-t-il 1im x , od X -(l) +(£) .
1>+ n n n

n

e Ecrivons : xn=§uk(n), avec

Kk n
= -— -1 = =
uk(n) (l n) si 1€k<n-1 ; uk(n) 0 si k#n.
* -
Pour tout kKEN fix&, nous avons : 1lim uk(n) =e k.
n->+e
e Le lecteur vérifiera aisément que, pour tout x>0 :

n
n(Log(l -;’:—]) € -x et donc (1 —%) < X

* * -
D'ol : VKEN VnEN uk(n)<e k.
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Il en résulte que la série ;u
1

*
K d'applications de N dans R converge
normalement, et donc uniforménent sur N . D'aprés le théoréme d'interversion

des limites, sa somme, qui est n*— xn, admet pour limite au point +ER la

somme de la série &e_k, i savoir 1/(e-1) ; autrement dit :

lim x = 1/(e-1).

n>+o

Remarque. La méthode que nous venons d'utiliser (dite de Welerstrass)

exige que 1l'on ordonne la somme de telle sorte que les termes les plus
petits figurent en dernier. Ici une écriture telle que

\P
xn-gvk(n), avec vk(n) -(n) si 1€k<n-1, ..

n'aurait rien donné.

e Voici un autre exemple d'application de cette méthode,

Soit E un espace de Banach et u€ L(E) un endomorphisme con-
tinu de E.

Pour n€EN* on pose : v_= (IdE+u/n]n. Trouver la limite de la suite

(vn)nGN*

° (vn)nEN* est une suite d'éléments de £(E), qui est lui-méme un Banach.

e Par la formule de Newton : vn=£uk(n), avec :

1 k k
=— k< . =
uk(n) X Cnu si OSkSn ; uk(n) OE(E) sinon.
e Le lecteur constatera aisément que, pour OSk<n : ch: <?l‘- .
n !

k
D'od : VnEN  VKEN ||uk(n)||<l|u||k/k!

La convergence de la sé&rie numérique Z Hull k/k! prouve alors la con-

*®
vergence normale sur N de la série d'applications n +—> &uk(n).
Comme par ailleurs, pour tout k€N ;

lim uk(n) = 1im n{n-1) . (n-k+1) u_

_-'l-(- —_— !

nous sommes en droit d'appliquer le théoréme d'interversion des limites qui

donne :
— k u
lim v_= E u/kl=e .,
n>+4o n =0 .
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Remarque. La méme méthode s'applique dans € pour prouver :
n
VzEC 1lim (l+z/n)" =e”
4w
que le lecteur pourra aussi retrouver par des procédés élémentaires en
mettant (l+z/n) sous forme trigonométrique.

1*) Trouver l'ensemble de définition D de la fonction

8:to Z( 1)n+1

n=1 n

L
t , et montrer que 6 est C sur D.

2°) Pour t>1, exprimer 8(t) en utilisant f(t)=

[Vlt

/n.

A}

-

*
1°) D'aprés 1'étude de la série de Riemann alternée, on a D=R_.,

s On note u 1'application t «— (—l)m'l/nt de R: dans R. Elle est C
et : p
*
VPEN VELER, (P)(t) = (-1 )“+P+1 (L_OﬁL
n

e Nous allons montrer que, pour tout pEN, la série ;lur(‘p) converge

uniformément sur tout intervalle [a,+=[, a>0, et donc sur tout intervalle

* o *
compact inclus dans R,. Il en résultera que 6 est C sur R et que :

VpEN VtER: 6(p)(t)= $ (-1)“"p+1 (L_Oi_nlf
ISES n
e Soit aER: donné.
— Etudions d'abord le cas p=0. Fixons t> a. La suite numérique
(]un(t)”ne“* est décroissante, de limite O. D'aprés 1'étude des séries al-

ternées, on a :

* & 1 1
VnEN ‘ Z u, (£) -<
k<n+l (n+1)“  (n+1)2

Comme lim (n+1)_a=0, la convergence uniforme est acquise pour ;un.

n->+e 1
*
— Soit pEN . Fixons t> a. Une dérivation montre que la fonction
x — (Log x)P.x"" est décroissante sur [ep/t,w[ et a fortiori sur [eph’l

p/a

Soit N un entier tel que N>e"'". La suite numérique {Iut(‘p)(t:)l]n;N est dé-

croissante, de limite 0. On en dé&duit que la série alternée Z“((,p)(t) est

n=1
convergente, En outre on a :

u(P) )] < {Log (n+1))P < (Log(n+1))P

(n+1)t (n+1)2

Vn2N

\ k=nrl

ol
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Comme 1lim [Log(n+1)) P, (n+1)-a= 0, le résultat est acquis pour Zu?.)
4o n?l

Fe-y
Remarque. L'étude, classique, de la fonction § :t —> Z;l/nt, qui est

définie sur ]1,+~[ est sensiblement plus simple
a€ ]l,+[ et pEN on a :

, €n ce sens que, pour

_1yP p
sup (-1) t(:Log n)j < (Log n)
t€[a,+[ n n
et que la série de Bertrand Z—ng—ll converge. Il en résulte que, pour
n#l n

tout pEN, la série d'applications 2 (p)’ Vi () = l/n , converge normale-

ment, donc uniformément sur tout [a,+~[, a>1l. On a :

VpEN VLE ]I, +=[ P ey = Z;(-l) (Log n)
ns

t
n
2n (-1
2°) Expression de 6(t) pour t>1l. On peut &écrire : 8(t) = lim Z; —
o k= k
et donc:
6(t) = lim (i—l— zZ )
n>+e =1 L (2k)
1
et, compte tenu de ce que ot converge (puisque t>1) :

-t 1
o= 1am ($2 1) 2 (05 1)
n++I:o \kZ n—>+<n =1 kt

et enfin : 6(t) = (1—21 t:)Z;(t:-).

Remarque. Compte tenu de 8(l) =Log2, on en déduit : r(t)~1/(t-1)
lorsque t tend vers 1 (t>1).

De 1 -1/25<6(t) <1, on déduit 1im6(t) =1 ; d'od limg(t) =1,

’
4= 4o

1°) Montrer que la série de fonctions Zf , ot £ (t) est
D™ 1og1 £ i i
Og\ n

, converge simplement sur ]-1,+~] et que sa somme f est Cw.
2°) Montrer que f est développable en série entidre 3 1l'origine ;

trouver le rayon de convergence du développenment.

*
e Pour tout n€EN , Def fn contient ]-1,+~[ ; nous considérons les f

- .
comme des applications de ]-1,+<{ dans R ; ces applications sont C , et (par

récurrence) :

p+l
VPEN Vi€ )1, 40 (p)(t) (-1 D7 (p-1)! )
(t+n)p
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— Nous utiliserons le résultat du cours : si (u ) x est une suite

nEN
réelle decroissante de limite O, alors la série ‘;( 1)“(1n converge, et,

pour tout nGN :
<0 Kk
(-1) a < (2)

n+l

k=n+1

(o)

— Pour tous t€ ]-1,+=[ et pEN (avec f -f), ce résultat s'applique

i la série numérique ,; (p)(t) qui est alternée : conséquence immédiate
de (1) si pGN ;pour p=0, cela se déduit aisément de :
(i £ t
= —_— ] s = - - - hd
]fn(t)| Log\1+n} sl t=0 ; Ifn(t)l Log(l+n) si -1<t<0
-- La convergence simple des Zfr(tp) sur ]-1,+=[ en résulte.
n=1

e Nous allons montrer que la convergence est uniforme sur tout inter-

valle compact inclus dans ]-1,+<[. Nous notons :
<00

=3y P
p = t).
p,n k=n+1 k

*
— Soient pEN et a>-1 fixés., Par (2) et (1) :

vee (a, el o (6)] <22 < (D)
p (t+n+1)p (a+n+1)p

D'ol la convergence uniforme de ;f‘gp) sur [a,+=[
— Soit (a,b) fixé&, tel que -1<a<0<b. Par (2) :

vt € [a,b] |"o,n(") | < [Log (1 +;:f-1- | <u_

b
avec : un=max(Log(1+;—1-), —Log(li-ﬁ)/.

D'oll la convergence uniforme de an sur [a,b]. O
n=1
(Cette derniére pouvait d'ailleurs se déduire de la convergence uniforme de

Zf' sur {a,+*[ et de la convergence simple de £).
o=l 0 1

e En utilisant le théoré&me du cours sur la dérivation d'une série
d'applications, et en raisonnant par récurrence, on en déduit que la restric-
tion de f & tout intervalle compact inclus dans ]-1,+=[ est Cm. Comme tout
point de ]-1,+=[ appartient d 1l'intérieur de 1'un de ces intervalles, f admet
des dérivées successives de tous ordres, données par :

vwen £y = 1P pon) f‘( ™!
n=1(t+n)P

n+l

2°) La série de Mac-Laurin de f est };( 1)p+1 B¢ ) , 8(p) = f“ Rl M
P> P n= nP
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Pour t= -1, la série 8(p) diverge (d'aprés lim 68(p) =1, cf. 1,3.4),
P -+ 40
p
Nous allons montrer que £ coincide sur ]-1,1[ avec la somme de sa

série de Mac-Laurin, ce qui permettra d'affirmer que f admet un développement
en série entiére a l'origine de rayon de convergence 1.
* *
e Soient t€ ]-1, 1[, et mEN fixés. Pour tout n€EN , on note :

P
. (t)_Log\“ ) Zl( 1Pt €2 tP Z - l)p+1 t

n p=m+l

fltl\" (Itl\“‘“
Ium, (t)|< z m+l 1- |tl/n

et donc, en utilisant |t|/n<|t[ et |t|<1 :

1 1 1
Ium n(t)I <m+1 nm+1- l—ltl

On a :

D'oii la convergence absolue de Z( 1) u_ (t), et 1'inégalité :
>l m,n

n+l . ;(m"'l) ’ = L
um,n(t:)'<1-|t| m+l e x) Z x °
n=1 n

(_1)n+1
p

n
1 g(m+1)
<1—|t;] m+1

Compte tenu de l'existence de f(t) et des 2 =0(p) ; il vient :
n=

£(t) - Zm;(-r)l’*l 8(p) .p
= P

— Laissant t€ ]-1,1[ fixé, faisons tendre m vers +o. En utilisant le

résultat 14im z(x) =1, nous obtenons (cf. 1.3.4) :
x4

f(t)-i(-np*l "—‘p}’l tP=0. o
P=

1°) Soit (an)neN une suite croissante de réels strictement

positifs, de limite +<. Montrer que l'on dispose de l1l'application continue :

* & n
£ :R+ —~ R ty—> f(t) = g(-l) exp (—ant).
n=

oo 4 ( 1)n
2°) Montrer que f(t)dt converge, et vaut Z arenmit
0 ) n=0 n

Cas particuliers, a) an=n+1 : b) an=2n+1.

On considére la série Z(—l)nun, ol u est 1l'application t +— exp(- ant) .
*
de R+ dans R.

*
1°) Pour tGR fixé, la suite (u (t)) est décroissante, de limite O.

D'aprés le théoréme des séries alternées, la série Z( n- u (t) converge ;
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en outre sa somme est positive et :

5

k=n

— La série z( 1) u converge donc simplement sur R . Soit £ sa somme.

YnEN

(-l)kuk(t)l <un(t) = exp(-ant). (1)

e Soit aER fixé. On a : sup (exp(-ant)) -exp(—ana) ; comme
t€[a,+=]

lim exp(-ana) =0, la convergence de }:(—l)nun est uniforme sur [a,+[ ; les
n-+ 4

n . -
(-1 u_ &tant continues, la restriction de f.a [a,+[ est continue ; f est
donc continue en tout t€ Ja,+=[,
®
— Pour tout t€R_, on intercale «€ Jo,t], et on constate que f est

continue en t,. o

2°) Soit n€EN. Pour tout XGR+ on a :

X
[ exp(-a“t)dt =QL(1 - exp(—a“X)) .
Jo . “n =
Compte tenu de a >0, on en déduit l'existence et la valeur de :

40
f exp(—a t)dt = .
— En faisant n=0 dans (L1 :
veeR, |£(t)] < exp(-a_t), et d'ailleurs £(t) >0.

On en déduit que f, prolongée par £(0) =0, admet sur [0,+=[ une intégrale

*
impropre convergente. Pour tout n€N , on a :
n=J

£(t) —Zuk(t)
=0

et donc, les intégrales en jeu étant toutes convergentes :

400
f fm_§:‘ -nk <l
n

En faisant tendre n vers +», on en déduit :f f(t)dt = i '—‘—(;1) . 0
o

<exp(-ant) (1)

*
e a) Pour an==n+1 f est 1l'application de R, dans R :
-t
v £(t) = Z( Nt (e e

l+e -t

o -t
Commef e—tdtﬂLogZ nous retrouyons l'égalité classique :
l+e

T (-1)
L082=Z n+l =

=0

*
b) Pour a = 2n+l, f est l'application de R+ dans R:

400
£ o £(t) = Z(-l)“exp(_ (2n+1)t) =
n=o

£
1+ e_2t
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40 -
Commef % %, nous retrouvons 1'égalité classique :
o l+e
o s n
DI o
4 4 1

e On se propose de trouver deux exemples d'une application continue
de R dans R qui n'est dérivable en aucun point de R, et qui n'est monotone
sur aucun intervalle (d'intérieur non vide) de R. Pour cela on utilise le

résultat de l'exercice suitvant,

Soit une application f: ]to—a,toﬂx[ ~ R, GER:.

1°) On suppose que f est dérivable en to. Montrer :

£'(t ) = 1im —L——f(t'.'f(t)
° (e,t)+(0,0),(t,e)en t T
ol : A={(c,t)ER? (r —a<t<t <t'<t +a)a(e#th}.

2°) On suppose qu'il existe deux suites (an) et (bn) a valeurs dans
1t -a,t +a{, de 1imite commune t_, telles que a_<t <b_ et a_#b pour tout n,
0 0 0 ! n o n n n
£(b ) -£(a )

et que la suite n:— b —a soit divergente. Que peut-on conclure ?
n n

1°) Nous disposons de l'application € : J-a,a[ — R définie par :
f(to+h)=f(t°)+hf'(t0)+he(h) si h#0 ; e(0)=0

et cette application est continue au point 0. Nous avons :

f(e") - £(0) c'—to £, -t
- ' = —_— L. . -
t' -t £rle) =grog elet-e) v et )

La valeur absolue du second membre est majorée par Is(t'—to)l + |s(t-t°)|.

2°) La conclusion est : f n'est pas dérivable au point t,. En effet,
si f'(to) existait, on aurait d'aprés le 1°) :

f(b )-f(a )
lim —2——= =£'(¢ ).
>+ n an [o]

I 1.3.8 l FONCTION DE VAN DER WAERDEN. Pour tout tER, on note :

<t >=4d(t,z)=inf |t-m|.
=z
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n
<1 >
1°) A tout n€EN on associe 1l'application un: t — 1o 2 de R dans R.

10"
Montrer que la série Zun converge uniformément sur R, et que sa somme f est

continue,

2°) Montrer que f n'est dérivable en aucun point de R.

3°) Montrer que f n'est monotone sur aucun intervalle d'intérieur non vide.

Dans tout espace métrique E, l'application x +— d(x,A), oli A est une
partie non vide de E, est continue ; l'application < > , et donc les appli-

cations u o, sont ain$1. continues ; par ailleurs elles sont visiblement l-pério-

diques.

1°) Pour t€ER, on a visiblement <t> € [0,1/2]. D'ol :

VaEN supfu (t)|<107"/2,
g P
-n
Comme la série numérique E 10 /2 converge, la série d'applications Eun

converge normalement, et donc uniformément sur R ; les un &tant continues,

la somme f est continue ; elle est l-périodique.

2°) Soit toel fixé. Il admet un développement décimal propre :

=00
-k
t = a, 10 7, o «_€Z, oli a, €{0,1,..,9} pour k1, la suite (a, ), _*
0 ;0 k o k k’ kEN
n'étant pas constante de valeur 9 3 partir d'un certain rang. On note :
n

VREN a =Zu ‘10% ;b =a +107",
n =0k n n

ce i tral : St < . = . -
qui entraine : a <t bn ; lim a =t lim bn t

»
x n*+4o n*+e
® Soit n€EN fixé. Nous avons :

400 <10kb >-<10ka >
n n

=0 10k

f(bn) - f(an) =

— 8i k#n, lokbn et lokan différent d'un entier, et <10kbn>=<10kan>.

Si 0<k<n-1, 10 a et lokbn sont respectivement congrus modulo 1 3 :

a a a n
N D Wi = Y, T
» LiK+2 10 2<K+2 107

1 uk+1 o 9 = 9
et : B =A —_— Z +
mkomk etk 10T 1otk z;u 10*7%
0. l+a
ona: —Hea <p gkt

10 n,k "n,k 10 '
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b . k k = - = k—n
On en déduit : <10 bn>—<10 an> Ek[Bn,k An,k} exe 10 s
oil ck=l si “k+1e{°'l"" ,4}, et €= -1 si ak+lE{5,6,... ,9}.
f(bn) - f(an) n-1
. R - W : e
I1 en résulte : - 2 € €k {-1,1}. 1)
n n =o
f(bn) - f(an)
I1 n'existe donc pas : lim v - @)
N+ n n

Reste & appliquer le 2°) de 1'exercice pré&cédent.

3°) Soit I un intervalle d'intérieur non vide de R. On peut trouver

-~

-]
t:OE I décimal, i.e. tel qu'd partir d'un certain rang les a, soient nuls,

k
et donc qu'a partir d'un certain rang les £ soient égaux 3 1. En utilisant

(1), avec n assez grand, on en déduit qu'il existe anGI et bnE I tels que
f£(b ) - f(an)

-a
o n

>0.

(=2 -]

-]
— De méme, en utilisant tOE I tel que les @, soient &gaux i 5 & partir
d'un certain rang, on montre qu'il existe a'€1I et b'€1 tels que
' t n n
£(b)) - £(a")

b'-a'
n°n

<0.

La restriction de f 8 I n'est donc pas monotone.

[1.3.9] FONCTION DE WEIERSTRASS. Reprendre 1l'exercice précédent en
adoptant :

un(t) =2""cos mnt, ol m est un entier pair donné&, tel que m~>6.

1°) La convergence normale de Zu sur R résulte de :

n
(VnEN suplun(t)l = Z_n)/\( 27" converge)
tER
Les u et la fonction somme f sont continues et 2m-périodiques.

2°) Soit tOER fixé. Pour tout n€EN, il existe un unique jnez tel que:
-n -n
< < i
jn'nm L, (1+Jn)'ﬂm .

. -n . -n
En notant : a =j mm et b =(l+j )mnm ', nous avons :
n “n n n

a <t <b ;b—a=ﬂm_n;lima=t ; limb_ =t .
n o n n n n o n o
n-++o0 nr+e
f(bn)—f(an)

I1 suffit donc de prouver que la suite n

b -a est divergente.
n n
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e Pour t€R et n€N nous avons, avec des notations classiques :
-n n
= + t).
f£(t) Sn_l(t) +2 cosmt Rn( )

Faisons successivement t = an et t= bn'

* En utilisant : mk—n est un entier pair pour k>n, nous avons :
S -k
R (a)=R (b) -kzn:ﬂz .
* Z_n(cosmna -cosm'b ) = -Z—cos (j_w) =—2—(-1)jn.
n n o0 n on
* Pour 0<k<n-1 :
mk(b -a )
n n
2

n=1 k
<™ kz (E) <™ L _m 2
R 2 on m/2-1 o0 m-2

En utilisant bn—an=1rm—n, on en déduit :

£(b ) -£(a) n Jatl
e F @) (0" i) »

sin Smexm " .

|cosmka - cos m'b | <2
n n

‘ Sn—l (bn)_sn—l (an)

-a n m-2
n n

avec ﬁnE [-1,1]. Comme m>6 entraine L _<1, il en résulte :

m-2

f£(b )-£(a)
lim 1 L
N>+

I=+¢,,
n n

3°) Soit I un intervalle d'intérieur non vide de R. On peut trouver

nEN assez grand pour que I contienne trois multiples entiers consécutifs
a_, bn et 4 de nm-n. En utilisant (1), on constate :

£(b ) -£(a) ) £(c )~ £(b )

n
<o. 0
b -a c -b 0
n n nn

40
—_ 2
1.3.10 | Existence et calcul de : £(t) =Z nte nt , tER,

n=o
.y s -nt?2 , . w
A tout n€EN on associe l'application u st nte » impaire et C ,
-2
de R dans R ; elle est la dérivée de 1'application v it ——;-e ntT de m

dans R.

a) L'étude de la série géométrique nous apprend que Zvn converge simple-

*
ment sur R , et que sa somme g est donnée par :

veer'  g(t) -;-/_22

l-e t
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b) Pour t€ER fixé, on a un(t) =0(1/n?) au voisinage de +=, et la série
numérique Zx:xn(t) converge. En d'autres termes, la série d'applications Zun
converge simplement sur R ; on &tudie sa somme f.

. *

e Soient a€R_, et Ea=R\]—a,a[. En calculant u;l, on constate que, pour
n fixé, la restriction de u_ a [1/V2n,+~[ est positive et décroissante. On
en déduit :

Vo3> 1/2a2 sup lun(c)l =un(a).
t€E
a

Comme an(a) converge, il en résulte que Zun, qui est Zvr" converge
normalement et donc uniformément sur E_. Comme Zvn converge simplement sur
Ea’ on peut affirmer, d'aprés le cours, que la restriction de f & Ea est la

dérivée de la restriction de g i Ea. En particulier :
° -t2
. te
VEEE () =g'(t) =———7 > n
Y

(1 ~
\1 /

[(]

* ° * .
o Tout t€ER appartenant 3 un Ea’ (1) vaut pour tout t€R . Par ailleurs

il est clair que f£(0) =0 ; f est ainsi déterminée.

Remarque. On constate : lim |f(t)| =+~ ; f est discontinue en O ;
t+0, 50

comme les ul sont continues, la convergence de Eun sur R n'est pas uniforme.

1.3.11 Soit ) f une série d'applications d'une partie A de R dans R
o PP

qui converge uniformément sur A. Soit d'autre part (gn)nén une suite décrois-

sante (Vn€N B4 <gn) d'applications de A dans R qui vérifie :
| 4
IMER, VnEN suplgn(t)|<M. (1)
t€A

Montrer que la série Efngn converge uniformément sur A.

L'e.v.n. R étant complet, il suffit de montrer que la série d'applica-
tions angn vérifie le critére de Cauchy uniforme sur A.

e Comme En converge uniformément sur A, pour tout n€EN on dispose de
4o

Rn= Z fk’ et la suite d'applications (Rn)rﬂ converge uniformément sur A
k=n+l
vers la fonction nulle.
* .
On a f =R _, ~R pour tout n€N . Par la transformation d'Abel, on cons-

*
tate que, pour tous n€EN et pEN ;
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n D
;I fn+kgn+k . ;Rnﬂc (gn+k - gn+k+l) * Rngn-il - Rt'r'-pgn+p+l

*
e Soit ce€R . Il existe NEN tel que :

Va>N sup|R (t)|<e.
tea "

On a : 21 (gnﬂc _gn+k+l)ngn+l _gn+p+| '

* * * -
Pour tous entiers n=>N et pEN , il vient (compte tenu de (l)) :

€
VtE€EA lil (fm_kgmk)(t)[ < 4Me O

1.3.12 | Soient En une sédrie convergente 3 termes réels positifs,

et Y: n— r_une bijection de N sur Q.

=]

A tout nEN, on associe l'application f :B — R définie par :
f (t)=0si t<r_; f (t)=a si t2r 1
ot n 5 fL(t)=a n (1)

1°) Montrer que la série d'applications En converge uniformément sur R.

2°) Etudier sa somme f (monotonie, existence de bormes, continuité éven-

tuelle).

On sait que Q est dénombrable, ce qui justifie 1'existence de .

1°) On constate : VnEN suplfn(t)l =a .
t€R
Comme la série numérique En converge, la série d'applications Z:fn con-

verge normalement, et donc uniformément sur R.

2°) a) Monotonie. Chaque fn étant croissante, f est croissante.

b) Existence de bornes. Pour tous n€EN et tER : 0<fn(t)<an.
+o0

D'ol, pour tout t€R : 0<f(t)<a, ol a=Z}a .
n=

n
400

— Soit (-:Gll+ fixé. On dispose de NEN tel que ; a_Se¢ ; il existe
n=N+]
*
AER_ tel que l'ensemble fini @({O, .. ,N}) soit inclus dans [-A,A]. On constate :
ve<-A Wn€ {0, .. ,N} fn(t) =0 ; Vt>a Vn€{0, .. ,N} fn(t) =a_.

D'al : ve<-A O<f(t)<e ; Vt>A O0<€a-f(t)<e.

— I) en résulte : limf(t) =0 ; limf(t) =a.
t->—co t->+too
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¢) Continuité. Pour n donné, fn est continue en tout point de
R\{r }» continue & droite en r L et admet O pour limite 3 gauche en r .
— Soit t, ER\Q. La série Zf d'applications toutes continues en t: con-—

vergeant unxformement sur R, f est continue en L, -

— Soit t €Q. On note n = 'l(t ). Pour n=/=n0, fn est continue en t, s
la série Z f d'applications toutes continues en t: convergeant unlforme-
wn
o . . .
ment sur R, sa somme, qul est f—fn , €5t contlnue en t:0 ; £ est donc conti-
o
nue 3 droite en t,» et admet f(to) -a_  pour limite & gauche en €, s il y a
o
continuité de f en to si, et seulement si a =0,

0
Retenons que f est continue 3 droite en tout point de R et que, dans le

cas ol an>0 pour tout n, Q est l'ensemble des points de discontinuité de f.

Remarque. Soit I un intervalle de R, d'intérieur non vide.

— On sait que, pour toute application croissante g:I — R, 1 ‘ensemble
des points de discontinuité de g est fini ou dénombrable, et qu'en chacun
d'eux le saut de g est strictement positif.

— Inversement, soient E une partie dénombrable de I, et a_ une série

convergente 3 termes réels strictement positifs. La construction précédente
(dans laquelle @ :n v r est une bijection de N sur E) permet de trouver

une application croissante f : I — R dont 1'ensemble des points de discon-
tinuité soit E, et telle qu'en chaque r le saut soit a_ (s'il existe n

tel que r, =infI, il y a lieu de modifier fn de facon 3 la rendre dis-

. .0 . (o}
continue 3 droite).

*
1.3.13 1°) Soit n€EN . Etudier la continuité de 1'application
PP
nt — E(nt)
on
2°) Etudier la série d'applications ‘;fn: continuité de la somme,
1

fn it de R dans R (E est la fonction partie entiére).

sauts aux points de discontinuité.

°) f est 1'app1ication %—périodique qui coincide avec t nt/2" sur
[0,l/n[. En tout t ¢ Z, elle est continue.

En tout coelnz, elle prend la valeur fn(to) =0, est continue 3 droite

admet la limite a gauche fn(to-) =1/2" ; elle est donc discontinue en t,» et

admet -l/2n pour saut en to.

2°) De : sup|fn(t)|<l/2n, et de 2/2n converge, on déduit que ;f
t€R

] n



63

converge normalement, et donc uniformément sur R, Soit f sa somme.

a) Le théorZme sur la continuité en un point de la somme d'une série
d'applications continues en ce point montre que f est continue en tout point
de R\Q, et (appliqué 3 la série des restrictions des fn a [to,-kn[) que f est
continue i droite en tout point de R.

b) Soit COEQ. Le théoréme d'interversion des limites appliqué i la
série des restrictions des fn a ]—oo,to[. montre que f admet en to la limite
a gauche :

+0
f(toh) =Z fn(to—)'
n=}
r -~ [-] n
- + €
Comme, d'aprés 1°), fn(to ) est fn(to) 1/27 ou fn(to), selon que nt z
ou ntoiz, le saut de £ en t est :
doo en(to)
o(e ) =£(c ) -£(c~) - : -
n=
Y = i € - i .
ol sn(to) 1 si nt_ Z, et en(to) 0 51+mnto¢z

- Si to=0, on a ainsi : o(0) = —22_“= -1.
n=

— 5i £, =-qp-, od (p,q)€EZxN et oli p et q sont premiers entre eux, on cons-

tate que ntoEZ s'écrit n=kq, k€EZ ; on a :

kq =1
0(t)=-§1/2 -—
° = 29—

1.3.14 ] A tout n€EN on associe 1'application fn :R2 — R telle que :
n

X
fn(x,y) _1+y2“

1°) Déterminer Q={(x,y) €ER? | Z:fn(x.y) converge}.

2°) Prouver que f : (x,y) v an(x,y) est Cl sur Q.
n=

Les fn :R2 — R sont de classe C .
1°) Soit yER fixé ; an(x,y) est une série entiére en x, de rayon de
rayon de convergence R =max(].,y2) ; pour x =% Ry’ la série numérique

Ef (x,y) diverge (on n'a pas lim f (x,y) -0].
n n
n--+o

— D'oi : Q={(x,y) ER? | |x| <max(1,y2)}.

I1 en résulte que 9 est un ouvert de R? (faire un dessin).
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2°) Notations. On munit R? de la norme (x,y) — max(|x|,]|y|).
A tout (xo,yo)EQ on associe une boule fermée B, de centre (xo,yo), de

rayon r >0 assez petit pour que BCQ (Q est ouvert). On note :
u=max(|xo—r|,|x°+r|) ;s B=0 si Iyol<r ;
B=min(|y -r|,|y +r[) si |y |>r.

On a ainsi : a= sup |x|, B= 1inf |y|, (a,B)€EAQ.
(x,y)eB (x,y)EB
En outre |a| <1 si |y0| <1 (cf. dessin)

a) Continuité de f : Q9 — R. Soit (xo,yo)GQ. Associons—-lui une boule B.

On a (cf. notations) :
n

VnEN sup |fn(x,y)|< 2

(x,y)EB 1+E32n

n

D'aprés (a,B) ER, Z g 5 converge ; Zf“ converge ainsi normalement et donc
£ 20 Lan

uniformément sur B ; la restriction de £ 4 B est continue ; f est continue en

(x ,y ). a
o’’o 5 f
b) Existence et continuité de =" : @ — R. Pour yER fixé, 1'applica-
n oo n-1
tion x »— de ]-R ,R [ dans R admet x — pour appli-
= y vy 2n
n=0 Il+y n=1 l+y

cation dérivée d'aprés 1'étude des séries entiéres. On dispose donc de :

n
of :Q — R (x,y) Z nx

3% =1 ey 2n’
En raisonnant comme en a), on montre que % est continue. 0
c) Existence et continuité de 3y Nous disposons des applications :
Bf n 2n-1 *
e 1.82 - R (x,y) — —--J,}—— (n€EN ).
y (14y"™
Bf
Pour yER fixé, z 3y (x,y) est une série entiére en x de rayon de convergence
n=>1 of
R; =max(y2,l/y2)>Ry. On en déduit que la série le converge simplement sur:

>l
={(x,y) €R? | |x| <max(y2,1/y2)}.

En fait il s'agit d'étudier cette série sur Q< Q'(avec d'ailleurs Q#Q').

e Soient (x 'Y, YEQ et BCQ associée 3 (xo,y ). Nous allons montrer que

of
quitte 3 imposer 3 B une condition supplémentaire, 393 converge normalement
. . 1
et donc uniformément sur B. >
.y . u - 1
Nous utiliserons le fait que u — +2°’ uER+, est 3 valeurs dans [0,+],

et décroissante sur [1,+=].
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— Si Iy | <1, nous imposons : |y|<1 pour tout (x,y)€B. D'ol :
of
VnEN sup 3——n-(x,y) | < 2n a.n.
(X,Y)GB y
Or, ici, a<1, et donc na® converge. (W]
— Si Iy | =1, nous imposons : IYIGI‘;—-%] pour tout (x,y)€B. D'ol :
2n-1
lyl ! I
V(x,y)€B X 5 < < -
(+y?™?2 A2
x afn
et : YnEN sup !a——-—(x,y) <na".
(x,y)EB y
Or, ici, a<l, et donc Znan converge., a
—Si ]y°|>l, nous imposons : |y|>1 pour tout (x,y)€B. D'oid :
| |2n—l 8 82n—l
V(x,y)€B (R>0)
2n,2 2n,2 °?
(+y ™%yl 48"
. jof ' o Dy20~1
et : VnEN sup —(x,y) | <8 ———=
(x,y)EB 5 | (1+p%™)2
Comme (a,B)€Q, la série majorante converge. Ol

e Reprenons (x 'Y, YEQ. Nous avons su lui associer une boule fermée B<(

de centre (x Y, ), de rayon r sur laquelle Z—y—- converge uniformément.
=1
I désignant 1'intervalle ouvert ]yo-r,y0+r[, il y a :

— convergence simple de Z(y — fn(xn,y)) sur Ir H

af
_ - _n \
convergence uniforme de ;(y — 3y (xo’y)} sur Ir'

1

. : of &y
Ceci assure l'existence de a_y(xo’yo) =;; W(xo’yo)'

e On dispose ainsi de %:Q — R, et il s'agit de la somme de la série
‘Plgi—ﬁ. Pour tout (x Y, YEQ, celleacle converge uniformément sur une boule de
centre (xo,yo). de rayon r>0, les -a—y—n €tant continues, ceci assure la conti-
nuité de g—; en (xo,yo). O
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1 1
1.4. SERIES ENTIERES

. n o ‘s

Soit Z:lnz une série entiére complexe de rayon de conver-

gence R. Que peut-on dire du rayon de convergence R' de la série entiére
* n cee - .

anz dans les différents cas suivants :

1°) VnEN b =al ;

n n
2°) VnEN b =f(n)an, ol f est une fonction rationnelle non nulle ;

n
3°) va€N (b, . =0)A(b, =a)

1°) |bnz:| = (Ia

) Soit z ;
|a

(\/Izol)n)z pour tous z €C et nEN -

el que iz i\nz. La série L,Ua |w|z i)n}converge :
(\/T_r) ) est bornee ; la suite (|bnzg|) est bornee. En utili-
sant le 1emme d'Abel on en déduit R'=> lz I En jouant sur z :R' >R2,

b) Soit z, €C tel que Iz |<JR'. La série Zlb z | converge ; la

ﬂ—

a
la suite (

suite (lb z ", qu1 est la suite (|a z IZ) est bornée ; 1a suite (|anzgl)
est bornee et (par le lemme d'Abel) : R? Iz0 .
En jouant sur I R=JR'.
c) Au total : R' =RZ, @]

2°) a) Soit zoEC tel que ]z°| <R. Choisissons un réel r€] |zol,R[.

Comme f est une fonction rationnelle et comme
n n

1imf(n)(—z—9) =0 ; la suite (‘f(n)(z—o)
N>+ r ’ r

P n . n -
Comme r <R, la série Zlanr | converge ; la suite (Ianr |} est bornée.

On a : |bzn|=
no

n
Ianr | pour tout n€N, 2|

<1, on constate :

) est donc bornée.

Il résulte que la suite (Ibnz::| est bornée, et que R' = |zol.
En jouant sur z :R">2R.
b) On peut fixer NEN assez grand pour que, pour tout n=N, on ait
f(n) #0, et donc an=g(n)bn, oll g est la fonction rationnelle non nulle 1/f.
En échangeant les roles des deux séries entidres : R=R'.

c) Au total : R' =R. |

3°) a) 501t z, €C tel que |z | <vR. La série Zla z | converge ; la
suite (Ia z |), qu1 est la suite (|b z |) est bornée ; or la suite nulle

2n+l . . -
(‘b2n+l I) est bornée ; la suite (|bnzo|) est donc bornée, et R'> Izol.
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En jouant sur z, : R' 2VR.
b) Soit z €C tel que |zo|<R'2. La série Z]b V| z, D®| converge;

la suite (|b Viz | |) I) est bornée ; a fortiori la suite (Ibz (V]z |)2n)
qui est la suite (]anzg|) est bornée, et donc R>zo.
En jouant sur z :R2R'2,

c) Au total : R' =VR. 0O

Soient un polyndme non nul PEC[X], et une série entidre complexe
Z:anzn de rayon de convergence R>0, de somme notée f£. Trouver le rayon de
convergence R' de la série entiére ZP(n)anzn, et exprimer sa somme g en fonc-
tion de f.

Exemple. an=2n/n! pour tout n€N ; P(X) =X2+1.

a) Montrons que R' <R. C'est trivial si deg P =0 (auquel cas R' =R).
Supposons donc : deg P21, ce qui entraine lim | P(n)| =+= ; il existe noel
]
tel que |P(n)|>1 pour tout n>no. v
. n -
Pour tout zOGC tel que Izol >R, la divergence de Z|anz°| entralne
ainsi celle de ‘;h’(n)anz:i. D'oli R'< |z°|.
n
o
En jouant sur z : R' <R. a

b) En utilisant une base convenablement choisie de 1'espace vectoriel

des polyndmes dont le degré n'excéde pas deg P=p, on a :

P=c_ +Zl c X(X-1) . (X-k+1)

N
Soit z, EC tel que lz 1<R Pour NEN, ZP(n)a z, s'écrit :
=0

a nZ +;c z Z(n(n-l) (n-k+|)a zn k

Or, pour tout kEN , la série entidre gn(n—l) (n--k+1)anzn—k est la dérivée
k
d'ordre k de la série entiére Zanzn ; elle admet R pour rayon de convergence.

On en déduit qu'il existe : .
N
lim ZP(n)anzz=2ckz f(k)(z )
N-++o n=0 =
On a donc R' > lzol.
En jouant sur z, :R'>R ; compte tenu de a) : R' =R.

En outre :

g(z) =ickz f(k)(z) pour tout z€C tel que |z| <R.
=0
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Exemple. Ici R=+w, f£(z) =e2% pa1+X+X(X-1)
D'ol : g(z) = (l+22+lozz)e22 pour tout z€C.

Remarques. a) R=R' résulte aussi du 1.4.1, 2°).
b) Si 1'on considére comme connues la formule d'Hadamard, et la formule,
valable pour des suites 3 termes positifs dont 1l'une converge :
lim sup (x oY ) = [lim(x ))(lim sup (y ))
on &crit : |P(n)|~|b |nP au voisinage de += (b_#0) ; on en déduit :

11m|I’(n)|l/n |]/n
n-r+o

P
11msup|P(n)a | ™ im sup |a et R' =R.

. n n . .
Soient )a 2z~ et anz des séries entiéres de rayons de conver-

gence R>0 et R'>0. Que peut-on dire du rayon de convergence R" de la série
. n,
entiére Enbnz ?

e Soit zoec fixé, tel que 0<[z°| <RR'. L'application t »— |z°|/t de
z

]0,R] dans ll: décroit de += a <R' ; il est clair qu'il existe
(a,B) € (lll:)2 vérifiant 0<oa <R, O<B<R' et |z°| =af ; les suites (Ianlan)
et (|bnan) sont ainsi bornées, et donc la suite (|anbn||zg|) est bornée, ce
qui (d'aprés le lemme d'Abel) entraine |zo|<R".

e On a ainsi |z°l<R" pour tout z E€C tel que |zo| <RR', ce qui exige
R"2RR'. On ne peut obtenir mieux. En effet :

— Si an=bn=l, alors R=R' =R" =1, et donc R"=RR'.

— Si azp=0, a2p+l =1, b2p= 1, b2p+l =0, alors anbn=0 pour tout n ;
ona R=R"=1], R"=+= et donc R">RR'.

Application. Si an9’=0 et bn= l/an pour tout n€N, alors RR'<1 (ici

=1).

Remarque. Si 1'on considére comme connues la formule d'Hadamard et
la formule, valable pour des suites i termes positifs :

lim sup (xnyn) < {lim sup (xn)) (1im sup (yn)] ,

1 . 1/n 1 . 1/n 1 . 1/n
de : - lim suplanl » ] =1lim sup !bnl » R =1lim sup|anbn|
on déduit : %,,<é, , et donec R"ZRR'.

Soit (an) oy Une suite complexe. Comparer les rayons de conver-
gence R et R' des séries entiéres Enzn et anzn, ot Sn- E a .
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* .
a) Pour tous nEN et z€C on a, en utilisant a =S =S | :

-1
Ianznl < |Snzn| +|2] - |Sn_lzn |. )

Pour z€C fixé, tel que |z| <R', les séries numériques lenzn| et

—] -
;]Sn_]zn | convergent, et, d'aprés (1), Z|anzn| converge.
! Nous avons donc déja : R' <R.

b) Nous constatons que anzn est la série entiére produit
{ n\ /< a) e . . P . e
\ a z \ z / D'otu, par la théorie des séries entiéres produits :
R' 2min(R,1).

c) A ce stade : si R<1, alors R' =R.

d) Etudions le cas R>1. Nous avons déjid : 1<R'<R. (2)
D'aprés R>1, Zan converge et on dispose de S = limSn.
= n--+eo
ler cas : S#0, Ici an diverge, et donc R'< 1. D'aprés (2) : R' =1<R,
+a
3 . == = T -
2éme cas : S =0. Pour tout n€N, R Z a n est autre que Sn‘

k=n+l| K
— Fixons zoec tel que I < |zo| <R. Nous savons que Zlakzol converge.

o q n
D'autre part, en utilisant |z0[ <|zo|k pour k>n :

00 40 Kk a0 k
2" < laz|<;|az|.
k;ﬁ‘ o k=Zn;-l ko ko

. n .. . . n - -
La suite (ano) est ainsi bornée, et donc la suite (Snzo) est bornée. D‘'aprés

Rz, | =
n o

le lemme d'Abel, anzn converge absolument pour tout z tel que |z| < |z°|.
— Soit z tel que |z| <R. En adoptant z, =(|z|+R)/2, on constate que
anzn converge absolument. D'oli R' 2R, et donc ici R' =R.

e L'exercice suivant est destiné 4 établir un résultat classique, que nous

utiliserons par la suite 4 plusieurs reprises.

Soient z-xnzn une série entiére complexe de rayon de conver-
n
gence R>0, et zoec tel que |20| =R et que Zanzo converge.

1°) Montrer que la série entidre converge uniformément sur {tzolte [0,11}.

00 03
2°) veérifier : lim ga (tzo)n=£anzn.
t+1,t€[0,1[ n=0 ® n=0 " °
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Nous avons zo#=0. Par transformation z+— z/z , nous nous ramenons au
(o}

cas z =1.
° n
Considérons donc une série entiére Enz de rayon de convergence 1, telle

que la série Ean converge.

°) Pour tous (n,p) EN? et t€[0,1], nous avons par la transformation

] = .
d'Abel, en notant Sn,k ;a“”' :

n+k _ n+k _ n+k+] n+p+l
2;3n+kt zlsn’k(t t ) +Sn,pt .

Compte tenu de O0<t<1, il vient

n+k n+k n+k+1 n+p+1
a_ |S (" -t Y+ s JeTPT,
= n,p
Soit eER+. aprés le critére de Cauchy, la convergence de Ean assure
1V tatramnn da NEW +21 ~ien
LA CTALOLLTIILT ULC V=N LTI quc .

et donc tel que :

vn>2N VpEN Vt€([0,1] Iiamktmk <¢
=]

Notant u_ 1'application t ancn de [0,1] dans C, nous constatons que la
série d'applications Zun, a valeurs dans 1'espace de Banach C, est unifor-
mément de Cauchy sur [0,1] ; il en résulte qu'elle converge uniformément sur
[0,1]. O
2°) Comme les U sont continues, la somme t +— Z:antn de la série Zun

est une application continue de {0,1] dans C. D'oii, en particulier :

+0 4+
lim Za tn=zba . O
»1,t€[0,1[ a=0 ® b "

e Nous allons étudier une réeiproque du résultat de l'exercice précédent.

l 1.4.6 I CONVERGENCE AU SENS DE POISSON. On dit que la série complexe

Ean converge au sens de Poisson si, et seulement si la série entiére

Zanzn a pour rayon de convergence | et si, f désignant l'application

t »— Ea t de ]-1,I[ dans €, il existe lim f(t).
n=u t+1, <]

1°) a) Toute série convergente au sens de Poisson est-elle convergente ?
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b) Etudier le cas d'une série 3 termes réels positifs.

2°) Soit Ean une série complexe convergente au sens de Poisson, et

telle que a_=o(1/n) au voisinage de +». Montrer qu'elle est convergente.

1°) a) La réponse est négative, ainsi que le montre l'exemple suivant.

n
(-1) pour tout n€N ; Z(—z)n a pour rayon de conver-

On adopte a_ =
n — |
gence 1 ; pour t€ ]-1,1[, £(t) =Z(-t)n s'écrit Tt ; il existe donc
n n=0
lim £(t)=1/2; or Z(-l) diverge. O
t-+],t<]
b) Soit Zan, avec a_€R , une série convergente au sens de Poisson.
400
On note L= 1lim f£f(t), od f(t)=Zantn.
n=0

t+1,t<l
n . . .
Chaque t'— ant étant croissante sur JO,1[, f est croissante sur ]O,1[ ;

a donc f£(t) <2 pour tout t€ ]O,1[ ; a fortiori (les a_ étant positifs) :

N
vte€ 10,1[ VNEN Z‘ban:“ <z.
n=

fixant N et en faisant tendre t<1 vers 1, on obtient :
N
WVWNEN Za <g.
n
1=
série positive Zan, dont les sommes partielles sont majorées, est con-

on
En

La

vergente.

2°) Pour nEH*, posons : A(n) =f(l—l/n)—§ak.

lim£f(1-1/n) = 2. Reste 3 montrer : limA{(n) =0.
-+t nr+oo
On peut écrire : A(n) =A{(n) -B(n) avec :

+wx
ak(l-l/n)k ; B(n) = iak[l - (l-l/n)k) .
K=1

Il existe :

A(n) =
k=n+l
. * - . . *
e Soit e€R_. D'aprés an=0(l/n), il existe NEN tel que |ak| <e/k pour

tout entier k>N.
Pour tout entier n=N, on a donc :

+o +oo
k _¢ k
|a(n) | <& (-1/n)<<E Z;)(l-—l/n) <e.
° k-;l e

On en déduit : limA(n) =0.
oo N
e Pour tous x€[0,1[ et kKEN , on a

l—xk = (1=x) (14+x+.. +xk_l) <k(l=-x).

. |
D'od : |B(m)|<_ Z“klakl.
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Au second membre, on reconnalt une moyenne de Cesaro associée a la suite

(nlfanl)nGN* de limite 0. On en dé&duit limB{(n) =0, O
n++o

Remargue. Par une démonstration beaucoup plus difficile, Littlewood a
montré que le résultat du 2°) subsiste si 1'on remplace a =o(l/n) par
an-—O(l/n) au voisinage de +=,

oo -n"
Calculer A Z STy ©f 3= 2, neaarh
n= n=l

A et B sont les sommes de séries numériques absolument convergentes

(d'aprés n(2n+1) ~2n? au voisinage de +<). En utilisant 1'exercice 1.4.5, on

peut écrire A= 1lim f(t), et B= lim £(t), ol f est la somme de la série
t->1, t<l t-+—1, -1
n
entiére Z n('tZ:T)’ de rayon de convergence |. Pour t€ ]-1,1[
n>l s 4z o
£(t) = —n—zZl g = - Log(1-t) - 2g(t),
n=1 n=
0 2n+1]
1 Jt - Jt+Arg thvt
e Pour t€]0,1[ : g(t) =7t ( 2‘)“] = Jtﬂ
n=1 I+t

ce qui conduit, en utilisant Arg th J't:-—;-Log] —7t 2

f(t)=2-';JtLo (1+Jt)+ Log(l—Jt)
et a : A=2-2Log2m0,6l37056
+oo n 2n+1
- . - (-1) (v=t) _=J=t +Arc tg V=t
e Pour t&]-1,00 : g(t) J t Z 2n+1 - /=t
et : f(t)=-Log(l—t)+2—2A—r5-__£tg——

D'oll : B=2-Log2-n/2=~- 0,2639435.

Soient Zan et an deux séries complexes convergentes.

On suppose que la série produit c s avec c = Z a b , est conver-

“ p*q=n
gente. - f f
Prouver : (2a )( b ) = c n
a=0 ® a=0 ° n=V n

. P . s n n n . .

Introduisons les séries entiéres Enz s anz et ¢z qui, du fait

des hypothé&ses ont un rayon de convergence au moins égal & 1. Désignons par
f, g et h leurs sommes respectives. D'aprés le théoréme sur le produit de

séries entiéres on a : h(z) =£(z)g(z) pour tout z€C tel que |z| <1.



73

D'autre part, que le rayon de convergence de Enzn soit R>1 ou R=1,

on a, d'aprés la convergence de Ean(cf. exercice 1.4.5) :
40

zba“= lim  £(t)
n= t~1, teR, t<l

et 1'on dispose de relations analogues pour g et h.
On peut donc passer 3 la limite dans h(t) =f(t)g(t) lorsque le réel ¢,

strictement inférieur 3 |, tend vers 1 ; d'ou (1).

. . . B n
Soit une série entiére réelle E&nt , an>0 pour tout n€EN, de

rayon de convergence l. On note f sa somme, et on pose :

"o
L
o
3
@
h;

et o

n suppese ici : lim (1-t)f(t) =1
t-+1, <l
s ~mn au voisinage de +«,

n se propose de montrer :

a) Soit B 1'ensemble des applications bornées de [0,1] dans R ;
B est muni de la norme de la convergence uniforme. On note P la partie de B
telle qu'a toute g€ on peut associer :
<00
u(g) = lim G(t), ol G(t) = (1-t) Z;) a tng(tn).
t-+1, t<I =0 °
Montrer que P est un R-e.v, que l'application g > u(g) de b dans R est

linéaire et continue, que B est une partie fermée de B.

l
b) Montrer que, si g est continue, alors u(g) =[ g(x)dx.
c) Soit h:[0,1] — R définie par : o

h(t) =0 si t€[0,1/el ; h(t) =1/t si t€[1/e,I].
Montrer : h€B . Calculer u(h) et conclure.
2°) On suppose ici : lim (1-t)2f(t) =1.

t+1,t<]
Montrer : sn~n2/2 au voisinage de +=,

1°) a) Pour toute g€B, G est définie sur [0,1[.

B, qui contient t ~— 1, est visiblement un sous espace vectoriel de B.

La linéarité de u est triviale. Sa continuité résulte de ce que :
+00
veeB |ulg)|<ligl 1lim (1-t) Z;a "= lgl
t-1, t<1 n=d "
La preuve de ce que P est une partie fermée de B fait 1'objet d'un complé-

ment que le lecteur trouvera 3 la fin du sous-chapitre (n°1-4-30).
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b) Pour toute g Pt tk, kKEN, on constate que

vt € [0, 1] (1-t) Z;)a t gk(t ) = k+l ak(t),

o a, (£) = (1=-t5*1y S a_(£<*hHn,
k n
n=0
. -t 1
On a : lim ~————=———0, et 1lim a (t)=1. D'ol : 8, E€P et :
t+1, t<l OIS t+1, t<l k k

1 1
u(gk) =k_+l_=f g(x)dx.
) 1 application
Par linéarité, on en déduit : g€ER et u(g) = g(x)dx valent pour toute /
o

polynomiale (restreinte 3 [0,1]), et donc pour toute application continue,
ainsi qu'on le constate en utilisant la densité des applications polynomiales
dans 1'ensemble des applications continues (conséquence du théoréme de Weierstra
¢) Soit ¢€]0,—[. On note ®, (resp. l]!s) 1'application continue de [0,!]
D,

1
e

o

acn e
“Spe J <

sur lequel elle est affine (faire une figure). On a : £p€<
40

Pour t€ [0,1[, H(t) = (1-t) Z)antnh(tn) dont l'existence est assurée
n=
par le fait que h est bornée, est compris entre :

0 40
@ (t) = (1-t) t‘15;63“:%:&:(:“), ec ¥_(t) = (I-t) ;oan:“q,e(:“)

qui admettent, lorsque t tend vers l,les limites respectives :

1 1
u(we) =j; ws(X)dX. et u(we) =fo lpe(X)dx

qui vérifient (cf. figure) :

1 1
u(tpE) >f h(x)dx-%_Ei , et v(lpe) =[ h(x)dx +%€—
o o

A € on peut associer 1€ [0,1[ tel que, pour t€[1,1]:
- £ +u((9€) <<I>E(t) <‘l’?(t)<e +u(¢e)
et donc : ~ (I +%)€<H(t)—f h(x)dx < () +§_—)e.
1)

1
D'oll 1'existence de u(h) =f h(x)dx=1. a
)

* - . - .
ePour tout pEN , nous avons h(e n/p) =0 si n>p et h(e n/p) ==en/p si

n<p, ce qui entraine :

™
He /Py = (1 -7 1/Py Zoan.
n=

Compte tenu de liml-l(e—]/p) =] et de | —e
prt®

~1/p ~% lorsque p tend vers +w,

on obtient sp~p. a
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2°) Nous savons que la primitive t | f(x)dx de f sur [0,1[ s'écrit :

g a

F:tr—t
n:‘.

n+l

Pour t€ [0,1[ tendant vers 1, nous avons f(t) ~(—]_l?)-2- et donc (d'aprés 1'étude

de 1'intégration des relations de comparaison) :

o S % o0
F(t)N'l;Wzdx, et [;mt NF'

n a
En posant o =Zb k:(l on a (cf. 1°) : o _~n au voisinage de +~.

— Ecrivons : s Z;(ki-l)(ok K- l), (0 =0).

i.e. @ sn=(n+t)on-Z)ck.

(n+l)o
D'aprés o, ,~n, ona: 11m —"z‘— 1.

Z %
i

En utilisant limon/n=l, on obtient, par la moyenne de Cesaro :

’“I

. . -1
éerit =0
On —zn 30

n++oo
=1
. | 1
lim —5 zo =5 .
gt N 2 k 2
En conclusion : lim s /n2=1/2. 0
n->+w n

1.4.10 | Soient antn et antn des séries entiéres réelles, de rayons
de convergence R et R', de sommes A et B. On suppose que an>0 pour tout n€N,
que R=+x», et que la suite (bn/an) admet une limite R.

°) Montrer que R' =+,

2°) vérifier : 1lim

1°) De 1'existence de 1lim (bn/an) on déduit : bn=0(an) au voisinage
de +«, oy

— Soit t€R. On a : |b t |"0(|a t"|) au voisinage de +=.

Comme Z|a t I converge, on en déduit que ZIb t I converge.

— Ceci vaut pour tout t€R, et donc R' =+w,




76

* *
2°) Soit €e€R, . Il existe pEN tel que Ibnﬁzanl <can pour tout entier
n2p.

Pour tout t:ER (ce qui entralne A(t)>0) on peut écrire :
B(t) I <2 n
IA(t) A(t) Zlb ~La |t +e ACH) ;,Zpa“t

, et Za t <A(t)

A(t)
a t_'1’1 n=p
n
i]n_

En utilisant :

. . . BCE) _ P(t)

il vient : ACE) zng(t)

oi P et Q sont les polyndmes Z)[bn—la |X et ﬁ)anxn, tels que deg Q=p et
n:

deg P<p-l, ce qui entraine lim Qgt; =0.

t+o
On peut donc associer 3 € un AER tel que, pour tout t=2X :

P(t)
Q(t)

B(t)
A(t)

0= <¢, et donc | —2,I<2t:. O

1.4.11 | Soit ch une série réelle convergente. On se propose de

vérifier :

B S ot n  Cn n
f (Z, —Te dt = ij t"dte (1)
[0} n=

°) a) On note s = -2! C et s = c, - Montrer que les séries entidres
= n

C
n n n .n . s
ar t et -y t~ ont chacune un rayon de convergence infini.

b) Montrer que, f et g désignant les sommes de ces séries entiéres :

X
VXER fe-tf(t)dt=e_x(g(x)-f(x)) (2)
o]

2°) Vérifier (1), en utilisant le 1°) et le résultat de 1'exercice pré-

cédent.

3°) Dans le cas ol E |cn| converge, donner une démonstration directe

de (1).

1°) a) Les suites (c ) et (sn) admettant les limites O et s, elles sont
bornées. Pour tout t€R, 1es séries Zlc t /n'| et le t /n'[ admettent une

série majorante de la forme Z]Mt /n!| ; elles sont donc convergentes. - O
oo s s

+o
b) De g'(t) = '(?.'%T ! =Zy :—Tl t”, on déduit :
n=i ) n= :




77

. Sn+l “Sn n S cn+l n
g'(t) —g(t) = _n!—'—""t =Z) Tt =f'(t).
n n=

D'oti: g'-g=f', ce qui entraine :

e tg! (t) =%[e—tg(t)]

Une intégration par parties donne, pour tout x€R

X X x
f e_tf(t)dt=|:—e—tf(t)] +f e—tf'(t)dt
0 o

o
ce qui, compte tenu de (3) et de £(0) =g(0), n'est autre que (2).

1 -t
— e

2°) Une intégration par parties montre que l'intégrale impropre
L]
n .. .
f = t dt (dont la convergence est triviale) ne dépend pas de n€EN
o !

en utilisant n=0, on constate qu'elle vaut 1. Vérifier (1) revient donc i
vérifier :

X

lim f e tf(t)dt=s, i.e. lim —-——*--—-—*—-—g(X)—f(x) =g
X

X+o Jo

o
4+ X €
X n
—O0na: e = ax, avec a_=1/n!
n n
n=
¢ /n!

s /n!
Comme : lim

= lim c =0, et lim 2 =5 1'exercice précédent
n->+o n n->+oo n-++co n
permet de retrouver le résultat du 1°) a), et fournit

lim e-xf(x)'--O, et lim e—xg(x)=s.
X+

3°) On fait ici 1'hypothése, plus forte : ZICnI converge.
*

o Soit x€R_ fix&. En notant M =sup Icnl, on a :

“a -t.n

n
ar et
n:

VnEN sup

n
<y X
t€fo,x]

n!

c
Py < . . -t
On en déduit que la série des applications t > n

n
— e t converge nor-
n!
malement, et donc uniformément sur [0,x], ce qui permet d'écrire
R Cq o -ton S (¥ % -ton
f(z ~Te t)dc=z f = e “thdt.
n! n!
o ‘n=0 0

n=0

e En faisant varier x on en déduit que, @ désignant 1'application

X c
-t n ‘s . *
XI—*[ n_t!l e t dt, la série Zgon converge simplement sur R+.
0
Py P -t n
On vérifie par récurrence : VnEN ’ e t dt=n!.
o

D'oi : Vn€EN sup*|tp (x)|<|cn|.
x<k, "

+

(3)

a
X++oo
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Puisque nous avons Supposé que E |cn| converge, Etpn converge normale-
ment, et donc uniformément sur R+.

Par ailleurs, pour tout n€EN, il existe lim(pn(x) =c .
X->too
D'aprés le théoréme d'interversion des limites, on en d&duit que la

somme de la série ngn admet ch pour limite en +», d'ou (1),
13
Remarque. Vaut si Zc est semi-convergente. En t =Z
qu n g notant Sn,k C +g €

en utilisant Abel, le lecteur vérifiera : 2=

P — xn+k-l—l p < e—t tn+p+l
g(pm-k(x) = — Sn,k € (n+k+1)! +Sn,p 5 (n+p+1)! dt

. P . w
et 11 en déduira la convergence uniforme de Eu)n sur l+.

1.4,12 1°) Soient antn et Bntn des séries enti&res réelles, de
rayons de convergence R et R', de sommes A et B. On suppose que aﬁ>0 pour
tout n€N, que R=1, que Zan diverge, qu'il existe lim(bn/an) =g,

B(t) _
(t =4L.

Montrer que R'2>1, et que lim
t+1,t<l

o
A

2°) Soit (cn)nGN* une suite convergente de réels. On note f la somme de

la série entiére E = t:n.
n
=1 £(t)
Exi ] .
xistence et calcul de lim —Log(l—t)

t+1,t<l]

1°) Laissé au lecteur, qui s'inspirera de 1'exercice 1.4.10 (il remar-

quera que R' =1 si £#0).

*
2°) Pour n€EN , notons a = l/netbn=cn/n. La série entiére éantn a
pour rayon de convergence |, et pour somme : !
A:]-1,1[ - R t»— —-Log(i-t).
b

. n - . ey . ‘s
Comme lim a—=2., oid L= 11mcn, on peut utiliser le 1°) : la série entiére
n++e n n-+te

c
z n.n g
Tt a un rayon de convergence R' =1, et sa somme f vérifie :

n>1 . f(t)
lim 'i—"‘(l—_t) = =-2.
t+1,t<l “©8

. n o . . s
1.4.13 Soient a z une série entidre complexe de rayon de convergence

R>0, et £ sa somme.

L . Lo n .
1°) Montrer que la série entiére anz , ou b =an/n!, a pour rayon de

n
convergence += ; soit F sa somme.
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2°) Montrer qu'i tout réel p€ ]O,R[ on peut associer un réel A(p) tel
P

que :
VzEC  [F(2)| <A(p)exp(|z]/p)

°) Soit zOEC fixé. Ayant choisi arbitrairement le réel r € ]JO,R[, nous

avons n
n (z /r)
n o
bz =ar . ; pour tout n€EN.
n o n n!
. . n n . . n
Les séries Exnr et Z(zolr) /n! &tant convergentes, les suites (anr )
n . . n - ,
et ((zolr) /n!] sont bornées ; la suite (bnzo) est donc bornée, ce qui montre
N . ...
que le rayon de convergence R' de Ebnz vérifie R' = |z°|.

— Comme on dispose de z,ona R' = 4=, 0

2°) Soient p€ ]0,R[ et zEC fixés. Comme f est une application continue
du disque ouvert (0O,R) dans €, on dispose de l'application continue :
¢:[0,200 = C o 'ﬂf(pele)exp(i e_le).
27 e
e Nous allons établir : f w(08)de =2nF(z). (2)
0 40
— Pour tout H€ [0,27}, nous avons : @(8) = th (8), oili
n ind 2 -—-i8 U
lpn(O) =ape exp(—— e ).
Or : sup |w (8) | <|a Ip .exp (l [) pour tout nEN.

eel0,2
Comme la série Zlanlpn converge (d'aprés p<R), il en résulte que la série
d'applications an converge normalement, et donc uniformément sur [0,2n],

.

et admet ¢ pour somme, ce qui permet d'écrire :

2m i ~ig
f P(8)de = Zja p j exp(% e t )de (3)
o

— Fixons n€EN, et notons : y(B) =e ne.exp(-z— e-16).
t zk 1 i‘zn—k)e
Nous avons : ¢(8) = wk(e), ol y, (6) ;_k- T e
Or : sup Iwk(6)|<(|z|/p) pour tout kEN.
e€(0,2x]
Comme la série g—i—!/—p) converge, il en résulte que la série Z:wk converge

normalement et donc uniformément sur [0,2r]}, et admet ¢ pour somme, ce qui

permet d'écrire (pour nEN fixé)

27 +o L 2n . n
_ ] i(n-k)8, _z 2n
JRUTOVED WS eI
Q =V p o o}

.
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27" (n-k)8 . .

En effet e d6 est 27 si k=n, et 0 si k#n.
o

— Revenant i (3), nous obtenons :

27 © a n
f p(8)de =2ﬂz —r,l z =2nF(z)
o a=0 ™

e Comme :

L[ |z| ie
- j (.p(e)del < exp (--) . sup |f(pe )|
o p 8€ [0, 2x]

27

nous constatons qu'il suffit d'adopter : A{p) = sup |f(pele)| pour obtenir

[
la proposition. 6€[0, 271

[T-2.74] INEGALITES DE CAUCHY. Soit » a z' une série entiire complexe

de rayon de convergence R>0, et de somme f. Pour tout r€ [O,R[, on pose :

M(r) = sup |[£(2)].
z|=r

1°) Montrer :
VnEN Vr€ [0,R] |anrn|<M(r). (1)
2°) On suppose ici que R =+», et qu'il existe deux réels p et k stric-
tement positifs tels que
V"ER: (r>p)=(m(r)<ekr) (2)
Montrer qu'il existe NEN* tel que :

vn>N Ianllln<ke/n. (3)

On dispose de l'application continue f du disque ouvert (O,R) dans C,

et la compacité du cercle |z| =r assure 1'existence de M(r).

1°) Soient nEN et r€ [0,R[ fixés. L'application 8 +~» f(rele)e-ma

de
[0,2%] dans € est la somme de la série d'applications ZU , oi :
P
u (6) =a P exp(i(p—n)e]
P P
Comme : sup |u (6)| = |a rpl pour tout pEN, et comme Z |a rp| converge
e€l0,2n] P P > P

(d'aprés r <R), la convergence de Zup est normale, et donc uniforme sur

p
[0,21). Les applications continues up étant intégrables sur [0,2n] on a,

d'aprés le cours

2Ty do . +co 27 .
[ (Z a rpel(p_n)a) de = Z)a rpf e1(p-n)6de (4)
o p=0 P p= P o]
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27
=7 1m6
On constate que, pour tout mE€Z, f e d8 vaut O ou 271 selon que m#0
o]

oum=0 ; {(4) s'écrit donc :
n 2n ig, =-ind
2'nanr = f(re e ds

o
27
D'od : |2nanrn|<f M(r)de = 2n.M(x). D
(o]

Application. Sueposons que R= +» et que f soit bornée sur C. On é&écrit
(1) pour tout n€N", avec M(r) =M fix&, et on fait tendre r vers +=, On en
déduit que f est une application constante.

*
2°) Soit nEN fixé. D'aprés (1) et (2) on a :

Ianllln<i;f (% exp(l—i-:;)) (5)
r=p

* *
Une dérivation montre que l'application r - % exp(l(r—f-) de B _dans R
admet le minimum ke/n, atteint pour r =n/k.
Le second membre de (5) est donc ke/n si p<n/k. D'oli (3), en adoptant

our N 1'un quelconque des entiers supérieurs 3 kp.
p q q p

. n as .
1.4.15 Soient a z une série entiére complexe de rayon de conver-

gence R>0, de somme f, et (bn)nEN une suite de complexes non nuls. On sup-
pose qu'il existe limb_/b_, =8, avec [8] <R. Vérifier :
n-*+w n
n

lin o~ Z-—:oakb“"k = £(8) (1)

n++e

e Choisissons arbitrairement un réel r€ ]1{g|,R[.
* .
D'aprés limb_/b__ =g, il existe pEN , désormais fixe lui aussi, tel
o n’“n
b
n
bn-'-l

. *
e Soit eER+.

que : <r pour tout entier n>p. (2)

— Considérons (n,q) EN?, tel que n>p et q<n-p. Notons :

n b
1 k n-k Kk
5% 5 é:)akbn-k ) Z_;aks P Un,k ak( b B)
n k= k= n

Comme u =0, nous avons : A =A +B +C avec :
n,0 ’ n n,q n,q
n— - n
A = u s B = u ; C = u .
n,q &~ n,k n,q :ﬂl n,k n k=an+l n,k

CommeZIakrk| converge, nous pouvons convenir que q a &té fixé de telle
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sorte que Z|akrk|<e ; on a, naturellement : n= ptq.
k=q
Comme |B|<r, il vient : .Zlak8k|<e. (3)
K=q
Pk ko P
D'autre part, en utilisant 5= TT T (4)
n i=l  “n-i+l

kl <rk, pour n-k =p.

on constate, grace & (2)

Xla r | <e,

et, compte tenu de (3) |<2£, (n=p+q).
— Revenant i (4) nous avons, pour chaque entier 1 <k<q-1 fixé :

=0.

l"l"

D'oG :

b
lim ;k=8k, et donc : limu K
nte O

n-+tew n
=0. Il existe donc No>p+q tel que :

I1 en résulte :
n,q

— Reste 3 étudier Cn (n=2p+q). Pour n-p+tl&€k<n :

Pk Eg_ bn—k
b

b b
n P

<r" P, En notant M le plus grand élément

b
P
b

n

sait (grace a (4)) que

On
de la famille (lbi/bpl)0<i<p-l’ il vient :
n=p
|bn_k/bn| <Mr
n b n
et donc : a, —%—k <M Iaklrk.rn pk
k=i=p+I1 n k={7=p+1
En notant M' le plus grand élément de la familie (r:_J)]< <p’ on a :
n b D
> e X< |a | <mr'e,
k=n~p+l n k=u=p+l

et, compte tenu de (3) et de n-p+l1=q:
ICn|€MM'5+e, (n=p+q).
— Au total, pour tout entier n2> No, on a

|An| < (MM'+4)¢.
Sk
=f(8).

e En conclusion : limA =0, Or : lim akB
n--+e n nrte K=
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1.4.16 Soit (an)nEN une suite de complexes vérifiant la relation de

récurrence : "

(S =
YnEN 3 +p ;ak an*}p_k

W
ol pEN , (ao, ,a\p_l)Ecp et (al, ...,ap)ch sont donnés.

o - . . n
1°) Montrer que la série entiére a a un rayon de convergence non
Yy

z
n
nul. En déduire une méthode de calcul de a .

o . . . . R =
2°) Expliciter le calcul dans le cas particulier : an+2 (an+l +an)/2.

3°) Peut-on énoncer une réciproque ?

1°) Notens : a=max{l,2;|ak|} et M =max {Iaol""’lap-—ll}'

n+1l

YvnEN |a_ | <M

o~
—
Nt

n+p

FEETS

— Pour n=0 : ap=;lakap—k;d'°ﬁ |ap|<M Iuk| <Ma.

— Supposons maintenant (1) vérifiée jusqu'd 1l'ordre n-t, (n=1). Ecrivons :

D
|an+p| <; Iukl ian...p_kl

- n+l-k . .
oil Ian+p-k| < Mo si k<n, et Ian+p—k|<M si k>n. .
Comme a# 1, on peut écrire dans tous les cas : lan+ -kI <Ma ; d'od
n+l %
la_, |<Ma™ .
n+p n
On en déduit que Enz a un rayon de convergence R>1/a>0, a

400
PR n
e Pour tout zE€C vérifiant |z| <R, notons f(2) = E az.
n=

+ +p- .
Pour tout n€N : a 2P = Q. zk . a 2P k, et par sommation :
k n+p-k

n+p _
n- $co
L k n+p—k
f(z)—Eaz=§aZ(Ea 2 )
= L = K \&g, otpk
n p—k—l
k E )
=KZ_- @ 2 (f(z) 4 a,z )

p=k=1
(en convenant comme d'habitude que 2 azz‘q' =0 si k=p).

On en tire :
~1 pk=l -1
( k_ _R ; L4k _ 2
\ A dkz 1) £(2) Z: 4 @ a,2 4 a,z

Convenons alors de poser a = - 1, et Q(z) =ia
=

1(zk. Comme Q(0)= -1, il vient,

au moins pour |z| suffisamment petit :
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P(z)
f(z) = GIO)

n=] p=lk=|
. 24k ZZ L
ou :P(z)= uaz _ = aa, .z .
z)= Zﬂ k?g-kZ Zﬂ<p—l k 2~k

=1
Enfin : P(z) =§\0 kz;(ukal-k)zl (en particulier : deg P<p-1).

Ainsi f est une fonction rationnelle, n'admettant pas O comme pdle. On
peut la développer en série entiére au voisinage de 0, et retrouver les coef-

ficients a, (unicité du développement).

- . =1 2,1
2° ) Exemple. 042 --(an+l +an)/2. Ici Q(2) =5z +—2- z~-1 et
P(z) = (— a -a Yz - a s soit :
(ao—Zal)z - 2210

f) = z?+z~2
a -al ) a +2a1
- - » N =— (0] -1 0
On vérifie : £(z) —e 3 2=
2(a -a)) ¢z _\n a +2a =
d'oii,pour |z| <1 : £(z) =— Z) (—-E) t—— Z)z
n= ne
a +2a a -a,
D'od : VnEN a_ =—2—t4(-1" SE—— (2)
n 3 3% 2" 1

Remarque. En fait (2) se trouve plus simplement en remarquant que, pour
tout n€N, 2an+2+a = 2a +an= =Za|+ao.

n+l n+l
En posant : an=bn+ (2a]:!-ao)/3, on obtient 2bnl+l +bn=0, et donc
bn=(—1/2)n'bo pour tout nEN. On calcule bo=2(ao—a1)/3. D'ol (2).
(Z)

3°) Réciproquement, considérons la fonction rationnelle f(z) = g
4]

oli Q(0)# 0. On peut toujours se ramener d Q(0) = — I, donc & Q(z) Ezoaka
avec a_= -1,
o

Si on suppose deg P<p-1, alors les coefficients du développement
400

£ - n__ ... . c - .
(z) [;Janz vérifient VnEN an+p Zakani’p-k

Il suffit d'écrire Q(z)£(z) =P(z), et d'annuler le coefficient du terme

en z™*P dans le produit (gakzk) (2anzn) . a
=i n=

l 1.4.17] 1°) Pour tout pEN, justifier 1'existence de ap-z %;- .
£ !

] P - Zp
2°) Montrer que la série entiére E a F a un rayon de convergence

infini, et que sa somme f est donnée par f(z) =exp(exp z).
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3°) Trouver une formule de récurrence permettant le calcul des a . ‘

1°) Pour tout pEN, la série numérique 3 termes réels positifs an/n!

converge d'aprés la régle de d'Alembert. Notons que a =e. a
. o

2°) Dans cette question zEC est fixé. A tout nEN associons :

1 p_pP
u :N—C Py —
n n! &= p!

et &tudions la série d'applications Zn'

— Pour tous n€N et PEN nous avons ¢
n|z|

= P p
1 n |z| e
lun(P) | g-n_! p; p! Y

nlzl I
Comme la série numérique Z—-—,—-— converge (elle a pour somme exp(e ), on

en déduit que SU converge normalement, et donc uniformément sur N.

— Pour tout nEN fixé, il existe :
nz

= PP
limu (P) =_'_' %_.-.E_'_.
Pt D n! p; p! n!

— En utilisant soit le fait que R est complet, soit le fait que la série
nz

. . e . .. . .
des 11m1tesz +— converge, on peut appliquer le thé&oréme d'interversion des
n!

limites. On a :

) ] 400 o"Z
s (Geo) - 24 v

— D'autre part, pour tout PEN fixé, on a :

+00 00 P.P
S, m =3 (d 3 2
n=0 =0\ b P

et pour 0<p<P, chacune des séries Z
n

P & -P
2 “’"Z‘b(p' >, %) - i;p?r
n=U P=

En utilisant (1), on en déduit que Za i,— converge, et a pour somme
+0  nz P P P:

e .
E o7 > qui n'est autre que exp(exp z). 0
n= )

1 npzp

n! p!

converge ; par linéarité, on

a donc :

3°) Somme d'une série entidre de rayon de convergence infini, f est c”
sur C. De f(z) =exp(expz), on déduit f'(z) ?ezf(z). On constate (par la régle

de multiplication de deux séries entiéres) :

+1 2k
YPEN  (p+l) (P+l)_=2’____k!(p_k)!
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ja)

k
L - * - E 2
et : a, e ; ap+1 :E: Cpak pour tout pEN, (2)

ce que l'on retrouve en utilisant ap=f(p) (0) pour tout pEN, la formule de

Leibniz donnant, 3 partir de f'(z) =ezf(z) :

VpEN VzEC f(p”)(z)=ezi‘oc‘;f(k)(z).

1.4.18 ] Rayon de convergence R et somme f de la série entiére complexe

Z;anzn, oli (an) est la suite définie par (ao,al,a,ﬁ)ec" et :

VnEN (n+|)(n+2)an+2 = m(n+l)an+l + Ban-

La suite (b _=n!a ) est définie par b =a , b =al,a,B et :
n n o o

1

Yn€EN bn+2=abn+l+6bn.

L'étude d'une telle suite est classique. Elle fait intervenir les zéros de :
T(X) = X? - aX - B.
ler cas : a2 +4B8#0. T(X) a deux zéros distincts £ et n. On a :
VnEN bn=A£n+Bnn

avec : (A+B=ao)A(A£+Bn=al).

D'ol : R=+x, et £(z) =Ae€z-+13enz

2éme cas : a2 +4B=0. T(X) a un zéro double £. On a (en &liminant le

cas £=0, qui correspond i (ua,B) =(0,0) et £(2) =ao+a1z):
VnEN b _-= (A+Bn)E"

avec 3 (A =a0) A ((A+B)E =al) .
nn

<00
D'ol : R=+w, et f(z)=Ae€z+B Z % z
n=|

Nt (A+BEz)e?.

Soit (an)nE]l la suite réelle définie par :

n-2

B_W) S1 n>2.

a =a, =a, =1 ; a =a
o

1 2

1°) a) Montrer que les suites (an) et (nan) sont respectivement décrois-
sante et croissante.

b) En déduire le rayon de convergence R de la série entiére réelle

n
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2°) Montrer que la somme f de cette série entiére est solution d'umne
équation différentielle linéaire d coefficients polynomiaux. En déduire une

expression de f(t).

. . *
°) a) I1 s'agit de montrer que sont vraies pour tout n€EN les asser-
tions :

(P) a >a>.>a ;0<a <2a,<..%n a_ Q)

— Aprés avoir calculé a3 =5/6 et a, =17/24, on constate que les asser-
tions sont vraies pour tout n€{1,2,3,4}.

~ Soit m un entier Z4 tel que (Pm) et (Qm) soient vraies. On a, en par-
ticulier, a

>0, et donc a <a » ¢ce qui montre que (Pm+l) est vraie.

m-2 m+1
On a aussi : ma >(m-2)a s et donc :
am—2 m-4
(m+|)am+| ma =a -——— P a _,>0
0
ce qui montre que (QmH) est vraie.
b) On a a =] et, d'aprés (Q ) a_ 21/n pour nell . D'ol a >0
pour tout n€N et, d'apres (Pn+l) et (Qn+l) :
a
vaeN BBl
n+l a,
On en déduit : lima  ,/a =1, et R=1.
ntl" ' n
N>+
2°) Pour tout t€]-1,1[, on a :
40 n +co n
= . ' =
f(t) Z;)ant ;3 £1(0) (n+l)an+lt: .
n= =
Compte tenu de : a -a =a,- 1=0 on constate :

.00

(n+l)(a )-8 )t — a__ e (n
Zn) nz::z n-2

Le second membre de (1) est -t2f£(t)/2. Le premier membre est :

£'(t) -f(¢t) —inantn=f'(t) -f(t) -tf'(t).
n=0

On en déduit que f est solution sur ]-1,1[ de :

2722 oo (E)
20-t) 7

Comme £(0) =1, il en résulte :

vte ]-1,1[ £(t) =

n
. L . . X .
A tout (t,x) €RZ, on associe la série numérique Z ~—sinnt ;
1

lorsqu'elle converge, sa somme est notée ®(t,x). Trouver 1'ensemble de d&fi-
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nition D de la fonction ®, et expliciter ®(t,x) pour (t,x)€ED.

(—l)nsinn

+c0 . o0
Agglication. Calculer A= Z _s_lg_n et B=Z; =
n= n=

1°) a) Il est clair que, pour tous xER et t€ 1Z, ®(t,x) existe et vaut 0.

b) Soient x tel que |x|>1 et t@Z. On a lim |x|"/n=+=. L'existence
n->+x
de ®(t,x) exigerait lim sinnt= 0, et donc lim |cos nt| = 1, ce qui serait en
. n->+co n->+ow
contradiction avec :

(sin(n+2)t - sinnt = 2sint.cos(n+l)t) A (sint #0).

Ainsi, pour |x|>1, ®(t,x) n'existe que si t€nZ.

2°) Soit x fix&, tel que |x|<1. La série trigonométrique u s ol
P =l ?
u (t)==sinnt, et la série dérivée convergent normalement, et donc uni-

“X,n n
formément sur R ; en effet, pour tout n€EN , on a :

n \
= s t = .
suplux’n(t)l x| /n sup|ux’n( )| = | x|

Leurs sommes sont donc définies sur R ; celle de la premiére est t +— ®(t,x),
d - .
que l'on note f_ ; celle de la seconde est —(f_ ) ; les u' étant continues,
x dt " "x x,n
cette derniére est continue ; fx est donc C! sur R, et, visiblement, 2m-pério-
dique et impaire.

Pour tout t€ER, fx admet pour dérivée au point t :

- it.n t 2
fe Z (xelH" = X COS X
n=

T 14+x?-2xcost

Compte tenu de fx(O) =0, on en déduit :

t XCOSU"Xz
VtER fx(t) =f
[o]

1 +x¢~2x cosu

Le changement de variable u=2Arc tgv ne permet d'expliciter fx(t) que
pour t€ ]-n,7[, mais compte tenu de fx(rr) =0 et de la 2n-périodicité, cela

suffit pour déterminer fx. On calcule :

1
VtE€ J-m,nl fx(t)= —%*-Arc tg (I—:—:-:-tgg), fx| <1 (1)

3°) a) Soit x=1. En utilisant la transformation d'Abel, et les majora-

D,
. . kt - . s
tions classiques de E et » on constate que la série trigonométrique
=

int .
e P . < .
g - et donc la série ZELEE-E convergent uniformément sur tout inter-
1 n=>]
valle de la forme :
Im a=[2m1r+a, 2(m+1)n-a), a € ]0,n[, mEZ.

’
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On en déduit que fl t £ — O(t,1) est définie et continue sur la réunion
des Im , et donc sur R\ 27Z. Mais nous avons vu ! ®(t,1) =0 pour tout tE€rZ :

fl est ainsi définie sur R.

La série ;ui 0 n'étant pas convergente sur R, nous ne pouvons pas l'u-
l ]
tiliser pour expliciter f,(t).
— Nous remarquerons que, pour t€R fixé, la fonction St 1 x — O(x,t),
qui est définie au moins sur ]-1,1] d'aprés ce qui précéde, est la somme de

. . s n - sinnt '
la série entiére ;an(t)x , ou an(t) =———", de rayon de convergence R=1

(en fait R=1 si t@nZ, ainsi que cela résulte du l°b)).

En utilisant l'exercice 1.4.5, nous obtenons (pour t fixé&) :

s .(1)= 1lim S (x), i.e., f(t)= lim £ (¢).
%1, x<1 x+1,x<1 *

En utilisant (1), nous en déduisons que £, est 1'application impaire et
2n-périodique de R dans R qui vérifie :

£,00) =0 5 £, () =25 pour t€]o,n] -

Elle est discontinue aux points 2mr, m€Z.

-nH"
n

. e s . 1 . oa s
b) Soit x= -1, En utilisant : sinnt =—sin n(t+n), on déduit

de 3°) a) que f_, :tr»> O(t,-1) est définie sur R et que :
VLER f_, (t) =f, (t+n).

La fonction f_, est discontinue aux points (2m+l1)m, mEZ,

4°) En conclusion, ® est définie sur D=R x [-1,1] UnZ xR.

Agplication. L'existence et la valeur de A et B résultent du 3°). On a :

_l 1
A=E (=T § B=£_ (1) =£,(1+m) = -5,

Nous retrouverons ce résultat 3 1'exercice 1.5.3.

*
Soit kEN fix&. On note (a ) o la suite définie par :

. k. * .
an-l si n est de la forme m , oi mEN ; an=0 sinon.

- . x n
1°) Trouver le rayon de convergence R de la série entiére Eanz .

2°) Soit f la somme de cette série entiére. Montrer que, E désignant

la fonction partie entidre, on a, pour tout zE€C tel que |z| <1 :

fl(-zz) B ZE (n] /k)zn (N
=
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1°) Admettant une suite extraite constante de valeur 1, la suite (an)
n'admet pas O pour limite ; la série En diverge donc. D'oli : R<1.
— La suite {(a_) &tant bornée, le lemme d'Abel fournit R>1.

n
— Au total : R=1.

2°) Pour tout zE€C tel que [z| <1, nous disposons donc de f(z)/(1-z).

a) Cherchons le rayon de convergence R' de la série entiére

SE@!/%).n,
— Pour n#1, on a E(nllk)>l ; la série E’.(n”k) diverge, et R'<1.
— En utilisant E(n”k)<nl/k, on obtient :

vzec vneN |E('/%)2"| <a!/¥|2|".

s ‘s 1 n . s
Comme la série entiére E /kz a visiblement le rayon de convergence 1,
on en déduit R'>1, et, donc, au total : R' =1,

1Y
[+

o
w

a1t
AL

Toutes les séries en jeu &tant convergentes, nous avons :

+oo Hoo
(1-2) Z;E(n”k)zhZ[E(n‘/k)—n((n—l)‘/k)]z“. (2)
n= n=|
— Soit n un entier de la forme n=mk, mEN*. On a E(n]/k) =m.

En utilisant n-1 <mk, on obtient E((n—l)]/k] <m,

En utilisant (m—l)k<mk, et (s'agissant d'entiers) : (m—l)k<n-l, on
obtient E((n—l)'/k)>m~l. Au total E[(n-l)”k) =m~l, et
1/k

e ~E((-n) %) =1 -a .

— Soit nEN* qui n'est pas de la forme mk. I1 existe mER* tel que :

¥ <n< (m+1)¥,

l,k) =m, et aussi E[(n—l)l/k) =m, car mk<n-l <(m+l)k. D'ol :

nl/k

On a E(n

B!/ -E((@-1)/%) =0-a_.

<00

— Enfin ao =0,
Le second membre de (2) est donc a zn, i.e. £(2). (m]
n= n

*
1.4.22 On donne aEk+.

1°) a) Soit g : [-a,a] — R une application Cw, paire, vérifiant :
VnEN vee[0,a] g% (r)>o0.

4o (2n)
Montrer : Vt€ [-a,a] g(t) = g 5_(-2—;{#)- t2n (1)
n= ’
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b) Application. Montrer que t ~+ tgt admet un développement en
série entiére 3 1'origine, dont on précisera le rayon de convergence.
2°) Soit f : [-a,a] — R une application ¢” vérifiant :
VaEN Vt€[-a,a]l £ (1) >0,
Montrer :

o _{(n)
VL€ [-a,a]  £(t) = Z) £ ©On (2)
n=

n!

1°) a) Remarquons d'abord que, du fait de la parité de g :

(2k) (2k+1)

— Pour tout KEN, g est paire, g est impaire, et, en particu-

lier g%**1 (o) =o0.
— Il suffit de vérifier (1) pour t€ [0,a].
e Soit t€[0,a], fixé. Pour tout n€R on a, par la formule de Taylor-

Lagrange 3 1'ordre 2n+l, avec reste intégral :
(2k)
- (0) .2k
g(t) §=U: ot £ +1,(0)

t 2n+l
oil In(t) =_]“L g(2n+2) (u)du, intégrale d'une fonction positive sur

(2n+1)!
le segment [0,t], t>0, est un réel positif (inférieur a g(t)).
(2n)
La série positive Z ) 50) t2n a ses sommes partielles majorées par

g(t) ; elle est done convergente.
. . . . - . - . . t—u
e Limitons—nous provisoirement 3 t€ [0,al, fixé. L'application u a

de [0,t] dans R est décroissante, et donc i valeurs dans [0,%] ; on en déduit

en écrivant t—u -=-E_—li(a—u) <£(a—u) :
a-u a

2n+l rt 2+l
o<1n(t)<(§) j;—‘—_gnﬂ)! g 272 ()du

et a fortiori (en intégrant de O 3 a, et non de 0 a t) :

¢ 2n+1 ¢ 2n+!
0<In(t) <(;) In(a) <(—;) g(a).

+0  (2n)
D'oli : limI _(t) =0, et : g(t) = g (0 tzn.
noteo B & (2n)!

(2n)
. o . . s 2: 2
e A ce stade, nous pouvons affirmer que la série entiére g—z-mggl t n,

qui (du fait de g(ZkH)(O) =0] est la série de Mac-Laurin de la fonction g,
converge en tout point de [0,a], et qu'elle a pour somme g(t) pour t€[0,al.

En utilisant 1'exercice 1.4.5, on en déduit :
= (2n)
g ©) 2n

! = lim g(t) =g(a). =
1=

ta,t<a
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Notons que lim In(t) =0 est vrai pour tout t€ [0,a].
>+oo

b) Application. Soit G 1'application t '— 1 +tg?t de ]-n/2,n/2[ dans
R. Elle est paire, Cm, telle que lim G(t) =+x ; on vérifie par récur-

rence t+n/2,t<n/2

VnEN Vvt€[0o,n/2 c(zn)(c) >0.

En jouant sur a€]0,n/2[, on constate que G admet un développement en
série entiére 3 1'origine, de rayon de convergence n/2 ; il en est donc de

méme pour la primitive t - tgt de G.

2°) On associe 4 f les applications de [-a,a] dans R :
g:t— f(t) +£f(-t), et h:t — £(t) -£(-t)
qui sont Cw, et respectivement paire et impaire.
(2n) (2n) (2n) .
e En utilisant : g (t) =f ‘() + £ (-t) on obtient :
vneN veel[o,al g™ () >o.

D'oli, par application du 1°)

(n)
VEE [-a,a] g(:)=2; g O (g(z“*‘)(o>=o) 3)

e Soit t€{0,a)]. En utilisant: h( k) (t) = f(zk)(t) - f(2k) (-t) et donc

h(Zk) (0) =0, pour tout n€N on obtlent, par la formule de Taylor-Lagrange :

(2k+1) -u 2n+1
h(t) =§: DTzTJ:T'('Q) SR CORIERCS! =] (—§2n—11-)—|— 2™ (4)du.
= (o]

(2n+2)(u) =f(2n+2)(u) _f(2n+2)(—u) et de f(2“+2)>o on déduit :

|h(2n+2) (u) | <f(2n+2) (u) + f(2n+2) (~u) = g(2n+2) (u).

Or, de h

D'oli : |J (t)|<I (t) pour tout n€N. Compte tenu de limI_(t) =0, il en
n n oo B

résulte : 1limJ (t) =0.
n>-+oe n
e A ce stade, nous avons obtenu :
(2n+1)
- h (0) , 2n+l
vte€ {0,al h(t) 2 Wt
ce qui s'@tend 3 t€ [-a,a)] puisque h est impaire. D'ol :
0
h 2k
VEE [-a,a] h(t) =y 2O 2 () (o) .0), (4)
=0 "

Compte tenu de f=%(g+h), (3) et (4) entralnent (2). a
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1.4.23 | Soient a un réel tel que |a| <1, et an la série des appli-

cations t r—+ sin(ant) de R dans R.

1°) a) Montrer que an converge simplement sur R.

b) Montrer que la somme f de an est C .

2°) Montrer que f est développable en série entiére i l'origine.

1°) a) Soit AER:. Pour tout n€N,on a la majoration :
sup |f (t)|<A|a|n.
t[-A,a1 "

Comme Ial <1, Z|a|n converge ; d'ol la convergence normale, et donc
uniforme de an sur [-A,Al.

Comme on dispose de A, on en déduit la convergence simple de an sur R.

D'autre part, chaque fn étant continue, la restriction de la somme f
de la série an 3 tout [-A,A] est continue ; on en déduit que f est conti-
nue en tout point de R.

b) Pour tout n€N, fn est CQ, et, pour tout p€EN on a :
YtER ft(lp)(t) =a"P gin (fant+p11/2)
et donc : sup ]ft(lp)(t)|<([alp)n.

Soit pGN* ; on a |a|p<l ;’ Z(Ialp)n converge, ce qui entraine que la
série zf:(;p) d'applications de R dans R converge normalement et donc unifor-
mément sur R ; sa somme est notée g .

e De la convergence simple de fn sur R, et de la convergence uniforme
de th'l sur R, on déduit que la somme f de an est dérivable, et admet pour
dérivée la somme g, de thll ,

Pour tout pEN , on constate de la méme fagcon que la somme g_ de th\lp)
est dérivable et admet pour dérivée la somme gp_” de th(‘pﬂ). .

En raisonnant par récurrence, on en déduit que, pour tout pEN , f admet

une dérivée d'ordre p donnée par :
P P
e d

vier £P () =) a™gin (a"t+pn/2).
n:

40
2°) a) Soit tER fixé. On a : f(t)=Z;,fp(t), avec :
£

4o P,\20+]
} P n (a"t)
£,(0) =sintale) = ) -0 Sy
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Le probléme consiste 3 intervertir les signes de sommation sans utiliser
la théorie des séries doubles (hors programme).

A tout pEN associons 1'application :

2k+1
k (aPe)s*"
h ‘N—R n g( D T2k+1) !
On a : su Ih (n)1< |a tlzk ! = shla tl
B RETIT

Comme sh|aPt|~|¢| |a|p lorsque p tend vers +», et comme Z|a|p converge, on

en déduit queZhp converge normalement, et donc uniformément sur N.

P
D'autre part, pour p fixé : limh_(n) =f (t).
n--+o p

Par application du théoré&me d'interversion des limites on obtient :

+ao 00
f(t) = f (t) = lim h (n)
:E; P N+ ;Z; P
k (aPe)y2xt!
i.e. f(c)=nl_'i+n:° ;(Z;) P,k ;"p,k= =D Qk+N)t -

Pour keN fixé, la série Zv

2k+1 +oo P 2k+1

k t 2k+] t 1
=1) —(2k+t)‘!'pz=;( P =0 [T

Pour n€N fixé, on a donc (somme de n+l séries convergentes) :

g(zovp.k) ) Q;(go"m)

- L 2K+ :
D'odl : f(t)=2(“) QT 2k i

est convergente, de sonme :
Prk

b) D'aprés a), 1'égalité (1) vaut pour tout t€R, ce qui montre
que f admet un développement en série entiére 3 l'origine, de rayon de con-

vergence infini.

Remarque. L'étude du 2°), faite sans utiliser le 1°), prouve aussi que f
est de classe C”.

1.4.24 | Développer en série entidre i l'origine f : [-1,1] — R, con~

tinue, telle que :

£(t) = VO -vT=t2)/t2 si t+#0.

e Soit t€[-1,1]\{0}. Compte tenu de la positivité de f(t) et de
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((l + |t|)1/2 —(l-|t|)1/2)2=2(l‘(1-t2)1/2]

_l_ (1+|t|)1/2_ (l—|t|)1/2

on a : f(t:)=‘/2 ltl .

En utilisant le développement en série entiére de x '— (1+x)1/2, dont

le rayon de convergence est 1, on obtient, pour t€ ]-1,1[\ {0} :
400
_ 13 1.3.. (4n~1) 2n
£(e) =72 (2+nZ=; 2.4 GGov2) © ) )
e On prolonge f par continuit@ en convenant : £(0) =1/V2 ; {1) est ainsi

valable pour tout t€]-1,I[, ce qui montre que f est développable en série

entiére i 1'origine..

1.4.25 | Quel est le nombre N de fagons de régler la somme de 100 francs

en utilisant des piéces de 1,5 et 10 francs ?

. . . 1
e Soit F la fonction rationnelle z +— = (=25 1=-21% de C vers C.

Elle admet un développement en série entiére 3 l'origine de rayon de conver-
gence | (plus petit des modules des pdles). U désignant le disque

{z€€ | |z| <1}, on a pour tout z€U :
+o0

00 400
1 _ L | =z zSn . 1 len
I-z £ * 1-z° L * 1-z10 L '
n= n=0 n=

En utilisant le théoré&me sur le produit de séries absolument convergentes

et 1'unicité du développement en série entiére, on obtient :
+<0

VZEU F(z) =§anz“
n=
oi : an=Card{(E,n,c)€H3 I E+5n+ lO!;=n}.

e Il est clair que N=a .
100

Il existe de multiples fagons de calculer 300" En voici une. On a :
+x
1 1 n
e — =
V2EU 1 nz:;)b“z

ol : b_=Card{(g,n) €82 | £ +5n=n}.

On constate : bn=l+E(n/5). On écrit, pour z€U :

& n &= = 10
az =(E b zn) (E z n)
n n
n= n= n=0
| |
Tou = = =
D'ot : alOO =UblOk 11 +2 =k 121.
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1.4.26 | Soient =Arcsin, g=¢' +¢" et f =Logog.

Montrer que f admet un développement en série entiére 3 l'origine ;

le déterminer.

On constate que g est définie sur ]-1,+1[, de classe C et que :
vtE]-1,1[ g(t) = (1+c-t2) (1-t2)~3/2

Les racines de 1+t-t2 =0 étant notées a = (1-/5)/2 et 8 = (1+/5)/2, £
est définie sur la,![, de classe C  (par composition d'applications ¢). On
a (par dérivation logarithmique) :

-g'(t) 3t . 1-2t
g(t) 1-t% 1+t-t“

Vt € Ja, 1| £'(¢)

Somme de deux fonctions rationnelles n'admettant pas O pour pdle, f' est

développable en série entiére 3 1'origine, de rayon de convergence |a| (plus
etit des modules des ndleg) ' par intéeration. il en est de méme
etit des modules des pdles) ; par in tégration ,» i1 en est de méme
tiendra compte de £(0) =0).
Pour t€ Ja,-af, on a :
00
3t -3 2n~-1 | 1-2t _ n-1
1-t2 t P Tee-tZ © Iant .
n= n=

400
. e -1 . . - .
En identifiant I-2t et (1+t-t2) E anl:n (ce qui revient & opérer une
n=1

division de polyndmes suivant les puissances croissantes) on constate que la

suite (an)rﬁ'ﬂ* est déterminée par :

= . - - H = - +
a 1 a,s= a, 2 ; an a _;*a _,, n>3

(les a_ sont des entiers, de signes alternés, dont les valeurs absolues vont
en croissant).

Pour tout t€ Ja,—-a[ on a donc :
40 2

t n > an n
f(t)=3z; —i';l—tz—n-*t.
n= n=

1-2t = "'G._l 1
T+ t-t? 1-ta
on obtient, pour t€ Ja,-al :

oo
1-2t Z -n, . -n, n-l
]+t-t - n=| (a +B )t ]

|
1-tg~!

Autre solution. Par : - - 87!

] *
On en déduit que, pour tout n€N :

I n-1 P 2p
a = (— -—) 5% C7%.
n 2 o<5§£/2 n
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*
1.4.27 ] Soit a€R . Pour tout t€]-1,1[, on note £(t) la longueur

d'une ellipse de grand axe 2a et d'excentricité |t|. Déveloper la fonction £

en série entiére a l'origine.

a) Soit t€]-1,1[. En utilisant le paramétrage
x=acos®, y=aVl-tZsin8, 6€[0,2x]
d'une ellipse de grand axe 2a et d'excentricité |t|, on obtient :
dx? + dy2 =a2(1-t2cos26)d6?2.

D'oili, en notant st(e) la longueur de l'arc de 1'ellipse dont les extré-

mités ont pour paramétres O et 9€ [0,27] :
0
s;:(e) =a(l1-t2 cos?9 )1/2 ; st(e) =a| Vi-tZcosZpde.
)
En utilisant le développement en série entiére de x '— Vi+x, de rayon de con-

vergence |, on a, pour tout 6 € [0,2n] :

_l_ t = _l 2 2a 1.3 .. (2n—3) 2n 2n
s'(8) =1 t<cos<6 ng 7.4 () t" " cos O.

La fonction s.'t est donc la somme d'une série de fonctions continues qui

converge normalement et donc uniformément sur [0,27] 3 cause de :

1;2 5121“—3) thCOSZnel < ltznl » et ZI t2n| converge.

On en déduit, d'aprés le cours, que pour tout 6 € [0,2r] :

0 40 0
_|_ _ _l 2 2 _ 1.3.. (2!1'3) 2n 2
Py st(e) =8 7 t J; cos“pdy r; Y h o t ] cos“Np dy

Comme, pour des raisons de symétries, f(t) =4st(1r/2), on a, grice i

nl2
- *
f cos?Npdy =—|4§~"-'-$-2-r—'---l-)—1—£-, n€EN (Wallis) :
o

2.4 ... (2n) ]
0
_ _ 1 (1.3..(2n=-1)\? 2n
f(t) = 2na [l 2, T (2.4...(2n) ) t J (1)

b) L'égalité (1), valable pour tout t€ ]-1,1[, montre que f, définie
sur ]-1,1[, admet un développement en série entidre de rayon de convergence |,

et fournit ce développement.

1.4.28 | Résoudre l'équation 3 l'inconnue z€C : cosz= I+i. (E)

En posant z =x+iy, (x,y) ER2, (E) s'écrit :

(cosxchy= 1)A(sinxshy=-1) (1)
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Toute solution de (1) est solution de :

COS“X sinx

( ' ! =1)A(cosx>0)

y y
qui s'écrit, ainsi que le lecteur le vérifiera aisément :

(cosx= Vg{')A(sinx =€ V’S;_')

A(chy=-\,—5;+—]-)/\(shy=—e \/S;H) (3)

A(C—I:2—+s—;2—-l)/\(sinxshy <0) (2)

avec e € {-1,1}.
Inversement, toute solution de {3) est visiblement solution de (l). En

posant :

V-1 VB+l

a = Arc cos 5 B =Arg ch 5
on en déduit que les solutions de (E) sont les :
e(a—iB) + 2mn, avec e € {-1,1} et mEZ.

Autre méthede. (E) s'écrit :

iz i i 1 -i
(e" " =re w)v(e z=-;e 1w)
i.e. z=¢c(w-iLlogr)+2mn, e€{-1,1}, mEZ,
oii re'” est 1'une quelconque des racines de :

Z2-2(1+i)Z+1=0.

iw

On a : re. =1+i+u+iv, avec :
(utiv)2= -1+2i, i.e. (u2-vZ==-1)Aa(uv=1),
I1 vient : v* =vZ+ 1, On peut adopter : v= / VB—TH .

On a : )
r2=[l+%) +(l+v)2=(;-lz+])(l+v)2

et r2=v2(1+v)2, ce qui entraine r=vZ+v.

Mais v* =v% + ] permet d'écrire r=-chB+shB=eB et Log r =8, avec :

B=Argchv2=Argchv§2ﬂ .
] . +
Par ailleurs : sinw= u=l=u,
Y
et - cCOoOsS w = ]_tg.zl_ﬂ= I =u2
' r v vZ '

V5-1
—

Comme u>0, on peut adopter : w=Arc cosu? =Arc cos
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Soit D une partie connexe de C. On appelle détermination con-—

tinue du logarithme dans D toute application ¢ :D — C continue, telle que :

vzep %) _,

°) Montrer que si @, et ¢, sont deux déterminations continues du loga-

rithme dans D, alors il existe k€Z tel que : VzED (pz(z) =tpl(z) + 2ikmn.

2°) Montrer que s'il existe une détermination continue du logarithme
dans D, alors D ne peut pas contenir le cercle {z€C | |z| =1}.
3°) Soit D=C\R_.Pour z€D on pose : f(t)=tz+1-t (t€[0,1]), et
1
(z) =f (f' (t)/f(t)]dt. Montrer que ¢ est la détermination continue du loga-
0

rithme dans C\R_ qui vérifie @(1) =0 (on l'appelle détermination principale

et on la note Log). Vérifier, pour |z|<1 :

Log(l+z)=2)(—l)nzn+]/(n+l). (n
£ }

4°) Montrer que si ¢ est une détermination continue du logarithme sur

1'ouvert D, alors ¢ est dérivable en tout point de D. Calculer sa dérivée.

*
Notons que l'existence de ¢ implique D<C .

1°) Par hypothése : Vz€D etpz(z)—cpl(z) =1, donc 1*application
(tDZ“Dl)/Zin est continue et prend ses valeurs dans Z. Elle est donc constante
(D est connexe). (]

Notons que si @, et ¢, prennent la méme valeur en zOED, alors ;= 9,
2°) Supposons que § existe et que e 6ED pour tout 86 ER.I1 en résulte,
par un raisonnement semblable 3 celui du 1°) qu'il existe kEZ tel que :
i . .
YVeER (e ) -16=21ikm.
En faisant 8 =0 et 8 =27 on aboutit 3 une contradiction. .

3°) L'hypothése z@€R_ implique que, pour z fixé, f ne s'annule pas.

D'ol 1'existence de :

¢®:D —C, z""f tz+lt .

La continuité de (z,t) ~— sur Dx [0,1] entraine la continuité de (0]

tz +| -t
(intégrale dépendant d'un paramétre).
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— Pour z€D fixé, définissons les deux applications F et G de [0,1]
dans € par :

X ~F (x)
F(x) =f (£' () /£(E))dt, G(x) =£(x)e = %7,
0

On constate facilement que F et G sont dérivables, et que G'(x) =0. G est
donc constante, et en particulier G(0) =G(1) ; on a donc : z=ew(z).

— Il en résulte que ¢ est une détermination continue du logarithme ;
elle vérifie manifestement (1) =0 ; 1'unicité résulte du 1°).

Pour xGR:, on a : ¢(x) =Logx (on peut le vérifier par un calcul direct
de 1'intégrale, ou encore par un raisonnement de connexité&) ; ceci justifie
la notation Log z adoptée pour p(z) (z€C\R_).

e Soit maintenant z€C, vérifiant |z| <1, ce qui entraine 1+z€D, et

1 dt
Log(Hz)—zf T+ iz °

| <1 done : ;

§

Pour t€[0;1] on a |t

N

P e
a une serle entiere

de la variable t, de rayon de convergence l/[z|>l (ou 4= si z=0). D'ou (1)
en intégrant terme 3 terme entre O et 1.

e On déduit aisément de (1) que Log est dérivable sur le disque
{zeC ' |z=1] <1} et de dérivée : (Log)'(z) =1/z.

4°) Soit ¢ détermination continue du logarithme sur 1'ouvertconnexe D,
*
DcC . Considérons ZOGD. Nous pouvons nous restreindre a un disque ouvert de
centre zo,inclus dans D, et supposer son rayon strictement inférieur i |z°| .

Autrement dit z vérifie |:—— 1| <1. Or : e‘D(z)-(p(zo) = z/zo. Un raisonne-
o
ment de connexité@ prouve alors aisément : @©(z) —(p(zo) =Log(z/zo).

On en déduit que ¢ est développable en série entiére au voisinage de cha-

que point z, de D, Elle est en particulier dérivable et :

w'(zo) = llzo.

* | 1.4.30 | En complément 3 la solution de la question 1° a) de 1'exer-

cice 1.4.9 dont on reprend les hypothéses, montrer que B est une partie fer-
mée de B.

Soit g€B tel qu'il existe une suite (gk)keﬂ d'éléments de B qui con-
verge uniformément vers g sur [0,1] nous allons montrer : g €B . La propo-

sition en résultera.
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— D'aprés les hypothéses, F : t +— (1-t)}f(t) est continue sur [0,1[ et
admet une limite finie lorsque t€ [0,1[ tend vers 1 ; nous disposons donc de
M= sup (I-t)f(t).

t€fo,1[
— Considérons les applications G et Gy > k€N, de [0,!{ dans R, avec :

+o +co
- _ n n . = - n n

G(t) = (1-t) Z‘bant g(t™) 5 G, (£) = (1=t) Zbant g, (th.

n= n=|
Pour tout t€ [0,1], |G(t)—Gk(t)| est majoré par :
4o
n
(1-t) llg gkllnzoant <Mligg, .

La suite (G, ) ey d'applications de [0,1[ dans R converge donc unifor-

mément sur [0,1[ vers 1l'application G.
Or a chaque kEN on peut associer lim Gk(t). Comme R est complet,
t+1, <t

par le théoréme d'interversion des limites on dispose de 1lim G(t). 0
t+] <]
t>1, <]
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1.5. SERIES TRIGONOMETRIQUES

Soient (a,b) ER?, avec 0<b-a<27, et f: [a,b] — R une
application continue. Montrer qu'il existe une suite de polyndmes trigono-

métriques qui converge uniformément vers f sur [a,b].

Notons c = a+2n. Il existe ¢: [a,c] — R, continue, coincidant avec f
sur [a,b], et vérifiant @(c) = f(a) = ©(a).

e Soit nGl*. La continuité de ¢ sur le compact [a,c] étant uniforme,
il existe une application continue g * [a,c] — R, affine par morceaux,

-
- ed
L=

- = f£{a
vel = LN

aY = o Y ar .
aj =g ay et

Vt€ [a,c] |g (£)-0(t)| <1/(2n).

(cf. par exemple le 4.1.23 de notre tome I d'exercices).

Soit hn :R — R l'application 2n-périodique et continue dont 8, est
la restriction 3 [a,c] ; elle est C! par morceaux ; sa série de Fourier con-
verge uniformément sur R, et admet hn pour somme, On peut donc trouver pneli

tel que le polyndme trigonométrique :

P rtrv> c
n

vérifie, pour tout t€ [a,c] :
IPn(c) - hn(t)l < 1/(20n), et donc IPn(t) -@(t)| <1/n.

e La suite (Pn)nGN* répond 3 la question.

*

Remarque. Si b-a# 2w, on peut fixer mEN et c=a+2mr de fagon que
c¢>b. 11 existe ici une suite de "polyndmes trigonométriques de période
2mn" i.e. d'applications :

Pn

P :t+— Y eikt/m

n bs  'nLk
pn

telle que la suite (Pn) converge uniformément vers f sur [a,b].

neN*

Soient a réel tel que 0<a<1l, et f:R — R, 2n-périodique,

avec .
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Sh:l si t€ J-w,n{\{0) ; £(0) = £(n) =0.

f£(t) =

| e

1°) Montrer que la série de Fourier de f est de la forme bn sinnt,
n=1

1
l-a
n

et que bn =

2°) La série de Fourier de f converge-t-elle ?

1°) Comme f est 2m-périodique et localement intégrable sur R, sa série

de Fourier existe, et, f &tant impaire,c'est une série de sinus. On a :

* w
VnEN b =—2-[ sh ¢ 30t g,
n n o a

t
T
On peut écrire : Zb = 1iim sh t.p'(t)dt
2 n
0,0 Jx "
ol @ est 1'application de classe C! : ¢t —rf 2n—m“-ll-du de R: dans R :
m u

Une intégration par parties fournit, pour x€ ]JO,w] :

L f
f sht.@'(t)dt= [sh t:.(p(t:)]:: —f ch t.@(t)dt
X X

()
Comme f s_i_?g du, a<l1, converge, on en déduit :
g U

b =—2"—j“cht.(-tp(t))dt-
0

n
1 ]M sinv
- dv,
l-a a
n nt v
X sinv *
L'application continue ¥ : x *-rf —~——— dv de R dans R peut &tre prolongée
1

o
v sinv
par continuité a R+. D'aprés la convergence de v dv, elle admet une

1y
limite finie en +»., Il existe donc M=sup |¥(x)|. On en déduit :
2 1 x R+
b | €=.2Msh. a
n w

n l-a

On a : - o(t) =

2°) Pour toﬁnz, f est dérivable en to ; la série de Fourier de f con-

verge donc en to' et elle a pour somme f(to).

Pour tOGnZ, la série de Fourier de f est visiblement convergente en to'

de somme 0 ; or en un tel point f(to) =0 .

En conclusion, la série de Fourier de f converge simplement sur R, et

elle a pour somme f.
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1.5.3 1°) Verifier

112 - n cosnt
VEE [-m,m] 2 =5 +4 E -1 — 7 (1)
n=
5 +]1 sinnt
et : V€ J-m,ul[ t=2§ -n° Ln—‘l (2)
n=

*
2°) Soit a€En+. Montrer qu'il existe une application f: [-m,n] — R,

n cosnt
-1
-1" =7

de classe C2, telle que : f(t) = i
n=

Former une équation différentielle vérifiée par f, et en déduire une

expression de f(t).

40
3°) Existence et calcul de Zl(_l)n nsinnt

n—_-

10y Q. 2. . . W . N At a1 e 2nV1Va ~za &) ey

47} 0010 g K T K, £LW-pPEriddique, Lcile gque 1Ly "t pour t
" elle est continue et Cl par morceaux ; sa série de Fourier converge donc uni-
formément sur R, et admet g pour somme.

Il s'agit d'une série de cosinus. On a, avec les notations habituelles :

2 -1" *

2 i 27 2 "
= - 2 =— = — 2 =
a, =7 A t<dt 3 5 3,7 j; t“cos nt dt lo—-—z—n , NEN .

On en déduit (1).

— Soit g; : R — R, 2n-périodique, telle que g (t}) =t si t€ J-m,n[ et
g1(w) =0. Elle est localement intégrable sur R ; en tout t&rm +21Z, elle est
dérivable, sa série de Fourier converge et a pour somme g;(t).

11 s'agit d'une série de sinus. On a :

m n+l
b =2f tsinntdt=2£--i2--—
nom n

On en déduit (2).

*
, NEN ,

[V

n+l "

Remarques. a) En faisant t=0 dans (1) : Z (~1) %2-=E .
n=1

b) En faisant t=1, puis t=n-1 dans (2) :

f(-l)‘”l sinn _1 | - sinn_ -1
n=1 n 2’ n= n 2 -

résultats déja obtenus au 1.4.20.

2°) On a {(-1)

n cosn
n“+a

1 1
< ER. g
Zeal pour tout tE€ER. Comme . nZ+aZ converge,

on en déduit que f existe au titre de somme d'une série d'applications con-
tinues qui converge normalement et donc uniformément sur [-w,n], et que f est

continue sur [-w,n].
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2 2
e Soit h: [-w,n] définie par : f(t)=t———i?+a2h(t), i.e. par :

h(t) = iun(t), o u (r)= (-1)™*t _gos nt (cf. 1°)).
n=

n<{n“+a<) ?

On vérifie aisément que les séries d'applications continues ;un, gu

n=1
traine que h est C? et que 1'on a :

n' (t)_Z( 1)n sin nt s h"(t) = 2( l)n cosnt_f(t)-
n_

n(n?+a?)
I1 en résulte que f est C?, et solution sur [-w,n] de :

y" -a2y=1/2

z u;; convergent normalement, et donc uniformément sur [-m,n], ce qui en-

(E)

Une solution particuliére de (E) est t i— -1/(2a%). Compte tenu de la

parité de £, on en déduit qu'il existe une constante A telle que :
VtE€ [-m,n] f£(t) =Achat-1/(2a?).

On a h'(n) =0, et done f'(n) =n/2. Par ailleurs f'(x) =Aasharm.

D'oi A=7/(2ashan), et finalement :

VtE [-n "] Z( 1)n cosnt_ m chat 1

nZ+a’? 2a sham 2a2

_Ts shat
2 shan'®

3°) Il en résulte : f'(t) D'autre part
£'(t) =—§-+a2h'(c).
En se limitant 3 t€ J-m,n[, et en utilisant 2°) on a :

' _ n+l sinnt/ a®
£ (t)-z(—l) e \1“—2—2)

nc+a
Finalement

n+l nsin nt 71 shat

€ ]- - = — 224

Ve € J-m,a] nil( D nZ+a? 2 shan

Soit a€C n'appartenant pas au segment {-1,1] de R ; on

pourra utiliser b, racine de plus petit module de z2 -2az+1=0.

1°) Développer en série de Fourier l'application f : t 1—

dans €. Cas particulier ; a=2,

™
2°) En déduire la valeur de I =f Mdt:, n€N.
n o a-cost
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L'application £f : R — C est Cm, 2m-périodique et paire, Elle admet
donc une série de Fourier qui converge uniformément sur R et admet f pour

fonction somme,

a
I1 s'agit d'une série de cosinus : 70-4- ;an ces nt, avec !
T 1
VnEN a=£I;I=-[ M—dt.
n T n n a=-cost

Au lieu de chercher a calculer In’ nous allons trouver la série de

Fourier de f par un autre procédé.

1°) L'équation 22 -2az+1=0 ayant deux racines de produit 1, on a
[b] €1, et m2me |b| <1, car b= eie, 8 €R, exigerait a€R et a€ [-1,1].
e Soit t€R fixé. On peut écrire :

2b _ 2
£(t) = 5T Tb cos &t - 12 8(P)

oi g :€ — C est la fonction rationnelle z 1_2i :::sz .

Celle-ci a pour pdles et et e_it, de module commun 1 ; elle admet
donc un développement en série entiére de rayon de convergence 1, que l'on
obtient en utilisant une décomposition en &léments simples, Pour tout z€C
tel que |z| <1, on a, en effet :

H 1 n
g(z) = -1+ it = - 1+2{gz cosnt.

1-2ze l~2ze

e f admet donc le développement en série trigonométrique :

2b S n 2 o3
VtER f(t) = —2-(14»221) cosnt)= -2—°+tancosnt.
n=1

De : :;E |bncos nt| = |b| , |p] <1, et de Zlbln converge, on déduit que la

série ainsi obtenue converge normalement, et donc uniformément sur R. D'oi

la possibilité d'écrire, pour tout pEN :

27 o oo
?f (—-2-.+ 2‘1 ancosnt) cospt:dt=ap
(o] n=

ce qui prouve qu'il s'agit de la série de Fourier de f.

zTrbn+1
2°) Du 1°), on déduit : In"-l—b;_— pour tout n€N,

Cas particulier, Pour a=2, on 2 b=2-J3, —%2- }3 . D'ol :

1 1
VLtER T cost- 73 (1 +2;(2-/3) cosnt)

3
cosnt
et .j; mdt \,3(2 »/'3)
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Soit (i)n)ﬂ* une suite réelle, décroissante, de limite O ;
on lui associe la série trigonométrique ;fn’ ol fn(t) =bn sinnt,
n

1°) Montrer que la série converge simplement sur R, et uniformément

sur tout intervalle compact de R qui ne contient aucun multiple entier de 2w, |

2°) Etablir 1'@quivalence des deux assertions :

i) gf“ converge uniformément sur R ;
1
1i) bn=o(1/n) au voisinage de +=,

3°) On suppose 1ci : bn=0(1/n) au voisinage de +=,

Montrer que la somme de la série ;fn est bornée et localement intégra-
n=1

ble sur R ; trouver sa série de Fourier,

1°) Question classique. Rappelons en la démonstration,

a) Pour tout t€nZ, la série num@rique ;fn(t)’ nulle, est conver-—
1

e v
gente n

* .
— En notant : Sn(t) = E sinkt, n€N , tER, la transformation d'Abel
=1

permet d'écrire i f
K=1 .
24 (i = Prsicr1) SaakCE) =Py So(E) +D

n+k(t)’ (n,p) €N?2, sous la forme :

(v).

n+p+lsn+p
En utilisant la formule classique :

1
VnEN VtER\212 |5n(t)| "I'sint/ZI ’

et en tenant compte de bn+k-bn+k+l>o"°n a, pour tER\21Z domné :

2b
e N2 <_.E."'_L_
V(n,p) €N Iz;fmk(t)l [sin t/2] 0
K=
et on constate que la série numérique an(t) vérifie le critére de Cauchy
=1

et est donc convergente,

— Au total, &fn converge simplement sur R, Soit f sa fonction somme ;

f est visiblement 27-périodique et impaire,

-

b) La périodicité de f permet de se limiter 3@ montrer la convergence

uniforme de ;fn sur un intervalle [a,2m-a]), avec 0 <a<m.
n: 2b

/!
A+ |
On a : sup | f (t) = n+
t€la, 2m~a] 2 n+k

T sina/2
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Comme lim bn+l =0, Zf vérifie le critére de Cauchy uniforme sur
n>te >l
[a,2m-a], et converge donc uniformément sur cet intervalle. 0

Remarque : Les fn étant continues, la somme f est continue en tout point

de Ja,2m-al ; on en déduit aisément qu'elle est continue en tout point de
R\ 27Z.

e Notons qu'en utilisant sin(t/2):=>t/m pour t€ [0,n], (1) fournit :

4o 21rbm_l
VREN Vt€ ]o,] Z £ (c)| —= . (2)
k=n
2°) Preuve de i) = ii). Par hypothése, Zf converge uniformément sur R.
n>]

Nous avons, en particulier :

2n
b sinkt|) = 0.
k=n+1 k

lim (sup
n+e ‘tER

et, a fortiori

H )
lim ( 2 bk sin-l) =0.
nrto kETH 4n

Or, pour tout entier k€ [n+l,2n] nous avons :

. m . kv
0<b2n51n z gbk suxR- .

Il en résulte : lim (nb, ) =0, et, comme O0<D)H <b : lim (nb ) =0.
b 2n 2n+l 2n boo 2n+}

On en déduit aisément : lim (nb ) =0. O
o n

Preuve de ii)=1). Par hypothése : lim (nbn) =0,
* * oo

Soit e€R,_. Il existe NEN tel que :

0€qbq<e pour tout entier q=N.

— Considérons t€ ]O,7], et nEN tel que n>N.

En notant p la partie entiére de w/t nous pouvons écrire

)
£ (1) £ (c)l £, (t)
Sro|<E

En majorant |sinkt| par kt, t par n/p, et kb, par €, il vient :
n+p-=1
|£, (£) ]| <me.
=n

En utilisant (2), et en majorant emsuite 7/t par n+p :

+00 21lbn+
> £, (t) l <2 <2(a+pdb,, <Ze.
k=n+p

En conclusion, pour tout t€ ]O,n)] nous avons :
400

;fk(t)‘ < (n+2)e.
=n

vn=N
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— Cette inégalité s'étend trivialement & t =0, et donc, par parité et

périodicité, 3 tout tE€R. La série ;fn converge uniformément sur R, 0
1

3°) Les conclusions du 1°) s'appliquent. En outre :
* *
2 KER, VnEN nb_SK.
+ n
Soit t€]O,n]. En notant p la partie entidre de w/t, on a :

00
|f(t)|<£‘1|fk(t)|+

PIEXE
En majorant |sinkt| par kt, t par 7/p et kb, par K, on a :

k=p+1
n

z;lfk(t)[<nl<.

En ut111sant (2) et en majorant w/t par p+l, on a :

27b
Z £ (t)l<—-l’-—<2(p+|)b o S2K.

k=p+]
L'inégalité [f(t)| < (m+2)K est donc vraie pour tout t€ ]0,n] ; comme elle
est évidemment vraie pour t =0, elle est vraie pour tout t€R (par parité
et périodicité). L'application £ :R — R est donc bornée.

e La restriction de f 3 1'intervalle période [0,2n] est bornée et a au
plus deux points de discontinuité (0O et 2m) ; elle est donc intégrable ; il
en résulte que f est localement intégrable et posséde une sé&rie de Fourier,

qui est une série de sinus que nous notons E c sinnt.
n=1
Pour mEN donné, calculons c_. Nous avons :

- m i My o
3 cm=f f(t) sinmtdt = j (Z‘gn(t)) dt
) o ‘n=

ol @ gn(t) = fn(t) sin mt:=bn sinnt sinmt.

11 est en effet &vident que la série ggn converge simplement sur [O,w]
1
et a pour somme t *— f(t) sinmt. Montrons que cette convergence est uniforme.

o0 +00
Etudions : p (t) = 2 gk(t)=sinmt Z fk(t).
n k<nHl k=n+1
P, (0) =0 est trivial ; si t€ }0,n] on utilise (2), et on écrit :
4o 21rbn+]
|pn(t)|=|s1nmt| Z fk(t)|<mt~——f—=2mbnﬂ.
k=n+1}
On a donc : sup |p (t)|<21rmb .0r limb =0. a
t€[0, 7] n n+l oo n+l

— La convergence uniforme permet d'écrire :
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(CTE |

n
c = b sinnt sinmtdt.
m | o n

n=
T L
i : i i == . D'oli ¢ =b .
On sait que : 5 sinnt sinmt dt 3 Gm,n uc =b

— La série de Fourier de f est donc ; fn.
|

-0

* Li
1.5.6 | Soit = —_ €EN . Vérifier : €Q..
Y, » P 1, SQ,

*
e Soit f2k—1 (resp. ka) PEN , 2n-périodique de RdansR, définie par:

2k-1 2k
sl

fyp— (B) =t si t€J-n,a[, f (n) =0 (resp. f2k(t) =t

te ]-TI’,TI’]) .

2k-1

Elle est localement intégrable et admet un développement en série de Fourier:

Zbﬁ sinnt (resp. = a +Za cosnt)

k .
En utlllsant les expressions c1a351ques des b et des a: on a (par parties) :

2k
*
Rel gyl 210 2k(2k+1) ko ak= _2: bz’ (newy.

b 4
n n n n n

. n+ - * P .
Directement : b:n=( ! 2/n. Par récurrence sur kEN , on en déduit qu'il

existe des 8 €z et des a €z lndependants de n tels que :

k,2 k,2 2%
- ZBk!. 2k-l e © Z k,2 2k 24
k 2n2k
pour tout (m, k)G(N )2. D'ailleurs (directement) : a =5aT

e Pour kEN fix&é, on a, par la formule de Parseval :

4k-2
4k- 2 m
Z (b f T 1
et : f( 4k+l ___(

— Pour k=1, on en déduit : y; =1/6 et yp =1/90. (2)
- Pour k=2, on écrit, en notant A ={0, .. ,k=1}? :
1
®H2= ) 8 B ,“(n+z‘)§ L
Z. (WThen, K, 2k, 2 Lo “Ak-2-2(1%2")

Par (1) et par la définition des Yp’ on en déduit :

B B 1 Yoot ] EQ-
(é!)el\k k, 2k, 2k-1 (2.“'2 )

De méme : Z a, o ' You_ i\ €Q.
(2’1,)€Ak k,2 k, 8" "2k=(2+8")

*
A partir de (2), on en déduit par récurrence : VpEN ypEQ. a



INTEGRALES

Les exercices sur les intégrales multiples et sur les applications

des intégrales d la géométrie sont proposés dans un autre tome de l'ouvrage.

1 ]
2.1. COMPLEMENTS SUR L'INTEGRALE SIMPLE

1
A7 1 Qs £ =n* P T I - - £ [ 1 e
Lolold 2010 1L ' K —” K UELl1lIllE pPal . LX) = - dL.
1220 + J 3373
o V ti+x

Montrer qu'au voisinage de O (pour x>0) on a : f(x) ~-Logx, et que,
pour tout n€N, g :x '~ f(x) + Log x admet un développement limité & 1'ordre n;

appliquer & n=8.

L'existence de f(x), pour x>0, ne pose pas de probléme.
1/x
Par le changement de variable t=xu : f(x) = —l-—du.
o e/ ud+l

- 33— . e e oz s
Au voisinage de +» : V u3+l~u, ce qui conduit 3 &crire :

t/x by Uxe |
£f(x) -f —du-= 3 du+f ( ——)du
) u o a3+l 1 Jud+l u

et,aprés le changement de variable u=1/t dans la derniére intégrale :

1
g(x) =A+f @(t)dt,
X

1

avec @ A=] _l__du, et (t) =lt[(1+c3) 1/3 _ I]
o %3“

On a : @(t) ~-t?/3 au voisinage de O, ce qui permet de prolonger ¢ en une

application continue G:k+ — R, en convenant : @(0) =0. Il Vvient :

|
g(x) =A+B-fx p(t)dt ; B =f G(t)dt.
o o

En convenant g(0) =A+B, on prolonge g en une application g : R, —R,
de classe C!, telle que g' = -@. Comme ¢ admet un développement limité 3 tout

ordre au voisinage de 0, il en est de méme pour g. C'est ainsi que :

—_ tz 2

(L) = -"3—""9'3'25 +60(t7)-

2(x) = X 8
et g(x) =A+B+ 5 27+o(x ).
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o —x
2.1.2 Existence et calcul de lim f(x), ot f(x) =xj £——dl:.
o

+
x->0,%x>0 I+t
£ X *
e Pour tout x€R, la fonction @, t '+ -7 est continue sur R, , et elle

vérifie : (px(t)~t—x au volisinage de 0, et tpx(t)~t“x'_l au voisinage de +=,
On en déduit que f est définie sur ]0,I1[.

e Pour tout x€10,1[, on écrit : f(x) =g(x) +h(x), oi

i t—x +o t—x
g(x) =X j mdt H h{x) =x'/; —l-;Edt.

e Sur [0,1], on minore i+t par 1, ce qui fournit ;

1
vx€ ]o,1[ 0<g(x)<xf t dt =%,
o
dont on déduit : lim g(x) =0.
x-+0,%x>0
e Sur [!,+=[, on minore 1+t par t, ce qui fournit :
[+ .
vx€10,1[ h(x) <xj £ X de=1.
1
Soit l'application : h; :x+— I-h(x). On a :

e £ ), —=x~1 o %
hl(x) =Xj; (l "'-l+—t)t dt=x—/: ey dt.

En minorant A& nouveau l+t par t, on en déduit :

™ -x-2
Vx€10,1[ 0<h;(x)<x £ fdt=—
1

x+1
et : lim h;(x) =0.
x+0,x>0
e En conclusion : lim f(x)=1.
x-0,x>0

Soit f :R_ — R une application continue, telle que f f(t)de
0

converge.

X
Existe-t-il lim(lf tf(t)dt) ?
X400 X 0

X x
F:x -—-*f f(t)dt et ®:x -—+f tf(t)dt sont des applications C! de R
) o
dans R, et on dispose de I = limF(x), ol I= ’ f(t)de 1)
0

* X+
Pour tout x€R+, une intégration par parties donne :

X
O(x) =x(F(x) -G(x)), oi G(x) =-:;f F(t)dt.
o]

*
Pour tout xER+, on a :

_1 [
G(x)—I-;fo (F(t) - I}dt.
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* *

Soit EER+. D'aprés (1), il existe .'-.1€R+ tel que :
ve=>a |F(t)-1|<e/2,

Pour tout x=a, on a donc :

1 £
1 1 €
|c(x)-1|<;fo |F(t)-I|dt+;L 7 dt

et, en notant M=sup IF(t)—II :
teR Ma ¢
IG(X)-II <—x-+'§ .

2Ma
Il en résulte : ]G(x)—I| < e pour tout x>max (a,T)

D'ol : 1imG(x) =1,
X+
Comme : ox) F(x) -G(x), on en déduit : lim 9-(51=0.
X gt X

+m
-2
2.1.4| 1°) Existence et calcul de In=f t2n e © dt, n€N,
0

oo
-t
2°) Existence et calcul de J(z) =f e t cos zt dt, z€C.
o

>0 —t2
(On admettra f e dt = v=n/2).
o

1°) a) Pour n€EN donné, l'existence de In se justifie par la continuité
—t2 -t
de t — t2ne £ et par : tzne s 0(1/t2) au voisinage de 4w,

=L I
n 2n+l Tnt+l
A partir de Io =Jn/2, on en déduit par récurrence :

b) Une intégration par parties donne : I

1
YnEN I M J'-".
n 2n+]
2 n!

2°) a) Dans la suite, z€C est fixé. Pour tout t€ER_, on a :

|cos zt|2 = cos?Re (zt) +sh?2Jm(zt) Sch?Jm(zt)

et : le”*

-l
D'od : le £

—¢2
cos zt| <e ~chJm(zt).

cos zt! =0(1/t2) au voisinage de 4.

2
‘. o ¢ e -t -
Associé 3 la continuité de tv> e cos zt, ce résultat assure la con-

vergence absolue de 1'intégrale impropre J(z).
b) En utilisant le développement en série entié&re de t — cos zt,

de rayon de convergence infini, on constate :
_tz +o0
VEtER e cos zt=Zu (t)
+ n
n=v
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—_t2
ou : un(t) = (-l)ne t 22n tzn/(Zn)!

Pour A€R+ fixé, on a :
2n, 2
sup [un(t)l < |z| PA (2n)!
t€[0,A]
Comme Z| zznlAzn/(Zn)! converge, la série d'applications Zun converge nor-
malement, et donc uniformément sur {0,A] ; les u étant continues, et donc

intégrables, on a, pour tout AGR+ :

A —t2 400
e cos zt dt = Zf (A), avec : (1)
n
0 n=U
2n A
. (-1)"z -t2 2n
fn.R+~—>c A~ Zm e tdt.

e Le premier membre de (1) a pour limite J(z) lorsque A tend vers +=,

Etudions le second membre. On a :

sup |£_(a)| < IzznlIn/(Zn)!
AR

+
La régle de d'Alembert montrant que Z| zzn|In/(2n)! converge, la série d'ap-

plications an converge sur R non seulement simplement (ce qui est acquis)
mais encore normalement et donc uniformément,
Par ailleurs, pour tout nEN nous disposons de :
limf_(a) = (-1)" 22" I_/(2n)!
Arte

Par le théoréme d'interversion des limites, on obtient 1l'existence de :
lim

= n 2n
A) = -1 I 2n)!
lin D £, n§= -D"2""1_/(20)

n_2n n 2n
Dlod :  J(z)=p LW Z_ g o 2—_('” 2
n=

4o
f

1
e (2n)! "n 2 4" .u!
-2
et enfin : J(2) =J—2" e 2 /4.

1°) Soit £ R, —R localement intégrable, monotone au voi-
sinage de +» (ce qui signifie qu'il existe A€R+ tel que la res;ot;iction de £
d [A,+o[ soit monotone) et telle que l'intégrale impropre I=j £(t)dt con-
verge. °

*
a) Montrer que, pour tout hEk+, la série Zf(nh) converge.

+on
b) Vérifier : lim (h Zf(nh))= I. (1
h»0,h>0 =u
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n
2°) Notant : g(x) = (1-x) i X =~ Los I-]-x'

n=1 l-x

~+C0
vérifier : lim g(x) =f e—t( ! t-%)dt (2)
0

x+1,x<I 1-e

1°) a) Quitte a changer f en -f, nous supposerons f décroissante sur
[A,+o[ ; le théoréme de la limite monotone montre l'existence de LER tel

que &= 1limf(t) ; la convergence de I exige R =0, ce qui entralne f(t) >0
t->+o

pour tout t€ [A,+=[,
*

Soit hER fixé ; associons lui MEN par Mh <A< (M+i)h.

Pour tout entier n>M+2, f est décroissante et positive sur [(n=1)h,nh];
on a :

1 nh
£(ah) <¢ [ £(t)dt < £ ((n-1)h) (3)
J{n~i)h

et, pour tout entier N=>2M+2 :

N 1 Nh ) +
};; £ (uh) <Ff f(t)dt<Ef £(t)dt
naF2 (M+1)h (M+1)h

Les sommes partielles de la série Z f(nh), 3 termes positifs, admettent
nM+2
ainsi un majorant commun ; la série est donc convergente, et il en est de

méme pour Zf(nh). a
b) Quitte 3 changer A, nous supposerons A>1. Comme f est intégra-

ble, et donc bornée sur [0,A+1], nous disposons de K= sup HHGIE
t€[0,A+1]
A tout h€]0,1[, associons encore MEN par Mh<A< (M+1)h ; nous avons ici

M>» 1. Nous aurons d utiliser :
+co

M -
h Z;f(nh) =h ¥ £(nh) +h Z £(ah).
n= n=y n=M+1

i) Considérons la subdivision de [0,A] constituée de A et des nh,

O0<n<M ; le pas en est h ; on dispose de la somme de Riemann :
=}
Sth) =h f (nh) + (A-Mh)£f(Mh).
n=

A
On a : lim S(h) =j f(t)dt.
h-»0,h>0 M 0

Soit A(h) =S(h) -h be(nh) = (A-Mh) £ (Mh) - hf (Mh) .
n=

On constate : |A(h)| <2Kh.

A
On en déduit : lim h i)f(nh) =f £(t)dt. (4)
hs0,B>0 &5 o
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ii) En reprenant (3), on constate, pour tout entier N=2M+2 :

1 Nh =1
i f (nh) g-l'—n f f(t)dt< z: f(nh).
n=M+2 (M+1)h n=M+1

D'oli, par passage 34 la limite (légitimé& par les convergences de I et de

Zf(nh)) :

+-on 1 +oo 400
; £(nh) ’;Hf £(t)dt < 2{: £(nh).
n=M+2 (M+1)h n=M+1

On en déduit :

0 +c0
[ £(t)dt - h ; f(nh)|<2Kh
A n=M+1

+m
et lim h i £ (nh) =f f(t)dt (5)
h»0,h>0  n=M+l A
e (4) et (5) fournissent (1). @]

- -

2°) a) Pour tout x€1]10,1[, on a ~x au voisinage de +~, dont on
n 1-x

et l'existence de g(x).

déduit la convergence de ;

1 1-x
- *
b) Soit f 1'application t +— e t( l-t-lt) de R dans R.
l1-e

Elle est continue, et peut €tre prolongée en une application continue

de R+ dans B (encore notée f) par la convention £(0) =1/2.
* . ~-tf -1 | I
€ ! = —_——— e —t

Pour t R+, on dispose de f'(t) =e Tttt

l~e )

On a f'(t) ~- e_tau voisinage de +» ; il existe donc A€R+ tel que
£'(t)< 0 pour tout t=>A, et donc tel que la restriction de £ a [A,+=[ soit
décroissante (une étude plus poussée montrerait que f est décroissante sur
ll+).

Enfin f(t)~e_t au voisinage de 4=, ce qui, compte tenu de la continuité
o

de f, garantit l'existence de f(t)de.

)
c) En utilisant (1) avec h= -Logx, x€])0,1[, il vient :

400 +x
1im (- Log x gf(—nLog x))= f f(t)de
x-+1,x<] n= o

Comme lim [—Log x.f(O)) =0, on a encore :
x-+],x<1

oo
f f(t)dt = lim L(x) ;3 2(x) = -Logxif(—nLog x)
o x+1,x€]0,1[ n=

n n

En utilisant les convergences de Z X et 2 X pour x€ 110,11,
— n n
=l 1-x n=l
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on vérifie :

o n
g(x) - 2(x) = {(1-x+Log x) Z X .
n=}1 1-x
On a, toujours pour x€ JO,I[
n n
X - i X
n=] 1-x" I=x n=1 1+x+...+xn_]
Or : l+x+.. +xn-—l = nx(n-l)/2 (comparaison de deux moyennes).
40 o +o (n+l1)/2
D'od : l X <_l_| x
[ n| 1-x| n
n=] J-x n=
et donc :
|g(x) - 2(x) | < | 1-x+Log x| 22 Log (12/x)
On en déduit aisément : lim [g(x)—z(x)] =0 ; d'oi {2). O

x+!,x<1

2
1l dc.

X
1°) Etudier la fonction f : x -—>f Tog &
X

t-1

oot dt

1
2°) Existence et calcul de J=j
o

1°) £(x) n'est &videmment pas défini pour x<0.
. * aps . .
Soit x€R+\{l} ; on constate que t—* 1/Logt est définie et continue
sur 1'intervalle compact I(x) d'extrémités x et x2 ; f(x) est donc défini.

En utilisant la formule de la moyenne, on peut écrire :

tLog t
x2
et : f(x) =§(x)[Log(Log t)]x =E(x) Log 2.

2
X
f(x)=s(x)f L g¢, avec £(x) €1(x),
X

D'ol 1'existence de 1lim f£f(x) =0, et de lim £(x) =Log2.
x20,x>0 x-+1, x|

On prolonge f en g :R+ — R continue par g(0) =0, g(1) =Log 2.
2x  _ 1 _ x-l
Logx2 Logx Logx®

*
— Pour xER+\{l}, on dispose de g'(x) =

D'oli 1'existence de 1lim g'(x) =0, et de lim g'(x) =1, et donc
x-0,x>0 x+ 1 x
celle de g'(0) =0 et de g'(1) =1 ; g est ainsi Cl. On a g'(x) >0 pour x€R+

g est donc strictement croissante.
Log x - (x-1)/x
(Log x)*“
On a : 1lim g"(x) =+», D'autre part, de :
x-0,x>0

* []
— Pour x€R+\{l} , on dispose de g"(x) =
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t-t2/2-t(1-t) +o(c?) _ 1

g"(1+t) = = E+°(])
t2 +o0(t?)
on déduit 1l'existence de lim g"(x) =1/2, et donc celle de g" (1) =1/2.
x XH1,x¥

La restriction de g & R+ est ainsi C2. En utilisant Log X<X-1, avec X=1/x,
*

on constate g"(x) >0 pour x€ER, ; g' est croissante sur R, ; g est convexe.

— Enfin de x Log 2<g(x) <x2Log 2 pour x>, on déduit limg(x) = +=.

D'ol le tableau : X

X 0 | +o

g"x)| O + 1 + +o0

2°) J existe au titre de l'intégrale de Riemann sur l'intexrvalle com-
24

pact [0,1] de g : {0,1] — R, qui est continue. On a :

J=g(l)-g(0) =Log 2.
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2.2. INTEGRALES DEPENDANT D'UN PARAMETRE.

. * L3 - .
Soient a€R_ et g: [0,a] — R une application continue. Pour
>

tout x€R+, on note :
a
G(x) =-)!(- e—a/x] et/x g(t)de .
0

Existence et calcul de lim G(x).
x~+0,x>0

. s . * . . .
Premiére solution. Pour tout x€R,, notons ®, 1'application continue de

[0,a] dans R définie par @ (t) ,% L(t-a)/x

, et calculons :

a a
J(x) =f Q (t)dt=[e(t a)/"] =]l-¢e alx .
o X 0
Nous constatons qu'il existe J= 1lim J(x), et que J=1, (1)
x+0,x>0

e Ecrivons

a
G(x) =f @ (t) (g(t) - g(a))dt +g(a)I(x). (2)
(o]

Nous allons montrer que, dans le cas particulier od g(a) =0, on a

lim G(x) =0. Il en résultera, compte tenu de (1) et de (2), que, dans le
x+0,x>0
cas général :

lim G(x) =Jg(a) =g(a).
x20,x>0
e Dorénavant : g(a) =0, ce qui entralne lim g(t) =0.
x t+a,t<a
Soit ¢ ER_ fixé. Il existe o€ [0,a[ tel que :

Vt€ [a,a] |g(t)] <e.
1 (a-a)/x

D'autre part u(x) = sup |tpx(t)|, qui est < © , vérifie :
t€[0,al
lim u(x) =0. (3)
x30,x>0
On a donc, en notant M= sup |g(t)] :
t€o,1]

a a
|G(x)|<Mu(x)j dt+ef (Ox(t)dt
0 a

*
et : |6(x)| <Mau(x) +e, pour tout xER_.
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*
D'aprés (3), il existe nER+ tel que, pour tout x€ ]O,n[

Maup(x) <e, et donc [G(x)|< 2¢. W]

Deuxiéme solution. On commence d &établir par récurrence sur p que :
a
VpEN lim wx(c)cpdc=a",
x-+0,x>0

ce quli entraine, par linéarité :

a
VP ER[X] lim [w(t)P(t)dt=P(a).
x-+0,x>0 Jo X

On utilise ensuite le théoréme de Weierstrass du 1.2.2, Le détail des

calculs est laissé au lecteur.

Remarque. En reprenant la premiére solution, le lecteur constatera qu'il
est en mesure de résoudre tout exercice du type suivant :

Sozent (a' A\GRZ a'<a, ACR x EA g:{a',al] =R ﬁnr;f-ln-ua, et

(v )xGA une fam'LZZe d'applwatwns coftinues de [a ,al dans R, qui converge

unt formément vers la fonction nulle sur tout intervalle (a',a] tel que
a'<a<a, lorsque x€ A tend vers X - On note :

i d a
J (%) =f (px(t)dt, et G(x) =f mx(t)g(t)dt, (xEA)
a' aI

et on suppose qu'tl existe J= 1lim J(x).
XX ,x€I\
Montrer que, dans ces condttwns : lim G(x) =Jg(a).
x—>xo,x€A

(Naturellement on peut remplacer [a',a) et [a',a] par [a,a’'] et [a,a']).

e L'exercice qui suit est de ce type.

. . . . *
Soit g : [0,1] — R une application continue. Pour tout x€ER_,

on note :

Existence et calcul de 1lim G(x).
x+0,x>0

() cg* ©st la famille des applications continues et décroissantes
t'_';Z%EZ de [0,1] dans R.
X
* Pour tout o tel que 0<a<x1, sup |q)x(t)| =—7io2-
1 T t€la,l]
* =T_
] wx(t)dt 5 Arc tgx.

On en déduit : lim G(x) =3 g(O)
x 0, x>0
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*
Soit f une application continue de R, dans R. A tout A€ER_ on

associe 1'application f)‘ :R+ ++ R déterminée par :

1 . Tt
fA(x)- A.{; sin == f(x+t)de .

1°) Montrer que la famille (EA)AER* converge simplement sur R, lorsque

(x).

A tend vers O, i.e. que, pour tout X€R_, il existe Y(x) =1im £

>\—>oA

2°) Montrer que la convergence est uniforme sur tout compact {[0,a],

a>0, de R,, i.e. que 1l'application A'—  sup lfk(x)—(p(x)l admet O pour
x€[0,a]

limite lorsque A tend vers O.

1°) La solution est basée sur :

A
* | . 1t 2
YA E - — =<,
A R+ A.fo sin 0y dt -

*

£, (x) --12; £ (x) =%j; sin Z5 (£(x+t)-£(x))de

et donc, en notant ¢ la fonction 2/n<f :

1
|f;\(x)-(p(x) | <T' A+ sup |f(x+t)-f(x)l (1)
t€[0,1]
Comme f est continue en X, on en déduit : lim f)‘(x) =@(x). a
A0

2°) Soit a>0, La continuité uniforme de f sur [0,a+1] permet d'associer

3 tout €20 un a€]0,1] tel que :
V(u,u') € ([0,a+1]1)2  (|u-u'|<a) = (|E(u)-f(u')]|<E€).
En utilisant (1), on en déduit :

VAE ]0,a] Vx€[0,a] |f)‘(x)-tp(x)|<s. a

Soit g une application continue et bornée de R_ dans R. A tout

Q0
XxER on associe l'intégrale impropre f(x) = x (+tt) de.

Déterminer D = {xER | f(x) converge! et &tudier la continuité de 1'appli-

cation f : x > f(x) de D dans R.

Indication : La discussion fait intervenir la nature de 1'intégrale £(0).

Nous aurons 3 utiliser le cours sur la continuité d'une intégrale dépen-

dant d'un paramétre. Nous notons : M=sup |g(t)].
teR
+
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e A tout x€R, nous associons les intégrales &ventuellement impropres :

+c0 (t)
fl(x)—f +t2dt 3 fa(x) =f - +tzdt.
1

a) Pour tout x€R, t — g(t)/(x2+t2) est continue sur [1,+=[, et

(VtE [1,+e] !;{gz(:—tt)ﬂ K= (f —rdt converge)

L'intégrale f,(x) converge donc pour tout x€R ; on dispose de 1'appli-
cation f5 : x  f,(x) de R dans R. Montrons qu'elle est continue.

(t) dt de R dans R,

— - 3 3 3 —)
Soit (un)na‘. la suite des applications x v

1
qui, d'aprés la définition d'une intégrale impropre, converge simplement sur R

vers f,. On constate :
o
(sup |f2(x)-u (x)l <fF—MZ=—1! A /lim E=O\
<R n . o \n-m» n )
ce qui montre que la convergence est uniforme. Or, d'aprés la continuité@ de
(t,x) '— g(t)/(x2+t2) sur [1,n] xR, chaque u est continue. Il en résulte que
fo est continue sur R, ]
b) Pour x¥#0, f;(x) existe au titre d'intégrale, sur un intervalle
compact, d'une application continue. D;={x€R ]| g;(x) converge} est donc R
ou R* selon que £,(0) = ! E—Sl dt converge ou non ; compte tenu de a), il en
est de méme pour D. °
e Dans les deux cas, on dé&duit de la continuité de (t,x) w— g(t)/(x2+t2)
sur [0,1] xR que la restriction de f; 3 R est continue ; ainsi :
ler cas : £,(0) diverge. Alors D=R*, et f :R* — R est continue.
2éme cas : f1(0) converge. Alors D=R. On sait déja que f est continue
en tout point de R*. Pour prouver la continuité de f, il suffit de prouver
que f; est continue au point 0, et, a fortiori, que f; est continue sur R,
ce que nous allons faire en montrant que f; est limite uniforme sur R de la

suite (vn)ﬂ* des applications continues x —>
— Nous disposons de &: ]0,1] — R, telle que Q(t) —f g(u) Cl, de

dérivée t +—»> - ELE-)—, et donc, puisque -g—z—du converge, de F : ]0,1] — R
o
telle que F(t) =f g(u) S—>=du= f, (0) ~@(t), de dérivée t 5-%)- F vérifie
lim F(t)=0."°
t-+0, 0
— Pour x€R et (n,p) € (Iil )2 fixés, on a (intégration par parties)

]/'ﬂ 2
f' —%—:Ez gldt-l J avec :
1

/(n+p) *
2 l/n ]/I‘l
I = {;gt:;zl"(t)] 3 J= —(%gi—tzvl"(t)dt.

1/ (n+p) 1/ (n+p)
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t2
Comme —z--—z-<1, on peut majorer II[ par : ( ) 1F(n+p]
En appliquant 3 J la formule de la moyenne et en utilisant |2txl <x2+t2 on

constate qu'il existe E€ [1/(n+p),1/n] tel que :

1/n
M |F(£)|f le , dt <m|F(E)].

D'od :

17 5 w|<ir @1+ ey el

dtl < |F F{—} | +7IF(E)I.
/(n+ ) X<+t n+p v
*
— Soit :€R+ fixé. Il existe a€R_ tel que :

vt€10,a] |F(t)| <e/(2+m).

Ayant choisi un entier N, supérieur i 1/a, nous avons :
€ -
Va>N  VpEN VxER  |v_(x) vn+p(x)|<e.

— La suite (v_) est donc uniformément de Cauchy sur R ; comme elle con-
n

verge simplement sur R vers f;, elle converge uniformément sur R vers f,. O

oo
- - *
On rappelle T(x) =f e b ¥ ldt, x€ER . Vérifier :
* e X s i
= — = <+
VXER f T—dt I‘(x+l)2 =% T(x+1)T(x+1) (1)
o e -] n=l n

X

* * . }
a) L'application f : t —* de R, dans R_ (x fixé) est continue.

e -1
Au voisinage de O, f(t)"'tx-] ; 1'intégrale flf(t)dt converge donc si,
et seulement si x-1>-1, i.e. x>0. hoo °
Au voisinage de +», f(t) =-o(t:-—z) ;j; f(t)dt converge pour tout XER,
Au total,fmf(t)dt converge, si, et seulement si xek: .
o Duus ce c(;’ui suit, le réel xGR: est fixé.

b) Pour tous n€EN et t>0, on a :

X -t n
£(t) = S8 kz;:"e Kt £(rye " (2)
l-e* = o e
Pour tout kEN , l'intégrale t¥e “tde converge, et vaut :
4+ o
}l‘ﬂf uxe-udu=1‘}((>+ﬂ]-l) .
k o k

D'oili, toutes les intégrales en jeu &tant convergentes :

+c0 +x —nt
[ £(t)dt =T (x+1) :: = +f f(t)e ""de.
o =] k (v}
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+co
Nous allons montrer : limf f(t)e_nt dt=0 ; 11 en résultera la con-
n>+0Jp |
vergence (d'ailleurs fournie par 1'étude de la série de Riemann) de Z vy
et 1'égalité (1). w1 o

1
* L . .
— Soit e€R_ fixé. Commef f(t)dt converge, nous pouvons lui associer

*
nER.‘_ tel que : °

n
o<f f(t)dt<e/2,
0
ce qui entraine :
n -nt
o< f(t)e dt<e/2 3
o
D'autre part la restriction de £ 3 [n,+~[ est continue et lim £(t) =0 ;
il existe donc M= sup £f(t), et : e
o tELN,+=[ oo
o<f f(t)e'“tdmuf e Mar= T, (4)
“n Jo “M e
On peut associer 3 € un NEN tel que ;<5 pour n2N,
Au total, par (3) et (4)
e -nt
va=N  0<| f(t)e "tdt<e o
o

Remarque. $i x2 1, l'application f peut @tre prolongée par continuité
4 R, et la fin de la solution est simplifiée. La méme simplification s'ap-
plique dans 1'exercice suivant.

Vérifier :

400 Y 00
sin xt X
e = 2
VxER j; _1n£+x‘

et—l n

*
La solution est laiss@e au lecteur. Il utilisera, pour kEN :

+oo +oo .
f sinxt e <fdt = Imf e(_kﬂx)tdt =E)2(+_2 .
0 o x

2.2.7 1°) Comparer les fonctions f et g de R vers R définies par :

_qs0 1 x-1
f““i% 3 8‘*’“] el
n= o

2°) Trouver un équivalent 3 f(x) au voisinage de +w,

f(x) est défini pour tout x ER\ (-N) ainsi qu'on le constate en utili-

. *
sant le théoréme des séries alternées ; g(x) n'est défini que pour xER+
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Premiére solution. En utilisant :

P
| n~-l n-
l_t=|-t+c2-...+(-l) " +( nt ﬁn t#-1,

on obtient, pour tous xER et nER

x-l+n
g{x) = kX:'( I)f x= l+kdt+( l)[ -Em—dt.
~1 k 1 x=-l+n
- D" _| ¢t |
8(x) Z‘ x+k -fo 1+t dt<x+n ‘

En fixant x et en faisant tendre n vers 4=, on a : g(x) - £(x) =0.

. - . *
Les fonctions f et g coincident donc sur R+.

.

. * - - .
Seconde solution. Pour tout x€l+, on vérifie :

E(x+1) +£(x) =2 5 g(x+1) +8(x) = ;
0<f(x) <1/x (théoréme des séries alternées) ;

et : 0<g(x) <1/x (majoration de 1l'intégrale).

*
La fonction f-g est définie sur R,, 2-périodique, et telle que :

lim (f(x)—g(x)] =0.
X-3+co

*
Elle est donc nulle sur R+.

& -n"
2° : - f(x+l) = S —_—
) Ona : £0x) —£(x+1) = (x+n) (x+n+1)
Pour x> 0,on en déduit par le théoréme des séries alternées :

O<f(x) - f(x+1)<1/x2

Compte tenu de f{(x+1) +£f(x)=1/x, il vient f£(x) ~7l£ au voisinage de +=.

2.2.8 1°) Montrer que l'application f :R2 — R définie par :

f(t,x) =%i('—?-f%§% si t#0 ; £(0,x) =x

o0
est de classe C .

+00
2°) Montrer que @: x r-—vf f(t,x)dt est de classe C! sur R.

3°) Montrer que la restriction de ¢ 3 R est de classe C2. Former une

equat1on différentielle linéaire dont une solution est la restriction de gp a

4o
(resp R ) ; on admettra %du=% .
o

4°) Exprimer @(x), ¢'(x), ¢"(x) sans symbole d'intégration.
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51nu o4 u#0, et g(0) =1. Cette ap-

1°) Soitg :R — R telle que g(u) =
plication est C” au titre de somme d'une série entiére de rayon de convergence
infini -

Pour tout (t,x)ERZ f(t,x) = g(tx) *h(t,x) ; h(t,x) =x/(1+t2),

On constate que h :R2 — R est C . Comme (t,x) > tx est Cm,
(t,x) +— g(tx) est C* au titre de composée d'applications C ; enfin f est C
au titre de produit d'applications c . O

On calcule, pour tout (t,x)€ER? :

af _cos(xt) 32f _ =t sin{xt)
i i T A T

2°) Compte tenu du 1°), on constate, en utilisant 1'&tude d'une inté-
*
grale dépendant d'un paramétre, que, pour tout nEN , on dispose de :
n
u :R—R x-——*[ f(t,x)de,

Jo

que 1l'application u_ est c” et que :

n
n n 2

[ — af . " == a f

un(x)—jc; ——Bx(t,x)dt 3 un(x) J; ~——~ax2(t,x)dt.

— D'autre part, t — f(t,x) et t s> E(t’x) sont intégrables sur [0,1]; en

I of }
outre : v(t,x)E [1,+] xR (If(t,x)|<m2) A (Ig(t,x)l<w} .
40
Comme l'intégralef -l-%-t-z dt converge, on en déduit la convergence, pour
1

tout xCR, de :
M MY
p(x) =f f(t,x)dt, et O(x) =j s;(t,x)dt.
[o} [o}

On dispose donc des applications p:R — R, et ®:R — R
L, *
— On constate ensuite, que, pour tous Xx€R et n€N :
+c0 i +o0 1
- i . _!
lo(x) Un(x) l <j T+e2 dt ; |o(x) un(x) I <f ez dt
n n
- * - * ' * . -
et on déduit que les suites (un)nEN et (un)n€N convergent uniformément
sur R, vers ¢ et ® respectivement. En utilisant les théorémes de continuité
et de dérivabilité d'une suite d'applications continues, on en déduit que @

et & sont continues et que ¢=¢'. O

* - - »
3°) a) Soit xER fixé. En intégrant par parties, on constate que :

X .5 X -
_ 3<f _ -t sin(xt)
wx(x)—j(; 57 (t,x)dt——/; T3tz dt, X>0,

1 X ! —l+t2
LIF 1 . — - —
s ecrit @ COS(XX) '——z'l X + f —'——2'7(] ) COS(Xt)dt.
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+00
P ¢ . -1+
On vérifie aisément la convergence (absolue) de K =f 34

W cos(xt)dt, et
on déduit de l'existence de lim y_(X), i.e

X>4eo

* a2f
Y(x) = W(t,x)dt.
]

. la convergence de :

— D'aprés la définition d'une intégrale impropre, ¢ est limite simple
sur R de la suite (u" ) d'applications continues,

— Montrons que la convergence est uniforme sur E

it A l-a,al , «>0
donné.

. *
Pour x€E_ et (n,p) € (N )2, nous avons :
—z'(t x)dt,

u +p(x) —u'r"(x) = i

et, en intégrant par parties comme ci-dessus, et en majorant convenablement

| o, | (™ v .
ju n+p(X) u"(X)|<|xl le j Tz dt <8(n)

oi 6(n) =1 (l+n f -]T—zdt) vérifie : lim 8(n) =

n->+= .
La suite (u;) est uniformément de Cauchy, et R est complet.

a
— De cette convergence uniforme résulte d'un part la continuité

é de la
restriction de ¢ 3 Ea’ d'autre part, compte tenu de la convergence de (ul'_l)

vers ' sur R, le fait que la restriction de ¢ & Ea est la dérivée de la res-
triction de @' a E .

— Comme on d1spose de a, on en déduit que y: R — R est continue et
que, pour tout ter” p(t) =¢"(0).

a

Remarque. Une régle d'Abel permet de traiter plus rapidement cette ques-
tion. '

* .
b) Pour tout x€R , nous avons maintenant :

= sin(xt) +¢m-tsin(xt:)
W= ) ey et f 0 ey 4

P +o (xt)
et donc : " (x) -(x) = -—J‘ %wdt=-f ﬂ-}-‘qtit—d(xﬂ-
o 0

et encore : @"(x) - @(x) =%sgn(—x) .

* . .
— La restriction de ¢ 3 R, est une solution de y" -y=-n/2 ; il existe
donc (A,u) ER? tel que :

* - -
VxER_ tp(x)=Aex+ue Xeal2 ; cp'(x)=xex—ue X,
Nous avons : lim P(x) =Y

(0), et donc A+u+7/2=0,
x+0,x>0
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D'autre part @' est bornée sur R ; en effet :
oy
VxER o' (x)| < | pzde.
o

Ceci exige A =0. Finalement, pour tout x>0 :

-x

o _ i
*ohx) = -ze .

m -x LA
©(x) =5(i-e 7) ; P'(x) =5 e
— Compte tenu de parités évidentes, pour tout x<O :

Ox) =7 (€5-1) 5 @' (x) =5 " ; @' =7 €.

— En outre : @(0) =0 et @' (0) =n/2.

+o
1°) Montrer que x Hf %ﬁ—’é&%dt détermine une application
0

¢:R— R de classe c3.

*
que la restriction de ¢ 2 R est de classe Cc* et qu'elle

est solution d'une équation différentielle lingaire d'ordre 4, a coefficients

n

o
2°) Montrer

constants.

3°) vérifier : @(x) =IrZ- (] _ e x/V2

cos x/JZ) pour tout x>0.

1°) On montre, comme dans l'exercice précédent, que f :R2 — R définie
sin(xt)
t(1+t™)

35(: )=c05(xt) . 3%f _ - tsin(xt)
ax. X 1+t 3x? 1+t

33f -t2 cos(xt) . 3“f, _t3sin(xt)
A s U o A T

par f(t,x) = si t¥0 et £(0,x) =x est c”, et on calcule :

On montre, toujours comme dans 1l'exercice pré&cédent, que @ est c3 sur R,
- » - * - . .
que sa restriction a R+ est C*, et qu'elle vérifie :

s vy enr, (E)

3°) Une solution de (E) sur R est : x> n/2. En considérant 1'équation
homogéne associée a (E), dont 1'@quation caractéristique r' +1 =0 a pour racines

» * Ld - *
(e+ie')/V2, on constate que la restriction de ¢ 3 R _est de la forme :

x = %+ e */V2(5 cos x/V2 + B sinx/v2) + /Y2 (C cos x/V2 + D sinx/V2)
1 | I +o
. xlt 1
be i letal< |L R0 i I A b

on déduit que lim wﬂ(x-)-=0, et donc que C=D=0.
x+o *
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En utilisant la continuité de ¢ sur R et @(0) =0, on trouve ensuite

A= -n/2, puis, en utilisant :
. © 1 L
lim @' (x) =¢'(0) =f rdt =
x40, x50 o 1+t 272
. . A B _ = _
on obtient enfin : “Htm =375 et donc B =0. O

— Comme @ est impaire et comme @(0) =0, on dispose d'une expression de

@Y(x) pour tout xER.

On se propose de justifier la formule :
veer, [ Sinty . “——ze-tx dt (1
+ o t+x o 1+t

. * - . R .
1°) a) Trouver les solutions sur R+ de 1'équation différentielle :

n -
yry=1/x (E)

b) Montrer que, parmi elles, la seule qui admette une limite finie

en +» est :
% 51n t
t+x
—t:x

40
2°) Montrer que x --+f ——-zdt: est définie sur R, et que sa restric-

. *
tion & R, est solution de (E).

3°) Conclure.

°) a) Les solutions de 1'équation homogéne associée & 1'équation li-
néaire (E) &tant les x v~ Acosx+p sinx, la méthode de variation des constantes
nous incite a chercher deux applications u et v de R: dans R, de classe C!l,
telles que x *— u(x) cos x +v(x) sinx soit solution de (E) et vérifie
u'(x) cosx +v'(x) sinx =0 pour tout xEk .

On obtient ainsi la solution particuli&re de (E) sur R :

% sin t xcost:
@QP:xe> —-COSX ——dt +sinx de.
b r

o it
- - - e
Comme on connalt la convergente de 1'1ntegralej Tdt’ et donc celles

4 +0
des intégrales C = f cots tdt et S= f sxtntdt’ une autre solution de (E)
| |

* .
sur R+ est f:x+» W(x)+Scosx-Csinx. On a :
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*® sint e t
f(x) =cos xf E:l—dt-sinxf cots dt (2)
* gin(tx) C[* sint
. _ sin(t-x . - sin
et : f(x) -f . dt, et : f(x) f e dt.
x )
* .
Les solutions de (E) sur R+ sont les f)\ " txv—r f(x) +Acosx+yusinx,
»
b) Etudions f(x) au voisinage de +»., En intégrant par parties, et
- *
en tenant compte de l'existence de 1lim __c_os_t=o’ on obtient, pour x€R,
tbo  EFX +
cos t
f(x) =— [ Wdt
1 2
- L+ ——— =
et : | £(x) | - fo (t+x)2dt -
On a donc : limf(x) =0.
X+t

D'autre part : lim{Acosx+yusinx) n'existe que si (A,n) =(0,0). 0O

X+ —tx
2°) L'application h: (t,x) TIET de R2 dans R est C , et vérifie :
o tx
2 <
V(e ERY 0SS )

$oo to obXx
Comme f —]-+—]E~zdt converge, on en déduit que g(x) =f Wdt converge
o )

pour tout x€R_ ; on dispose de 1l'application g :x — g(x) de R, dans R.
-tx s —tx
—0na'h'(t,x)=-—tez— (t,x) = t-e .

* Tk I+t 3 hye 1+t
— Soit aGR': fixé. On a, pour tout (t,x)€R+X[a,+¢'[ :

at -at

]h(tx)]<e » et [hl(e,x)| <e 7T,

o
Comme f dt converge, on dispose des applications g et g, de [a,+=[

dans R définies par

400 400
g (x) = f h;((t,x)dt ; g2(x) =f h;z(t,x)dt,
0 o

et (définition d'une intégrale impropre) g, g,» 8, sont limites simples sur

- . . . .
[a,+=[ des suites d'applications (un)rEN"‘ (vn)ﬂ, (“n)ﬂ avec

n n
un(x) =j; h(t,x)dt ; vn(x) =j; h;{(t,x)dt R wn(x) =]; h;g(t,x)dt

D'aprés 1'étude de l'intégrale dépendant d'un paramétre, u ., v, et w sont

continues et : v_=u' ; w_=u".

n n n n oo

En utilisant : [gi(x)-ut(ll) (x)[ < . e_atdt, i€{0,1,2}, on en déduit que
les convergences de (un), (ur'l), (u't'l) vers g, g, B, SUT [a,+>[ sont uniformes.
I1 en résulte que la restriction de g 3 [a,+~{ admet g, et g, pour dérivées

d'ordre 1 et 2.
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— En jouant sur le fait que 1l'on dispose de aER 4 on en déduit que la

restriction de g i R est deux fois dérivable, et que, pour tout xER :
+co te—tx +o 2 -t:x
g'(x) = —1_+Tz_dt s g (%) = ——z—dt
0
ce qui entraine :

+o00
g(x) +g"(x) =] e e =
(o]

% |—

3°) a) Etudions g(x) au voisinage de +». En intégrant par parties, et

—tx
en tenant compte de l'existence de lim W)' on obtient, pour xER :
- 400
11 [T oare ™t
80 %% | Qv
O e
1.1 2t 2
ot 'g‘x>|<;*;fo ey 74 &

On a donc : limg(x) =0.
X-+too

. . . * .
La restriction de g &8 R, est ainsi une solution de (E) sur R, qui admet

+

’

une limite finie en +». D'aprés 1°) b) elle coincide avec f, et (1) est jus-
tifié pour x >0. o o
b) La convergence de %QEdt entraine celle de f —S-Lt!l—dt.
l o}

il reste i montrer que cette derniére intégrale 3 pour valeur m/2 (résultat
classique, qui n'est naturellement pas considéré ici comme acquis a priori).
En reprenant (3), on constate que g est limite uniforme de la suite (un)
non seulement sur tout [a,+~[, mais sur R ; d'ol la continuité de g, et
%=g(0) = lim g(x)= 1lim £f(x)-
x-+0,x>0 x-+0,x>0

Revenons & 1'expression (2) de £(x), (cf. 1°) a)). Nous avons :

+oo
lim (sinxf Qt—s-t—dt)
x-0,x>0 1

et, pour tout x€ ]0,1[

1 1
0<sinxj cotStdt<xf -l—dt=x|Logx|.
X X

oo
On en déduit : lim (sinxf E.?;_Pdt) =
x+0,x>0 x
+oo _
D'ol : lim (cos xj %ntdt\=% . O
x-+0,x>0 X
m Ensemble de définition et continuité de la fonction de R vers R :

£ .x'-*/- cos (t* yde.
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1°) a) Pour x<0 fixé (resp. x=0), on a :
. x . x
limcos(t™) =1 (resp. limcos(t”) =cos I) .
t->tx t*+w
L'intégrale impropre f(x) est donc divergente pour x<O0.
] *
On peut ainsi considérer f comme une fonction de R _ vers R.

* .
b) L'application (t,x) v cos(t¥) de [0,1] xR, dans R étant continue,
1
*
on dispose de 1'application continue g : x +—+ f cos(tx)dt de R _ dans R.
0
*

Reste donc 3 étudier la fonction de R, vers R :

+
40
h:xs+— f cos(tx)dt.
I

4+
Notons que 1'intégrale impropre h(l) =f cos tdt est divergente.
1

c¢) Soit x>0 fixé. Pour tout T>| nous avons :

fT x P (T —1+1/x

cos(t )dt == [ u .cos udu

J1 |

La nature de 1'intégrale h(x) est la méme que celle de 1'intégrale :

+00
V(x) =] u_]+l/x.cos u du
i
* .
d) Soit x€10,1[ fixé. A tout n€N associons :

nw+w/2
a =/ u Hllx.cos udu
nn—-n/2

Nous avons
/2 -1+3/x
[an| = (nm+v) cosvdv 2 2(nm-n/2)

/2
On en déduit que 1'intégrale impropre @(x) est divergente pour x€ ]O,I1{ ;

-1+1/x

on a vu qu'elle est également divergente pour x =1.
Reste donc 3 &tudier la fonction ¢ de }1,+=[ vers R.

e) Soit x> 1 fixé. Pour tout U>1, une intégration par parties per-

U
.. -i+1/x
met d'ecru‘ej u / .cosudu sous la forme :

l U U
[u-lﬂlx.sinu] + (l—l/x)f u—2+l/x.sinudu
l 1
On en déduit que, pour x>1, 1l'intégrale impropre Q(x) converge et que :
o
P(x) = —=sin 1+ (I-1/x)¥(x) ; ¥(x) = u_ZH/x.sinudu

1
[l'intégrale impropre Y(x) est en effet absolument convergente).

e A ce stade, nous pouvons affirmer que 1l'ensemble de définition de la

fonction f est }1,+=[, et que, pour tout x€ ]1,+x[

f(x) =g(x) -%—1 + (;]{"';lz')ll)(x)-
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2°) Nous allons montrer que l'application ¥ : ]J1,+<[ — R est continue.
I1 en résultera que 1'application f : ]l,+=[ — R est continue.
— Soit un réel A>1| fixé ; Y est limite simple sur [A,+=[ de la suite

-2+1/x

Q" )ﬂ* des applications, v151b1ement continues, x -—rf .Sinudu.
Pour tous x=A et nEN on a :

‘oo 400
[ u_2+l/x.sin udu <[ u—ZHIAdu
n n

ce qui montre que Y est limite uniforme de (wn) sur [A,+=[.

lvx)-¢_(x)] =

— Il en résulte que, pour tout A>1, la restriction de ¢ & [A,+=[ est

continue, et donc que § : JI,+»[ — R est continue. a

/2 .
7.2.12 | Exprimer f(x) =f[ Arc .':%n(t $int) 3¢, x€R, sans utiliser
1'un des symboles { ou T °
J -

Soit g l'application de A=[0,7/2] xR dans R définie par

Arc tg (x sint)
sint

glt,x) = si t#0 ; g(0,x) =x.

e Soit h l'application de R dans R définie par :

h (u) =A_r%g_u pour u#0 ; h(0) =1.

On constate :

g 1
|
Vu € h = dt.
R bl [ TeaZt?
1 . . ®
Comme (t,x) »» TeuZg2 st une application C de [0,1] xR dans R, h est une

application C~ de R dans R. On va utiliser la composition des applications de

-]
classe C .

On constate :
v(t,x) €A g(t,x) =xh(x sint)

On en déduit que g est c”.
Pour tout (t,x) €A on calcule :

g i
(t x) = 1+xZsinZt °
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e D'aprés le cours, l'application f : x Hf g(t,x)dt, de R dans R,

/2
est C! et, pour tout xER : f'(x) = —s-(t x)dt.
On calcule aisément : °
£'(x) =g—. ! , et, comme £(0) =0 :
VI+xZ
WX ER  f(x) =% Arg sh x. (1)

Remarque. Pour x€ ]-1,1[ donné, la série an d'applications continues

n x2ntl 24

de [0,7/2] dans R définies par un st (-1) ETYI sin t veérifie :

|x|2n 1
Vt€ [0,n/2] |u (0)| Sy

Eun est ainsi normalement et donc uniformément convergente sur [0,%/2] ;

sa somme wx, qui est continue, est définie par :

. SioC si t#0 ; wx(0)=x.

En utilisant le théoréme d'intégration d'une série d'applications, on
a donec :

2n+l n/2 9
vx€1-1,1[ £(x) = ;( 1y f sin“®t dt.

En utilisant le calcul des intégrales de Wallis, et le développement en
série entiére de x > Arg shx, de rayon de convergence 1, on en déduit :

Y€ ]-1,1[ f(x) =%Arg sh x,

mais ce résultat est moins bon que (1).

2,2.13 ] Soit f : [0,1] — R une application intégrable. Montrer :
lim Z( Dl f (10 ¢ (4)de =o0.

X+ n=1

a) Ici x€ER_ est fixé. A tout n€N on associe 1'application :

_ x(1-t) 1
o R—R tes )
X,N n!

D'aprés le développement en série entiére de la fonction exponentielle,
pour t€ER, la série numérique Zux n(t) converge et a pour somme
x(I-t) . . > . .
exp(— ] . La série Zux , converge donc simplement, sur {0,!] en parti-
3
culier, vers l'application :

:[0,1] > Rt exp(—ex(]_t)).

Cette convergence sur [0,1] est uniforme. En effet |ex(l_t)] <e|x| pour
tout t€{0,1] ; on a donc :
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lxl

sup |u () < .
tE[O,l]I X,Nn l n!

n|

T x|,
Or la série numérique e /n! converge,

— Comme f est bornée sur [0,1], la série Zux n.f converge uniformé-
]

ment sur [0,1] et a pour somme .f. D'oli, d'aprés un théoréme du cours :
p P

nZ:;L u, (D= | @ (OE(E)de,

()
La valeur commune des deux intégrales est notée I(x).

b) Il s'agit de montrer : limI(x) =0.
XH+oo
En remarquant que les applications @, sont positives et que f est bornée,

1
il suffit de montrer limJ(x) =0, ol J(x) =f @ (t)de.
X-r+oo 0 X

— Pour xER+ donné, ©, est croissante et (px(l) =1l/e.
Soit €€ ]0,1/e[. Notons J;(x) et J,(x) les intégrales de ¢, sur [0,a] et

[a,1], a=1-ee. Nous avons :
0<J2(x)<flmx(l)dt=e.
En majorant cpx(t) parawx(a) pour t€ [0,a] :
0<J) (%) <fatpx(a)dt <@ (o).
On constate : loim tpx(u) =0 ; il existe donc .'.-1€R+ tel que c.px(u) <e

X4
pour tout x=>a, et donc 0<J(x) <2¢ pour tout x=>a. a

2.2.14 1°) En utilisant 1'é&tude des suites d'applications, calculer :

4w
£0o) =f BATCLE(XE) 4o yep.

2°) A titre de vérification, calculer directement £(1).

e Pour x€ER donné, l'application t «> t_Ar]c_.*::%ﬂ) de R dans R est conti-

nue, et donc localement intégrable ; la convergence de 1'intégrale impropre

f(x) tient a :
t Arc tg(xt)
€ ___.§__
VtER l Tt
4

= t
et @ la convergence de f Wdt'
0

L |t:|
<3 1T+

e L'application impaire f :R — R est limite simple sur R de la suite

n
. . . t Arc tg(xt)
(fn)nEN* des applications fn D 4 -—:/:-n _+—l+t dt.
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Comme ¢ : (t,x) +— tArﬁi (xt) et % sont définies et continues sur R2,

toute fn est C! sur R et :

n t2
' =
fn(X) n (|+x2t2)(l+tq)dt.
La suite d'applications continues (f;\)ﬂ* converge uniformément sur R

400
2
t
dt, ainsi qu 'on s'en assure en
2yl 4 ’
_. =2y (1+eM)

vers 1'application g : x s=>

vérifiant la convergence de 1'intégrale impropre g(x) pour tout x€R, et en
utilisant :
+co t2
VXER O<g(x) -f'(x) <2 g dt.
n n 1+t
On en déduit (cf. Cours) que f est C! et que f' =g.
1 x2+¢2 x2

— Par une décomposition en éléments simples, ou par la mé&thode des rési-

d :
us oo

1 _m
v et = 73

—00

— Par le changement de variable t=1/u :

oo
1 L
fTTTdt_/; T ¥

— On a donc g{0) =7w/V2. Pour x#0, on caleule :
1 _m
j_m TexZr2 4t = [x] °

D'oli, pour x€ER :

= 241 = ]
80) = Fatimy 122D =7 e
o Compte tenu de £(0) =0, une int&gration fournit :
Vx€R+ f(x) =1 Arc tg(x\f2+l)-n2/4 )

D'ol : VXER_  f(x) = - £(-x) =7 Arc tg(xvV2-1) + 12/4,

2°) Ecrivons : £(1) =2(I+J), avec :

: tArctg t b tArce tg t
I=£ —mrdt;.]=l T+t dt .

Par le changement de variable t=1/u :

_ ' u(n/2-Are tgw _
J_j; ut+l fﬂr-!-_ldu I

1
D'Ol:l H f(l)—ﬁ —rldu f—Y—d =Irs—.
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La formule (1) donne :
£(1) =n(Arg tg (V2+1) - n/4)

Comme Arc tg (V2+1) =3x%/8, on a encore : f£(1) =12/8,

2.2.15 1°) Montrer que 1'on dispose de 1'application :

too -t .
F:R+— C x--+fo e7t—e“"en;.

2°) Exprimer F & 1'aide de fonctions usuelles (on admettra F(0) =J11] .

-~

3°) F est-elle développable en série entiére a l'origine ?

1°) Pour tout xER, la convergence de 1'intégrale impropre F(x) résulte

-t . *
A ] oo e 1tx - 3 + A 1 1 r A w1 D
G& Ce que y ; T =+ ;—?—e e5¢ Coniinue el 4one i1ffa.emens inIegrac.ie sur n+,
1 . . -t
de ¢(t) ~ — au voisinage de 0, et |1p(t)| <e pour t=1.

Jt
e Par le changement de variable vt =u :

+w _u2
F(0) =2 e  du=Jrm
0

(la derniére égalité, qui peut s'obtenir par une considération d'intégrale

double, est justifiée au 1.2.18).

2°) F est limite simple sur R de la suite (F“)neﬂ.. des applications de R
dans € définies par
n e ¥ itx
F (x) = f(t,x)dt ; f(t,x) =—e .
n 1 /n vt

L'application f :R+XR ~» C étant C!, pour tout n&N, Fn est C! et on a:

n .
VxER F'(x)=if e tve et ge.
n
1/n
On constate que 1’'on dispose de l1'application :
+oo .
G:R —~C x> if e tvrelt™ae
0

. . . . .
et que G est limite simple sur R de la suite (Fn)nal*°
De : sup IG(x)-Fn(x)|<Kn,

*x€R ‘/n . ‘o
ol } Kn=f e Jtdt+ e Jtdt,
0 n

(-]

. - -t P

et de 11mKn=O (conséquence de la convergence de f e Jtdt), on déduit
o0 ) (o]

que (Fn) converge uniformément vers G sur R ; d*aprés le cours, il en résulte

que F est Cl, de dérivée G.
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+o .
On a donc : F'(x) =if e “veel™de pour tout Xx€ER.
o

En intégrant par parties sur [e,1/e], et en faisant tendre e€ ]0,1{

vers 0, on obtient :

VxER F'(x) = F(x) .

- —x+i
2(I-ix) 2(1+x%)
tions sur R de 1'équation différentielle linéaire et homogéne :

2(1- 1x)
L'application @ : x >

de R dans C étant Cm, les solu-

y' =@(x)y (E)

0 . » . .
sont C et constituent un sous—espace vectoriel de dimension 1| de CR ; F est

celle d'entre elles qui prend la valeur V7 au point x=0,.

Une primitive de @ est @ :x +—> —%Log (14x2) +%Arc tgx ; on en déduit
que les solutions de (E) sont les x +* A exp ((D(x)) et que :
Ja_ T Arc tgx , . _. Arc tgx]
VkER F(x)= l.cos ———5—+151n——§—J. (1)
L9 2 2
Vi+x

3°) Fixons xER. D'aprés le développement en série entiére de 1'exponen-

-t .. n
tielle,de rayon de convergence infini, la série d'applications Z%—t--(—l-l—tﬁ’i-)—-

-t .
. * e 1t
converge simplement sur R et sa somme est t — ——e X,
A>1 étant fixé, cette convergence est uniforme sur [1/A,A). En effet :

t (:'th)n - VA (A|>'¢|)n
n!

su
p n!

t€l1/a, A]

et la série numérique Ea converge, D'oli, @' aprés le cours :

<€a, a
n’ “n

e
e 1tx (1x) f -t (0 1/2 dt @)
1/a 7t © ;) l/A

e Le premier membre de (2) tend vers F(x) lorsque A tend vers +=,

n "t
A e L eitx
vt

e Pour x€ER fixé, la série Zz , oi u_(A) —(lx) _t tn-l/zdt, con-
n l/A

verge sur [],+=[, et sa somme est A +— dt.
1/A

On constate :  sup ]un(A)| <b_.

tE[A, 4o
n +o n
. _ Ix| -t n-1/2 ixl !

ou ¢ bn— —-m-— . e t dt = n' I‘(n+2).
o+l _ |x| r(nt+3/2) - l | n+l/2
bn n+l T(n+1/2) n+l

Si x a été fixé tel que x€ ]-1,1[, 1la série En converge ; la série

Eu_l converge normalement et donc uniformément sur [I,+=[,
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Pour tout n€EN, il existe : limu (A) (;x) T(n+1/2).
Arto D
On peut appliquer le théoré&me d'interversion des limites. D'oil :

N
VxE€]-1,1[ Fx)= 2(%,— I‘(n+l/2))xn
Li\nt

. - - L] -~ -~ ] - -
ce qui montre que F admet un développement en série entiére 4 l'origine, de

rayon de convergence R=>1,

1" r{n+1/2)
n!

vergente, ce qui entraine R=1. Notons un=I'(n¢1/2)/n! . En utilisant

— Montrons que, pour x =1, la "série des modules est di-

r(x+1) =xr(x), on constate :

a
ntl _ n+1/2 _ 1 1
s T wmr - zmto(E-
*
On en déduit qu'il existe kel!;+ tel que an~k/J'n au voisinage de +w, o
Remarque. Si 1'on sait g st croissante sur [1,+=[, on a, pour n>1:
T(n+1/2
(n '/ )9”? -]— Z-— diverge. a
n! nt n’

*Autre solution. D'aprés (1), F est le produit de deux applications de R

-1/4

dans C. L'une x v Vr(1+x2) » admet un développement en série entiére de
rayon de convergence |. L'autre s'écrit expo.¥, ol ¥(x) =%Arc tg x.

D'une part, exp admet un développement en série entiére de rayon de con~
vergence infini ; d'autre part, ¥ admet un développement en série entidre de
rayon de convergence 1, et vérifie ¥(0) = O. Dans ces conditions, on mon-
tre que exp oy admet un développement en série enti&re de rayon de convergence
R>1 (cf. par exemple le IV-3.1.2 de notre cours).

-

o Les trois exercices qui suivent sont relatifs d l'étude au voisinage

b
de += d'intégrales de la forme I1(x) =f (f(t))xdt.
a

La méthode utilisée (dite méthode de Laplace) est générale, mais il nous
a semblé préférable d'en faire comprendre le principe par 1'étude détaillée
de deux exemples, suivie de trois autres exemples laissés au lecteur.

On considére comme acquis les r-ésultats sutvants :

e La fonction gamma est définie sur R par :

+00
I'(x) f dt.

* VxER+ F(x+l) =xT{x).
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* VnEN F'(n+1) =n!

+W_ _ +W_2
*r(%)=f tllzetdt=2j e % du =vx.,
(o] (o]

(la derniére &galité peut s'établir en utilisant une intégrale double ; elle

fait par ailleurs 1'objet de 1'exercice 1.2.18).

2.2.16 | 1°) Soit f 1'application t '— te ©de R, dans R.

+o < «
Prouver la convergence de I(x) =f (£¢t)) de, XER
o

2°) a) Montrer qu'd tout 8§€ ]0,1[ on peut associer un A€ ]0,1[ tel que

1'on ait, au voisinage de +x :

1+§
1(x) =f (£¢e)) ae + (£() " 0 (A4 M
1-6
b) Soit e€10,1[ fixé, Montrer qu'il existe §€]0,![ tel que, pour
tout t€ [1-§,1+3]), on ait :
-1)2 -1)2
- (—tzl-)— (1+¢) <Log(£(t)) —Log(f (1)) < —%—l—)—(l-s) (2)

¢) Pour k>0 et 6>0 fixés, montrer :

5
f exp (- kxu2)du ~ Jm au voisinage de +«, (3)
o 2V kx
d) Montrer I(x)we--x ~2x—" au voisinage de +w, (4)
3°) Montrer : T(x+1)~x". e ~V7mx au voisinage de +w, (5)

1°) L'application f : t = te-t de R, dans R est C et positive.
p
. +

De f'(t) =e—t(l-t) on déduit le tableau de variations :

t 0 1 +c0
£(t) O/e_l\o

* -
— Etant donné xER+, 1'application t »— (te t)x est donc localement

intégrable sur R _. En outre elle vérifie

-t

(te ")*=o0(1/t?) au voisinage de +=,

ce qui assure la convergence de I(x).

2°) a) On constate (ce qui est important dans les exercices de ce type)

que f admet un maximum strict au point t=1 et que §€ ]0,][ étant fixé, on a,
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en notant M(8) = sup [ECe)] :
tER \ [1-8, 1+6]
M(8) =max (£(1-8),£(1+8)} <£(1).

— Prenons X tel que I(xo) converge, par exemple X, = 1. Pour tout x> 1

nous disposons des majorations :

VEERN[1-6,1+6]  (£(6))* < (M(&))* 7 .£(e)

1-8 oo
et :f (f(t))xdt+f (£(t))*de< (M(8)) X .1(1), et
0 1

+6
1468 X
< _ X o x I(1)M(8)
0< I(x) fl_é (£(e)) de< (£(1)) ORVIOT R
En adoptant A =%%S_;_ » on obtient (1). O
e L'existence d'un maximum strict de £ au point t =1 permet donc de
[1+8 -
"ramener" 1'étude de I(x) a celle de j (£(t))"dt, qui va @tre conduite par

.. 1-6
encadrement au voisinage de t=1,

*
b) On dispose de l'application g : t v Log f(t) de R dans R ; on

calcule g' (1) =0 et g"(1) = - 1. D'ol le développement limité :

Log £(t) =Log £(1) --(t—;-‘lz[lm(c)) ; lim w(t) =0.
1

On en déduit (2) en associant 3 ¢€]0,1[ un §€]10,1[ vérifiant :
vee [1-6,148] |w(t)}<e.
c) Soit x>0 fixé. Par le changement de variable Vkxu=Vv :

] k62x
j exp(- kxu?)du = ] f v 1/2 e ' dv-
o 2Vkx Jo

(3) s'en déduit en faisant tendre x vers +», et en utilisant I‘(—;-) =Jr.

S
Remarque. Toute intégrale du type f exp (-kx uu), a>0, s'étudie de la
o
méme fagon (en utilisant la fonction T).

d) Soient €€ ]0,1[ fixé, 6€10,1[ associé& 4 € et A€ ]0,1[ associé

d § comme il a été dit en b) et a). Pour tout x>1 on a ainsi :

J(x) <I(x) <K{x)

«[ [1*S (t-1)2 I(1) x|

od @ J(x)=(f(l)) [ exp (—(Hs)xT)dt——A J
1

L AX

s M(8)
146
e s K (x) = [f(])]x[j exp (—(l—s)x (t;l)Z),dr_+ _Igé; ] .

-6 M
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En utilisant (3) sous la forme :

1+68 7
exp(- kx(t-l)z)dt~ /E; .
-8

on constate : lim x J(xi = \//]z—j
x+o (£(1)) €
et : lim /x K(x) = m

oo (f(l))x 1-¢ °

— Soit a€]0,1[ fixé. On dispose de ¢€ ]0,1[ tel que :
/2n /2w
V2t - o< TE< l—“€<v2n+a
et donc de X€ ]l,+»[ tel que, pour tout x=X :

\/ﬁ-a < Vx J(X})( < \/;K(x)){ < m+a
(Em)®  (gM)

ce qui entraine :

VIT-o < VELIG) o ey o
HON

Compte tenu de £(1) =e_], (4) en résulte. 0

]
3°) Pour x>0, I'(x+l) =[ txe_t dt fournitc
0

rx+l1) = xx+]

I(x).
*
(5) se déduit ainsi de (4). En particulier pour x =n€N

n! ~n" e "V2m au voisinage de +» (Stirling).

2.2,17 | Trouver un équivalent, au voisinage de +», i :

I
I =f (1-t2e5)"d¢ .
(o]

1°) L'application f : t + 1-t2e" de [0,1] dans R est C . De

£'(t) = - t(2+t)et on déduit le tableau de variations :
t 0 1
£(e)| 1T1-e

On constate qu'il existe un unique a€ ]0,1[ tel que f(a) =0. Comme visi-

-
blement sup |f(t)l =e-1, on va désormais s'intéresser i (-l)nIn= (tzet-l)ndt.
t€fo,1] o
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e Soit €€ ]0,1[ fixé. Comme dans 1l'exercice précédent on dispose de
§€]0,1-al tel que, pour tout t€{1-8,1] on ait (grice 3 un développement

limite de t 1~ Log|f(t)| au voisinage de t=1) :

- (1—:)(21—91'+ €) SLog|f(t)| -Log(e-1) <- ('_t)(%_e .

On dispose par ailleurs de la majoration :

w
VnEN  VtE€[0,1-8] |£(t)|"< (e-1)"A"

M(3)

ol A=el’

avec M(8) = sup |f(t)t
t€[o,1-6]

*
D'oli,, pour tout n€N , 1l'encadrement : Jn<(—l)n1n<Kn,

]
ol Jn=(e—l)n[f_6exp (—(E:;Tel--# e)n(l—t:))dt:—An]

1
et : K = (e—l)n[ exp (—(-ig-—e)n(l-t))dti-An]
n 1-5 e~

) I kén v

On voit intervenir exp( - knu)du =%n e dv, qui est équivalent 3
) )

] .. ’

n au voisinage de 4=,

On constate : lim nJ(n)n =(e3—el + e)-l
o (e-1)
. . nK(n) _rle -1
et : lim -(e-l —E] .

n+eo (e—l)n

D'oli, en raisonnant comme dans l'exercice précédent

n (e—l)n+l

InN(_l) 3en

2.2.18 | Etablir les &quivalences, au voisinage de 4w,

/2
et : j excos t:dt:~\/--—1?—ex
o 2x

Laissé au lecteur, qui utilisera la méthode de Laplace.

n
72,161 1°) Etablir : lim 'El"f et ePde =
n*te 0 Jg

-n n k
2°) En déduire : lim e (Z;) _) =
n--+e K= o/

N| —
L]

|:s

~
N e
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Laissé au lecteur qui traitera 1°) en &crivant :

1 " -t .n nn+] : -t.n
T e t dt=—r-l-!—- (te ) drt,
0 0

en montrant, par la méthode de Laplace

1
- - 2 .
(te t)ndt'V% e " /7¥ au voisinage de +«,
)
et en concluant en utilisant la formule de Stirling.



FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Les exercices concernant les formes différentielles et l'analyse vecto-

rielle sont proposés dans un autre tome de l'ouvrage.

3.1. CONTINUITE. DIFFERENTIABILITE

Soit E un e.v.n., I un intervalle ouvert de R, et £ : I — E

une application dérivable.

1°) Soit a€1I. Existe-t-il lim f(x):f( )
(x,y)>(a,a),x#y X7y

. {culi 3 i nu .
On examinera, en particulier, le cas ol f' est continue en a

2°) On suppose maintenant que f est continliment dérivable sur I, et on

étudie F: IxI — E définie par :
F(x,y) =f(x})‘:§( ) si x#y ; F(x,x) =£f'(x).
a) Montrer que F est continue.
b) Soit a€1I tel que f"(a) existe. Montrer que F est différentiable

en (a,a).

1°) a) Notons que s'il existe une limite £, alors on a :

f(x)~f(a)
x-a ’

2= 1lim
x-+a ,x7a

i.e. £=£'(a).

Ceci dit, il n'existe pas nécessairement une limite, ainsi que le monfre le

contre exemple suivant :
E=I=R, f£(0)=0 ; £(t) =t2sin(1/t) pour t#0,

On constate que f est dérivable, avec en particulier, £'(0) =0, En no-
>
tant X = 1/(n/242n7) et Vo= 1/2nw, avec n€N , on constate l'existence de :

f (xn)-f (v.)

lim n #£'(0).

n->+eo X -
n ’n
On remarquera que, ici, f' n'est pas continue au point O.
b) Limitons-nous maintenant au cas ol f' est continue au point a.

. * 3 . *
— Soit EGR+. Nous pouvons lui associer a€R+ tel que :
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HE'(e)-£'(a)ll € € pour tout t€ Ia, oil Ia =10 la-a,a+al {1)

Pour tout couple (x,y) d'éléments distincts de Iu’ 1'inégalité des
accroissements finis appliquée 3 t — f£(t) —tf'(a) entre x et y conduit 3

l f(X})(:f’(y) -f'(a) " <e. (2)

On en déduit : 1im FEIE) v (a).
(6,y)>(a,a),xty 7Y

2°) F admet des dérivées partielles du premier ordre continues, et est

donc continfiment différentiable sur 1'ouvert (I x I)\A de R?, od :
A= {(x,x) | xER}.

a) Reste 3 prouver la continuité de F en un point (a,a), a€1I,.
Soit eGR:. Comme au 1°) b), associons lui aER: vérifiant (1).
Pour tout couple (x,y) d'éléments distincts de Ia’ nous avons (2), qui
stécrit ici : [F(x,y)-F(a,a)ii< e. ' (3)
Pour tout x€ Iu’ nous avons HE'(x)-f'(a)ll € ¢ ; (3) vaut pour (x,x).0
b) Limitons—-nous ici au cas ot f'"(a) existe :

* *
Soit EGR+. Nous pouvons lui associer BGR+ tel que
NE* (£)-£"Ca)-(t-a)£"(a) | € ¢|t-a] (4)

pour tout t€I_, ol I, =1INJa~B,a+B[

B B

On en déduit, pour tout couple (a+h,a+k) d'éléments distincts de I_ :

atk B
| t-alde
ath

D'oli, aprés division par [k-hl, et compte tenu de f'(a) =F(a,a) :
k
|u]du

a+k
"-['*h (f'(t)-f'(a)—(t—a)f“(a))dt" <eg
a

h

I F(a+h, a+k)-F(a,a) -%(h+k)f"(a) I<e -y
k-h

et, en majorant |u| par max (|h|,|k|) dans 1'intégrale :
I F (a+h,a+k)-F(a,a) --;—(hﬂc)f"(a) i< e max(|h|,|k]).

Cette derniére inégalité est également vérifiée pour tout (ath,ath) €12,

ainsi que l'on le constate en utilisant (4). D'ol 1l'existence de :

dF(a,a) : (h,k) = %(h+k)f"(a). O

. n
Soient E un espace de Banach, U un ouvert convexe de R* conte-

3 - oo . .
nant O, et f : U — E une application C . On suppose en outre qu'il existe un
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entier p tel que :

. d*£(0)

£(0) =0 ;

=o£k(R2’E) pour k€ {1, ..,p-11}. (1)

Vérifier qu'il existe des applications Cm, u, :U — E, telles que

(11 C!n
VXEU f(x) = ; u (x)x X%
—a 1 n
fa]=p

- . n
ol x=(x1,...,xn), a=(al,... ,an)GN . |a| Q)+ a .

e Dans le cas ol n=1, la proposition a fait l'objet du 3.2.21 de
notre tome I d'exercices d'analyse.

e Pour tout x€U, la formule de Taylor-Lagrange & l'ordre p-1, avec

reste intégral, appliquée 2 fsur le segment [0,x] donne, compte tenu de (1) :

1, yp=1
f(x)=f—(l—t-)——dpf(tx).xpdc

o (p-1)!
P
. P P_ Z' % %n 3 f
avec : d¥f(tx).x v I‘(x X T X N an(tx) .
' la]=p LN
p!
et T = ; :
o .o !
1 n

D'ol (2), avec

r 1 p
u (x) ___'f (1-t)" ———=(tx,, . ,tx_)dt.
D! 1

o (p=1) 0 axll axn“ n

. 00
ce qui montre que u, est C .

Exemple : Si f :R?2 — R est de classe Cm, avec :
f(0,0) = f)‘{(0,0) = f;(0,0) =0,
alors on peut écrire
V(x,y) ER?  £(x,y) =x%u(x,y) + 2xy v(x,y) + y?w(x,y)
ol u,v,w sont de classe c” sur R2,
Remarque. En complément de 1'exercice précédent, le lecteur pourra

montrer de fagon analogue que si f :R — R est C”, alors F :R2 — R, dé-
finie par

Fex,y) < EOOTEQ)

X=y

oo
est également de classe C .

pour x#y ; F(x,x) =£f"'(x)

Soit f 1'application de RZ dans R définie par :
2_,2
£(0,0) =0 ; £(x,y) =X ) o (x,y) #(0,0)

Xty
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1°) Montrer que f est continliment différentiable sur R2,

2°) f est-elle deux fois différentiable sur RZ? ?

La fonction f est visiblement de classe C  sur 1'ouvert R2\ {(0,0)}

de B2, Seul le point (0,0) pose probléme.

i°) On constate que les dérivées premiéres f; et f; sont définies sur

R? par :

f)‘((0,0) =0, f;(0,0) =0, et pour (x,y)# (0,0) :

, J3x2y-y3 _ 2x2y(x2-y2) | ., _x3-3xy? _ 2xy? (x2-y?)
fx(x’y)"'§7¥§¥_ '__?§77§7¥7" 3 £y Gay) =Sty xZ+y?

En notant r = VxZ+yZ, on constate que, pour tout (x,y) ER? :

|£(x,y)|<r2 : |f;‘(x,y)|<6r ; |f;(x,y)|<6r.
D'oli la continuité de f, f}" et f; sur R2, Elle entraine que f est contini-
ment différentiable sur RZ2.
2°) En utilisant ; f;(O,y) = -y, et f;(x,o) =x, on constate l'exis-
tence de :
" = = " -
fyx(o,o) 1, et fxy(o,O) 1.

Grace au théoréme de Schwarz, on en dé&duit que f n'est pas deux fois diffé-

rentiable en (0,0).

L'entier n=>1 étant donné&, on note E 1'ensemble des (n,n)-
matrices réelles, muni de son unique structure topologique d'e.v.n. Montrer
que 1'application A : M 1»— detM de E dans R est différentiable ; dé&terminer

sa différentielle.

Ecrivons MEE et sa comatrice, com MEE, sous les formes :

M=logyes, w2 5 com M=D8351 (s 5em2

2
Un isomorphisme d'e.v.n. permet d'identifier E 3 R® et de considérer
A comme une fonction polyndmiale, et donc différentiable, des n? variables
réelles a,..
1]

— Soit (i,3) Gltzl. En développant suivant la i-iéme ligne, on a :

det M =gsik aik
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et, comme, pour tout k€ {1, ..,n}, Bik ne dépendent pas de aij :

M) =8...
ij 1]

— La différentielle de A en MEE donne s'écrit donc :
da(M) : [h ]H Z 813 ij JZ](Z ji 1_])
ol {y ] désigne la transposée de com M.
On a donc : dA(M) :H «— tr( (com M)H), ol tr A désigne la trace de

la matrice A.

Déterminer les applications différentiables de R2 dans R véri-

fiant :

V(x,y) €ERZ x %ﬁ—_(x.y) +y g-)f;(x.y) = (x"+y")5 (E)

e Soit g :R2 — R définie par g(x,y) =(x'*+y“)i ; sa restriction i
R?\ {(0,0)} est manifestement de classe C! (existence et continuité de déri-
vées partielles).

En munissant R? de la norme (x,y) v max(|x|,|y|), on constate :
Vix,y) ERZ  0<g(x,y) <v2 Hl(x,y) 2.

On en déduit que g est différentiable sur BR? (le lecteur vérifiera i titre
d'exercice qu'elle est méme de classe C! sur R2).

Par ailleurs g est 2-homogéne. On déduit alors de l'identité d'Euler
que g/2 est solution de (E).

e A toute application f :R2 — R, associons F=f-g/2 ; f est solution

différentiable de (E) si et seulement si F est différentiable et vérifie :
oF oF

V(x,y) ER?  x o (x,y) +y By (*s¥) =0 (E1)
i.e. (toujours d'aprés 1l'identité d'Euler) si F est différentiable et
vérifie :

*

V(x,y) ER? VEER_  F(tx,ty) =F(x,y) n

ce qui exige que F (qui est alors continue) vérifie :

V(x,y) €ER? F(x,y)= 1lim r(tx,ty) =F(0,0)
t-+0, >0

et soit donc constante.
e Toute application constante &tant différentiable et vérifiant (1),

les solutions différentiables de (E) sont les : (x,y) +— %(x’ﬂy'*)i-#l, AER.
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* * * . . .
Soient nEN , pEN , et £ :R" — R une application p-positi-
vement homogéne et p fois différentiable en 0. Montrer que f est une fonction

polyndme.

On peut appliquer la formule de Taylor-Young au voisinage de O : il

, . , . n Lo
existe une application continue € :R — R vérifiant €(0) =0 et :

vxER"  f(x) - ﬁ;}pk(x) =l x I Pe(x) (1)
oi P (x) =£(0), et old, pour k&€ {l,..,p} :
° L[ e, (K]
Pk(x) = T [.Z‘ixi E(O)J ,» (puissance symbolique).
1=

Notons que P, est un polyndme k-homogéne.

~

*
— Soit x€R" fixé&. En remplagant x par tx, t€R_, dans (1), et en divi-

nar rp an oht
VUL - \ Nl B

* > k-~
VtER, f(x)—zbt Pp () =lxlPe(ex).

D
D'od : lim (f(x)-;)tk-pl’k(x))=0.
t>0,t>0 =

ce qui exige :

Po(x) = .. =Pp_l(x) =0, et f(x) =Pp(x). O

Remarque. La démonstration vaut pour des fonctions 3 valeurs vecto-
rielles.

Déterminer les applications positivement homogénes, de classe
* . e e
€2, de R+2 dans R, qui vérifient :

*x2  32f 32f B
VG ER (k) +5z () = =

e La fonction nulle n'est pas solution. Soient f une solution et k son

2 2
degré d'homogénéité;-g;g- et g—y-gsont (k-2)-homogénes, et donc k-2= -2, i.e.

k =0, ce qui permet d'écrire, en notant f£{1,t) =g(t) :

f(x,y) =g(y/x)

*
avec g :K+ — R de classe C2,
On obtient :

32f L2y ¥y LYE oy . %1,y
—a;'z(x.)’)—;gg(x) + w86 s 52 "%7 8 (x)
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g est donc solution de 1'équation différentielle
(1+t2)y" + 2ty" +t =0 (E)

- * . A~ »
e Inversement toute solution de (E) sur R+ conduit 3 une solution du
probléme.
e (E) est une équation différentielle linéaire qui s'intégre sans dif-

ficulté, on obtient ainsi les solutions :
£y, (6Y) = MArc tg(y/x) =y/(2x) +u, (A,n) €RZ.

Soit f :R — R ; de classe C!, vérifiant :
YtER lf'(t)|<k, avec k€ Jo,11[.

On définit F : R2 — R? par :
V(x,y) ER?  F(x,y) = (x - £(y),y-£(x)]}.

Montrer que F est un Cl-difféomorphisme de R? sur R2.
[Indication : pour montrer que F est surjective, on pourra montrer que si

BcR? est bornée, alors Fnl(B) est bornée, puis que F(R?) est fermé]

o Notons d'abord que f est k—contractante.

e f &tant Cl, F, munie de dérivées partielles continues, est cl.

Soient (x,y) et (x',y') deux éléments de R? vérifiant F(x,y) =F(x',y').
I1 vient : (x-x' =f(y)-f(y'))A(y-y' =f(x)—f(x')).
On en déduit : (|x-x"|<k|y-y')a(ly-y'| <k|x-x']|)
d'ol : (Jx-x" | <k2Z|x=x'|)A(]y=y' | <kZ|y-y'|)
et donc, d'aprés k2<1 : (x,y) =(x',y").

F est ainsi injective.

e Le jacobien de F en (x,y) est : det JF(x,y) =1-f£'(x)E'(y)>0.

Il en résulte, d'aprés le cours (cf. théoréme d'inversion locale), que
F(R2) est un ouvert et que F induit un difféomorphisme de BRZ sur F(R2),

e Il reste 3 montrer F(R?) =R2, I1 suffit donc de montrer que F(R?)
est fermé ; en effet on a : F(RZ)#¢ et RZ connexe.

— Soient (u,v) EF(R2) vérifiant lul <M et ]vl <M, et (x,y) =F_I(u,v).
On a : u=x-f(y), v=y-£(x), et donc : |x| <M+ [f(y)| et |y| <M+ |£(x)]|.
Par ailleurs : |f(x)| < |f(0)| +k|x|, et lf(y)l< |f(0)| +k|y| .

On en déduit aisément (compte tenu de k2<1) :
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x| < T (0 £ )5 || <qmzln+ €O ()

Il en résulte que, si BcR2 est bornde, alors F~}(B) est bornée.

— Soit (un,vn)ﬂ une suite convergente d'éléments de F(R2), de
limite (u,v) E-li\Z. Ecrivons, pour tout n€N : (un,vn) = (xn-f(yn),yn—f(xn)),
ou (xn,yn) =F (un,vn).

Etant convergente, la suite (un’vn)ﬂ est bornée ; il en est donc de
méme de la suite (x Y )nEN’ qui admet alors une valeur d'adhérence (x,y).
Par continuité de F, on en déduit (u,v) =F(x,y), et donc (u,v) EF(R2).

F(R2) est fermé. O

Autre preuve de la surjectivité de F. (a,b) €R2 &tant donnd, on cons-

tate que F(x,y) = (a,b) s'écrit G(x,y) = (x,y) avec :
G:RZ - R (x,y) — (a+£(y),b+f(x)).
Munissons R? de la norme li(x,y)ll=max(jx|,|y]). Pour tous (x,y) ERZ et
et (x',y') €RZ, l6(x,y)-C(x",y") Il s'écrit :
max (| £()-£Cy") |, [EG)-£x") |) <kl (x,9)-(x",y") Il

G est ainsi k-contractante ; le théoréme du point fixe s'applique : il existe

. P . =
un unique (xo,yo)ER tel que G(xo.yo) (xo'yo)' 0O

Soit E un R-e.v.n. La norme est notée |+l ou O.

1°) Montrer que ® n'est pas différentiable au point OE'

2°) Ici E est préhilbertien réel de produit scalaire <,> ; ® est la
norme euclidienne. Montrer que la restriction de ® a E\ {0} est Cl.

3°) Ici E est R? ; ®(x) =sup(|x|,|y|) ; ® est-elle différentiable ?

4°) Ici E est le R-e.v. des suites réelles (a o) neg telles que Zlan|

converge et ®(x) = i ]a | ; ® est-elle différentiable ?
n=Q

1°) Fixons e€E, unitaire. Considérons 1'application f : t +> &(te) = |t|

de R dans R, S'il existait d®(0), il existerait f'(0) =d®(0).e. 0

2°) Vix ,h) €EE o2 (x +h) @2(x )—2<x ,h>+ ®2(h).
Pour X, flxe, hr— 2<x ,h>appart1ent a E et est continue 3 cause

de |<x ,h>| < 0 ) .0(h) ; on en déduit que ® admet cette application
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*
pour différentielle en L ® est donc différentiable, et d®? EL(E,E ) est
x —+ 2<x,+>_ On constate que d®? est continue ; ®> est Cl. Comme u +— Ju

. . * * S -
est une application ¢! de R_dans R, , la restriction de @ 3 E\ {0} est cl.
0O

3°) D, et D, désignant les droites y=x et y= -x, U=R2\ (D, UD;)
admet une partition en quatre ouverts dont l'un est U; = {(x,y) |x>0
et ~x<y<x}. La restriction de ® a U; s'écrit (x,y) > x, elle est vl H
® est différentiable en tout x€U. On a vu que ® n'est pas différentiable
en (0,0). Montrons que ® n'est pas différentiable en un point de
(D; UDX\{(0,0)}, par exemple (a,a), a>0.

Ceci résulte de ce que %?(a,a) n'existe pas i cause de :

O(x,a)0(a,a) _ | o(x,2)-0(a,a) _
x-a x-a

lim
X~+a,x>a

: lim
x-»a,x>a

00

4°) On va montrer par l'absurde que ® n'est différentiable en aucun
point de E. On suppose qu'il existe AEE en lequel O est différentiable.
On a :

VHEE O(A+H) - ®(A) =d®(A).H+ Hile(}) (1)
avec lim ¢ (H) =0. Deux cas sont possibles :
H=C

a) EInOEH, Vn>no, an=0. Soit (Hp)p>no' La suite définie par

~ . n .
= oli = < = sl n=p.
Hp (hp,n)rﬂl , hp,n 0 si n<p, hp,n 1/2 P
<0
n
Ona :H €E, I I =) 1/2%>0, ©(AtH ) -®A) = IH_Il.
P L P P

On écrit (1) pour H=Hp, p>n°, puis pour H= -Hp. On ajoute et on
divise par IIHp . D'ol : s(Hp) +e(-Hp) =2, Contradiction puisque Hp tend

vers 0 lorsque p tend vers +w,

B) VnOGN, 3n>n°, anako. On procéde comme en o) avec ici

(Hp)p.>:0 et hp,n=0 si n<p, _:g,n=

: H €E H = a |>0, OA+H ) -0A)=1lH_ 0.
ona:H EE, NHI ,,Zl;l“lo (A+H ) -0(8) = I

a_ si n=p.

En outre : ¢(A-2Hp) -®d(A) =0. On-écrit (1) pour H=Hp puis pour H= -2Hp.

Dans les deux cas, on divise par |H_|l. D'ol, en utilisant encore lim H_=0:

_ do(a).H P do0) .8 prbeo
lim W =1, et 1lim —-I—IH—I[B = 0. Contradiction. o
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3.2. PROBLEMES D'EXTREMUMS

3.2.1 Existence et calcul du maximum absolu de 1'application :

- * 2 xy
£:R) =R (LY Ty Goy)

*
1°) L'application f est C, & valeurs dans R, . De :

3(Log o f) _ y-x2 . 3(Log o £) ___x-y°
T V) e (ery) b sy oY) T3GD Goy)

. . *
on déduit que le seul point de 1'ouvert (li.\'_)2 en lequel f est susceptible de
présenter un extrémum relatif est (i,)) ; on a £(1,1) =1/8,

Par ailleurs on constate :
*_ 9 3 , . . . ’ . Y
V(x,y)E(R_*)“ 0<f(x,y) <min(x,y,1/(x+y)) )

On en déduit que f admet O pour borne inférieure (non atteinte).

° F = Xy cr?
2°) En posant f(x,y) _(x+l)(y+l)(x+y)p°ur (x,y) R+\{0,0] et £(0,0),
on obtient une application f :Ri — R qui prolonge f, et est continue (d'a-

*
prés (l)]. Pour tout aER+, on a, d'aprés (1) :

V(x,y)€R2  (max(x,y)>1/a) = (f(x,y) <a) (2)

ce qui entralme : lim f(x,y) =0.
max{(x,y)++=
— Fixons a€ )0,1/8[, par exemple a=1/10. Soit P=[0,10] x [0,10].

D'aprés (2), la restriction de f a (R:)Z\P est a valeurs dans [0,1/10[.
D'autre part la restriction de f, qui est continue, au compact P admet une
borne supérieure atteinte u ; ona (1,1)EP et donc p»1/8 ; on en déduit
que tout mEP tel que f(m) =y appartient i (R:‘_)2 ; d'aprés 1°), un tel point
est donc nécessairement (1,1).

En conclusion, l'application f admet 1/8 pour maximum absolu, et ce

maximum est atteint en le seul point (I,1).

Soient E un e.v.n., U est un ouvert convexe de E, et

f :U-— E une application convexe. On suppose qu'il existe un point a€U

en lequel f admet une différentielle nulle. Montrer que f admet un minimum

absolu en a.
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Soit x un point quelconque de U\{a} . En utilisant le fait que U est
est convexe et ouvert, nous constatons qu'il existe un intervalle ouvert
de R, I=]a,B[, tel que a<0<1<B, et une application g : I — E, 3 image
dans U, telle que :

g(t) =a+ t(x-a).

Composée d'une application convexe et d'une application affine,
Y=f o g est une application convexe de I dans R.
Comme g est dérivable en 0, et f différentiable en a=g(0), @ est

dérivable en 0 et :
@' (0) =df (g(0))+g" (0) =0.
De la convexité de ¢ sur l'intervalle ouvert I, on déduit :

w(lz:‘g(o)>w.(o), i.e. f(x)=>f(a). =

Rechercher les extrémums de 1'application :

o
f:R3 — R (x,y,2) "'f e P(t3+xt2+yt+z)2dt,
(o]

. =]
- . -t
a) Pour tout n€EN, l'intégrale impropre In= ’ e ~t"dt converge ;
o

n

en effet Q: t »=>r e tt" est continue sur R, et o(t) =o0(1/t?) au voisinage

de +w,
Un calcul par récurrence fournit In=n!
D'oli 1'existence de f(x,y,z) pour tout (x,y,z) €Rr3,
b) 1° méthode. Par développement, f(x,y,z) s'écrit :

24x2 + 2y2 + 22 + 12xy + 4xz + 2yz + 240x + 48y + 12z + 720.

o -~ -
f est C , et un extrémum ne peut &tre obtenu qu'en un (x,y,z) tel que :

—;—f,‘((x,y,z) =0, i.e., 24x+6y +2z=-120 ;
%)) %f;(x,y,z)=o, f.e., 6x+2y+ z=— 24 ;
%f'z(x,y,z)=0, i.e., 2x+ y+ z=- 6 .

On constate que 1'unique solution de (1) est (x,y,2) =(-9,18,-6). Posons :
g(h,k,2) = £(-9+h, 18+k,~-6+2) - £(-9,18,-6).

Soit directement, soit par la formule de Taylor pour le polyndme f, on a :
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g(h,k,2) =24h2 + 2k? + 22 + 12hk + 4h + 2k2
= (2+k+2h)2Z + (k+4h)2 + 412

ce qui montre que la forme quadratique g est définie positive, et que f
présente un minimum absolu en (-9,18,~6), de valeur 36.

La considération de g(h,0,0) =24h2, montre que f n'est pas majorée.

-

&quation f(x,y,z) =0, la résolution de (1) montrant qu'elle
admet le point (-9,18,-6) pour centre unique.

Remarque. Le calcul précédent équivaut 3 la réduction de la quadrati-
que de R° d P : :

2° méthode. On vérifie que, sur l'espace vectoriel R[X], on dispose
oo
du produit scalaire <P,Q>=f e tP(t)Q(t)dt, et que (R[X], <,>) est un
)

espace préhilbertien réel,

Pour (x,y,z)€R3 fixé, f(x,y,z) est le carré de la distance du poly-
nome X3 au polyndme -xX2-yX-z. Lorsque (x,y,z) décrit R3, ce dernier dé-
crit le sous-espace R,[X] de R[X] engendré par (X2,X,1). On peut donc af-
firmer que f admet un minimum absolu, atteint en 1'unique polyndme :

- x°x2-y°x- z, qui est la projection orthogonale de X3 sur R,[X]. On dé&-

termine cette projection en écrivant que X3 - ( —xoxz—yox-zo) est orthogonal

~

3 X%, aXetal, ce qui s'écrit :
<x3+x X2+y X+z ,X2> =0
) o o
<X3+on2+y°X+ zo,x> =0}1i.e. (xo,yo,zo) est solution de (1).
<x3+x X+y X+Z ,1> =0
) ) )

Il est ici inutile d'étudier f au voisinage du point (-9,18,-6).

Dans R? euclidien, on considére un triangle abc isocéle
>
(tabll = llacl).

Montrer que l'application f :m — Ibmi+lcmll - v3llamll de R2 dans R

admet un minimum absolu, atteint en des points que l'on précisera.

On utilise un repé@re orthonormal dans lequel a= (0,-a) avec a>0,
b=(B,0) et ¢c=(-B,0) avec B>0.

a) L'application f est continue. Par 1'inégalité triangulaire :

> > > > -+
Nbmil = Namll = labll ; Nemll > lamll - lacl .
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D'od : £(m) > (2-/3) hamll - 2}lab |
On en déduit que f n'est pas majorée, et qu'en outre si m n'appartient

pas 3 la boule fermée B de centre a, de rayon %—%—I » alors :

£m)>2labll =£(a).

La restriction de f au compact B admet une borne inférieure p, atteinte
en au moins un point de B ; a€B entraine u<f(a) ; il en résulte que £

admet p pour minimum absolu sur B2, Comme f(x,-y)>f(x,y) pour y>0, on cons-

tate que f(x,y) =u exige y=20.

b) m_étant successivement a,b,c, on compose mr— [im Ellz, application
w .0 * w w0 *
C de R\{mo} dans R _, avec ui—> Vu, application C de R_dans R_ ; on en
déduit que la restriction de f 3 B2\ {a,b,c} est C” ; on constate que

grad f(m) = v+w-uw3, ol, u,v,w sont les vecteurs unitaires des axes respec-
tivement dirigés par ag, b;z, cm.

D'aprés le cours, f£(m) =u exige soit m€ {a,b,c}, et méme mE {b,c} 3
cause de -a<0, soit grad f(m) =0, i.e. V+w=u/3, ce qui s'écrit (en orien-

tant R2 de facon que le repére utilisé soit direct) :
(mg,mg) = (m;,mg) =en/6 (H'lOd 21), e€{-1,1} n

Avec e= -1, (1) exigerait que (mg,mg) = -w/3, i.e., que m appartienne
32 un arc capable contenu dans le demi-plan y <0, ce qui est & éliminer puis-
que f(x,y) =u exige y=0. Dans (1), on se limite donc & €= +1.

(1) est ainsi vérifié par le point d = (0,Bv3), situé dans le demi-plan
y>0 et tel que bcd soit équilatéral, et (1) s'écrit m€C; NCy, ol C) et Cp
sont les arcs capables d'extrémités (exlues) c¢ et a d'une part, a et b d'au-
tre part, ces arcs contenant l'un et 1'autre le point d.

Si B#av3, C; et C, appartiennent 3 deux cercles distincts qui n'ont en
commun que a et d, et C; NCy, ={d}.

Si B=av3, C;NC, est 1'intersection T du cercle @ circonscrit au tri-
angle bcd et du demi~plan y>0.

On a : £(b) =28 - V3VaZ+g2 ; £(d) =8 -aV3.
et on vérifie : sgn(f(b)-f(d)) = sgn(aV3-8).

ler Cas : B<aV3, ou bac<2n/3. Ici £(b)>£(d) ; u est atteint au
seul point d et vaut B -aV3.

2éme Cas : B>aVv3, ou bac >2n/3. Iei f(b) <£(d) ; u est atteint aux
seuls points b et c et vaut 2B - V3 VaZ+g2,

38me Cas : 8 =aV3, ou ba% =2n/3, on a a€Q (cercle circonscrit @ bed).
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Ici £(b) =£f(d) =0. A tout point m de 1'arc T de  (faire une figure) on
associe mg, colinéaire & cm et de méme sens, tel que !ImFII = limb I , de telle

sorte que f(m) = | cgil - V3 llamll . On constate :
(p:,pg) = (mg,mg) =n/6 ; (cl-)),c-n)l) = (a]_;,af;)

et on en déduit que les triangles cbp et abm sont semblables. D'ol :

> ->
||CE|| _ Ilbill - 28.\/, et £(m) =o0.
lamil lball 2«

Ici p est atteint en tous les points de l'arc T et en ses extrémités b et c ;

en outre u=0.

Remarque. Le lecteur connaissant le théoréme de Ptolémée pourra 1'uti-
liser pour montrer que f(m) =0 pour tout m€T,

Expliciter en fonction de a et b les extremums de la restric-
tion de

£:(x,y,2) = x3+y3+23 3 T'={(x,y,2) ER? | (x+y+z =a) A (x2+y2+22) =b2}

Dans R? euclidien, ' est 1'intersection de la sphére (0,|b|) et d'un
plan dont la distance 3 O est |a| /v3. On a T'=¢ si a2>3b2, Si a2=3b2, T
est réduit au point (a/3,a/3,a/3) en lequel f prend la valeur a3/9. Reste a
étudier a2 <3b2, auquel cas T est un cercle.

Les fonctions g) : (x,y,z) '~ x+ty+z-a, gy : (%X,y,2) '~ x2+y2+4z2-p2 et f
sont € sur R2, La restriction au compact ' de 1a fonction continue f admet
une borne supérieure p et une borne inférieure u' ; compte tenu de ce que
les formes linéaires dg;(m) et dg,(m) sont visiblement linéairement indépen-
dantes en tout m€ET, p et p' sont atteintes en des points de T qui vérifient

(cf. multiplicateurs de Lagrange) :
3(A1,22) ERZ  df(m) =Ay dgy(m) + A, dga(m), m=(x,y,z)

i.e. 3(A1,22)ER2Z grad f(m) =A; grad g;(m) + Ay grad g,(m)

1 2

X
i.e. |1 y y2| =0, ou (y-x)(z—x)(z-y) =0
1 z

X

z2 (cf. déterminant de Vandermonde)

Cette condition est vérifiée par six points de T, i.e., 4 une permuta-
tion circulaire prés (qui n'altére pas x3+y3+z3) par les deux points

Ci=(xi’yi’zi)’ i€{1,2}, déterminés par :

(xi =y, = (a -zi)/2) A ((3—21)2/2 + z% =b2)
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L'un des deux correspond donc nécessairement a4 y et l'autre a p' ;

z] et z, sont les zéros de Q(X) =3X2 -2aX+a?-2b2, et f(Ci) =% P(zi), ol
P(X) = (a-X)3 + 4X3 =3%3 + 3aX2 - 322X + a3.
I1 est commode d'effectuer la division euclidienne de polyndmes :

P{X) = (X+5a/3)Q(X) +R(X)

ol R{X) =§((3b2—a2)x—a3 +5ab2), et d'en déduire :
(31)2-542)zi - a3 +5ab? at V6b2-2a2
£(C;) = 3 v 2= 3 :

En convenant de ‘désigner par C; celui des points Ci dont ‘la c8te est

1a plus grande, on a u=£(Cy) et n' =£(Cy).

Remarque. Le calcul vaut pour a2 =3p2 ; alors £(C;) =£(Cy) =a3/9, ce
qui fournit une vérification.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES

e Le premier sous-chapitre est consacré exclusivement aux équations
linéaires ; les équations qui se raménent aqux équations linéaires - Riccati,
Lagrange, .. se trouvent dans le second sous—chapitre.

e En général la vartable est notée t, et la fonction inconnue est
notée y, ou s'il y a lteu (x,y,z) ; tl peut cependant se trouver que la va-

riable soit notée x.

4.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

I 4.1.1 [ Quelle condition doit vérifier 1'endomorphisme u de c” pour
que toutes les solutions R — c” de 1'équation différentielle (H) y'=u-y

soient bornées ?

- . - - - - L o
(H) est une &quation linéaire et homogéne. Ses solutions sont C .

Le polynome caractéristique ¥ de u, qui est scindé sur €, et le poly-
nome minimal p de u s'écrivent :
TTop™ TTomp™
x(x) = (x=X.,) ; u(x) = (x-A,) *, 1<y «n,.
. i ~ 1 i ™
i=1 i=1
Ty n p
- = @&
Le noyau Ni de ( Ai Idcn) est de dimension m, et C 121 Ni'
On note u, 1'endomorphisme de N

vi=ui--)\i IdNi.

1 induit par u, et on pose

A tout vecteur a = as aie Ni’ de c" correspond une unique solution
1"—'

wa de (H) telle que (pa(O) =a, et, lorsque a décrit c“, wa décrit 1'ensemble

des solutions de H. On a :

VtER “’a(t)=2“‘a (t),
i= i

oll wa est 1'unique solution de yi=u Yy telle que v, (0)=a

i 4 tui tui 1 i 1
De a—t(e )=ui.e , on déduit :
tu tu tu
- A S N 1y, o, .01
dt\e ay = \ui.e / ai-—ui \e ai ’
tu ALt tv
. 3 i. = i i.
et donc : wa.(t) =e a, =e e a; ,

1
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et enfin, comme v, est nilpotent d'indice r, :

1 i
ALt ri-l
e b - - 3,
wai(t) e " P_(t), ol P, () Z T V1
i i j=o

~

— La condition imposée & u est : wa est bornée sur R pour tout aec”.
Elle équivaut i : lpa est bornée sur R pour tous iENp et aiE Ni’
i
N ={1, .. .
( P { ’ sp}) r -1 r,-1

i
— [ . # (] o
Soit i “p Comme vy 0, il existe un a, Ni tel que v a

soit un vecteur non nul de Ni ; la fonction wa correspondante vérifie :
At or-l .
p (t)~e t b,, b,#0, au voisinage de +° et de —=,
a1 i i

ce qui entralne qu'elle n'est pas bornée si la partie réelle de Ai est non

>
nulle ou si ri 1. Ait

Inversement si Ai est imaginaire pur et si r =1, alors t — e est

i
Pa est une constante, ce qui entraine que ¢a

bornée, et pour tout a,€EN,,
i i i i

est bornée.
— En conclusion, toutes les solutions de (H) sont bornées sur R si,
et seulement si les deux conditions suivantes sont remplies :
i) Les valeurs propres de u sont imaginaires pures (éventuellement
nulles) ;

ii) Le polyndme minimal de u n'a que des zéros simples, i.e. u est
poly q

diagonalisable.
dy _ dz -
4.1.2 it dt + V3ix=sint
- dz dx _
Résoudre (L) : it " dt + JV3y=gint

dx _ dy =
it dt+J’3z sint

e Commengons par deux remarques :
a) (L) admet pour solution t rﬂ-j%-sin t(1,1,1), ce qui ram@ne sa

résolution 3 celle du systéme homogéne (H) qui lui est associé.

b) Pour toute solution (x,y,z) de (H) la fonction x+y+z est nulle.

x 0 1 -I 1 1 1
e Notons : X = [yj, U= (-1 0 1] ,J3=1{[1 11
Z 1 -1 0 1 1 1

On a U2 =J3-31.



162

L'équation (H) s'écrit : U g—}:+J3X=0.
Une difficulté se présente du fait que la matrice U n'est pas inver-
sible. Mais ,d'aprés la remarque b), toute solution de (H) vérifie JX=0, et

dx
done J d_t=o’ et encore
dX
ex.,. v =0.
(U+J) dat + J3X=0

U+J étant inversible, ce dernier systéme s'écrit :

g%ar V3 (U+J)"1x=0 (Hy)

Premiére méthode, (laissée au lecteur). On commence par résoudre (H,),

ce qui est un probléme classique. On cherche ensuite celles des solutions de

(H;) qui sont solutions de (H).

Deuxiéme méthode. (H;) nous permet de constater que toute solution

B — B3 de (H) qui

entraine qu'elle vérifie chacune des équations :

d?x dx _ 2 d2X dx .
Uw+\,3 dt—O H U 'd—tz'+\[3 U dt-O N

d2x d2x
u2 2 -3%=0; (3-31) g7-3X=0

2 2
et enfin : %)2(-+X=0 (en effet J %E%(-:o) .

Les seules solutions possibles de (H) sont ainsi les fA = Asin + B cos,

B
3
oli A et B désignent des matrices colonnes constantes.

Inversement, pour A et B données, f est solution de (H) si, et seu-

AB
lement si:

UA cos — UB sin + V3(A sin + B cos)
est une fonction nulle, ce qui s'écrit :
(BV3 = - UA) A (AV3 =UB)

et aussi : (BYV3= -UA) A (U2A+3A=0) (1)
La seconde condition (1) s'écrit JA=0 et signifie que la somme des
éléments de la matrice A est nulle. Les solutions de (H) sont donc les fA,B
telles que :
a B-vy
A= |B ,B=—7l§ Yy-a|l, avec a+B8+y=0.
Y o-B
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Les solutions de (L) sont les (x,y,z) telles que a+B+y=0 et :

x=(a+1/V3)sin + (y-B)/V3+cos
y= (8 +1/3)sin + (a-y)/V3-cos
z=(y+1/V3)sin+ (B-a)/V3+cos

On peut les interpréter, dans un espace affine euclidien rapporté i un repére

b i d - =g -
orthonormal (O;i,j,i), comme les mouvements & accélératicn centrale :
> > > >
t— O + (A+K) sint +K A A cost,

>
o K désigne le vecteur unitaire (_{+§+-E)/J3 et od A est donné, tel que KX=o0.

Les trajectoires sont des ellipses de centre O.

4.1.3| Soit 1'équation différentielle :

~
=1
r

y# +a(t)y'+b(t)y=0

ol a et b sont des applications continues d'un intervalle réel J dans R.
On suppose connu un couple (u,v) de solutions de (E) sur J tel que

w=uv' -u'v ne prenne pas la valeur O.

1°) Montrer que la résolution de (E) se raméne & celle des :

y' u' v'| =k, k€R (L

2°) En déduire l'expression générale des solutions de (E).

L'équation (E) est linéaire et homogéne ; a et b €tant continues ses

solutions constituent un sous-espace de dimension 3 de C3 (J,R).

1°) L'hypothése faite sur w permet d'écrire (Lk) sous la forme :

Wyl uv" +u''v +u'v"—u"v' _k
y w Y rtT YTy
ce qui montre que les solutions des (Lk) sur J sont, comme celles de (E), de

classe C3.

Or, en utilisant u™+au' +bu= 0 et v'" +av' +bv=0, on constate que,

pour toute application y:J — R de classe C3:

y u v
_(ng y| u' vl = W(y"'+ay'+by).
y" ull [1]

On en déduit que 1l'ensemble S des solutions de (E) n'est autre que la
) q q

réunion des ensembles des solutions des diverses (Lk)'
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2°) Pour k donné, compte tenu de 1l'hypothése faite sur w, (u,v) est
une base de l'espace vectoriel des solutions de :

u v
' ' 1
u v
=0
LUTLUR L

qui est l'équation homogéne associée a 1'équation linéaire (Lk). On peut donc

intégrer (Lk) par la méthode de variation des constantes. On pose
y=Au+uv, avec A'u+pu'v=0.
En faisant, au premier membre de (Lk) :

yl=xu| +uv| ; y"=)\u“+llV"+}\'u‘ +u'v|
on obtient : X'u'+u'v'=k/w,
qui, associé & : A'u+nu'v=0 fournit

At= —kv/w? ; p'=ku/wl.

L'application £ ui a tE€ J associe :
PP kl :k2 ;k 1

t t
kyu(t) + kpv(t) +k[ —u(t)[ %’-g-)dx +v(t)f —T—d“(T) T]
¢ v (t) " (1) J
o )
ol t €J est arbitrairement fixé, engendre l'ensemble des solutions de (Lk).

k fixé, lorsque (k;,k,) décrit R? ; elle engendre S lorsque (k ,ko,Kk) décrit R3.

On étudie 1'équation différentielle :

t2y" + t A(t) y' +B(t)y=0 (E)

oli A et B sont les sommes de deux séries entiéres réelles données, E t et
n
E)nt , de rayons de convergence non nuls.

1°) Discuter l'existence de solutions de la forme :
4+
®:10,R[ =R t—~ " Y e " ren, e * 0.
n=o

On fera intervenir le "polynSme caractéristique' T(X) = X(X~1) + a X+ bo'
2°) Utiliser cette méthode pour résoudre :
t(l-t)y" +3(1-2t)y"' -6y =0 (Ey)
t2(1-t)y" - t(l+t)y' +y=0. (Ey)

et :
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* *
(E) est linéaire et homogéne. On 1'étudie séparément sur R+ et sur R _.

1°) On constate par identification que, pour qu'il existe une solution

de (E) du type ¢, il est nécessaire que l'on ait, pour tout nEN :
n

(n+r) (n+r-1)e_+ l;((pﬂ-)an_p +bn—p) ¢, =0

Compte tenu de c°#=0, cette condition s'écrit :

(T(r) =O) A [\7’1'161!"r ch(r+n) +cn=0) (3)
ou : T(x)n-c_)l(()(—l) +a°X+b°,
et : cn=pz=;((p+r)an_p+bn_p Cpr n>1.

Nous nous limitons au cas oli les zéros sur € de T sont réels. Soit r

un zéro de T.

*
ler cas. On suppose T(r+n) #0 pour tout n€EN (condition remplie si r

- . . s e n - PR
est le plus grand des zé&ros de T). Ici la série entiére cht est déterminée

de maniére unique, 3 un coefficient multiplicatif prés ; si son rayon de con-

vergence n'est pas nul, on a des solutions de la forme t cotr ;yntn sur
un intervalle ]O,R[. n=

Si la différence des zéros de T n'est pas un entier, on peut utiliser
la méthode 3 partir de chacun des zéros, et, sous des réserves de convergence,
on a toutes les solutions de (E) sur un intervalle ]JO,R[, R>0.

* .
2éme cas. On suppose que les 2éros de T sont r et r+m, mEN ., Ici

(3) fournit c,, ..,c en fonction de ¢ , mais, si o_#0, on ne peut aller
s P
127 m-] o m

plus loin et la méthode est en &chec (on peut cependant reprendre le calcul

précédent 3 partir du plus grand zéro de T).

En revanche, si om=0 on peut obtenir les co» nZm, en fonction de c -

Sous une réserve de convergence on obtient des solutions de la forme :

- 400
r n r
t—>c t +
o Ynt cmt E Ynt
n= n=m

n

et, en fait, toutes les solutions sur un intervalle ]O,R[.

3éme cas. On suppose que r est zéro double de T. Le calcul du ler cas

fournit (sous une réserve de convergence) une solution u sur un intervalle
JO,R[. On effectue le changement de fonction inconnue y =uz. Nous verrons

un exemple au 2°).

2°) a) Résolution de (E;). Sur un intervalle inclus dans ]O,1[, les
1

solutions de (E;) sont celles de (E) avec :
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+-co
Ay =24U728) 50 %" (-3)¢",
n=1

400

et : B(t) = %=Z(—6)tn, (les rayons de convergence sont 1 et 1).
n=
Ici : a0=3 et bo =0. D'ou T(X) =X(X+2).
On adopte r= -2 et, comme T(r+2) =0 on se trouve dans le second cas

du 1°), avec m=2. En utilisant (3), on calcule d'abord : ¢, =0.

On vérifie ensuite que la condition 0, =0 est remplie, ce qui permet
de poursuivre. Pour n>3, on constate que, dans S il suffit de faire varier
l'indice p de 2 & n-1, les an-p étant alors &gaux 3 -3, et les bn-p a-=6,

si bien que :

=1
a =-3tpc , n=13,
n '

p=2

P
n—=1
- ! o~ . r —'\\ Bﬁ\q - - . ='\ N .
D'ot : n{n-2)c JPL__"chp, n=3 ; i.e. c3=2co et :
n(n-2)cn= (n-l)(n—3)cn_1 +3(n—!)cn_l, n=4,
Vam . _ = (n—
D'ol : (n 2)(:n (n l)cn_l, n=3,

Par récurrence : cn=(n-l)c2, n=2.

On obtient les solutions éventuelles :
400

tr— EQ-+£E z (n-l)tn=5’2‘- + ¢y (n+1)e"
t t ﬂ=2 t n=

.. . L. n n
Les séries entiéres obtenues, et les séries Eant et ;bnt ayant 1
—
pour rayon de convergence commun, ce sont effectivement des solutions sur

]JO0,1[. On constate qu'il s'agit des restrictions & ]O,I1[ des :
. A u
f).,u't'_*_t-z*' t-1)2

et on vérifie que celles—ci sont toutes les solutions de (E;) sur tout inter-

valle ne contenant ni O, ni 1.

2°) b) Résolution de (E;). Sur un intervalle inclus dans ]0,1[, les

solutions de (E,) sont celles de (E) avec :

At) = %= - +:(—2)t“,
1=

+
et B(t) =]—_]_t—= Z}tn, (les rayons de convergence sont ] et 1).
n=

Iei : a =-1etb =I.D'od T(X) = (x-12,
On adopte r=1, et on se trouve dans le troisiéme cas du 1°).

On calcule : -0 =0, "o = -0+ (2n—l)cn_], n=2.
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*
D'ol : |2'Cl =c, s nzcn=(n—l)2cn_] +(2n—l)cn_l,et c,=¢, pour tout n€N .

. . . n . .
On obtient les solutions éventuelles t «— .t t, qul sont effecti-
n‘—'
vement solutions sur ]O,1[, et méme sur ]-1,+1[. Il s'agit de restrictions

des f,\ P Lo— qui sont d'ailleurs solutions sur tout intervalle ne conte-

At
-t *
nant pas |.

— Sur un intervalle I ne contenant ni 0, ni |, on peut effectuer le

. . t . .
changement de fonction inconnue y =7-¢ 2 Le lecteur constatera qu'il conduit

a .

tz"+2'=0 ; 2' =2 ; z=pLog |t]| +A.

rr

Les solutions de (E;) sur I sont donc les :

t
By y t ~ (uLog €] +21) e

Remarque. Des cas particuliers classiques sont les é&quations d'Euler,
dans lesquelles A et B sont des constantes, et les équations de Bessel,
dans lesquelles A(t) =1 et B(t) = t2-)22,

*
4.1.5] 1°) Soit 1'équation différentielle : t(y"-y') +py=0, pEN (Ep)
a) Montrer qu'il existe un unique polyndme P qui soit solution de

(Ep) sur R et vérifie P'(0) =1. o1
Trouver une relation simple entre P et f : t > i?_—‘(e_ttp) ; en déduire
dt
que P admet p zéros a, simples et positifs, avec ao=0.
*
b) Montrer que (E_) admet sur R+ (resp. R:) une solution de la forme:
u

t
t — etQ(t) +P(t)f ﬁ—-du (1)
("
ol Q est un polyndme que 1'on exprimera au moyen de P et des P'(ai).

Résoudre (Ep) .

*
2°) Résoudre : t(y"-y)-py=0, pEN . (E_p)

(Ep) est linéaire et homogéne. Ses solutions sur un intervalle I ne con-
tenant pas O constituent un sous—espace de dimension 2 de Cw(I,l) .
P ¢ n
1°) a) La somme de la série entiare cht , de rayon de convergence R>0,

est solution de (Ep) sur ]-R,R[ si, et seulement si :

*
(c0 0) A (n(n+l)cn = (—p+n)cn pour tout n€EN ]

+1

On obtient les polynomes, de degré p, ¢P, avec :

P(t) =£ (_])n—l Cn-l t_:l_
=} p—-1 n!

qui sont solutions de (Ep) sur R, On constate : P'(0)=1. ]
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— En appliquant a t e—ttp la formule de Leibniz, on constate :
1t
P(t) =? e £(t).

I1 n'y a pas de probléme si p=1, P s'écrivant alors t ~— t. Supposons donc

p=2, et écrivons f=g(p-|) avec g(t) =e ttP.

P . . -t
Chacune des dérivées successives de g est le produit de t— e par
un polyndme de degré p, et admet donc au plus p zéros. On a :

t

g'(t) = -e tpnl(t~p)

et : g'(t) =e © tp_z(t—p+JP)(t'P'JP)-

D'oii 1'idée de vérifier qu'est vraie pour tout i€ {1, ..,p-1}, p22, 1'asser-

tion :
(1)

(Ai) Les zéros de g sont O d'ordre p-i, et i zéros simples a; 3 avec :

0<ai !<...<aii

do

La proposition i démontrer en résultera pour i =p-1.
— (Ay) est vraie d'aprés 1'expression de g'(t).

— Soit i€ ({1, ..,p~2} pour lequel (Ai) a été vérifiée. Au titre de déri-

- i i+ “ . iq s
vée de g(l), g(1 D admet O pour zéro d'ordre p-i-I. D'autre part, en utili-
sant lim g(l)(t) =0 et une extension du théoréme de Rolle, on constate gque

trtoo

(i+1) . o . .

g admet au moins un zéro dans chacun des (i+l) intervalles

0,a. - .. . . a. .,+»[. On en déduit que (A. est vraie. O
] ’31’][’ |]a1 1_], 31,1[’] i 1’ [ q ( 1+]) T

b) Nous pouvons, sous réserve de nous limiter a un intervalle I ne
contenant aucun des zéros a; de P, faire dans (Ep) le changement de fonction

inconnue z =y/P, qui conduit 3 1'équation linéaire et homogéne :

1
z" + @ % -])z'= 4]

dont les solutions sont les z' =, avec @(t) =et/P2(t). On en déduit qu'une
base de 1'espace vectoriel des solutions sur I de 1'équation lindaire et homo-
géne (Ep) est (P,F), ol ® est une primitive arbitrairement choisie de @ sur I,
et oi F =POQ.

— Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle 1/P2. La par-

tie enti&re est nul&e ; la partie polaire associée au pdle double a; est de
i i
- + .
(X-a.)* X-a,
i i

la forme

Par la formule de Taylor, en notant P'(ai) = Pivko et P"(ai) ?Pg :

1 1 1
P2 EPTIIR- 2" -
P Pi (X ai) Qi(x ai)
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ol le polyndme Qi(Y) s'éerit
P" 2 Pu
i
|+——Y+... = | + Y+ ..
IRE- S IR
i
Une division suivant les puissances croissantes fournit :

B.=1/p'2 ; c.=-p"/p'3,
1 1 1 1 1

On avu P'(0)
N_pry - e " _n : -
De ai(Pi li) 0 on déduit PY P} pour i€{l,..,p-1}.

1 ; on calcule P"(0) = — p+}.

D'oll :
et et - 1 et et
p(t) =?Z+(p-l) T+Z P!Z ((t—a.)z_t—a.)'
1= i i
et et d et
C : - = - .
omme (t-—a X t-al (t e } on peut adopter :
=1
F(t)=pP(t)f —du—et 517 8, (1)
1=0 "1

oi a€1 est arbitrairement fixé, et ol Si est le polyndme quotient de P par
X-a..
3 * *
En fait, si a>0 (resp. a<0), F est définie sur R, (resp. R_), et on
vérifie aisément que F est solution de (E) sur cet intervalle ; (P,F) est
. . * *
donc une base de 1'espace vectoriel des solutions de (E) sur R+ (resp. R_)

On peut naturellement remplacer F par -:;F qui est de la forme (1},

avec
_ 1 =y s g o P O
Q=-37 L ?7% % %=, -
1=0 1 1

2°) Pour toute solution y de (E ) sur un intervalle I, la fonction
1 :t — e y(~t) est solution de (E_ ) sur -I. En effet, pour tout t€-I,
t[q’ll'(t)"pl(t)) - py,(t) s'écrit :

t " .
- e [(-t) (¢ (-£)-¢'(-t)) + py(-t)], qui est O.
* *
Sur R (resp. R_) on a donc les solutions indépendantes de (E_p) :

t -~u
€1+ e P(-t), et t > Q(-t) +et1’(~t>j;3 “—du.

*
Etant donné (a,b,c})ER xR xR, résoudre 1'équation différentielle:
(t2+2bt+e)2y" —ay =0 {E)

On précisera la dimension de l'espace vectoriel des solutions sur R lorsque

b2 =c,
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Indication : On effectuera le changement de fonction inconnue y'/y =z,

et on cherchera des solutions particuliéres de 1'équation transformée.

1°) Résolution de (E) sur un intervalle I qui ne contient aucun zéro

du trindme T :t v— t2+2bt +c. Les solutions de (E) sur I sont les solutions
< . P « a .

sur I de 1'équation linéaire et homogéne y" ~Fzy= 0 ; elles constituent un

R-espace vectoriel @L de dimension 2, dont nous allons chercher une base.

Au risque d'oublier une solution qui prendrait la valeur O sur 1, posons

y'/y =2z, ce qui conduit & 1'équation de Ricatti (R) :z'+zZ2=a/T2.

Celle-ci admet t+— (t+k)/T(t) pour solution sur I si, et seulement si
(k-b)2 =b2+a-c,
ler cas : b2+a-¢>0. On dispose de deux solutions de (R) sur I qui,

compte tenu de 2(t+b) =T'(t) s'écrivent :

On pourrait donc ramener la résolution de (R) 3 une quadrature. Il vaut

mieux remarquer que toute solution de l'une ou l'autre des &quations :

Y'_T‘+P Y'_T'_E

y 2T T Sy TIT T
est solution de (E) sur I. C'est le cas pour V |T| P et \/_I'IT e—pF, oii F est
une primitive sur I (arbitrairement choisie) de la fonction continue 1/T, et
il s'agit visiblement de deux éléments linéairement indépendants de ¢I dont

une base est ainsl
T F , VTI] e PF).

28me cas : b%2+a-¢<0. Si 1'on considére y"——,?;zy= 0 comme une équation
g . - . I .
différentielle 3 1'inconnue YEC , 1'ensemble des solutions est un C-espace

vectoriel donc une base est, avec q=V-b%2-a+c et p=iq :
iqF ~iqF
Wit "7, V1] 7

et dont une autre base, formée de fonctions réelles, est :

(V TT] cos(qF) , V |1 sin(qP)} .

Revenant 3 notre probléme, ¢’I admet ici la base :

(V'IT] cos(qF) , V |TI sin(qF)) .

3éme cas. b2+a-c=0. On ne dispose ici que de la solution T'/(2T)
de (R), qui fournit la solution V |T| de (E) sur I.
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En effectuant dans (E) le changement de fonction inconnue y=\/ Tl ¥,
on est ramené (quel que soit le signe, fixe, de T(t) sur I) a TY"+T'Y' =0

dont une solution est F (primitive arbitrairement choisie de 1/T sur I).

Dans ce cas, @ admet la base (V |T| ,V |T| F).

2°) Si T n'a pas de zéro réel (b?-c<0), 1'étude faite au 1°) vaut pour
I=R, et on a donc dim QR=2 s 81 T a un ou deux zéros réels, il peut arriver
que l'on ait dim QR;& 2, ainsi qu'on va le constater en étudiant le cas parti-
culier ol T a un zéro double.

Un changement de variable affine raméne alors (E) 3 1l'une des formes :

t'*y"-y=0 i thy" +y =0,

* *
a) Résolution de t“y" -y =0. Pour I=R_ (resp.I=R_), on est dans

le premier cas du 1°) ; 01 admet la base (®,¢) ol : @(t) =te-]/t ot
S =\ _..-I/t
p{ty=te ',
On a : lim @(t) = == ; lim ©(t) =0.
t+0, t<0 t+0, t>0

On vérifie : 1lim ¢'(t) =0 ; 1lim ¢"(t) =0. On en déduit que f, définie
t+0, €0 t+0, 0
par f(t) =@(t) si t>0 et f£(t) =0 si t<O0 est C2, et on constate qu'elle est

solution de t“y" -y =0 sur R.

Il en est de méme pour g définie par g(t) =y(t) si t<0 et g(t) =0 si
t>0. On vérifie que toute solution de (E) sur R coincide avec une AY sur R‘:
et avec une uwy sur R*_, si bien qu'elle est de la forme Af +ug. On en déduit
que (f,g) est une base de ® , et que dim QR = 2,

b) Résolution de t'y" +y =0. Les solutions sur I=R: (resp. I=Rt)

sont les restrictions a I des fonctions h, pit t(X cos (1/t) +usin (1/t)).
L]

Toute h, L se prolonge par continuité & R pour la convention h)‘ u(O) =0.
2 3

Mais aucune hl

G, = (o}.

Remarque. A titre de complément, le lecteur pourra discuter la dimen-
sion de 1'espace des solutions sur R de : (t?-1)2y" ~ay=0.

u sauf h0 0,n'est: dérivable a droite ou & gauche en 0. Ici
1 4 14

4.1.7 Résoudre : (t-1)y" + (1-2t)y' +ty =0. (E)

(E) est linZaire et homogéne. A cause du coefficient de y", on 1'édtudie

d'abord sur I=]-= 1{ (resp. I =]1,+x[ ; les solutions constituent un sous—es—
pace de dimension 2 de Cm(I,R).

t .. . .
Comme @ : t v— e~ est visiblement une solution de (E) sur R qui ne prend

pas la valeur O, on peut effectuer le changement de fonction inconnue y =@z,
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ce qul conduit 3 :
(t-1)z" -2' =0 (Ey)

dont les solutions sur ]-«,1[ (resp. ]1,+=[) sont les restrictions 3 cet

intervalle des applications de R dans R ¢
£ : -1)2 4.
A, t — a(t-1) u

En fait les [A sont solutions de (E;) sur R, et, 3 cause de
<"

LI(]) B et f" (1)-2A

il n'est pas possible que des solutions £ , Sur J-=,1[ et £ L1 sur 11, 4]
] »

"se raccordent en 1",si (A,p)#(Q',u").

En conclusion, sur tout intervalle de R les solutions de (E) sont les

t — et(A(t:--l)2 +u).

Résoudre : 4ty" - 2y' +9t2y =0 (E)

On recherchera une solution développable en série entiére.

(E) est linéaire et homogéne. A cause du coefficient de y", on 1'étudie

d'abord sur I=R: (resp. I=Rt) ; les solutions constituent un sous-espace de
dimension 2 de Cm(I,R).

e Soit Zantn une série entiére réelle, de rayon de convergence non
nul R ; sa somme f est ¢” sur ]-R,R[, et on constate que f est solution de (E)

sur ]-R,R[ si, et seulement si la série entidre :
; n+2
- 2a; +4ast +Z{(2n+3) (2n+6)an+3 + 9an] t

a ses coefficients tous nuls, ce qui se traduit par l'existence de AER tel

que, pour tout pEN:

8,3p= (‘1)pl/(2p)! 5 83 + =2 =0.

3pt+2

p
En notant § la somme de la série entiére ;)( D t3p , de rayon de convergence

infini, on peut affirmer que les Ay, AER, sont solutions de (E) sur R. On a:
Pour t=0 : Y(t) =c(t), ol c(t) = cos t3/2.
Peur £<0 : y(t) =C(t), ol C(t) =ch(- t:)3/Z
e L'analogie entre les fonctions sin et cos (resp. sh et ch) nous invite
d introduire l'application continue ¢ : R — R dont les restrictions d R

. 3/2
3 R_ sont respectivement s :t +— sin t3/2 et §:t > sh(-t) /

+et
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* * o
On constate que, sur chacun des intervalles R+ et R_, pest C et
véerifie (E).
En outre ¢ est dérivable sur R, et :

t]/?' cos t3/2 si t=20

@ (t) =% @' (t) = -%(-c)'/"'ch(-c)”2 si t<o.

-

Mais ¢' n'est dérivable ni a droite, ni & gauche en O ; n'étant pas deux fois

dérivable sur un intervalle qui contient O, ¢ n'est pas solution de (E) sur
p

un tel intervalle.

e On en déduit qu'une base de 1'espace vectoriel des solutions de (E)
* *
sur R [resp. B_] est (c,s) [resp. C,S], et que les solutions sur R constituent

un espace vectoriel de dimension | dont une base est wW).

Etant donné a«a ER, développer en série entidre a l'origine :
f:R—R [ (I+t2)u” cos {a Arc tg t)
et g:R -— R £ v— (I+t2)a/2sin (a Arctg t).

. o - . L.
— Les fonctions f et g sont C sur R. On les étudie conjointement en

introduisant 1'application h=f +ig de R dans € qui s'écrit :

h =cos_a(p-e1mp, avec P(t) =Arc tg t.
[ gﬂ . d(p_ 2 dh . .
En calculant h' : i J¢ ~ cos Lpd—(-p, on obtient :

l~a ei(a-l)w

- - *
D'od (récurrence), pour tout n€N :

h(n) n- i(a—n)tp.

= inu(a-l) .. (a-n+1) cos ato e

I1 en résulte que si h admet un développement en série entidre & 1'o-
rigine, celui-ci est nécessairement la série de Mac-Laurin :

]"'Za ", avec a =ina(°‘-‘)"’ (a-n+l)
Sin ’ n n!

qui admet )1 pour rayon de convergence (régle de d'Alembert appliquée i la

for

série des modules) si a ¢N, et +» si a€EN,
— Soit t€ER, tel que |t| <I. Pour tout naturel n>a-l et tout réel x
appartenant au segment d'extrémités O et t, on a :
+]- i(a-n~
n+l-q 1(cxnl)tp(x)|<l

|cos w(x) - e

et done : [W™D | <(aenyta, |.
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Par Taylor-Lagrange, on en déduit, pour tout naturel n=a-l :

n
k n+l
Ih(t)— 1 _kz—:nakt \<|an+]t .
Comme 1lim Ia Ht“”l =0 (terme général d'une série convergente), il en résulte:
na+ow n
h(t) =1+ a tn.
n
n=

— En revenant a f et g, on obtient les développements en série entiére

de rayon de convergence | si a N, et +» si o EN :
+co0

= _yP aa=1) .. (a=2p+l) 2p
f(t)—]+p§=]( 1) o) t
- Z*m _iyP ala=1) .. (a=2p) 2p+l
= B 7 p:o( & @prT ° .

(f et g sont des fonctions polyndmiales pour a €N).

%.1.10 | Etant donné a€R, résoudre l'équation différentielle
(14t2)y" = 2(a-1)ty' +a(a-1)y =0 (E)

On montrera qu'elle admet pour solutions les fonctions f et g introduites a

l'exercice précédent.

(E) est de la forme y" +a(t)y' +b(t)y=0, ol a et b sont des applications
de classe C de R dans R. L'ensemble S des solutions de (E) sur R est un R-espace

- - 3 - w0
vectoriel de dimension 2. Ces solutions sont C .,

a) Montrons que f et g sont des éléments de S.- Posons h=f +ig, et

Pt (1+t2)h"(t) - 2(a-1)th' (t) +a(a~1)h(t)
En utilisant les expressions de h, h', h" (cf. exercice précédent) on constate:

a e1(a-l)q> ( -l

P =aa—1)cos "¢ up)

-2isin+e

ce qui montre que y est l'application nulle de R dans C. 0

b) Cherchons si les €léments f et g de S sont linéairement indépendants.

Le wronskien w=fg' - f'g de (f,g) est Im(f-ig)(f'+ig'). D'ol :
g

ilay b-a el((l'

w Im(cos_atp e *ixcos ])('0) = ia Im (cosl—za(p-e_up)

et : w ucosz(l—a)w , 1.e, w(t) =a(|+t2)a_l.

—~8i a#0, w ne prend pas la valeur 0 ; (f,g) est une base de S.

—Sia=0, f:tv— 1 et g:t + O sont des €léments liés de S . Ici (E)
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s'écrit : ad?[(lﬂ:z)y') =0,

et S est l'ensemble des t +— A +pArctgt, (A,p) ERZ,

Moatrer que 1'équation différentielle :
y'-2y' +y=1/Jt (E)

- ’. * * -~ - »
admet une unique solution sur R _ susceptible d'étre prolongée en une applica-
tion C! sur R_, s'annulant ainsi que sa dérivée au point O.

Notant f cette solution, calculer limf(t)/(t et).
Tt

P . * . . o . -
(E) est lingéaire. Les solutions sur R, de 1'équation homogéne associée

. . t
constituent un espace vectoriel dont une base est (@,y), avec P(t) =e et
t

&=
~
-r

J=te
- . - * - . *
On en déduit les solutions de (E) sur R_ par la méthode de variation
des constantes, en posant y=u@+vy, et en assujetissant les nouvelles fonc-

tions inconnues a la condition u'@+v'y=0.

On constate que u' et v' sont données par :

[u'(t) +tv'(t) *=0) A (u' (t) + (e+)v' () =e_t/\/t)
i.e. par : (u'(t) = -e_tlt) A (v' (t) =e_t/Jt) .
En utilisant e_t/\/t“' 1/Vt au voisinage de O (pour t>0), on constate
t -7 vt _12
que 1'intégralef eJ—Tdr converge pour t>0 ; elle vaut 2[ e dr.
) o
On a

Jt 2
v(t) =u +2[ e ' dt, et (intégration par parties) :
[¢] \ft 2
u(t) =r+e JVt- e T.
0

*
Les solutions de (E) sur R+ sont donc les f)‘ I“,()\,p)elz, avec :
]

. L
£, (t) = (A+pt)e +Jt+(2t—l)e[ e ' drt.
Asu o

— Directement, ou en utilisant y' =up' +vy', on obtient, pour t>0

t e [V 2
f' (t) = (A+putut)e +Jt + (2t+])e e dr.
[o]

Ayl
Dol : lim f)\ (£) =24 ; lim fi () =X +y.
t»0,>0 M t»0,>0 ¥

-~ Pour (),u) donné, on convient f (0) =%, et on prolonge ainsi f)\.

Asu 3
en une application continue R, — R. Celle-ci admet une dérivée en O, a savoir

lim £} (t) =A+u ; elle est c! sur R_.
t-0, ©0 ’
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Le probléme posé admet donc i'unique solution f =f0 0" On a :
’

t Y g2
lim f (e)/(te) = 2[ e dr=Vn
L+ 0,0 o)

I1 va de soi que le prolongement de f n'est pas solution de (E) sur R,.

Soit f 1'application 2-périodique de R dans R qui coincide
avec t — |t| sur [-1,1]. Montrer qu'il existe une seule solution sur R, ¢,

de :
y"' +y=£(c) (E)
vérifiant : ((0) =0} A {¢'(0) =0). (1
Pour tout tER, expliciter @(t) sans utiliser les symboles | ou Z;
donner une valeur décimale approchée de @(100).

Montrer que les solutions de (E) sur R sont bornées.

e L'application f :R — R &tant continue, (E) admet des solutions sur R,
toutes C2, dont 1'ensemble constitue un espace affine de dimension 2. D'aprés
le théoréme de Cauchy-Lipschitz une, et une seule de ces solutions vérifie (1).

e En utilisant la méthode de variation des constantes, on obtient :
@:t — u{t) sint-v(t) cos t, avec :

c t
u(t)=/ f(t) cos tdt; v(t) =f f(1) sintdr.
0 o

Comme u, v et  sont respectivement impaire, paire et paire, il suffit de les

étudier sur R+. On pose :
t .
w(t) =u(t) +iv(t) =f f(r)e dr
o

(~t+n/2)i

et on constate que @(t) est la partie réelle de e w(t).

Sur [2k,2k+1], KEN, on a f(t) =t-2k et t — f£(t)e"’ admet la primitive:

@, s to— (1= (t—2k)i)eti.

K
Sur [2k-1,2k], KEN, on a £(t) = - t+2k et t+— f(t)e" " admet la primi-

tive . Pour tout n€N, w(2n) s'écrit donc

- o

- ao(O) +an(2n) +;Luk_l(2k-l) +ak(2k_1) - 2ak(2k)]

et L.t S ;[e(Zk—])x_eZkl)

Il intervient la somme d'une suite géométrique. On a :
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244\ 1_
w(2n)=(l—e"nl e—.—-—l-

et donc : w(2n) =2 tg%-sin nee™ .
On en déduit : {(2n) =2tg-;—-sin2n, et pour n=50 :

@©(100) =0,075 216+5.10 ’.

— Expliciter @(t), tER+, &quivaut a expliciter @(2n+x) et @(2n-x),

(n,x)€ENx [0,1]. On constate que w{(2n+x) s'écrit :
w(2n) +a (2n+x) —a_(2n)
n n

et : 2 tg—;—-sin n-e™t+ (l-xi)e(zm'x)1 - e2n1
(-2n~x+71/2)1

En multipliant par e et en prenant la partie réelle :
@(2n+x) =2 tg-‘l;_-sin n*sin(n+x) + x - sin x.
On obtient de la méme fagon
w(2n-x) =2 tg%-sin nesin(n—x) + x -sinx.
e Des expressions précédentes on déduit :

VEER  |@(t)| <2 +2¢tg(1/2).

¢ est donc bornée sur R, et il en est de méme pour toute solution

Asin+yucos+¢ de (E).

0
4.1.13 | Résoudre 1'équation différentielle
t(t-1)2y" + 2(t2=-1)y"' =~ 2(t-2)y = (t-1)2. (E)

On précisera la dimension de 1'espace des solutions sur R, sur ]-=,1{, sur
10, +=[,
Indication. On vérifiera que t »—* (t:-l)_2 est solution de 1'équation

homogéne (H) associée & (E) sur des intervalles convenablement choisis.

(E) est une équation linéaire et non homogéne. Pour tout intervalle I
de R ne contenant ni O ni |, 1'ensemble FI des solutions de (E) sur I est une
.2t o . I . .
variété affine de R™ dont la direction est 1'ensemble QI des solutions sur

I de :
t(t-1)2y" +2(t2-1)y"' - 2(t~2)y =0 (H)

a) Résolution de (E) sur un intervalle I qui ne contient ni O, ni 1,

Ici : dim FI=2. Aprés avoir vérifié que t - (t-1)"2 est solution de (H) sur
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]J-=,1[ et sur ]1,+=[, on effectue dans (E) le changement de fonction inconnue
y = (t-1)"2z, qui conduit & 1'équation lindaire du premier ordre en 2z' :
tz" -2z' = (t-1)2,

On en déduit que les solutions de (E) sur I sont les restrictions 3 I des

fonctions fA w (A\,u) €ERZ, telles que :

£y L (8) = (e=1)72(0(t) + xe3 + p) (1)
! 3
avec w(t) =tT Log|t| + t2 —-;— si t#0, et ¢(0) =0, cette derniére conven-

tion étant destinée a rendre @ continue sur R, ce qui sera utile pour la suite.

b) Raccord des solutions au point t=0. On a, pour t#O0 :

z 5
@' (t) = t?Log | t] +I'3—+2t--% : (p"(t)=2tLoglt|+_jE+2.

On constate d'abord qu'il existe ¢'(0) = - 1/2, et on en déduit que @ est

¢! sur R. .
On constate ensuite qu'il existe ¢'"(0) =2, et on en déduit que @ est C2 sur R.
D'aprés (1), il en résulte que, pour tout (A,u) €ERZ, f}"u est C? sur

]-=,1[ et sur ]1,+=[. On constate que :

fA’u(0)=u 3 fi'u(0)=2u-1/2 ; f;’u(0)=6u

sont indépendants de A et que :

o.fx’u(o)-ZER,u(O)-+4fx’u(0) =1.

a . = ' cRr3 o
I1 en résulte : F]_w’][ {gk,k',u [ (A,2',u)ER & avec

g)"k.,u(t)=f,"u(t) si t<0 ; gA,A',u(t)=fA',u(t) si 0<t<]1,

= '
By at,ufo, ot At A By

avec : y(t) = (t-1)72

On a :

a(t) = (£=1)"2¢3 si t<0 ; a(t) =0 si 0<t<1 ;
B(t) =0 si t<0 3 B(t) =(t-1)"2t3 si 0<¢t<1,

(0] ; dim F =3,
1=, 1( admet (a,B,y) pour base ; dim ], 11 3

c¢) Raccord des solutions au point t=1, Pour étudier f au voisinage

A,u
de 1, posons t=1+u. Pour tout u€ ]-1,1{\ {0}, f)\ u(I+-u) s'écrit :
+-co n ’
ol S e d™ 13
(l:u) \A+3I;( 1) n)+m+2u+|+u2
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| l 11,y ¢l
(A+p+§] 2t (3A +_6)[G+|+%} +rZ;anun
. 11 3.3
avec : an_(_l) .§(n~l_3+n+l n+2)'

Pour que lim f)‘ u(t) existe, il faut et il suffit que :
t-+1 '

(A+p+1/2=0)A32A+11/6=0)

i.e. que : (A= -11/18)YA(n=1/9).

On prolonge f-ll/18,1/9 par continuité en lui attribuant la valeur O
au point | ; on obtient ainsi la seule solution possible de (E) sur ]O,+=[ ;
en remarquant que la fonction prolongée est c” sur 10,2[ au titre de

n P . .
;an(t—l) et que ses dérivées d'ordre 1 et 2 au point 1 sont respectivement
2

0 et 2a, ; on constate qu'elle est effectivement solution. D'ol :
— (] . n = » . .
D'une part : r10,+°°[ {f-IIIIS,I_IQ}' espace affine de dimension O.

— D'autre part : Fg = {h,\ ! ).ER}, avec :

hA(t)=f (t) si t<O0 ; h)\(t)=f sl t=0.

A, 179

On a : h. =h +\a, avec :
by 0

-11/18,1/9

a(t) = (t=1)"2¢3 si t<0 ; a(t) =0 si O<t.

Qll admet (a) pour base ; dim Fg=1.

* .
m Trouver toutes les applications dérivables f :R_— R véri-

fiant :

vcen: £7(t) = £(1/¢t). (1)

On déduit de (1) que toute solution f est deux fois dérivable, que :

VEER,  £"(t) = (-1/t2) - £'(1/t)
et que f vérifie sur R: 1'équation différentielle d'Euler :

t2y" +y =0 (E)
Le changement de variable t=e*, légitimé par tek:, conduit 3 :

2

g_x;-%%+ y=0.
Les seules f :R: — R susceptibles de vérifier (1) sont donc les :

£ :te— Jt (AC +uS)

A,u
ok C et S désignent cos (%Log t) et sin (%B-Log t).
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] *
e Inversement, pour tout (A,u) ER?, f est dérivable sur R, et on a :

A,u

1
R v ((x +w/3)C + (u - Av3)s)

f
En utilisant : fA u(I/t:) =7%-(AC-uS). et 1'indépendance linéaire de C et S,
?

on constate que les applications cherchées sont les f telles que A =u/3,

Asu
i.e. les :
V3 L
gk:t-—+thGosP740gt-€ ), kER.
4.1.15| Résoudre l'équation différentielle :
y(a) +5y" + 4y = Isin Ztl (E)

On montrera qu'il existe une solution gw-périodique, que 1l'on exprimera

sous la forme de la somme d'une sé&rie trigonométrique.

a) (E) est linéaire, 8 coefficients constants ; le second membre est
une application de R dans R paire, g"-périodique, continue, cl par morceaux.
Les solutions de (E) sur R sont donc C*%, et méme C® par morceaux.

Les solutions de 1'équation homogéne associée 3 (E) sont les :
t— Acost+Bsint+Ccos2t+Dsin2t.

I1 reste donc 3@ trouver une solution particuliére de (E) ; la méthode
de variation des constantes s'applique, maic elle donne lieu & des calculs

fastidieux.

-

b) Nous allons procéder par identification 3 partir du fait que
t »— |sin2t| est la somme de sa série de Fourier qui convefge normalement

sur R, et qui est une série de cosinus de la forme :
a

=24 E: a, cosépt,
2 1 4p
L 8 w/4 . . 41
On calcule: aap=? A cos 4pt sin 2t dt = -0 W:l'

e Supposons que (E) admette une solution f :R — R, 7/2 périodique.
Comme f est C% et C5 par morceaux, les f(k), k€{0,1,2,3,4} admettent des
séries de Fourier qui convergent uniformément sur R, et elles sont les sommes

de ces séries. On a :
a -]
=9 .
Vt ER f(t) = 7 + pi (a[’p cos 4pt+84p sin 4pt) (1

On en déduit que f(4)(t)-+5f"(t)-+4f(t) s'écrit :
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<400
4_20n2 ;
2a0 + AZ (64p*~-20p-+1) (c:tl‘p cos 4pt+64p sin 4pt)
p=1 a
En identifiant & T°+ ial‘p cos 4pt, et en utilisant 64p‘+ -20p2 +1#0
p=1
pour tout pEN, on constate que la seule application m/2-périodique de R

dans R susceptible de vérifier (E) est la somme ¢ de la série :

1 Z cos 4pt
T o1 (4p?-1) (64p°-20p2+1)"*

Inversement, on vérifie que cette série et les séries dérivées jusqu'a 1l'or-
dre 4 convergent normalement, et donc uniformément sur R, et on en déduit

que ¢ est effectivement solution de (E).

4.1,16| 1°) Soient J un intervalle de R ; a et b des applications
respectivement ® et C de J dans R. Quelle relation doit lier a et b pour
que :

y" +a(t)y' +b(t)y=0 (E)

admette deux solutions u et v telles que v=uLlogu ?

2°) Résoudre : y"—2(t2+%)y'+tky=o .

1°) (E) est linéaire et homogéne ; a et b étant continues, toutes
* i
les solutions de (E) sont donc C2?. Pour y:J >R, 2, et z=yLogy :

- 12
z" +az'+bz = (y'+ay'tby) Logy +y" + y~y—-+ ay'

12
et, si en outre y vérifie (E) : z"+az'+bz=¥- -by.

I1 s'agit donc d'écrire que (E) et (E;) : y'2 -b(t)y? =0 ont une solu-
tion commune u=J — R:.

(E;) fait apparaitre la condition nécessaire : b0, qui est supposée
remplie.

ler Cas : b=0, Ici (Ey) est y'=0. Pour tout kGR: les applications
u:ti—> k et uLogu sont solutions de (E) sur J.

28me Cas : b=>0 et b#0. Supposons qu'il existe u:J — R solution
commune 3 (E) et & (E;) sur J.

Par la continuité de l-), 11 existe un intervalle I<J, d'intérieur non

vide, tel que b{(t) >0 pour tout t€I.

1
L'application t+— —‘l—(t—:)— de I dans R est continue, 3 valeurs dans
, u(t) Vb(t) ,
{-1,1} d‘'aprés (E;). Elle est donc constante, et il existe e€{-1,1} tel que:
' )
veer L) o yRD).

u(t)
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*
Il existe ainsi e€{-1,1}, a €I et AER,  tels que

+
Lt
VEEI u(t)=2Xexp ((—:j vb(1) d'r) .
a

Comme u est solution de (E) sur I, on a nécessairement

VtEI em—)= —%%%g:—) _a(z_t)
et : vVeEET u(t) =A(b(t))_1/4 exp (-ft a(z'r) d'r) .
e Inversement, pour tout intervalle IGCJ tel que :
VtE1

(b(t)>0) A {(b'(£) +2a(£)b(t))2 =16 b(t)?)

on vérifie aisément que deux solutions de (E) sur I sont @ et @wLogw®,
. t
p(t) = (b(t)) e exp (—[ a(z—'r)d'r\

a

}’
rement indépendantes.

Notons que si I admet une borne toé’J'\i telle que 'b(to) =0, on a
Iim  @(t) =+= 3
t>ty, t€1

4 un intervalle de J qui contient to.

2°) Tei : a(t) =-2(t2+1/t) ;

9
* *
est remplie par I=R_ (resp. I=R_), et que deux solutions (indépendantes)

de (E) sur I sont u et uLogu avec u(t) = exp(t3/3). Les solutions de (E)
sur I sont les :

£, it (A+ptd)exp(t3/3), (A,n) ERZ.

c€I, et que ces solutions sont linéai-

(1)

avec

les solutions @ et ¢ Log @ ne peuvent donc €tre prolongées

b(t) =t*. On constate que la condition (1)

4.1.17 | Soient J un intervalle de R, a et b deux applications conti-

nues de J dans R et ¢ : J — R une solution autre que la fonction nulle de
1'équation différentielle (E) y"+a(t)y' +b(t)y=o0.

1°) a) Montrer que si J est compact, l'ensemble & des zéros de ¢ est
finit.

ﬁ) En déduire que dans le cas ol J est quelconque, l'ensemble &
est dénombrable.

2°) On suppose que 8(0 a au moins deux &léments et on considére deux
z&8ros consécutifs a et b de ¢ avec a<b.

Soient ¢ : J — R une solution de E indépendante avec ¢ et &

" 1l'ensemble

de ses zé&ros. Montrer que a (resp. b) n'appartient pas a 8‘,) et que &llJ a un

élément et un seul dans Ja,bl[.
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1°) a) On raisonne par 1'absurde en supposant &LP infini. On sait que
1'on dispose alors d'une injection de N dans &'-D et, puisque J est compact,
on peut extraire de cette suite une suite convergente. Au total on dispose

d'une suite (an) d'éléments de 8‘0’ convergente de limite L€ J, vérifiant

nEN

en outre : VYn¥m a_#a -
n ‘m
Notons que puisque {n€EN | an=2,} a au plus un élément, quitte & tron-

quer la suite (an), nous pouvons Supposer :
VnEN an¢ L.

Comme @ : J — R est de classe CZ on a, en particulier :
@(a )-o(L)
®(2) = limg(a ) =0 ; @'(2) = lim —————=0.
e N>t %n

D'aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, (E) admet une unique solution
qui au point 2 de J prend pour valeur O ainsi que sa dérivée, et cette solu-
tion est l'application nulle de J dans R. Comme ¢ n'est pas la solution nulle,
1'hypothése 8(0 infini est absurde. O

b) Tout intervalle J de R est une réunion dénombrable d'intervalles

compacts J=nEN Jn; puisque ¢ : J — R est une solution de (E) qui n'est
pas la solution nulle, sa restriction & tout Jn est une solution qui n'est

pas la solution nulle, et donc l'ensemble des zéros de ¢ qui appartiennent

a Jn est fini ; &m est ainsi une réunion dénombrable d'ensembles finis. 0O

2°) Remarquons tout d'abord que 1°) prouve que les zéros de ¢ sont
isolés dans J ce qui permet, lorsque &w a au moins deux éléments, de dispo-
ser de deux zéros a et b consécutifs, avec a<b.

Comme ¢ et y sont deux solutions indépendantes, le wronskien
wi:J— R, wit) =@(t)p'(t) -p(t)p'(t), ne s'annule pas. En particulier :
w(a) = = y(a)y' (a) #0,d"ol a¢&w ; de méme b¢&w.

e Raisonnons par 1'absurde en supposant que § ne s'annule pas sur
Ja,bl ; nous disposons alors de l'application @/} qui est de classe C2, et
dont la dérivée est - w/y2.

Comme w ne s'annule pas, w est de signe constant donc /¢y est stricte-
ment monotone sur {a,b], ce qui est incompatible avec (p/y)(a) = (/) (b) =0.

Ainsi ¢ admet un zéro sur J]a,b[, et il est clair en permutant les

roles de ¢ et y que ce zéro est unique. O
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1°) On considére les é&quations différentielles (Ei)
y" +ai(t)y=0, i€{1,2}, ot les a; sont des applications continues d’un in-
tervalle réel J dans R, telles que aj <a,. Soient ¢, une solution de (E,)
(autre que la fonction nulle) admettant au moins deux zéros, et &, B(a <B)
deux zéros consécutifs de ;.

Montrer que toute solution de (E;) a au moins un zéro dans Ja,B].

2°) Soit (E) :y" +a(t)y=0, ol a :J — R est continue.
a) On suppose qu'il existe tOGJ et mER tels que 0 <m<a(t) pour
tout t?to et que ]to,to+ﬂ/JmJ cJ.
Montrer que toute solution de (E) a un zéro dans ]to’to +1/Vm].
b) Soient a et 8 (a<B) deux zéros consécutifs d'une solution

(non nulle) de (E), tels que 0<m<a(t) <M pour tout t€ [a,8]. Montrer :

P Y e

] <
nyvrl

6 =i‘i~§|’|/vrm.

M

Toutes les solutions considérées sont des applications C2 de J dans R.

1°) Faisons l'hypothése (H) : il existe une solution ¢, de (E;) qui
ne prend la valeur O en aucun point de la,B8].

Quitte & remplacer @, par -, et/ou 9, par -, (ce qui n'altére pas
les zéros) nous pouvons supposer (en utilisant la continuité des solutions

d'une équation différentielle) que : 9, (a) =0, ¥, (B) =0, et :
@, (t) >0 pour t€ ]a,Bl ; ©(t)>0 pour t€]a,B]l ; 9y(a)>0.

La fonction w=(p;(p2 -(pl(p",_ a pour dérivée (az—al)(pltp?_?O, et est donc crois-

sante sur [a,B]. On a w(a) <w(B) avec :

wla) =} ()@, (@) 5 w(B) =0} (8)w,(B).

] @ (t)
Or (pi (@) = lim L1 —">0, et méme goi (a)> 0, car, d'aprés le théoréme de

toa, £a t—a
Cauchy-Lipschitz, la fonction nulle est la seule solution de (E;) telle que

y(a) =0 et y'(a) =0. De la méme fagon : (pi(B) <0.

-

Il en résulte w(a) 20 et w{B) <0. (H) conduit 3 une contradiction. O

Remarque. De meéme, toute solution de (E;) sur J a au moins un zéro
dans [a,8[.

2°) a) On applique 1°) avec a; : t > m et ap, =a. Une solution non nulle
q 1 2
de (E;) est ©, st sin[v’m(t-to)) ; deux zéros consécutifs en sont to ‘et

t +7/vVm. o
0
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b) L'hypothése B —a>w/Vm conduirait (en faisant t, =a) 3 une con-
tradiction avec le résultat de a).
e Appliquons le 1°) avec aj =a et aj : t1— M, Une solution de (E;) est
Py i t e sin(JM(t—u)) dont deux zéros consécutifs sont a et a+ w/VvM. On
doit avoir o+ m/VME ]Ja,B], i.e. w/VM<B -a. a

o Les deux exercices qui suivent utilisent les résultats précédents.

4,1.19] On considére 1'équation différentielle de Bessel :

t2y" + ty' + (c2-32)y =0, A€ER (8,)

°) Montrer que, pour A<1/2, toute solution de (B ) sur R* {resp. R‘:),

d valeurs dans R, a au moins un zéro dans tout 1nterva11e ]t ,t +11], ol

to>0 (resp. to+1r<0) ; on pourra poser y-z-ltl—”‘.

2°) On se limite ici 4 A€N. On connait la solution sur R :
+c0 n 2n
_ A (-1)™(t/2)
3, st (6/2) nzb s

Montrer que J, a au moins un zéro dans tout intervalle ]to’to + (A+1)7],

ol t, et e + (A+1)7 sont de méme signe.

Indication. On cherchera une relation entre J)\+l et ——-(J /t ).

1°) En utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on constate que les

|t:|_l/2 est une application C~ de

-1/2
»

solutions considérées sont C ; comme t v
* * * .
R, (resp. R_) dans R _, pour toute solution y, nous pouvons poser y=z-|t|

ce qui nous raméne 3 1'é&tude des solutions de :

z" +a(t)z=0, ol a(t)=!+(%-)\2]?‘;_- (EA)

Pour A<1/2, le 2°) a) de 1'exercice précédent s'applique 3 (EA)' avec
m=1 : toute solution ¢ de (E ) sur R* (resp. R*) a au moins un zéro dans
tout intervalle ]t t +1r], ol t°>0 (resp. t°+1r <0), et il en est de méme

pour la solution correspondante @ | t] 1/2 (BA)' 0

2°) Pour AEN, la fonction t»— J)\(t:)/tA est dérivable sur R, au titre
de somme d'une série enti&re de rayon de convergence infini., Sa dérivée au

point t est 0 si t=0 ; si t#0 elle est :

0 +00 (_l)n(t/2)2n—l _ __L (E)}wli (_l)n—l(t/2)2n—2

& -DTR+mT 7 A2 (=11 (A+n)!
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On en déduit 1'égalité d'applications de R dans R :

J = - t)‘ ._d_. J_A
A+l dt t)\
Il en résulte par le lemme de Rolle que si a et B sont deux zé&ros consécu-

tifs de méme signe de JA’ il ex1ste au moins un zéro de JA-H dans Ja,B[.

e Soit I—]t ,t +(A+l)1r] CR » (resp. Rt)-. D'apraés le 1°), J, a au moins
un zé&ro dans chacun des intervalles ]to,t°+ﬂ], ..._]to+xﬂ,to+()\+l)1r] ; ces zéros,
au nombre de A+l,sont distincts. On déduit de ce qui précéde que J; a au moins
A zéros (distincts) dans I, et, par récurrence, que J>‘ a au moins un zéro

dans 1. a

Soit ¢ :R — R une solution (autre que la fonction nulle)
de 1'équation différentielle (E) :y" +ety =0,

1°) Montrer que l'ensemble &'9 de ses zéros est infini, dénombrable.

2°) Montrer qu'il existe une surjection strictement croissante n > a
q J n

w . . s .
de N sur &wnn+. Montrer 11man=+°°, et trouver un équivalent a a, au voi-

sinage de 4w, :

1°) 3(0 est dénombrable (pas nécessairement infini) d'apré&s 1'exercice
4.1.17 .

D'autre part on a : ef>1 pour tout t€R . Considérons 1'équation dif-
férentielle y" +y =0 dont une solution non nulle est t '— sint . Deux zéros
consécutifs de cette solution sont nm et (n+t1)w, n€N. En utilisant 1'exer-
cice 4.1.18, 1°) (avec J-ll ) on constate que ¢ a au moins un zero sur tout

intervalle lnmw,(n+1)7], n€N, et donc une infinité de zéros sur R .

*
2°) Pour n€EN , 8(00 [0,n7] est un ensemble fini, dont le cardinal est

noté a 3 visiblement : an>n et an+l>qn'+‘l. ‘Mous disposons donc d'une bi-

jection strictement croissante 6 de {1, .. ,'a } sur &‘pn [0,0r] ; pour tout

entier m=n, en est la restrlctlon de 9 a {l ,an}.

Pour tout pEI ’ Ap-{nGN |p<or. } est non vide ; soit a_ la
valeur commune des en(p), nGAp. I1 est clair que p ap est une bijection

*
strictement croissante de N sur a(pnn+. a

D'aprés Log(l +l) ~% au voisinage de +», il existe Noeftel que :

Va>N_  ;-<Log(l + )<

4n 2(n+l) h
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Soient n?No fixeé, etAJn=]2 Log 2n, 2 Log2(n+1)].

Pour cGJn, nous avons @ (2n)2<et<[2(n+l))2

D'aprés 4.1.18a), @ a un zéro sur }2 Log2n, 2Log2n +2—1;] intervalle
inclus dans Jn d'aprés (1), et donc au moins un zéro sur Jn.

D'aprés 4.1.18b), deux zéros consécutifs de ¢ sur Jn sont & une dis-
tance au moins &gale 3 ﬂ%m . Comme, d'aprés (1) :

n
2Log 2(n+1) -2 Log 2n<2 ICTI]
@ a au plus deux zéros sur Jn'

e Soit M le cardinal de 1'ensemble fini 8wﬂ[0,2 Log ZNO]. En utili-

sant ce qui précéde, on a, pour tout 1:1>N0 :

aMo"'(n_No) <2Log2n<a

Par changement de notations on a, pour tout n>Mo +1

Mo+2 (n—No)+l

2 Log (n—Mo+2No-l) <an< 2Log2 (n-Mo+N°) .
a

P . n
On en déduit : lim ———=1,

n 2Llogn
i.e. an~2 Log n au voisinage de +=. a

*
4.1.21 ] Soient p :R, — R une application continue telle que

4o * .
f tlp(t)[dt converge, et @ :R+ —~—* R une solution de (E) :y" +p(t)y =0.
|

1°) Montrer que t — @(t)/t est bornée au voisinage de += .,

2°) Montrer qu'il existe lim¢'(t).
t+oo

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz relatif aux équations linéaires,

on sait que  existe et est de classe C2,

*
1°) Pour tout tER_, nous avons :

t t (u)
@' (t) =o' (1) =f @' (u)du= - up(u)“’u—“du (1)
1 1
— Soit t=1, Nous avons, par (1) :
£ ou)
lo' ()| <o (| + | || lupw)|du (2)
1

Or, @' Etant continue, nous disposons de sup |@'(x)|, et cette borne est
x€[1,¢t]
atteinte en un xoe[l,t]. D'oti, par (2) :
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X
cop ol <10 2] + [ 2129 lup
x€[1,¢] 1

t
<le'()] +f |&$)Hup(u)|du. 3)
1

-- Soit maintenant t=2. Nous avons :

I‘D(t) | < I‘D(t)l I(D(l)‘ + I(D(t)-w(l)l

et |9£—t—)l < I(.p(l)l +xes['.up ]|(.p' (x)|
l,t

et (cf. (3)) : |‘°(t)1< +f |‘°(“)||up(u)|du

ol : c=lom| +le' )| +f |o(u) | |p(u) |du.
En utilisant le 4.1.13 de notre tome I d'exercices d'Analyse (lemme de
Gronwall), on en déduit :
@(t) ¢
ve=2 ] c | €c exp (f Iup(u)ldu)
2

et a fortiori, grice 3 la convergence d'une intégrale impropre :

4o
ve>2 |Ltt)l <c exp (f [up(u)ldu). o
2
@(u)
u

400
2°) D'aprés 1°), 1l'intégrale impropre[ up(u) du est absolument
1

convergente, et, compte tenu de (1), il existe :

+<0
lim @' (t) =¢@' (1) —f p(u)y(u)du. a
t-rtw 1
4
4.1.22 Soient p :R+ — R, continue, telle que f |p(t)|dt converge,
o}

et :R_— R une solution de (E) : y" +y-p(t)y =0,

Montrer que @ est bornée.

La continuité de p fait que @ est C? ; ® est solution sur R, de :

y"+y=p(t)e(t) (E))

En résolvant (E;) par variation des constantes, on constate qu'il existe
(A,B) ER®  tels que, . pour tout tE€R_ :

t
@(t) =Acost+Bsint +f sin(t-u)p(u)p(u)du
o

t
lo(t) | <c +f l@(u)||pCu)|du, c=|a] +|B].
o]



189

En utilisant l'exercice 4.1.13 du tome T (lemme de Gronwall) :
t
VLER lo(t) | <c exp (f IP(U)ldu)
(o}

4+
et donc : VtER_ lo(t)]| <c exp (f Ip(u)ldu). o
(e

*
4.1.23 Soit p :R+ — R, Cl, telle que :
*
3A€R, ve>A  (p(e)>0) A (p'(£)>0)

*
Montrer que toute solution @ :R+ — R de (E) :y" +p(t)y =0 est bornée

au voisinage de +=,

De ce que p est C!, on déduit que @ est C3.
12
On dispose de l'application § =@? _._(DT de [A,+~[ dans R_ ; on calcule
P t
Y'= -p'@'2/p2 et on constate : Y’ <0 ; ¢ est ainsi décroissante, et on a,

en particulier :
ve2A  p(t) <y(A),
ce qui entraine :

VE=A @2 (t) <y(A). O
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. '
4_2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES

Dans les deux premiers exercices de ce sous chapitre, on étudie des

méthodes de résolution approchée d'une équation différentielle.

Soit D un ouvert de R2, et f : D — R une application de classe
Ccl. On lui associe 1'équation différentielle : y' =f(x,y) (1)
Soit P=[a,b] x [yo—r,yo+r]CD. On suppose qu'il existe (k,l“[)E(l?::_)2 tel
que
(1) Y(x,y)EP |f(x,y)|<M ;
(ii) V(x,y) EP V(x',y')EP [£(x',y') - £(x,y) | <k(]x—x"'| +|y-y‘|) ;
(iii) b-a<rM.
On considére la solution ¢ de (1) sur [a,b] telle que @(a) =Y,-

*
Soient n€EN , h=(b-a)/n, et, pour tout i€ {0, ..,n}, xi=a+ih.

1°) Montrer qu'il existe une unique application @ : [a,b] — R continue,
- .. o <<
telle que (pn(a) y, et que la restriction de @ a chaque [xi’xiH]’ 0<i<n-l,

soit affine, de dérivée f(xi,(pn(xi)].

2°) Montrer que la suite ((pn)neu converge uniformément vers wtsur {a,b] ;
on explicitera un majorant de |tpn(x) -@(x)| pour x€ [a,b} .
En déduire une méthode de résolution approchée de 1'équation (1) (dite

"méthode d'Euler" ou méthode de la tangente).

3°) Soit ¢ la solution de (x2-4)y' +xy =2 sur ]-2,2[, qui vérifie

@(0) =0. Calculer une valeur approchée de @(1) par la méthode précédente.

Vérifier en calculant exactement @(1).

e Notons que, d'apré&s le cours, P est un "cylindre de sécurité" de
1'équation (1) : f est k-lipschtzienne sur P, donc k-lipschitzienne en y.
L'existence et 1'unicité de ¢ en résultent. Notons pour la suite, que pour
tout x€ [a,b], |@'(x)| <M ; @ est donc M-lipschitzienne sur [a,b].

Y, étant donné, considérons la relation de ré&currence :

Y41 =yi+hf(xi,yi),ret soit (jti) l'assertion : <€ y; est défini, et
¥; € [yo"i o yo+i ;]> . (A,o) est vraie, Supposons (.&i) vraie, avec
0<i<n-l. Il en résulte (xi,yi)EP,donc ¥

+ st défini. D'autre part
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b-a _r
RS A RS P A +]|ryi-yol- or |y, ,,-v;l= lhf(xri.yi)l<ﬂ <=
d'autre part lyi-yo| <1 o et donc |yi+l —yol <(i+l); ; (A;iH) est vraie.

Ainsi Yg» = »¥, sont définis,

1°) De toute évidence, @, est 1'unique application continue affine par

morceaux vérifiant wn(xi) =y; pour tout i€{o, ..,n}. 0

20) NotonS Ci = [sup ] l(D(x)"‘Dn(X) I ’ (EO =0) -
x€|x ,x.
(o} 1

Pour x€ ]xi’xi'H[’ on a : @'(x) =f(x,(p(x)) et (.p;l(x) =f(xi,yi).
Dlod = @' (x)-@! (x)| <k(|x=x,| + [o(x)-y, ).
Or : lox)-y; | < |o(x)-0x,) | + [o(x;)-0_(x.)| <Mh +¢,,
et donc : |y’ (x)—t,p"l(x)|<kh+k(Mh+ei).
Par application des accroissements finis, il en résulte ;:

lo(x)-0_(x) | Sk(+1)h? + khe, + [o(x)-0_(x,)].

D'ol
- 2
Vx€[x %, 1 Jo(x)-o (x) | <kM+1)h? + (1+kh)e,,

relation qui est encore vraie si x€ [xo,xi]. On en déduit :

2
€lnl Sk(M+1)h< + (!+kh)ei.

Une simple récurrence donne, compte tenu de €, =0 :
e; SK(M+1)hZ[1 + (14kh) +.. + (+kn) i1
D'ol finalement :
e < (M+DR[(1+kh)" - 1],
En utilisant ]+t<et, t€ER, et nh=b-a, on obtient :
Vx€ [a,b] |(0(x)—(pn(x)| < (M+I)(ek(b_a)—l) E;_a (2)

La convergence uniforme de @ vers ¢ sur [a,b} en résulte.
Y (on est une solution approchée de (1). Concrétement les couples
(xi,yi) (0<1i<n) donnent @, sous forme tabulée, l'incertitude étant majorée

(uniformément) par (2).

Remarque. Le majorant (en 1/n) fourni par (2) n'est pas trés petit. On
constate effectivement que le procédé indiqué ici converge lentement. Il
existe de bien meilleures méthodes (cf. exercice sulvant).

3°) I1 s'agit ici d'une équation linéaire, ce qui assure l'existence
et 1'unicité d'une solution ¢ sur ]1-2,2[ vérifiant @(0) =0. Nous nous intéres-—

serons ici 3 la restriction de ¢ & [0,1]. P est de la forme [0,1] x [-r,r].
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Pour (x,y)€P on a : I;Z(—_Z%| 42-}1—-. Nous devons donc choisir r et M de telle

sorte que : ZL;<M€1'. C'est possible avec : M=r=1.

L'existence de k résulte de la continuité de f)" et f' sur P, et 1l'on
peut choisir k >max[sup|f)"(x,y)|, s;p|f;(x,y)|). Le lecteur vérifiera qu'ici
k =1 convient.

. nEN" &tant choisi, on adopte h=1/n et on définit la suite
(yo, ,yn) par y. .. =V +hf(xi,yi). On prend y, comme valeur approchée de

(1), avec ici, d'aprés (2) :

_ _ 1 3,44
Iyn ©(1)] <2(e-1) —<==
Un calcul pour n =100 donne : Y100 ~ - 0,602 644.

Le lecteur vérifiera que les solutions sur ]-2,2[ de 1'équation pro-

posée sont les :

Arc sin(1/2)
J3

@(1) = =1/3V3=-0,604 600+5.1077,

et que la valeur exacte de (1) est -2 , S0it :

Remarque. Nous n'avons pas cherché 3 évaluer 1l'erreur sur le calcul
(ou Terreur de chute") dans 1'itération ci-dessus. L'importance de 1'er-
reur sur la méthode ne la rend pas nécessaire., Par contre, pour de plus
grandes valeurs de n la question peut se poser. Expérimentalement on peut
constater : Yio00 = 0,604 403, ¥ 10000 ~=0,604 580 ; il ne semble pas y

avoir propagation excessive des erreurs sur chaque y,. I1 n'en est pas tou-
jours ainsi. C'est le probléme de la stabilité, que nous n'aborderons pas
ici.

1°) Soient I un intervalle de R, ¢ : I — R une application de
classe C2, onI et 8€]0,1). Déterminer (a,8) ERZ tel que

P(x _+h)-w(x )
S = (09" (x) + BY' (x _+6h))

soit un infiniment petit d'ordre maximal lorsque h tend vers O.

2°) En déduire une amélioration possible de la méthode utilisée dans
1'exercice précédent (on ne demande pas de majorer 1l'erreur). Expérimenter

les cas 6 =1/2 et 6§ =1 sur l'exemple.

1°) Au voisinage de 0 : [tp(x°+h)—cp(xo)]/h = ' (xo) + (h/2)(p"(x°) +o(h),
et : ay' (xo) + B! (x°+0h) = (a+B)y' (xo) + B9 hco"(xo) +o(h).
D'oii la solution : (a,B) = (I - l/(20),l/(28)).
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2°) Reprenons 1'équation différentielle y' =f(x,y), et la solution ¢
telle que w(xo) =y, } f étant supposée de classe Cl, ¢ est de classe C2 au
voisinage de X,

L'idée de l1a méthode précédente était de remplacer sur [xo,xo+h] la
courbe représentative de  par sa tangente au point d'abscisse X puis d'i-
térer le procédé en x; =xo+h, etc .. . Autrement dit on approchait
[w(xo+h)-m(xo))/h par @' (x ).

Le 1°) nous conduit a utiliser maintenant 1'approximation :

(@(x_*h)-0(x )} /h = a@’ (x ) + B’ (x_+6h)
avec @' (xo) =f(xo,yo). Mais ' (xo+9h) =f[xo+6h,lp(xo+9h)] n'est pas connu. On
peut songer d l'approcher par f[xo+0h,yo+6h f(xo,yo)] [c'est—i—dire a4 évaluer
(p(x0+6h) par la méthode de la tangente). Cette approximation convient car,

comme le lecteur le vérifiera :

f(xo+6h,yo+eh f(xo,yo)) =£(x,y,) +Oh[f; (x .y ) +f(x°,yo)f;(x°,yo)] +o(h)
=g’ (xo) + 6ht9"(xo) +o(h)

et ainsi le développement effectué au 1°) reste inchangé.

Application. On obtient les algorithmes suivants :

. Cas 8=1/2 (Méthode dite de la tangente améliorée) : a=0, B=1. Ici:

y =yi+hf(xi+h/2, yi+(h/2)f(xi,yi)).

i+l

. Cas 6 =1 (Méthode dite d'Euler-Cauchy) : a=B=1/2, Ici :

Yiep SV * (WDIECGe,y) +Elx, Ly +hf(xi.yi)) .

Exemple. Avec l'exemple de 1'exercice précédent on trouve, toujours
pour n =100, et alors que @(1) = -0,604 600 +5.10~7 :
(6=1/2) o(l) =-0,604 594 ;
o=1) (1) ~-0,604 607 .
C'est nettement mieux que (1) = -0,602 644 trouvé au 4.2.1,

Remarque. Si on applique la méthode d'Euler-Cauchy a 1'équation y' =f(x),
on retrouve la méthode des trapézes pour le calcul approch& d'une intégrale.

Sans chercher a résoudre 1'équation différentielle :
4yy' =4y +t =0 (E)

construire les graphes des solutions. On remarquera que t — t/2 est solution,

*
et on étudiera d'abord les solutions & valeurs dans R+.
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Nous remarquons que si (p est une solution sur un intervalle I, alors
t '~ -@(-t) est solution sur -I. D'autre part nous constatons qu'une solution
ne peut s'annule:r qu'en t =0,

Nous chercherons donc d'abord les solutions i valeurs dans R:. Les
solutions & valeurs dans Rt s'en déduiront par symétrie du graphe par rap-
port 4 l'origine ; enfin pour obtenir les autres solutions, nous chercherons
d& raccorder des solutions déji obtenues, le raccord ne pouvant se faire

qu'en t =0.
]D w t = [] t - -
) Etude pour (t,y)GRXR+. L'équation (E) s'écrit :

y' =1-¢t/(4y) (n

et le théoréme de Cauchy-Lipschitz s'applique.

b) ER?, a<b}. D'a

Nous écarterons désormais ce cas ; il en résulte que Q(t) - t/2 garde
sur I un signe constant (non nul).
Faisons quelques remarques préliminaires.

(P1) @ est une fonction concave.

En effet, de : @' () =1 -1t/ (4&9(1:)) on déduit que Y est de classe C2 (et

méme C par récurrence). On calcule :
4(t)@" () + (20" (t) - 1)2 =0.

D'ol : @'(t) <O pour tout t€I ; @' est ainsi décroissante. a

(Py) Si a (resp. b) est fini, et si @ admet en a (resp. b) une limite

finie celle-ci est nécessalirement O.

En effet, supposons par exemple b<+=, et 2= 1lim @(t), avec EER:.
t+b,td
On a, d'aprés (1) : lim @'(t)=1-1/(42). Appliquons le théoréme
t-b, t<®

de Cauchy-Lipschitz au point (b,&) ; il existe une solution définie sur un
voisinage de b, et se raccordant avec @ en b, en contradiction avec le fait

que @ est solution maximale. a

(P3) Si @ est croissante sur I, alors b=+x, et lim'(t) = lim o) I

t 2°
tr4+ t->+4c
En effet, soit tOEI. Comme  est croissante et concave, on a ¢ (t0)20

et :

VEET (L) <m(to) + (t—to)cp' () (2)

Si b était fini, ¢ serait croissante et majorée et admettrait une limice,

. * . .
nécessairement dans R+, en contradiction avec (P,). On a donc b = +»,
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Puisque ' est décroissante et positive, il existe 2= limo'(t), R.ER+.
t+to
D'aprés un exercice classique, on en déduit : limy(t)/t =2, et, compte tenu
t++x
de (1) : L#¥0 et L=1-1/(42) ; d'ot 2=1/2. (m]

(Py) Pour tout t€I, ©'(t) et @(t) -t/4 sont de méme signe.

* Ces préliminaires acquis,distinguons deux cas suivant la position de

¢ par rapport 3 t «— t/2.
— En utilisant (1) et @©(t) >0, nous constatons @'(t)>1/2 pour tout t€1I
(ce qui entraine @'"(t) <0 strictement) ; ¢ est strictement croissante.

— Soit toe I. Par concavité
VEET 0<o(t) <ot )+ (e-t )o'(t ), (0'(t))>0).

On en déduit a>-= (sans quoi on aboutirait & une contradiction en faisant

r croiceante
t crolssante

14

. - . . .
tr minarde 11 evxigcta 1im
£ minoree, 11 existe iim

t+a,t>a

()
A

S

et cette limite est 0 d'aprés (P3).

De @(t)>t/2 résulte alors a<0. Supposons a=0 ; comme @' est décrois-

sante, il existe 2= 1lim ¢'(t), ZEi+; d'oli, par application du théoréme des
t+0, 0
accroissements finis : £= lim w, et, comme ci-dessus, 2=1/2, ce qui
¢+0,50 °©

exige @' (t)<1/2 pour tout tE I, en contradiction avec @'(t)>1/2. On a donc
a<o0.
— Comme @ est croissante,on a, d'aprés (P3) :
b=+ ;3 lime@'(t) =1/2 ; lim(t)/t=1/2,
tr+eo 4o
Etudions la branche infinie,ce qui revient i &tudier 6(t) =w{t) —t/2.

Nous aurons : &(t)>0, 8'(t)>0 et 1limd'(t) =0, ce qui entraine 1l'existence

tr+m

) —*

de lim&(t) =2, avec LER, .
t->+oo

*
Supposons R.GR+. Comme on vérifie aisément
VEET  26(t)8'(t) +t8'(t) -d(t) =0,

il vient : limt8'(t) =2. En posant y(t) =t8(t), on constate que
o

P (t) =td8'(t) +6(t) vérifie limy'(t) =22, et que lim w=22, en contra-
t>+o tr+o
diction avec limé(t) =L, et £¥#0. On a donc £ =+=,
t-r4o

*
En conclusion : toute solution maximale ¢ de (E) 3 valeurs dans R, telle

que @(t)>t/2 pour t€ I, est définie sur un intervalle I = Ja,+=[, avec.a<O ;

elle croit de O 4 4+~ ; elle est concave ; sa courbe représentative présente

une branche parabolique de coefficient directeur 1/2.
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—0On aaz0 et ' (t)<1/2 pour tout t€1 (ce qui entraine Lp"(t)<0).

Comme ' est décroissante et majorée, il existe 1lim @'(t) ; en utilisant
t+a,ta
plt) =t/4(l—lp'(t)), on en déduit qu'il existe lim (t) ; cette dernidre
. . - t+a,t>
limite est O d'aprés (P3). 78
Si 1'on avait a>0, il en résulterait, d'aprés (1) : lim @'(t)= -,
t+a,t>a
en contradiction avec la décroissance de ©'. On a donec a=0.
De a=0 et lim @(t) =0, on déduit, en reprenant un raisonnement déja
t+a,t>a
rencontré : lim @'{(t) = 1lim @(t)/t=1/2,
t+0, 0 t+0, 0
— La fonction @' ne peut 2tre positive, sans quoi, d'aprés (P3), on
aurait : b=+4= et 1lim®'(t) =1/2, en contradiction avec : @' est décroissante
t->+o
et ©' (t)<1/2 pour tout t€I.

11 existe donc tOEI tel que (D‘(to) <0. En utilisant 1'inégalité de
concavité (2), on constate b<+» ; ' &tant décroissante, on & @' (t) <0 pour
tout t€ [to,b[ ; @ est décroissante et minorée sur [to,b[ ; 11 existe donc

lim (t), et cette limite est O d'aprés (P2) ; en utilisant (1), on en
t+b, t<d
déduit : lim @' (t) = -,
t+b, t<b
Strictement décroissante sur I (3 cause de ¢"(t)<0), ¢' a un zéro

unique t;.

En conclusion : toute solution maximale ¢ de (E) & valeurs dans l*,
de 8 valeurs dans R

telle que ¢(t) <t/2 pour tout tE€TI est définie sur un intervalle I =]0,b[, avec

b>0 ; elle est concave et on a le tableau de variation :

t 0 ty b
! (e)[1/2 + 0 - —-co

(L) o/q/z\_o

* . .
e Nous allons montrer qu'étant donné a€R_, il existe une unique solu-

tion de (E) définie sur Ja,+o[ a valeurs dans R:, admettant O pour limite en a.

— Il ne peut exister deux telles solutions @, et ¢ sans quoi (Cauchy-
Lipschitz) on aurait wl(t)i#(pz(t) pour tout t€ Ja,+=[ ; d'oli par continuité
(quitte i transposer ¢, et (02) : sgn((pz—(pl) =1 ; comme

03 (£)=04 (6) = ooty (02 ()0 (©)

on aurait @;(t)-9](t) <0 pour tout t€ ]a,0[, en contradiction avec

P(t)-p (£) >0 et 1lim ((pz(t)—(pl(t)] =0.
t+a,ta
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4
—4

— Supposons qu'il existe une telle solution ¢ ; celle-ci, qui est C2 et
strictement croissante, induit un difféomorphisme de la,+wo[ sur JO,+w] 3 le
difféomorphisme réciproque ¢ ! est solution C2 sur ]0,+=[ de :

dt _ 4y
d_y-—lty—t (2)

et vérifie : lim tp'l(y) =a.
y+0,y>0
Inversement, il existe un ouvert D de R? contenant (a,0) sur lequel

(t,y) — T;—IE est Cl. Il existe donc un n>0 et une unique application :
Y :]-n nl — R qui soit solution de (2) sur ]-n,n[ et vérifie y(0) =a. On
constate que ¥ est C2 ; on a ¢'(0) =0, et, pour y€ J-n,n{ :

(4y=w () }e" () + (40" () ¥ (y) = 4.

En particulier : ¢"(0) = -4/a>0. Quitte 3 modifier n, on peut (par conti-
nuité) supposer ¥"(t) >0 pour tout t€ ]-n,nl, ce qui entralne ¢'(t) >0 pour
tout t€]o,n[ ; ¥ induit donc un C?-difféomorphisme de ]O,n[ sur un intervalle
Ja,a'[, a'>a ; le difféomorphisme réciproque noté & vérifie (1) sur Ja,a'[ ;
par Cauchy-Lipschitz (to,e(to)), toe la,a[, définit une solution maximale @
de (E) a valeurs dans R:, dont 8 est une restriction ; en utilisant 1'étude

précédente, on constate que ® est définie sur Ja,+o[, a
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®
e On montre de la méme fagon qu'é&tant donné bER+, il existe une unique

. . *
solution de (E) définie sur ]0,b[ a valeurs dans R, admettant O pour limite en b.

2°) Revenons a 1'équation (E). En utilisant la symétrie par rapport &
0, nous déduisons du 1°) les solutions & valeurs dans Bt.
Les autres solutions s'obtiennent en prolongeant et en raccordant en t=0:
— une solution sur )-b',0[, b'>0, & valeurs dans kt, et une solution
sur JO,b[, b>0, & valeurs dans R: ;
— 1'une de ces solutions et la solution t+»— t/2,

*
Courbes isoclines. Pour tout (t Yo JERxR donné, la solution du pro-

bléme de Cauchy admet une dérivée m telle que 4y m- 4y e =0. La "courbe
isocline", ensemble des points de Rx R par lesquels passe un graphe de solu-
tion admettant une tangente de coefficient directeur m donné est donc

Am\{ (0,0)}, ot Am est la droite d'équation 4(m-1)y+t=0 ; en particulier

Ao et A} sont les droites d'équations y=t/4 et t=0.

e La figure représente quelques graphes de solutions de (E).

Remarque . En fait on sait résoudre (E) au titre d'equation homogéne.

Les graphes des solutions 3 valeurs dans R (resp ) autres que t > t/2
sont inclus dans les supports des arcs parametres , a€R", avec :

fu tu — (t=aue , y=af{u+l)e /2).

*
4.2.4 , Etant donné w€R_, on é&tudie 1'8quation différentielle :
y"+wlsiny=0 (E)

1°) Vérifier que les solutions maximales de (E) sont définies sur R.
2°) Soit @ : R — R une solution. On suppose qu'il existe (to,k)elxz
tel que (D(to) =kn. Montrer que le point (to,kn) est centre de symétrie du

graphe de ©.
3°) Ici ¢ désigne la solution de (E) sur R déterminée par : @(0) =Y,

et ¢©'(0) =y(; , ol (yo,yc;)Ek2 est donné. Vérifier
VEER ©'2(t) - 2w? coskp(t)=y<;2—2m2 cos y (1)

Donner 1'allure du graphe de . On fera intervenir A = yt;z - 2w? cos Yo = 2w,

(E) est 1'équation différentielle du pendule simple.
1°) L'application y > -w? siny de R dans R est w?-lipschitzienne ; en
raisonnant comme pour les équations lindaires (cf. IV. 5.1.1, 2° de notre

cours) on constate que les solutions maximales sont définies sur R en entier.
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2°) On constate que ¥ : R — R définie par y(t) = 2kn —LD(Zto—t) est solu-
tion de (E), et que w(to)=(\0(to). ‘P'(to)=w'(to) ; d'ol ¥ =0. o

3°) De @"(t) +w? sin@(t) =0 pour tout tER, on déduit, en multipliant
par 2@'(t)

-d%((p'z(t) - 2w? cos @(t)) =0 pour tout tER.

©'2 - 20?2 cos P est donc une constante, dont la valeur s'obtient en faisant
t=0. O

Premier cas : 4> 0. Posons A=2m2a2, a>0. I1 vient :
VEER  @©'2(t) = 2w? cos Y(t) + 202 (1+a?) > 2w2a?2 > 0.

@' ne prend pas la valeur O, et garde donc un signe fixe. En remarquant que
- est la solution de (E) associée & (-yo,-y(; ), nous pouvons supposer

y!>0 ; ainsi :
VEER @' (t)=wav2.

® croit strictement de - a +°, Comme ¢ prend toute valeur kn, k€Z, le graphe
de @ admet une infinité de centres de symétrie (cf. 2°))

Soit (to,t1)€R2 déterminé par : tp(to) =0, @(ty) = 2w,

Compte tenu de ©'(t) >0, (1) fournit : Lp‘(to) =¢'(ty). On constate que:
v : R — R définie par ¢(t)= - 2w +l.p(t+t1—to) est solution de (E) et que
ple ) =0=w(c ), v'(t ) =@'(t1)=0'(t ) ; d'ok y =9, et ainsi :

VIER Q(t+T) =@(t) +27, oli T=1t; -t .

D'aprés le 2°), le point de [to,tll en lequel ¢ prend la valeur 7 est
(to+t1)/2.
y La restriction de ¢ a [to,to+T/2]
(resp. & [to+T/2,t1] est concave (resp.
convexe) ainsi qu'on le constate grice
i sgny'(t) =—sgn(sinkp(t)) . D'ol le
pX. { A graphe de la restriction de ¥ a [to,tl]
celui de ¢ s'en déduit par les transla-
tions Ti+ 273 (cf. figure 1).

Du point de vue cinématique, le pendule

tourne toujours dans le méme sens et son

e e cass s s ———

mouvement admet la période T.

~
-
~

to

fig. 1
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Remarque. ¢ est un Cm-—difféomorphisme de R sur R, dont la détermination
se raméne a celle de @~!, lui-méme dé&fini par :

y 1
y '—*f du .
Y, V2uw® cos u + yo'l - 2w? cos Y,

En particulier :

PA
T=j L du.
o V2w’ cosu+ y(;z - 2w cos Y,

Deuxi®me cas : A<0. Nous allons exhiber une famille de solutions de (E)

sur R, et nous vérifierons ensuite que @ figure parmi elles.
A<0 s'écrit : cos yo—y;2/(2w2)> -1. Comme cosy -y(;2/(2w2) <1, i1

existe un unique A€ [0,n[ tel que : cos® =cos Y, -y;Z/(2m2), et (1) s'écric:
VEER ©'2(t) =2w2(cosw(t) - cos 9) (2)

e Si =0, c'est-a-dire si : (1 -cosyo)+y(;2/(2m2) =0, ou encore si
y°=2k1r (kEZ) et y‘;=0, alors ¢ est l'application constante t «— Y, (1le
pendule est au repos).

e Supposons maintenant A€ ]O,n[. Nous inspirant de la remarque précé-

dente et de (2), considérons 1'application ¥ : ]-6,8[ — R définie par :

y 1
y r— du.
o wV2(cosu-cos?h)

o
Nous constatons que ¥ est impaire,C , & dérivée strictement positive ;

¥ induit donc un C -difféomorphisme croissant de 1-8,8[ sur }-T,T[, ot 1'on
a posé :
e[ !
o v3(cosu -cosﬂ)du (intégrale impropre convergente).

Notons ®: ]-T,T[ — ]-A,8[ le difféomorphisme réciproque, qui est C.oOna:

vt€ ]-T,T[ @' (t) = w VZ{cos O(t) - cosh) (3)

D'ot : ve€ ]-T,T( @'2(t) = 2w2[cosd>(t) - cosﬁ]
et donc : 20'(t)@"(t) = - 2w?®'(t) sin®(t).

Compte tenu de ®'(t)# O pour tout t€ ]-T,T[, ® est solution de (E) sur
]-T,T1[.

D'autre part, par construction : lim &(t) =6 ; d'aprés (3) et (E)
t»T, t<T
lim @'(t) =0 ; lim @"(t)= -w2 sinb.
t+T, t<T t+T,t<T

On en déduit qu'en posant ®(T) =0, et, par imparité, ®(-T)= -6, on
prolonge @ en une application C2 sur [-T,T], et, on constate que celle-ci

est solution de (E) sur [-T,T].
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Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que 1l'on peut prolonger @
d'abord 4 [-T,3T] en posant ®(t) = - ®(t-2T) pour t€ ]T,3T), puis, par pério-
dicité, 3 R tout entier, l'application ainsi obtenue, encore notée ®, admet-

tant la période

f 1
4T=4f du .
o wV2(cosu-cos®)

Son graphe (cf. figure 2) se construit aisément (la restriction & [0,T] est
concave d'aprés ®(t)€ [0,n] pour t€ [0,T]).

— Remarquons maintenant que, pour tous tOER et kE€EZ :

®to,k tt1— <D(t°+t) + 2km

est solution de (E) sur R.

— Nous allons enfin montrer que l'on peut choisir le couple (to,k) de
fagon que : fbt k(0) =y, et OEA,k(O) =y('), ce qui permettra d'affirmer que 1'ap-
correspondante n'est autre que .

~?
plication Qto,k

Pour fixer les idées, supposons y(;>0. De cosf =cos Yo -yc',zl (2m2), et

donc cos 0 < cos y, » on déduit 1'existence de kEZ tel que y, ~2kn€ (-6,0];
d'olu celle de t € [-T,T] telle que ®(t )=y, - 2km. Pour le couple (t_,k) ainsi

dé iné :

Crermin€ : 4 0)=0(t ) +2kn=y ; & (0) =0'(t )= wV2(cosy =cosb)=y]
to,k 0 ) to,k ) o 0]

(Avec y‘;g 0, on aurait effectué la construction ci-dessus avec (—yo,-»y(;),

et on aurait eu = -Q ).
to,k

Du point de vue cinématique, le pendule oscille et son mouvement a pour

période 4T, v

A

fig. 2 fig. 3
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Troisiéme cas : A=0. Ici (1) s'écrit :

VEER  ©'2(t) = 4w? cos? {w(t)/2),
y o1
- 1 . R _ - - -
Considérons l'application $ : ]-n,n[ — R définie par : y .-+]; 5% cos u/2 du.
Nous constatons que ¥ est un Cm—difféomorphisme croissant de J]-n,n[ sur R.

Soit @ = w_l . Nous avons :
VEER  ®'(t) = 2w cos (®(t)/2)

et nous en déduisons (comme ci-dessus) que @ est solution de (E) sur R.

— Pour tous tOER et kE€EZ, <‘Dt i t — <D(to+t) + 2kn est solution de (E)
14

o]
sur R.

— Supposons encore y(;>0. Soit k€EZ tel que Y, -2kn€ [-m,n]. Comme A=0

Yo=2km

— -

Si y_ €n+271Z, alors y' =0 et @ est l'application constante t+— y_(le
J (8] -

gécrit ygz = 4w? cos? (yo/2), on a : yc') = 2w cos

mobile est au repos).

Sinon on a y0-2kﬂE J-m,n[. Soit tOER tel que <D(to) =yo-2kn. Pour le
couple (to,k) ainsi déterminé :
o(t )

= ! = o = '
1 (0) = @' (t ) = 2w cos — Yo

= r Y &+ = . '
(‘Dt ’k(O) o( o’ 2km Y, Qt ’
0 o
et donc cp=¢t K L'interprétation cinématique est immédiate.
o’

Remarque. Dans ce dernier cas, on peut expliciter les solutions. On a:

v (y) =£ Log (tg "—Z‘Y-) : ®(t) =4 Arc tg (th %)
Le graphe de ® fait l'objet de la figure 3.

Soit e un réel tel que 0<e<l1,

1°) Montrer qu'il existe une unique application continue f de R dans R

vérifiant f(0)=0, et tgf(x)= VI-e tgx pour tout xE rZ +u/2.

2°) Montrer que cette application peut &tre définie par :

£(x)  qe X de
VxER =
) V1 - e cos?t Jo Vi - esin’t

1°) Le lecteur vérifiera qu'une solution est f : R — R définie par :
f(x) = Arctg(VI—etgx) si x€ J-n/2,n/2[ ; £(n/2)=7/2 ;

f(x+mn) = £{x) + mn si x€ ]-1/2,1/2] et m€EZ.
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Soit f; une autre solution. L'application @=1"1(f;-f) de R dans R est
continue ; du fait de tg £y(x) =tgf(x), elle prend une valeur entiére en
tout x€nZ +n/2,

Pour tout kE€Z, 1'intervalle I, = Jkn~n/2,kn+n/2[ est un connexe de R ;
»

k
la restriction de ¢ a I étant continue, cp(Ik) est un connexe de Z (d'aprés
Ce qui précdéde) ; la topologie de Z étant discréte, ce connexe est un point ;
la restriction de ¢ a Ik est donc constante, 3 valeur entiére ; par conti-
nuité, p(kn+n/2) est un entier. Ainsi @ :R — R est i valeurs dans Z.

En reprenant le raisonnement précédent (en remplagant I, par R), on
constate que ¢ est constante sur R, et donc nulle puisque ¢©(0) =0. On a

ainsi f; =¢£.

2°) Pour x¢ 1Z + /2 on dispose (cf. expression de f(x) du I°)] de

' _ VYl-e
£ (x)_!-eslnzx
2 s 02
. e ein2uo 1 tgex  _ ., _esin“f(x)
Mais | —e s1n‘x 1 eT:%EE | = e cos2E (%)
et (l—esinzx) (l—ecoszf(x))= 1-e.

On en déduit que, pour tout x€7Z+ /2, on dispose de :

£'(x) = V1 -ecos?f(x)/ V1 -esin’x.

On a : lim f'(x)=1/vV1-e . D'od 1'existence de £'(n/2) et la
] x>n/2, ,x#nf2
continuité de ' en w/2. Finalement, f' est C!l.

— On constate que f est une solution sur R de l'équation différentielle
a variables séparables :
| _ g 1
V1-esin?x V1 -e cos?y
Associons & (E) la forme différentielle de degré |, de classe ¢ sur B2 :
1 1

(x,y) — w(x,y) = ———— dx -~ —— dy.
\/I - e sin?x Vi —ecoszy

=0 (E)

Il s'agit manifestement d'une forme différentielle exacte et 1'on dispose de :

F:RZ —R (x,y) — A(x) -B(y)

avec 3

X | y 1
A(x) =] ——————=dt, et B(y) 5| ——=————dt
oV!-esint oV -ecos?t
qui est de classe C et vérifie w =dF.
Considérons 1'application ¢ : x —> F[x,f(x)) de R dans R. Par composi-
tion, elle est de classe C! et 1'on a, pour tout xER :
$1(x) =dF{x, £(x)) + (1, £' (x))
=w(x, £(x))(1,£(x)) =0
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Yy est donc constante ; on a : VXER  A(x) -B(f(x)) =0,
Comme 1'application B : R — R est de classe Cm, a dérivée strictement
positive, elle établit un Cw—difféomorphisme de R sur B(R), qui est égal a3 R

d'aprés lim B(y) =+= ; B~! désignant le Cm—difféomorphisme réciproque, on a
y+to

£(x) = (B71 o A) (x) pour tout xER, 0O

2 -
Résoudre : xy' —y=§z_-; e Y/% (E)
et représenter graphiquement les solutions.

/x

(E) est une &quation différentielle homogéne. A cause de e , on doit
e . - ~ * * . . s
1'étudier séparément sur R, et sur R_, ce qui rend licite le changement de

fonction inconnue t =y/x, lequel conduit & 1'&quation & variables sé&parables:

dt 2 -t
dx " x(e-n) € (s)

Pour tout (xo,to) tel que xo¢0 et to¢], (5) admet (d'aprés le théo-
réme de Cauchy-Lipschitz) une unique solution maximale ¢ telle que w(xo) =t .
Si L, =0, cette solution est nulle, ce qui correspond au fait que les appli-

. * * . . .
cations nulles de l+ et R_ dans R sont solutions maximales de (E). Si to¢0,

¥ n'est pas nulle et, d'aprés Cauchy-Lipschitz, elle ne prend pas la valeur O ;
elle ne prend évidemment pas la valeur |, et donc y' ne s'annule pas et a un
signe constant ; ¢ est déterminde par son application réciproque donnée par :

dx t~1 t
—_— e

x Tz et

et qu'elle s'écrit y~! =Xy, avec :
@(t) =exp(e"/t) 5 A=x_ exp(-e °/t ) #0,

On a : gsg(t) =<p(t)-£-t:'2!- et. D'oli le tableau :

t 0 l +o0

(L) l\Oﬂw\ee/w)

On constate que ¢ induit trois Cm—difféomorphismes 91,902,903, de 1-=,0[,

10,1[ et ]1,+=[ respectivement sur I, =10,1[, I, =1e®,+=[ et I3=1,. On

en déduit que les solutions maximales non nulles de E sont les

*
O 1AL, R x> x(pzl(x/)\) ; i€{1,2,3}, AER .

i,

. * - . ..
Leurs représentatiors graphiques constituent les courbes FA’ AER , définies

paramétriquement par : x =AQ(t), y=ito(t), tER\{0,1} .
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Les I'y se déduisent par les homothéties (0,A) de T}, que 1'on cons-
truit en utilisant x=@(t), déja étudiée, et y =t(t), qui fournit :

%%ﬂD(F)-u(t), u(t) =1 +—t;—let.

2
' _te-t+l t . . *
On a u'(t) ==z ¢, cequl montre que u est crolssante sur R+ et

*
sur R_ , et qu'elle admet un unique zéro a€ ]0,1[. D'oli le tableau :

t +

0 o] 1 +o0
x |10 +°°\B\6|]6/+‘”
y ‘“/0+°°\‘Y/5|_l6/+‘”
On calcule les valeurs approchées : §=e® o 15,154 262 ; a =~ 0,659 046 ;

B = 18,782 913 ; vy == 12,378 805.

I'; admet une asymptote d'équation x=1, et deux branches paraboliques

dans les directions Ox et Oy. La seule difficulté du tracé (laissé au lecteur)

est une question d'unité,

[3.Z.7] Trouver toutes les solutions c2 de 1'équation différentielle :
y"2+2yy" -y'2=0 (E)

et les représenter graphiquement.

I1 est &vident que toute fonction constante fn particulier la fonction

nulle) est solution de (E) sur R.

1°) a) Recherche des solutions C3 de (E). Soient I un invervalle de R,

et § une solution C3 de (E) sur I. En utilisant :
d ] 1
a(y| 2+2yyl _yv 2) = 2y ll(y+yll)

on constate :
VxET Y™ (x) (y(x) +9"(x)) =0.

Supposons — hypothése (H) - qu'il existe xOEI tel que p™ (x°)¢0. Puisque
y'" est continue, il existe un intervalle J tel que {xo}CJCI sur lequel y'"
ne prend pas la valeur O ; y est donc solution sur J de 1'équation y+y'" =0,

et il existe (A,u) ER? tel que
Vx€J Y(x)=Acosx+psinx.

En &crivant que ¢ vérifie (y+y")2=y2+y'2 sur J, on obtient A2+y2=0 ; en
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d'autres termes ¥ est nulle sur J, ce qui est contradictoire avec

™ (xo)?&o. L'hypothése (H) est donc absurde, et ¢'" est nulle sur I,
Les solutions C3 de (E) sont donc les solutions de y™= 0 qui véri-

fient (E), i.e. les x +=+ ax? +bx +c, (a,b,c)ER3 et 4a2 +4ac -b2=0.

On obtient les solutions maximales, définies sur R :

. .  x )2 - *
g, x>V, vER ; fA,u t X1~ A((x u) l), (A,u)ER xR.

Les représentation graphiques des g, dans un plan affine rapporté a un
repére (O;T,}) sont les droites dirigées par 1 ; celles des fk sont les
paraboles de direction asymptotique (0,}) qui coupent 1'axe (0:%) en deux
points dont la différence des abscisses est 2.

b) Montrons que toute solution C? de (E) est nécessairement C3,

Soit ¢ une solution C2 de (E) sur un intervalle I. Pour tout XOEI tel que

((o(xo),to' (xo)} #(0,0), il existe un intervalle J tel que {xochcI sur
"

lequel la fonction ——— est définie et continue ; comme, d'aprés
VipZ+p"2
(y+y")2=yZ+y'2, (E)

cette fonction prend ses valeurs dans {-1,1}, elle est constante et on a

VXxEJ  @"(x) = —0(x) +e VPP (x)+9'“(x), e€{-1,1}.

On en déduit que @ est C3 sur J, et plus généralement sur tout sous-inter-
valle de I sur lequel @? +¢'2 ne prend pas la valeur 0 ; sur un tel sous-
intervalle, ¢ coincide donc avec une g, v#0 ou une f)\,u.
— Soit ¢ : 1 — R une solution C2 et non nulle de (E). Montrons par l'ab-
surde que A={tEI | (2+'2) (t) =0} est vide, ce qul entrainera que @ est c3.
Supposons qu'il existe a € A. Comme A+* I, on dispose de BEI\A avec, pour fixer
les 1dées, B<a. On note J le plus grand intervalle inclus dans I\A et conte-
nant B ; majoré par a, J admet une borne supérieure y, et y €A (sans quoi on
aurait y<oa et on pourrait prolonger J par continuité). Sur J=[B8,y[, ¥ est

d'un type 8, v#0, ou f)\ . En faisant tendre t€J vers vy, on décéle dans les
?

deux cas une contradiction avec (p2+'2) (v) =0.

2°) Autre méthode. L'équation (E) est homogéne en (y,y',y"). Les solu-
q

tions C2 de (E) qui ne prennent pas la valeur O sont les solutions C2? de 1'é-

quation différentielle
n\2 " 1\2
(Z._) +92 Z_.._(Y_) =0 (Ey)
y y Y
que le changement de fonction inconnue y'/y =2z transforme en :
(2'"+1+22)2 = | + 22,

Le nouveau changement de fonction inconnue z=shy (i.e. ¢=Argsh z) raméne

i la recherche des solutions Cl de:
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2
(j—‘,fwh w) =1 (E2)

. d . . -
Pour chacune de ces solutions, £+chw est une fonction continue, a
valeurs dans {-1,1}. Les solutions C! de (E;) sont donc les solutions (auto-

matiquement C!) de 1'une et de 1'autre des €équations a variables séparables:

d d
(1) d—‘f=-cho— g -a-:%=—ch(p+l (2)

La fin du calcul est laissée au lecteur.

Trouver les solutions C! de 1'équation différentielle

y=xy'2+y'3 (E)

On discutera le nombre des solutions du probléme de Cauchy en (xo,yo).

(E) est une &quation de Lagrange dont les solutions affines sur R sont
X 1= 0 et x1— x+1,

Pour (xo,yo) donné, toute solution du probléme de Cauchy en (xo,yo) a
pour dérivée en x  une des racines de m3 +xom2-yo =0, équation incompléte

du troisiéme degré dont la discussion (classique) fait intervenir (cf. fig. 1):

fig. |1

3

A={(x,y) | y(y-4x3/27)>0} ; B={(x,y) | y(y-4x3/27) <o}
c={(x,y) | y-4x3/27=0} ; D={(x,y) | y=0}.
L'équation m> +x0m2 =Y, =0 admet une racine simple si (xo,yo)EA, trois
racines simples si (xo,yo)GB, une racine simple (xo/3) et une racine double

(—2x0/3) si (xo,yO)GC\{(O,O)} , une racine simple (—xo) et une racine double

(0) si (xo,yo)ED\{(0,0)}, enfin une racine triple (0) si (xo,yo) = (0,0).
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a) Soient (xo,yo)?&(0,0) et t une racine simple de m3+xom2—yo=0,
ce qui implique 3tg +2xoto=/=0 ; 1.e. tOQ{O,—ZxOIB}. Par application des théo-
rémes des fonctions implicites et de Cauchy-Lipschitz, on constate qu'il
existe, au voisinage de x ,une unique solution ¢!, ¢, de (E) qui vérifie
(D(xo) =y, et Lp'(xo) =t ; en fait cette solution est C2 et en dérivant (E),

on obtient :

Eliminons t, = 1, auquel cas @ est une restriction de x r— x+l.

De ¢' (xo) #0 et (p"(xo)=/=0, on déduit que @' induit un C!-difféomorphisme
d'un intervalle V, xOEV, (que l'on peut supposer assez petit pour que ¢' n'y
prenne ni la valeur O ni la valeur 1) sur un intervalle W, toew, et qué la

restriction de ¢ 3 V est fournie par :

(y=xt2+t3) A(y' =t) A (LEW)

o me2eedy a(8% 4 26 L3t
et par : (y=xt +t)A(dt+t—l t_1)/\(1:514)

Oou encore par :

1

<D=gxoof; , XxEV, avec :

o}
avec

£ (t)=—t-L+ 2 : g(t)=-—i+ At m
A 27TeNZ 0 By 2 (N7
et )\o = (x°+to+|/2)(t0—l)2, étant entendu que f;‘: désigne 1'application réci-
proque de la bijection de W sur V induite par f,.
On voit intervenir les courbes algébriques r, de R2, représentées para-
métriquement par (1), le graphe de la restriction de ¢ 3 V &tant ici inclus

dans I‘A . P
0 b) Inversement soit AER ; f)\ et gy, données par (1),sont C sur

R\ {1}, et :

f;‘(t) = -1 —ﬁ%% ;el()=¢t fi(:).

A
Soit J un intervalle ne contenant ni 1, ni 1=1 —\3/ﬁ 3 f)‘ induit un

Cm-difféomorphisme de J sur I=f)\(J), et, l'application réciproque &tant notée
f;l, on vérifie aisément que P=g, o f;\'l est solution de (E) sur I ; le graphe
de ¢ est inclus dans I‘)‘.

¢) Ceci vaut, en particulier, si O€EJ ; on constate alors (en sup-
posant A# 1/2) que T, est tangente i D en un point que nous notons (u,0) avec
p=A-1/2#0.

En utilisant y=xt2+t3, on a y ~ ut? au voisinage de t =0 ; on en dé-

A

duit que la concavité de FA en (p,0) contient B,
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Les restrictions de @ 3 I' ={x€ 1| x<p} et a I"={x€ET I x=>u} sont
solutions ; on peut raccorder en p chacune d'elles & 1'autre, mais aussi a
la solution affine x + 0. Retenons que, pour tout (xo,O) tel que xo#':O, le
probléme de Cauchy en (xO,O) admet une solution de dérivée =X, et de dérivée

-

seconde - (l+x0)/x°, correspondant 4 A = (xo+l)2/2 et une infinité de solutions

s

de dérivée 0, dont une correspond 3 A =x + 1/2 . La figure 2 correspond a

Cq
/
Y /
/
v /
/|
-y i
r'4
V4 |
s !
/, |
I
”’ I
——a—m— Il
[v, 2 \ X
fig. 2 fig. 3

d) Reprenons b) en supposant que J admet T =1 -3/2_)\ pour extrémité
gauche (en supposant A#0, sans quoi on aurait 7=1). Notons (£,n) le point
de T, qui correspond 3 t=1 ; on a £= ~-37/2, n= -13/2 et donc (E,n) EC.

On constate fi(-r) =gJ'\('r) =0, ce qui montre que (E,n) est un point sta-

tionnaire de I,. Au voisinage de t =71, on calcule (pour A #1/2, et donc £#0)

x-g "~ 7.5%6('5")2 ; y-n ~-zgf3(t-t)2,

ce qui montre que (£,n) est un point de rebroussement de I‘A’ en lequel la
tangente a PA a pour pente 1.

La solution w=g, o f;] de (E) sur I peut &tre prolongée en une solution
sur TU{E} par la convention @(£) =n, qui entraine 1'existence de ¢'(£) =T.

I1 va de soi que le méme raisonnement vaut pour un intervalle J qui
admet T pour extrémité droite. Retenons que, pour tout (xo,yo) tel que
Yo =4x(3)/27 et xoaﬁo, le probléme de Cauchy en (xo,yo) admet une solution de
dérivée x°/3, de dérivée seconde (3-xo)/(9xo),et deux solutions de dériv.ée
-2x°/3 (dont les graphes sont des arcs de Ty, avec 2} = (1 +2x°/3)3, qui

aboutissent au point de rebroussement)., La figure 3 correspond a X, =2,
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e) Pour A=0, on a fo(t:) = -t=-1/2 et go(t) = -t2/2 ; I‘o est la
parabole d'équation y =¢(x), ol (x) = - (x+|/2)2/2, et © est solution de (E)
sur R, Ce qui a été dit en c) est valable : ¢ peut se raccorder avec x'—+ 0O
au point X == 1/2, qui correspond au sommet de r. Ici r, n'a pas de point

de rebroussement, mais elle est tangente a3 C au point (~3/2,-1/2),

fig. 4

f) Reste 3 étudier le cas A=1/2, pour lequel d) s'applique avec

t=£=n=0, 3 ceci prés qu'au voisinage de t =0 on calcule :
3
X ~ 'z-tz sy y ~ t3
ce qui montre que (0,0) est point de rebroussement de premiére espéce de
Fl/2’ la tangente en (0,0) &tant l'axe des x. On dispose de deux solutions

de (E) sur des intervalles admettant 0 pour extrémité gauche et droite res-

pectivement. Chacune d'elles peut @tre raccordée en O avec la solution x'—+ O,
| 4
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Le probléme de Cauchy admet en (0,0) une infinité de solutions, toutes a
dérivée nulle en 0.

e La figure 4 représente quelques graphes de solutions.

1°) Soient a,b,c trois applications continues d'un intervalle
ouvert J de R dans R, telles que 1'on connaisse deux solutions sur J,y; et V3,

de 1'équation différentielle
y' =a(x)y? +b(x)y + c(x) (E)

Résoudre (E).
2°) Résoudre : (x2-1)(xy'-y) = 2(y2-x?) (F)

et construire les graphes des solutions.

1°) (E) est une équation de Riccati. Elle s'écrit y' =F(x,y), oi F
est continue sur JxR et y admet une dérivée partielle par rapport i y continue;
le théoréme de Cauchy-Lipschitz s'applique : deux solutions distinctes de (E)
sur J (en particulier ¢; et Y;) ne prennent la méme valeur en aucun point de J.
a) Ceci justifie le changement de fonction inconnue y=y; + 1/z,
qui raméne la résolution de (E) 3 la recherche des solutions ne s'annulant

pas de 1'équation linéaire :
z' + {2a(x)¥) (x) +b(x))z +a(x) =0 (L))

dont on connait la solution 1/{yo-y1).
Les solutions de (E) sont y; et les applications I — R de la forme :

o=y
+a(Y-p1)w

oi w est une solution non nulle, arbitrairement choisie, de

g =w1+l » aek,

a

z' + [2a(x)w1(x) +b(x))z =0

et oli 1'intervalle I<J est choisi de sorte que la fonction | +a(ys-¢¥]1)w ne
s'annule pas sur I.
b) Voici une autre solution, dans laquelle §; et Yo jouent des rdles
plus symétriques.On constate qu'd toute solution ¢ de (E) sur J distincte
de §} et Y5, on peut associer l'application w==i:£l de J dans R, que celle-ci
Vv-¢2 Yo P
ne prend ni la valeur 0, ni la valeur |, et que : ¢ = o1

Une dérivation logarithmique donne :

o 'l v -w
0 Y- Y-2
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De plus, ¢ et wi’ i€ (1,2}, étant des solutions de (E) :
Vvl = (atry ) +b) (v-v).
1
D'oill : © -
ol T a(y1-v2).
Soit u une solution non nulle, arbitrairement choisie, de :

z' =a(x) (!j;l(x)—wz(x)]z.

Auyo—
Au-1
— Inversement soient )\GR + et IcJ un intervalle sur lequel la fonc-

I1 existe un réel A¥#0 tel que (p Au, et § =

tion f —-—4‘%—!’-1 est définie (i.e. sur lequel u ne prend pas la valeur 1/X).

Au-
On a : A —d}gﬂ/e)‘, oll B)\ vpu—lp . On vérifie que BA est solution sur I de :
z' + (Za(x)wz(x) +b(x))z +a(x) =0 (Lz)
et, BAne prenant pas la valeur 0, on en déduit (cf. 1°) que f)‘ est solution
de (E) sur I,
2°) Notons que Y} : x1— x et Yo = —¢) sont solutions de (F) sur R.

a) L'étude du 1°) s'applique avec a(x) =-—x—(§gz-:l—). Pour tout inter-
valle de I de R ne contenant ni 0, ni |, ni -1, les solutions de (F) sur I

*
sont les restrictions de ¢, de Yy, et de celles des f,, AER , qui sont dé-

A'
finies sur I, avec :

(x+1)2 + A (x-1)2
G+ D) Z <A (x=1)2 si

£1(x) = (x2+1)/2,

fA(x)=x AGR*\{I};

En fait, les f sont définies sur R, sauf celles qui correspondent i

AER \[l} et qui admettent deux points de discontinuité E)\ et ”EA avec
JM»] .

E)\' -1
b) Les fx sont toutes définies aux points O0,1,-1. On calcule :
£, =13 £ =1 f)\(-l) =1; £,(-1)=-

£4(0) =0 et £1(0) =122 si A#1 ; £,(0) =5 et £](0) =0.

On en deduxt que, pour tout AER*, il existe un intervalle ouvert con-
tenant 0 (resp. 1 ; resp. —1) sur lequel f)\ est solution de (F). En outre :

— En O une solution ne se raccorde (ainsi que sa dérivée) qu'avec
elle-méme ;

— En 1, toute fA se raccorde avec toute f)‘. , et aussi avec ¥ ;
— En -1, toute fA se raccorde avec toute f)‘. , et aussi avec y».

Le lecteur en déduira aisément les solutions de (F) sur R,
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¢) Les graphes des solutions de (F) sont les droites d'équation
y=xety=-x, la parabole*d'équation y = (x2+1)/2, et les cubiques FA d'e-
quations y=fA(x) avec AER\{1} .

Pl/)\ se déduit de T, par symétrie par rapport & Oy. Toutes les r, con-
tiennent les points (1,1) et (-1,1), en lesquels elles ont une tangente com—
mune, et le point O.

En utilisant

y_ () +2(0=2)/x + (1+2) /%2
X (I-A)+2(]+l)/x+(l—l)/x‘

On constate (par division) que T', admet une asymptote d'équation :

_ 14 x - 8
Y= 1 -2

qui est paralléle 3 la tangente en O.

*
Pour AER \{1], Ty admet en outre deux asymptotes paralléles 3 Oy.

_____________________ Syt a LLpes =252 L4 aile 2 - s

Le lecteur construira quelques graphes sur une méme figl re

Résoudre : xZyy" + (xy'-y)2=0 (E)

Premidre méthode. (E) s'écrit : x?(yy"+y'2) - 2xyy' +y2=0

i.e. x2(y2)" - 2x(y2)' +2y2 = 0.

Une application ¢ d'un intervalle I dans R est donc solution de (E)
sur T si, et seulement si elle est deux fois dérivables sur I, et si ¢2 est

solution sur I de 1'équation d'Euler ;
x2u" - 2xu' +2u=0 (F)

(F) admet x1— x et x — x2 pour solutions sur R ; comme elle est linéaire

et homogéne, les fA,u s x— Ax? +ux, (A,p) ERZ, en constituant l'ensemble des

solutions sur tout intervalle qui ne contient pas O, et plus généralement sur

tout intervalle (le raccord en 0 de fA 0 et de f)‘. " ainsi que de leurs deux

premiéres dérivées exigeant (A,u) = (R':u')) . ’

Les solutions de (E) sont donc les applications deux fois dérivables,
a graphe inclus dans l'un des ensembles I‘,\,u={(x,y)ell2 | y2 = A,u(x)},
(A,u) ER?,

— Pour A0 et p=0, on obtient les x > kx, KER, solutions sur R.

— Pour A<0 et uy=0, on n'obtient rien.

— Pour u#0, on obtient les \/f;\_-u et les - \/i?:u qui sont solutions

sur tout intervalle sur lequel f). y ne prend que des valeurs strictement posi-
H]
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tives ; les représentations graphiques sont des arcs de coniques dont un

sommet est O et dont un axe de symétrie est Ox.

Seconde méthode. (E) est homogéne en (y,y',y"). La fonction nulle est

solution sur R. Les sclutions qui ne prennent pas la valteur O sont données
par :

1.
y

. . . < - * *
Quitte 3 raccorder en 0, on travaille séparément sur R+ et sur R_, ce

=z ; x%2" = -2x222 +2xz - 1.

qui conduit & résoudre 1'équation de Riccati :

z' = =222 +Ez-12
x© X

dont on connalt les deux solutions x+— I/x et x > 1/(2x). Les calculs sont

laissés au lecteur qui pourra s'inspirer de l'exercice précédent.
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