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AVERTISSEMENT

Le présent ouvrage est le cinquiéme et dernier tome dun Cours de
mathématiques écrit a lintention des éléves des classes de Mathématiques
Supérieures et de Mathématiques Spéciales (types M, M'; P, P' et T).

e Conscients de ce qu'un cours de mathématiques peut s'organiser de bien des
fagons, et désireux de respecter le choix des professeurs — auxquels nous n’avons,
naturellement, pas l'intention de nous substituer — nous avons groupé dans chacun
des cinq tomes un ensemble cohérent.

Les deux premiers sont consacrés a I'Algebre et a ses applications a la
Géométrie. L’Analyse fait Pobjet des tomes 3 et 4. Le dernier tome traite des
Applications de I’Analyse a la Géométrie.

® Dans les dernieres éditions de nos quatre premiers tomes, nous avons pu, sans
grande difficulté, nous aligner sur les actuels programme s des classes préparatoires
(C.P.), lesquels ne presentent d’ailleurs qu’assez peu de différences avec leurs
predécesseurs.

Toute autre a eté la difficultée en ce qui concerne les Applications de I’Analyse
a la Géométrie, les nouveaux programmes marquant en la matiére une tendance
tres nette a une plus grande modestie.

Dans le désir de conserver a notre Cours le caractere d’ouvrage de référence
qu’'ont bien voulu lui reconnaitre un certain nombre d'utilisateurs, nous avons
cependant cru devoir conserver dans le tome 5 :

d’'une part les compléments de mathématiques qui rendent l'ouvrage
utilisable par les etudiants des universites et par les candidats aux concours de
recrutement des professeurs;

— d’autre part les deux chapitres concernant les applications des mathéma-
tiques aux autres disciplines scientifiques. C’est ainsi que le futur physicien trouvera
au chapitre 5 une étude assez détaillée de 'analyse vectorielle et des théoremes
fondamentaux de Stokes et d’Ostrogradski.



VIII AVERTISSEMENT

Il va de soi que, chaque fois que cela a été nécessaire nous avons précisé qu'une
question dépassait les limites des programmes des C.P.
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e Afin de nous adapter aux exigences des divers utilisateurs de notre ouvrage,
nous avons utilisé deux corps de caractéres, les plus petits étant consacrés :

— d'une part a des remarques, exemples et contre-exemples qui doivent étre
considérés comme formant un tout avec le texte zmprlmé en caractéres normaux,

e Nous vo utilisé le signe (1, qui peut se lire : « la proposition en résulte »
pour matérialiser ;' fin dune démonstration et annoncer lintroduction d’une idée
nouvelle.

e Le double astérisque, * . .. ,, permet d’isoler un résultat faisant intervenir
des notions qui nwont pas encore été étudiées dans le Cours, mais qui sont connues
du lecteur (a charge pour celui-ci de Sassurer qu’il Wy a pas de cercle vicieux ).

e Le systéme de repérage est simple : le numéro de tome est indiqué en
chiffres romains, ceux du chapitre, du sous-chapitre et du paragraphe en chiffres
arabes. Cest ainsi que 1.5.6.2 renvoie au second paragraphe du sixiéme sous-
chapitre du cinquiéme chapitre du tome I, (le numéro de tome nest pas mentionné
lorsquil n’y a pas ambiguité).

Des exercices sont adjoints & chaque chapitre. Bien qu'ils soient de difficulté
inégale, nous nwavons pas jugé bon de les repérer par des lettres avertissant le
lecteur de leur difficulté croissante. En principe, les plus faciles sont en téte de
chaque série.

*
¥ K

Les collaborateurs de MAssoN S.A. ont consenti pour la mise au point de
notre ouvrage un effort dont nous sentons le prix; nous sommes heureux de les en
remercier.

LES AUTEURS



1.1. COMPLEMENTS DE TOPOLOGIE

1.1.1. Topologie finale

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient (E, &) un espace topologique, F un
ens coamhla at i » E > Fune annlicatinn Alare 7‘;([) —_ {Lf c ?(F}I(p_l([]) e VZT} est

IIOWRIIWVIVY V1 \l} . i [ E 1L urrnnvutnunn LRAVUL T

une topologie sur F. Cest la plus fine (1) parmi les topologies sur F qui rendent ¢
continue. On lappelle topologie finale associée a o.

— De o (D)= et ¢ '(F) =E, on déduit : Fe&,et Fet,,
D’autre part, pour toutes parties U et V de F et pour toute famille (U)),,
de parties de F, on a :

) neT MM =0 U N Y; Ue™(U) = qf‘(q U.->.
On en deduit aisément que &, est une topologie sur F.

— Pour toute topologie sur F, &', @ est une application continue de
(E, &) dans (F, @) si, et seulement si : VU €@ ¢~} (U)e®, ce qui sécrit :
¢ <0, O

REMARQUES. — a) D’aprés ¢ ~'(F\A) = E\@~'(A), une partie A de F est fermée dans (F, &)
si, et seulement si la partie ¢~!(4) de E est fermée dans (E, %)

b) Toute partie de F incluse dans F\@(E) est ouverte dans (F, &,). La topologie induite par @,
sur F\@(E) est donc la topologie discréte. Dans la pratique, nous n’utiliserons que des applications ¢
surjectives.

¢) La définition de la topologie finale que nous avons adoptée n’est pas la plus générale.

2° THEOREME. — Soient (E, &) un espace topologique, F un ensemble et ¢
une application de E dans F. Alors pour toute application g de (F, ) dans un
espace topologique (G, ¢”), g est continue si, et seulement si 'application g o ¢ de
(E, &) dans (G, ') est continue.

— Si g est continue, comme @ est continue, g o ¢ l'est aussi.
— Inversement supposons que g o ¢ est continue. Pour tout U’ € &', nous
avons (g o) Y(U)e®, ce qui sécrit ¢ '[g 1(U)]e& et entraine

-1 ! .
4] (LT ) € ?':p, g €8 aIuSl COuLluue. D

(') Etant données deux topologies &, et &, sur un méme ensemble F, on dit que &, est plus
fine que &, si, et seulement si &, = &, (au sens de linclusion dans 2(F)).
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REMARQUE. — Le lecteur vérifiera que &, est la seule topologie sur F vérifiant la propriété qui
fait I'objet du théoreme précédent.

3° Topologie quotient. — DEFINITION. — Soient (E, &) un espace
topologique, # une relation d’équivalence sur E et ¢ la surjection canonique de E
sur E/Z. La topologie finale &, est appelée topologie quotient de @ par %;
(E/2, G ) est dit espace topologique quotient de (E, &) par R.

EXEMPLE. — Nous appellerons topologie usuelle du groupe (R/2nZ, +) la to
1o ¢tmeamnlacin vioiia A M Dawe tegmarne A~ AAA vz -

dela Lupuxuglc usuelle de R. Par transport ae structure, Nous €n Acquirons une

groupe des angles (II, 2.3.4).

opo logle quotlent
to

~l 1o
opologie sur le

Vérifions qu’avec les notations de la deéfinition précédente nous avons :

ProprosITION. — Pour que (E/Z, G ) soit séparé, il est nécessaire que le
graphe I' de # soit fermé dans I'espace topologique (E, 7)2. Cest suffisant
lorsque I'image par ¢ de tout ouvert de (E, @) est un ouvert de (E/%, &) ce que
l'on exprime en disant que la relation & est ouverte.

— Supposons que E/Z est séparé. D’apres la proposition III du II1.2.1.5,
la diagonale A de {F'/@\z est un fermé de (F'/@\z Or T n’est autre que O 1(A)

is “A HILiiw MW A/ DL WAL AWILILW NAW (Ll v g 1l WOV LAl W \u,,

ou (D est lapphcatlon (x, y) —(9(x), (y)) de E? dans (E/@)Z, dont la
continuité résulte de celle de ¢; I' est ainsi un fermé de EZ.
Inversement, supposons que I est un fermé de E? et que la relation #
est ouverte. Soient X et Y des ¢éléments distincts de E/Z; il existe des
représentants x et yde X et Y, etona x # y;(x, y) est un élément de E2\I", qui
est un ouvert de E2. 1l existe donc deux ouverts U et V de E, contenant
respectivement x et y, tels que 'ouvert élémentaire U x V soit disjoint de I'. #
étant ouverte, (U) et @(V) sont des ouverts de E/# contenant respectivement
X et Y'; ces ouverts sont disjoints, sans quoi il existerait (x, y) e U x V tel que
o(x") = @(y), ce qui impliquerait (x’, y') € T, et, donc, une contradiction. On en
déduit que E/# est séparé. O

EXEMPLE. — Montrons que R/2nZ, muni de la topologie usuelle, est séparé.
Ici & est définie par « x # y signifie y — x € 2nZ ». I est la réunion des droites d’équations

— 2
= x + 2mn (m € Z); le lecteur vérifiera que I' est un fermé de R D’autre part & est ouverte; en

effet soit X un ouvert de R; pour tout me Z, X + 2mn est un ouvert de R (image d’un ouvert par

A5

un homéomorphisme); |J (X + 2mn) est un ouvert de R qui sécrit ¢ !(@(X)), avec
meZ

o(X) = (p( U &+ 2mn)> ¢(X) est donc un ouvert de E/Z. O
meZ?Z
Complément sur la décomposition canonique d'une application continue. — Soient E et F deux

espaces topologiques, et f: E - F une application continue. En désignant par # la relation
d’¢quivalence sur E définie par « x & y signifie f(x) = f(y) », on dispose (I, 1.3.3, 4°) de la
décomposition canonique f = j o f o ¢, schématisée par le diagramme :

- f A i

E — F ¢ : surjection canonique
l I j :injection canonique
E/# —» f(E) [: bijection
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D’aprés le théoréme du 2°, la continuité de f implique celle de j o f, et donc (111, 2.2.4, 4°) celle de f.
Mais, en général, on ne peut pas affirmer que f est un homéomorphisme.

EXEMPLE. — Soient U = {z € C||z| = 1} et f I'application continue et surjective t — et de R
sur U. On obtient par passage au quotient un isomorphisme de groupes f:R2rZ - U.

G ARAS N FEITE e T oot mrmsmtimian N amme e mambannan ez 4 A RE e

D apres C¢ qul prcocuc; est continue. Ici on peut monirer quc_] est un nomeomorpmsme En
effet R/2nZ, qui est séparé (cf. exemple précédent), est compact comme image de [0, 2] par la
surjection canonique @, qui est continue. On termine la démonstration en utilisant 111.2.5.1, 6°.

O
1.1.2. Espace topologique des droites d’'un e.v.n.

Dans ce paragraphe (E, ||.||) désigne un R-e.v.n. non nul. On note 2
'ensemble des droites (vectorielles) de E, ¢ I'application x — Rx de E\{0}
dans 2, | la restriction de ¢ a la sphére unité, S, de E.

E est muni de la topologie de la norme; E\{O} et S s munis des
topologies induites.

1° THEOREME ET NOTATION. — Sur 2, les topologies finales &, et &, sont
égales; on les note &.

................... . | A A amtiemiaa e e o~
- LlllJCbuUll uauumquc; S - L£\\Uy est continue s Y — (p

une application continue de S dans (2, ¢,); comme &, ¢ st la plu
les topologies sur £ qui rendent Yy continue, on a ¢, < G .
— Lapplication x +—||x||”'x de E\{0} dans S, notée 6, est continue;

= | o0 est donc une application continue de E\{0O} dans (2,7,); en
raisonnant comme ci-dessus, on en deduit ¢, < G, O

REMARQUES. — da) La propriété fondamentale est la continuité de application ¢ de E\{0}
dans (2, @). En d’autres termes : lapplication qui a un vecteur non nul associe la droite vectorielle
qu'il engendre est continue.

by Concrétement, pour toute U = 9, ¢~ '(U) est la trace sur la sphére § du cdne de E
réunion des ¢léments de U (fig. 1); on peut ainsi se faire une idée intuitive des ouverts de (2, ©).

2° THEOREME. — L’espace topologique (2, &) est métrisable (et donc
séparé).

Pour toute droite D e 2, D n § = Y~ !(D) est constitué de deux éléments
opposés de S. Pour tout (D, D') e 22, nous disposons dong de :

d(D,D') =min {|v — V¥|,veD nS, veD nS}
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et nous pouvons écrire d(D, D') = |jlu — o|l, ot we D n S est arbitrairement
choisi (fig. 2) et ou uw' est alors déterminé sans ambiguité, au moins si
d(D, D') < 1 (ainsi qu’on le constate en utilisant 'inégalité triangulaire). Il va
de soi qu'on peut choisir tout aussi bien w' e D' N S.

o) Montrons que Papplication d . 2% — R, ainsi définie est une distance.
— 11 est évident que :

V(D, D)e2? d(D,D)=d{D,D) et: VDe@  d(D, D) =0.

— Soit (D, D) € 2? tel que d(D, D) = 0;les ensembles D nSet D' NS
ont un élément commun, ce gui exige D = D',
— Soit (D, D', D") € 2°. Ecrivons :

dD,D") = |ju — u'|| et d(D', D") = |l — u’||

en usant de la possibilité de choisir le méme u' € D’ ~ S dans les deux égalités,

étant entendu que u et u” appartiennent respectivement 8 D n S et D" N S.
On en déduit :

N’ Ll Wil WALLEAL

d(D, D") < |ju — u’|| £ d(D, D) + d(D', D"). d

B) Soit &, la topologie induite sur @ par la distance d. Moritrons : 6, = 0,
I

Dans le schéma : S A4 (2,7, 2 (2, 2, Tapplication Idg oV est

Vi, v)eS?  dW@), ¥v) < llu — vl

Il en résulte (1.1.1, 2°) que Id, est continue, et donc que &, < 7",4,

— Inversement, soit U € &¢,,. Donnons-nous D, € U et ug e Y~ 1(Dy); u,
étant un élément de louvert Yy~ 1(U) de S, il existe ae R, \{0} tel que :

VueS (u—-ujl <o)=(uey” ())

o am _L

eDePte cquca\uo,u;<cxonpe tas VE 3

d(Dy, D) = |ju, — v||; on a ainsi |jlu, — v|| < o, et donc ve\J/'l(U), ce qui
entraine D e U. On en déduit U e @, pour tout Ue&,, et donc &, = &,
Ll
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CAS PARTICULIER OU E EST PREHILBERTIEN. — Soit (D, D’) € 2*. Désignons
par 0, avec 0 € [0, n/2], I’écart angulaire des droites D et D'. Pour tous
ue Yy~ }(D)et w ey~ (D), lécart angulaire A des vecteurs u et u’ vérifie A = 0
ou A =7 — 0. En utilisant :

lu — w|> = 2(1 — cos A) = 4sin? A/2,
on obtient : d(D, D’) = 2 min (sin 6/2, cos 0/2) et, comme 0/2 € [0, n/4] :
d(D, D) = 2sin 8/2.

3° Changement de norme. — Si I'on remplace ||.|| par une norme
équivalente N, la topologie de la norme sur E n’est pas changée. Il en résulte
que la topologie @ introduite sur 2 au 1° nest pas changée et donc que la

Atotannn A T1rtrnAdridits o1 @ 111 0 not womaninrAnan Mrrw  a11vn Asot 1nnno PN
ubobuubc o wLruuigiLe SUur o/ uu 4 ot ’5"!‘/1“055 rvar uric umt.uuoc v

topologiquement équivalente.

Montrons qu’en fait les distances d et & sont équivalentes.
Par hypothése :

(B(e, B) € (R\{0})*) (Yx e E aN(x) < [Ixj| < BN(x)).
Soit (D, D') e 2*. Notant X la sphére unité de (E, N), écrivons :
(D, D)= N(@u —u), avecueD nZ etueD nZ

!

Comme u # 0 et ' # 0, nous disposons de ﬂeu N S et ﬁeu N S, ce
u u
qui permet d’écrire :
u u’ |u - 1 1 )
d(D, D) < u
™ T | llull lu il ]|
=i H*= 1 I bl 1 1/ I
et : u-—u ul| — ||u u—u
(D, D) < I il + lllal] — || I|I < 2I| [
|[ul| [lul| [ull

Compte tenu de |ju|| = aN(u) et N(u) = 1, on en déduit :
d(D, D') < 2B/a.. N(u — w') = 2B/a.8(D, D)
En intervertissant le role des normes : 8(D, D') < 2B/a.d(D, D). O
4° Casou E EST DE DIMENSION FINIE. — a) On peut parler de la topologie de
lensemble 2 des droites d'un e.v.n. de dimension finie, sans autre précision.

En effet, ici toutes les normes sur E sont équivalentes. O
b) Si E est de dimension finie, (2, &) est compact.

En effet S est ici un compact de E et 2 en est I'image par
¢ : E\{0} - (2, ), qui est continue. O

5° Un résultat important. — Nous ne faisons pas d’hypothése sur dim E.
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THEOREME. — Soient D un élément de &, A un espace topologique, A une
partie de A, a un point de 4, A une application de A dans 2. 1l y a équivalence
entre les deux assertions :

i) D= lm A();

t—a,teA

ii) Il existe une application u de 4 dans E\{0} vérifiant a la fois :
() Vted  u(t)e A()\{0}

iﬁ) IveD\{0} lim wu() = v.

t—a, teA

Preuve de u) =1). — L’h pothese est ii); o) permet d’écrire A = @ ou; on
2 "o

...... - A, TIT AN an s Y At 1n +h o o
conclut a laide de I11.2.2.3, 2° b), en utilisant B) et la continuite de \pD

Preuve de i) = 11). — L’hypotheése est i). Elle implique I'existence d’un
voisinage U de a dans A tel que :

VteU nA d(D, A(t)) < 1.

Ayant choisi arbitrairement ve D n S, on en déduit qu'a tout te U n 4 on
peut associer un unique ¢€lément de A(t) nS, noté u(t), tel que:
d(D, A(t)) = |ju(¢) — v|l. On choisit arbitrairement la restriction de u a A\U, et
on constate que l'application u ainsi construite vérifie a) et B). O

REMARQUE. — On peut supposer que u vérifie : Vie A  [ju(t)]| = 1.

6° Complément. — On suppose ici que E est un plan vectoriel euclidien,
rapporté a une base (i, j. A tout réel ® on associe le vecteur :

u, = Cos Wi + sin wj.

Les notations étant celles du théoréme du 5°, avec D = Ru, ou 0, € R est
donné :

PropOSITION. — Pour que D = lim A(¢), il faut et il suffit qu’il existe une

t—a, ted

application 6 de A dans R vérifiant a la fois :

i) VteAd ug,eAfl);
ii) lim 6(t) = 6,.

t—a, teA

— La condition est suffisante d’aprés le théoréme du 5° et 1a continuité de
ﬁ) 1

)
T Vl.lw.

— Inversement supposons lim A(f) = Ruy, et considérons, comme

t—a,teAd

dans la démonstration du 5°, le vecteur u(¢) tel que d(D, A(¢)) = [ju(t) — uy |-
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: T 7
Nous constatons que u(t) peut s’écrire ugy,, avec 8(t) — 9, € [— 3’ Eil, d’ou

(cf. 29 :
/1 \
8(t) — 8, = 2 Arcsin b d(D, A(t))), et lim 8(t) = 8,. O

t—a, teA

o THEOREME. — Soient I un intervalle de R, t, € R un élément de I, 0 une
application continue de I dans R; pour t €I, on pose A(t) = Rug,. Alors :

lim A(t) existe si et seulement si lim 0(t) existe (dans R).

t—ty, tel t—ty, tel

— La condition est suffisante d’apreés la proposition précédente.

— Inversement supposons que lim A(z) existe et notons la Ru, . D’apres

t—t,

la proposition précédente, il existe ¢ : I — R vérifiant a la fois :

(1) Yeel  ug,eA@); limo(r) = 8, )

1t

Il existe donc k : I — Z, telle que :
Vtel 0(t) = o(t) + mk(t) (3)
D"aprés (2), il existe (critére de Cauchy) un intervalle V € ¥"(t,) tel que, W
designant V N1 :
V(t,t") e W? lo() — @(t")| < =/4.
Soit (¢, t") € W2. Faisons I’hypothése :

) 4

g ¢
(1

at FAPY/AN

k(t') # k(t"), et donc k(t) — k(") = 1.

p—

Il en résulte :
n
18(t) — 6(t")| = wlk(t) — k(") — lo(t) — o) = n - "

La continuité de 8 sur [¢,t”] assure alors I'existence de T e W tel que :

0(r) — 6(t)] = =/2.
On en déduit :

g — o) — o) < 7wk(t) — k()] < g + o) = o)

et donc : 1/4 < k(1) — k()| < 3/4

ce qui est en contradiction avec k(1) — k(t') e Z. (H) est donc absurde.
Ainsi k(t') = k(t") pour tout (', t") € W?; l'application k est constante sur
W et admet donc une limite en ¢, ; d’apres (2) et (3), il en est de méme pour 6.

O
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REMARQUES. — a) L’hypothése de continuité de 0 est essenticlle dans le théoréme. Cest ainsi
que si 6(t) = nE(t), ou E est la partie entiére, alors A(t), qui est Ri, admet une limite lorsque ¢ tend
vers + o0, alors que 0(f) nadmet pas de limite.

b) La notion de valeur d’adhérence d’une application fournit une démonstration plus simple
du théoreme.

1.1.3. Grassmanniennes

Les démonstrations pourront étre réservées pour une
seconde lecture.

Dans ce paragraphe, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie
n > 0. Toutes les normes sur E étant équivalentes, nous pouvons munir E de
sa topologie naturelle (celle qui est définie par 'une quelconque des normes).

1° DerFiNITION. — Pour tout pe N,, on note L, I'ensemble des systémes
libres de p vecteurs de E, muni de la topologie induite par la topologie produit sur
EP, et on appelle grassmannienne d’ordre p de E I’espace topologique (%, 7)), ot
% , est 'ensemble des sous espaces de dimension p de E, et ol G, est la topologie
finale associée a I'application surjective :

2° Etude de la grassmannienne dordre p. — Dans les démonstrations des
théorémes I et II du 2° et du 3° nous aurons le droit de supposer que la
topologie canonique de E a été introduite & partir d’'une norme euclidienne.

TutoreME 1. — L’espace topologique (%, @) est séparé.

Soient X et Y deux éléments distincts de %,; pour des raisons de dimension, on n’a pas
X c Y etilexisteeeX tel quee¢?. E etant considéré comme euclidien, nous disposons de
P'application :

f: ¢,-R Z —d(e, Z)*

. . Gram (e, x,, .. ., x) i ,
D’apres I1.2.1.2, f o @, s’écrit : (x;, ..., X,) +—> et est donc continue; d’ou la
Gram (x, ..., x,)
continuité de f (1.1.1, 2°).
Nous avons par aiueurs“A; =0 CLJU} # 0; R étant S'p aré, il existe deux ouverts diSleﬂtS
U et V de R, volsinages respectifs de f(X) et de f(Y); nous co nstatons que £~} (U)et f~1(V) sont
des voisinages disjoints de X et Y respectivement. O
TutoreME II. — L’espace topologique (4,, & ,) est compact.

La séparation est acquise.

— E étant considéré comme euclidien, montrons d’abord que le groupe orthogonal O(E) est
une partie compacte de £ (E). 11 suffit de montrer que le groupe Og(n) des matrices orthogonales
réelles d’ordre n est une partie compacte de 'e.v.n. de dimension finie A (n); or il s’agit d’'une
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partie fermée (image réciproque de {I,} par I'application continue M +—!M M), et bornée (toute
M € Og(n) vérifie N (M) < 1).

— Deéduisons en que V'ensemble L) des familles orthonormales de p vecteurs de E est un
compact. Dans le cas p = n, cela résulte de ce que L? est I'image du compact O(E) par 'application
manifestement continue et surjective :

O(E) -» L? u —(uley), ..., ule,))

ou (e, ...,e,) est une base orthonormale arbitrairement choisie de E.
Dans le cas général, on considére L, comme I'image de L par I'application continue
(Xgs ooy Xpy oo oy X,) F2(Xy, ..., X,), qui est Surjective puisque toute famille orthonormale de p

vecteurs peut étre complétée en une base orthonormale.

— Enfin 4, = ¢,(LY) est un compact. O

3° Etude de I'espace des hyperplans. — L’espace topologique (4,_,, &,_,)
des hyperplans de E est abréviativement noté .

THEOREME I. — Les espaces # et & des hyperplans et des droites de E sont
homéomorphes.

Considérons encore E comme euclidien, ce qui permet de disposer de I'application bijective
h:H +—HZ de o sur 2. Comme 3 est compact (théoréme II du 2°) et 2 séparé, il suffit, pour
montrer que h est un homéomorphisme, de montrer (II1.2.5.1, 6°) que h est continue, ou encore,
puisque S est muni d’une topologie finale, de montrer que I'application

Ln-l —’@ (xl’ ""xn-l) r-—»[Vect(x,, --'sxn—l)]'L

est continue. Or, quitte & orienter arbitrairement E, nous pouvons considérer celle-ci comme la
composée des applications continues :

(Xgy « ey Xy () =Xy A oo A Xy et ¢, : x —Rx. O

En considérant h~! o @,, nous obtenons, au passage :

ProposITION. — E étant euclidien, 'application g : x — x* de E\{0} dans
A est continue.

e THEorREME II. — L’application f : u —> Ker u de E*\{0} dans # est
continue.

E étant encore considéré comme euclidien, nous disposons de P'isomorphisme canonique
(I1.2.1.3, 2°) de E* sur E qui induit un homéomorphisme 8 de E*\{0} sur E\{0}. Or fs’écrit g 6,
ou g est l'application continue considérée dans la proposition précédente. O

CoROLLAIRE I. — 5 est homéomorphe a l'espace 9* des droites de E*.

Notons 7y la bijection naturelle de 2* sur 5 (1.9.3.3, 3°); 2* étant muni de la topologie finale
associée a :

of : EX\{0} - 2* u — Ru,

nous avons f = y o @¥; d’ou la continuité de I'application bijective ¥ qui, compte tenu de la
compacité de 2* et de la séparation de s, est un homéomorphisme. O
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CoroOLLAIRE II. — Soit e = (e, . .., ¢,) une base de E. L’application de
R™\{(©, ...,0)} dans # qui a (o, ..., o, associe 'hyperplan admettant

Y a&; = 0 pour équation dans e est continue.

i=1

On utilise le théoreme II et I''somorphisme de R" sur E* qui est associé a la base e.

a

1.1.4. Cas des espaces affines normés
1° Nous aurons besoin par la suite du résultat suivant :

THEOREME. — Soient (&, E) un espace affine de dimension finie, d, et d, les
distances sur & associées aux normes N, et N, sur E ; on sait qu’il existe
(o, B) € (R*)? tel que : ad, < d, < Bd,. Alors pour tout m e & et pour toute
variété affine v de & :

ad,(m, V') < dy(m, V') < Bd,(m, V) (1)

L€ NlAsro auvnng
©

A ~ .
OUlt mec  INUUDd avOlly .

Ypev  ad;(m,p) < d,(m,p) < Bd,(m, p).

Il en résulte :

a.inf d,(m, p) < inf d,(m, p) < B. inf d,(m, p) O
pevy” pev”

pev”
2° Dans la suite du paragraphe (&, E,||.|]) désigne un R-e.a.n. de
dimension finie n > 0. & est muni de la topologie associée a la distance de la
norme ||.||, topologie d’ailleurs indépendante du choix de cette norme.

e Soient a un point de &, et &, le vectorialisé de a. Pour toutpeN,, 4, |
désigne 'ensemble des variétés affines de dimension p de & qui contiennent a,
c’est-a-dire la grassmannienne d’ordre p de &, (que I'on munit de la topologie
introduite au 1.1.3). Abréviativement on écrit &, pour 9, , et 3, pour 4

Le lecteur vérifiera aisément les propriétés suivantes :

a,n—1°

a) m —am est un homéomorphisme (et méme une isométrie) de & sur E;
b) m +— Aff (a, m) est une application continue de &\{a} dans 2, (composée

de m —am et de x —Rx);

¢) Etant donné Vve¥,, (avec ici n2=22 et p<n-—2),
m +— Aff (¥~ LU {m}) est une application continue de E\v" dans 4, ,.,,.

e Soient F un sous-espace vectoriel de E et #  I'ensemble des variétés

affines de & dont la direction est F. Le lecteur vérifiera que les topologies
suivantes sur ¥ coincident :

WA AR ANSNAALY

La topologie finale associée a ¢ : & — #", avec o(m) = m + F;

a)
b) La topologie finale associée a la restriction de ¢ a une variété affine ¥~
de &, de direction supplémentaire de F;
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c) La topologie associée a la distance d sur #  obtenue en notant
d(v",, ¥ ,) la distance des variétés paralléles ¥"; et ¥",, au sens de la distance
de deux espaces métriques.

Il s’agit d’'une topologie métrisable, donc séparée.

Notons qu’en b), m —>m + F est un homéomorphisme de ¥~ sur #".

3° Etude pratique de la limite d’une droite d’un plan. — Ici & est un plan
affine normé rapporté a un repére affine (O; i, j); a est un point de &. On
considére une application A — %, d’'une partie A d’'un espace topologique A
dans I'ensemble &, des droites affines de & qui contiennent a; A, est un point
de A.

Si, pour A € A4, la direction F, de &, ne contient pas le vecteur j, on
dispose du coefficient directeur de F, (coefficient angulaire si le repére est
orthonormal), qui est le réel p(A) défini par F, = R(i + p(r)).

THEOREME. — La condition j ¢ F, étant supposée remplie pour tout A € A :

i)Si lim pA)=peR, alors lim £, =a+ Rl + pj);

A—AgreAd A—do heA

ii) Si lim |u(A) = + oo, alors lim &, =a + Rj;
A-hg Aed A—Ag Aed

iii) Dans tout autre cas, lim 4, n’existe pas.

A—dgAEA
Preuve. — Dans chaque cas, on utilise 1.1.2, 5°. Plus précisément :
i) De F, = R(i + p(r)) on déduit lim F, = R@G + pj)- O

i) Il existe Ve ¥ (A,) tel que, pourl_t’glﬁt“x eV nA, p(h) # 0 et donc

F, = RA/uM).i +j), dou lim F, = Rj. O

A—ho, hEA

iii) Supposons que &, (ie. F,;) admette une limite. Il existe § : 4 - R,
n:A->R et (. n. \‘:IK1?2\<f () OV vérifiant les deux assertions :

YN WL m0s 107 = v J) oS ARERE TENSSY
o) Pour tout A e A4, £E(Mi + n(A)j est un vecteur non nul de F,;
B) lim (EM)i + n(A))) = Ei + Mol
A—hg, €A

La condition j ¢ F, impose £(A) # 0; on a u(A) = n(A)/E(A). St §; # O,

111y 2 (2= AN

alors lim pA) = no/ﬁo, on est dans le cas i). Si §, = 0, alors g # 0 et
A—Ahg AEA

lim [p(A)l = + oo; on est dans le cas 11). O
Ao, AeA

REMARQUES. — a) Le théoréme s’applique s’il existe W e ¥7(A,) tel que j ¢ F soit vrai pour
tout Ae W n A.
b) Inversement si &, admet une limite différente de a + Rj, u(A) est défini au voisinage de A,,.

Si #, admet a + Rj pour limite, on ne peut affirmer 'existence de p(A); on a alors la
possibilité d’intervertir les roles de i et j.
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1.2. ARCS PARAMETRES (OU COURBES PARAMETREES)

v
4

\(0, E, H ||) ésig' ne un R-e.a.n. de ulmenawnﬂme n> U
qui pourra étre R" muni de sa structure affine canonique;
dans la pratique : n = 2 ou n = 3. Les intervalles de R
considérés sont supposés d’intérieur non vide.

1.2.1. Définitions générales

Rappel de topologie. — Nous utiliserons la définition du II1.8.1.1, 9°,
étendue aux espaces affines sous la forme :

DEFINITION. — Soient &/ et # deux espaces affines de dimensions finies p
et n, et f une application continiment différentiable d’un ouvert U de o/ dans 4.
On dit que f est une immersion (resp. une submersion) si, et seulement si, pour
tout x € U, df(x) est injective (resp. surjective) i.e. de rang p (resp. n). On dit que f
est un plongement si et seulement si d’une part elle est une immersion, d’autre
part elle est une injection qui induit un homéomorphisme x +— f(x) de U
sur f(U), considéré comme sous-espace topologique de %.

Dans le cas ou &/ = R, nous étendrons cette définition au cas ou U est un
intervalle de R, pas nécessairement ouvert.

1° Arcs paramétrés (ou courbes paramétrées). — DEFINITION. — On appelle
arc paramétré (ou courbe paramétrée) de & tout couple (1) (I, f) ot I est un
intervalle de R, et f/ une application continue de I dans &; f(I) = & est le support

de Parc. on le note supp (I. ). Dans le cas ot ] est compact. on parle &’arc
, was AW AL &N Qlll’l’ \" J I P 4 1 visg AW e \rvllll’ \rl., raa r“- A% - eI

paramétré compact, ou encore de chemin (cf. 111.2.6.3).

Image continue d’un connexe de R, le support est un connexe de &. Si l'arc
st compact (I = [a, b]) c’est un compact connexe de R; les points f(a) et f(b) en

ont alors respectivement lnrmmp et Pextrémité.

a o~ ya VA2 i T vws

Sauf avis contraire, supp (I, f) est muni de la topologie induite par celle de

£

Une question de vocabulaire. — Toutes les fois que (nous g
g conformant 4 une notation traditionnelle qui a ’avan-
tage d’éviter d’introduire une acception supplémentaire
du mot «courbe ») nous allons écrire arc paramétré, le
lecteur pourra lire courbe paramétrée (notation utilisée
dans les programmes des C.P.).

(*) La donnée d’'une application implique-celle de son ensemble de départ; il peut donc
paraitre inutile d’introduire (I, f) 1a ou f suffirait; dans la pratique, cette précaution s’avére
cependant commode.
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2° Etude d’un arc paramétré

o Points de Parc : multiplicité d’un point du support. — DEFINITION 1. —
Soient Y = (I, f) un arc paramétré et ¢ un élément de I. On dit que le triplet
M) = (I, f, t) est le point de vy de parametre t et que m = f(t) est 'image de
ce point.

On dit que Card { f~'(m)} — étant entendu que ce symbole désigne + oo
si 'ensemble { f~'(m)} est infini — est la multiplicité de m relativement a .

REMARQUE. — La multiplicité dépend de l’arc, et pas seulement du support. C'est ainsi que
si& =R%etsi festt (cost, sin t), le point (1, 0) du support a pour multiplicité 1, 2 ou + oo
selon que I est [0, 2xn[, [0, 2r] ou R; pourtant, dans les trois cas, le support est le méme.

® Sous-arcs. — DEFINITION II. — Soient (I, f) un arc paramétré et I’ un
sous-intervalle de I ; on note f|I’ la restrictionde f a I'. Alors (I', f|I') est un arc
paramétré qui est dit sous arc de (I, f).

Nous savons en effet que f|I’ est continue.
Notons que le support d’'un sous-arc est une partie de celui de I’arc.

Avec les notations de la définition I, pour tout t,€l’ nous identifierons le
point (I', f|I', ty) de (I, f|I') et le point (I, f, t,) de (I, f).

o Arcs simples. — DEFINITION III. — On dit qu’un arc paramétré (I, f) est
simple si, et seulement si f est une injection. Un arc paramétré compact et simple
est appelé arc de Jordan.

REMARQUES. — a) Tout sous-arc d’un arc simpie est simple.

b) Si (I, f) est un arc simple, la bijection f : t > f(t) de I sur & = supp (I, f) induite par
I'injection f permet de transportet sur & la structure d’ordre total de I, et fournit une topologie de
l'ordre sur &, qui ne coincide pas nécessairement avec la topologie habituelle de & (induite par
celle de &).

ProrosiTION I. — Si (I, f) est un arc de Jordan, alors f induit un
homéomorphisme de I sur &= supp (I, f).
La bijection f : I — & induite par f est continue; I est compact, & est

e nartia Aa /‘a 111 oct ghmards An nnnlianna TTITY& 1 40 —/
Uiliv palunv uv Yyur Lot ocpa v, vl ppuqu 111.4.9.1, VU . L
REMARQUE. — Si (I, f) n’est qu'un arc simple, I et & = supp (I, f) ne sont pas

nécessairement homéomorphes. Considérons par exemple I'arc paramétré (R, f) de R?, avec
ft — (/1 + t%, t3/(1 + t%), dont le support & (lemniscate de Bernoulli) est représenté par la

fioure 'l ¢'1l existait un homéomorphisme de R sur &, il induirait un homéomornhisme de R\{ 1}

gure 3 existait un homéomorphisme de R sur il induirait un homéomorphisme de R\
sur £\{ f (1)}, ce qui est impossible car ces deux espaces topologiques n’ont pas le méme noml;re
de composantes connexes.

Notons que O = (0, 0) est de multiplicité 1, et non 2 comme le laisserait supposer 'examen
du seul support.
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Ay
f(1)

FiG. 3.

® Arcs fermés simples. — DEFINITION IV. — On dit qu'un arc paramétré
compact ([a, b], f) est fermé si, et seulement si, f(a) = f(b). Si, en outre
f|la, b[ est injective, on parle d’arc fermé simple.

ProrosiTiON II. — Le support d’'un arc fermé simple ([qa,b], f) est
homéomorphe 4 U = {ze C||z| = 1}, et donc & tout cercle de rayon non nul
d’un plan affine euclidien.

Il existe en effet une unique application F : R — & telle que F(t) = F(t))
si, et seulement si, t — t' € (b — a)Z. On I'appelle prolongement de f a R par
périodicité ; elle est définie par :

VieR  F(f) = ( (b — a)-(b - a)).

E 1tinu 1T inan nme au 1.1.1, 3° in fine, on constate que
F(R), qui est aussi f([a, b]), est homéomorphe a R/(b — a)Z, et donc a U.
Ol

® Arcs paramétrés de classe C*. — DEFINITION V. — Pour keNu {+o},

A An Alrcon Fk ns ahrid Fk nnnnnnn taannd
€ aé Cids DC w ,vu auncv:auvculcut, | 'u’(/ yul u"u:u C, vul

arc paramétré (I, f) tel que l’appllcatlon f soit de classe C*.

L’étude des arcs paramétrés qui ne sont que continus conduit a des étres
mathématiques compliqués (!). Cest pourquoi nous nous limiterons le plus
souvent a k > 1.

(!) Peano a montré en 1890 qu'il existe un C°®-arc paramétré de R? dont le support est le carré
[0,1] x [0,1], (cf. exercice 1.01).



1.2.1 ARCS PARAMETRES 15

e Point régulier, point stationnaire. — DEFINITION VI. — On dit que le
point M, = M (t,)du C* — arc paramétré (I, f), k > 1, est régulier ou stationnaire
selon que f'(t,) # 0 ou f'(t;) = 0. Un arc dont tous les points sont réguliers est
dit régulier.

La continuité de f’ fait que si M, est un point régulier de (I, f), alors il existe un sous arc
régulier de (I, /) dont un point est M.

f)

° Plongements. DEFINITION VII. — On dit gu’un C*-are paramet e (I,
on (resn
on (resp

k> l est 1mmprop (rpen nlnnap\ el et seulement el f est une immersi

un plongement) de I dans &; un arc plongé est ainsi un arc simple.

Un C*-arc paramétré est donc régulier si et seulement s’il est immergé.

e Arcs cartésiens. — DEFINITION VIII ET PROPOSITION. — On dit qu’un
C*-arc paramétré (I, f) est cartésien si, et seulement s’il existe un repére (O; )
de & tel que I’on ait :

Viel - f(t) =0 + te; + ifj(t)ej.

Un tel arc est simple. Sil est de classe C* (k > 1), alors il est plongé.

Pour un tel arc, f(t') = f(t) exige t' = t; d’ou l'injectivité de f, qui induit
ainsi une bijection, évidemment continue, f de I sur le support & ; f !
co hnue car olla no1nn1dn euir Cﬁ avec 1’ annl atinn cont Irn rlp z@ danc
11L111 Wil Wwiiv WwUlllwiIVw oul ul.ll.lll\/ul Ull Wwil/1lLl llbl walio
tout "point associe sa premiére coordonnée dans (0,e); f est do
homéomorphisme. Enfin, si f est dérivable en t, eI, alors f'(t,) dont la
premicre composante dans la base e de E est 1, est non nul. O

3

3° Arcs géométriques

THEOREME ET DEFINITION. — On obtient une relation d’équivalence sur
Iensemble des Ct-arcs paramétrés de & en convenant que : « (I, f) est C*-
équivalent a (J, g) signifie qu’il existe une bijection 6 : / — I de classe C* ainsi
que sa réciproque, telle que g = f o O ».

Les classes de C"-equlvalence sont appelés arcs géométriques de classe C*
ou, abréviativement, C*-arcs géométriques.

Voici la démonstration pour k > 1 (a la notation pres, elle vaut pour
= 0). Diff* (J, I) désigne I'ensemble des difféomorphismes (}) de classe C* de J
sur I. Soient (L f), (J,g), (K, h) des C*arcs paramétrés de &.

{1y Rannalan

\ ’ l\aPPULUIIS II 4 3 3 30

b
1
>~
=
<

it {.1', 1) msulflc que 8 :J — I est une
bijection de classe C* telle que 0’ ne prenne pas la valeur O ; image du connexe J de R par 6/,
qui est de classe C*~! et donc continue, 8'(J) est un connexe de R; il en résulte que I'application
sgn o §' est constante. Selon que O est strictement croissante ou strictement décroissante, on écrit
0 € Diff*, (J, I) ou 0 e Diff* (J, I).

/-\
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Réflexivité : on a f = f o 1d, avec Id; e Diff*(I, I);

Symétrie: si g = f o0 avec 0eDifff(J, ), alors f =g 007!, avec
8~ e Diff*(1, J);

Transitivité : si g= fo@ et h=gom avec 0eDifff(J,I) et
o € Diff*(K, J), alors h = f o (0 o w), avec 0 o w e Diff*(K, I). O

REMARQUE. — Si les arcs paramétrés (I, f) et (J, g) sont C*-équivalents,
alors les intervalles I et J sont de méme nature topologique (ouverts, fermés,

ou semi-ouverts). C’est ainsi que parmi les trois arcs paramétrés 1ntrodu1ts
dans la premiére remarque du 2° ne figurent pas deux arcs C®-équivalents.

NOTATION. — Les représentants d’un C*-arc géométrique I" sont appelés
paramétrages admissibles, ou, abréviativement, paramétrisations de I". Avec la
notation du théoréme précédent, on dit que O est un changement de

paramétrisation.

REMARQUE. — Deux arcs paramétrés C*-équivalents sont C* -equlvalent pour tout k' tel que
n < ’,' < 1 Aar Fk 1_0 roe naramatrdse nanyant Atra Fk_An o]nn ta qan Atra k+ 1_
< <z Ny uuua UCUA alwd Pal alliviivo PGUVUIII. (1 93 v A3 UL‘UIV“IU 1o nauo Vil o

équivalents, ainsi que le montre 'exemple suivant, dans lequel & = R? :

1 =002]; festt —(t30); (I, f) est de classe C*;
=[0,1]; gestu — ((u+ u¥?H20); (J,g) est de classe C.

Tout 6 € Diff (J, I) tel que g = f o 0 doit vérifier :

Vuel[0,1] Bwe{u +u¥s — u +u} A0 2]

32

La seule solution possible est donc u — u + u”* qui appartient a Diff* (J, I), mais non &

Diff? (J, I).

a D24 . PP SO cray ar el g

® Points d’un arc gé métriqgue. — DEFINITION II. — On z‘lppc point d'un
arc géométrzque I" toute classe d’équivalence de triplets (I, £, t), ot (I, f) est une
paramétrisation de I' et ¢ un point de I, pour la relation ~ déflme par
«(I, f,t) ~ (J,g,u) signifie qu'il existe 0 e Diff‘(J,I) tel que g = f o0 et
= 0(u) ». Le point f(t) du support de I' est appelé image du point de T
représenté par (I, f, t).
Le lecteur justifiera cette définition en vérifiant que ~ est une relation
d’équivalence sur I'ensemble des triplets (I, f, t) et que, si (I, f,t) ~ (J, g, u),
alors f(t) = g(u). O

o Sous-arcs d’un arc géométrigue. — DEFINITION III. — Soient I un C*-arc
géométrique et (I, /) Pune de ses paramétrisations. Pour tout sous-intervalle /'
de 1, le C*-arc géométrique I dont une paramétrisation est le sous-arc (I’, f|I)
de (I, /), est dit sous-arc de I".

Cette définition est justifiée par le fait que si (J,g) est une autre
paramétrisation de I et si 0 e Diff(J, I) vérifie g = f 0, on constate, en
posant J' = 8~ 1(I'), que " admet (J/, g|J') pour paramétrisation. O
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Avec les notations de la définition III, pour tout t, € I' nous identifierons le
point de I représenté par (I', f|I', t,) et le point de T représenté par (I, f, t,).

4° Propriétés C*-invariantes d’un C*-arc paramétré; propriétés d’un arc
géométriqgue. — DEFINITION. — Soit y un C*-arc paramétré. On dit qu’une
propriété de y est C*-invariante si et seulement si tout arc paramétré C*-équivalent
a v la possede.

On définit de méme une propriété C*-invariante du couple constitué par vy et
l'un de ses points.

CONVENTION. — On attribue a un C*-arc géométrique toute propriété
C*-invariante de I’un de ses représentants.

Voici des exemples :

ProposITION I. — Toutes les paramétrisations d’un arc géométrique I" ont
un support commun, qui est dit support de I', et noté supp I

Avar laa Ntatin
AYOL 10D 11ulaliv

Notons que, d’aprés la premiere remarque du 3°, deux arcs géométriques
distincts peuvent avoir le méme support.

CorOLLAIRE. — La multiplicité d’un point m du support d’un arc géométrique
I' relativement a une paramétrisation de I" est indépendante du choix de celle-ci.
On Pappelle multiplicité de m relativement a T.

Avec les notations habituelles :

f7{m})=0[g ({m})] ou 6 est une bijection. 0

ProprosITION II. — Soit M, un point d'un C*-arc géométrique I, k > 1. Si
pour un représentant (I, f, t;) de M, on a f'(ty) # O, alors il en est de méme
pour tout représentant de M, et on dit que M, est un point regulier de I'; dans le
cas contraire, on dit que M, est un point stationnaire de TI’.

Pour tout ueJ : g'(u) = 0'(u). f/(0(u)) et 8'(u) # O. O

PROPOSITION III. — Si une paramétrisation d’'un arc géométrique I” est un
arc paramétré simple (resp. de Jordan ; resp. fermé simple ; resp. immergé ; resp.
plongé), il en est de méme pour toute paramétrisation de.I', qui est dit arc
géométrique simple (resp. de Jordan; resp. fermé simple; resp. immergé; resp.
plongé).

Le début est trivial. La fin résulte de ce que, si f induit un

homéomorphisme f de I sur & =suppl, alors f o8 est un
homéomorphisme de J sur &, et il est induit par g. 0
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REMARQUES. — a) Un C!-arc géométrique sans point stationnaire est un arc immergé.

b) Le support d’'un C'-arc géométrique est réduit 4 un point si, et seulement si, tous les points
de l'arc sont stationnaires.

e Le théoréme qui suit va nous permettre de constater que le support d’un

arc géométrique lmmergé peut étre considéré comme une réunion de supports
d’arcs plonges.

THEOREME I. — Soit M, un point régulier d’un C*-arc-géométrique I', k >
Alors, parmi les sous-arcs de I" dont un point est M, il en existe un qui admet
une paramétrisation cartésienne, et donc est plongé.

Soit (I, f, t,), avec f'(t,) # O, un représentant de M. Il existe (') un repére
affine (0, e) de & vérifiant la condition : f'(t,) ¢ Vect (e,, ..., e,). En notant

fi)=0 + L f:(t)e;, on a donc f(t,) # 0, ce qum permet d’appiiquer le
i=1
théoréme d’inversion locale a f;, au voisinage de t, : 1l existe un intervalle
ouvert I' € ¥,(t,), tel que f, induise @ e Diff*(I’, Q) ou Q = f,(I') est un
intervalle de R. Le sous-arc I'" de I représenté par (I, f|I') I’est aussi par (€2, @)
avec : n
=(filyem™"  x —0+xe, + Y film (e
j=2

ce qui montre que (€2, @) est un arc paramétré cartésien, et donc (proposition
du 2° un arc paramétré plonge; on en déduit que I est un arc géométrique

plongé. O

e Une variante de la démonstration précédente va maintenant nous
permettre de constater qu'un arc géométrique plongé est entierement déterminé
par son support (*).

THEOREME II. — Deux C*-arcs paramétrés plongés, k > 1, de &, (I, f) et
(J, g), qui ont un support commun & sont C*-équivalents.

t 4 1 5 act 1in hn nmanrnhiecma Aa T enir ’ ANe nnng natnang

f et g désignant les homéomorphismes de I et J sur & respectivement
1 r £
rj

L y, J A y ot ull llUlllbUlllUl Plllblll\/ Uwv J oul \iu\/ 11UUD 11VUtLuvllo

a

8.Onag = f o 0. Il suffit de montrer que 8 est de classe C*; laméme propriété
vaudra en effet pour 87! =g~ 1o f.

— Soient uy, € J et t, = 8(uy). L’arc (I, f) étant plongé, on a f'(t,) # O.
(0, e) étant un repére de & qui vérifie f'(t,) ¢ Vect (e,, ..., e,), en notant :

fO =0+ fde, ona filto) £ 0.

i=1

() Un tel repére peut se déduire d’un repére arbitrairement choisi de & par une permutation
convenable des vecteurs de la base.

(3) Nous retrouverons ce résultats au 3.3.1, 1° sous la forme : le support d'un arc paramétrique
plongé est une courbe (au sens des sous-variétes).
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Comme ci-dessus, il existe un intervalle ouvert I' € ¥7,(t,) tel que f,
induise w € DIff(I', ), ou Q = f,(I') est un intervalle de R. On désigne par J’
Iintervalle 87 1(I') € ¥, (u).

L n a

(we,, ag, = f 06, et il vient :

INgE
Ql

En notant g(u) = 0 +

i=1

Yuel' g,(u) = w(0(u)).

La restriction de 0 a4 J' est donc définie par u > @~ '(g,(u)), ce qui

3
montre qu'il s’agit d’une application de classe C~.

— Ceci s’appliquant a tout u, € J, 0 est de classe C- O

5° Ordre d’un point du support d’un arc géométrigue. — DEFINITION. —
Soient I" un arc géométrique et m un point de son support . On appelle ordre
géométrique de m le cardinal, fini ou infini, de ’ensemble des points de " qui
ont m pour image. Par point simple (resp. double, triple,...) on entend un point
d’ordre géométrique 1 (resp. 2, 3,...).

(I, f) étant une paramétrisation de I', 'ordre géométrique de m est le nombre
des points de I' représentés par des triplets de la forme (1, f, t)avecte f~1({m});
il est donc au plus égal a la multiplicité de m qui est le nombre de ces triplets,
et il lui est égal lorsque cette multiplicité est 1 : tout point du support d’un arc
simple est d’ordre géométrique 1 (i.e. point simple). Mais le lecteur trouvera un
contre-exemple au 1.3.7 5°.

Cependant le lecteur établira le résultat suivant :

ProposiTION. — Si, pour une paramétrisation (I, f) dun C*-arc
géométrique I, la seule bijection 6 : I — I, de classe C* ainsi que sa réciproque,
vérifiant f 0o 8 = f est Id,, alors, pour tout point m du support % de I, l'ordre
géométrique de m est égal a sa multiplicité.

Cette condition est évidemment remplic dans le cas d’un arc simple.

6° Arcs géométriques orientés. — & et ke N U {+ o0} sont donnés.

THEOREME ET DEFINITION. — On obtient une relation d’équivalence sur
I'ensemble des C*-arcs paramétrés de & en convenant que : « (], f) est Ck

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn n .
positivement équivalent a (J, g) signifie qu'il existe une bijection croissante 0 :

J — Ideclasse C* ainsi que sa réciproque, telle que g = f o 8 ». Les classes de
C*-équivalence positive sont appelées arcs géométriques orientés de &.

Démonstration calquée sur celle du théoréme et définition du 3°. [J

On étend a un arc géométrique orienté les notions de paramétrisations, de
points de I'arc (éventuellement réguliers ou non), de sous-arcs, de propriétés de
larc et, en particulier, de support, d’arc simple (resp. immerggé, resp. plongé).
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On remarque qu’un arc paramétré (I, f) représente a la fois un arc
géométrique I, et un arc géometrique orienté I'" dont toutes les paramétrisations
sont des parameétrisations de I'; on dit que I'" (dont le support est celui de I')
est une orientation de I' et que le représentant (I, t — f(t)) de I est oriente
«dans le sens des t croissants ».

ProrosiTioN I. — Un arc géométrique I" admet soit une, soit deux
orientations. Dans le second cas, on dit que I” est orientable; orienter I', c’est
alors distinguer I'une des deux orientations, notée I' ,, dont les paramétrisations
sont dites paramétrisations directes de I'.

La démonstration, faite pour k£ > 1, vaut pour k = 0. _
Supposons que (I, f) et (J, g) représentent deux orientations distinctes de

I', et considérons une paramétrisation quelconque (K, h). Avec les notations
habituelies :
g=fo0, h=fop, h=goV, avec 0¢eDiff(J,])

Si y appartient a Diff*, (K, J), alors (K, h) représente la méme orientation que
(J,9). Sinon on écrit h= fo(Boy) et on constate, en utilisant
8 o ¢ € Diff* (K, I), que (K, h) représente la méme orientation que (I, f). O

ProrosiTION II. — Un C*-arc géométrique I dont une paramétrisation est

(I, f) est non orientable si, et seulement s’il existe une bijection décroissante
8: 1 — I, de classe C* ainsi que sa récmrmme- telle que f = f 00,

v 4 77 1, VS [RVIKSIIT S KQIisl LA S | SN

— Si la condition est remplie, on constate, en posant J = Ietg = f o0
et en reprenant le raisonnement précédent, que toute paramétrisation de I'
appartient a la méme orientation que (I, f) ou que (J, g), qui n’est autre que
(1, f). ]

— Inversement supposons que I' est non orlentable u — — u définit une
bijection ¢ de I sur un intervalle I' de Ret on a ¢ ™! e Diff*(I', I); (I', fo @™ })
est donc une seconde paramétrisation de I' qui, par hypothése appartient a la
méme orientation que (I, f); il existe donc une bijection croissante ¢ : I' — I,

de classe Fk ainsi gue sa récinrogue. telle gue f oan~ !l = for, Don *
""""" ailisi (¥ ARLAPIOGUC, WAL (e ¢ J 2. 0%,
f=fo(eop) On pose Y o <P_9- O

Cette proposition montre que les arcs non orientables ne sont pas courants. Il en existe
cependant, par exemple l'arc de R? représenté par ([— m, n], t — (cos t, 0)).

CorOLLAIRE I. — Tout Ckarc géométrique I dont une paramétrisation
(1, f) vérifie : « la seule bijection 8 : I — I, de classe C* ainsi que sa réciproque,
telle que f o0 = f est Id; », est orientable.

En particulier tout arc simple (resp. fermé simple) est orientable.

REMARQUE. — Dans le cas d’un arc simple, I'ordre induit sur le support & par la bijection
t — f(t) ne dépend pas du choix de la paramétrisation directe (I, f); on peut donc orienter .
Ce résultat s’étend 4 un arc fermé simple.
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CoROLLAIRE II. — Tout arc géométrique immergé est orientable.

Ici k > 1. Pour tout 6 e Diff* (I, I) on constate (en utilisant le fait que
8 — Id; est une application continue prenant des valeurs positives et des
valeurs négatives) qu’il existe ty el tel que 6(ty) = to. Si, en outre, on a
fo0 =f, on constate (0'(t;) — 1)f"(t,) = 0, ce qui exige f'(t,) = 0; d’ou une

contradiction. O
§ 7° Conclusion §
a) En cinématique un arc pm-nmorrp (I, f'\ est un mouvement ngnctug!

de trajectoire f (D), de loi f. En revanche la notion d’arc géométrique
n’a physiquement aucun intérét : ce n’est pour nous qu’un simple procéde
d’exposition.

On pourrait s’en passer en ne considérant que des C*-arcs paramétrés
mais, s'agissant des propriétés affines et métriques qui nous intéressent,

Ji SR P S ¥ e PR R

ujuuaruit Verywr dans cnagque cas a L,k-zn variance.

b) On passe souvent du point de vue global, envisagé jusqu’ici, a un
point de vue local (au sens de la topologie des intervalles de définition),
ce qui permet de travailler le plus souvent sur des arcs plongés (cf.
théoréme I du 4°),

1.2.2. Etude locale des arcs

) TN taner bmastn Jo cvastdn ue crasemesmcam Ie f\\ I\ (N \. 1 | U | >
LJGHS touieé 1a Suit , Un ouppuo KE UN ‘lUJ‘ ‘( 0.9 }.
On commence par le cas des arcs g meétriques.

Données. — Dans ce paragraphe, I' désigne soit un C*-arc géométrique de
&, soit un C*-arc géométrique orienté de & ; on note & = supp I'; M, désigne
un point de I'; m, est 'image de M,,.

1° Variétés affines fondamentales de I" en M ,. — THEOREME ET DEFINITION,
— Soient (I, f, t,) et (J, g, uo) deux représentants de M,. Onpose : Vo = W, = {0},
et, pour tout ie N{

Vi = Veet (f'(to), ..., fOto)); W, = Vect (g'(up), . . -, g“)(“o))-

Alors, pour tout i€ {0,1,...,k} on a V; = W, ce qui justifie la notation
V, = Ty(T'; M,); on dit que T,(I"; M) est le i-iéme sous-espace fondamental de
[T en My, et que G,(I', My) = mg + T(I, M) est la i-iéme variété affine
fondamentale de I' en M,

Vo = W, résultant de la définition, il suffit'de prouver V; = W, pour
ieN,
Nous utiliserons 6 € Diff*(J, I) tel que g = f o6 et iy = 6{uy).

(*) Si k est + oo, alors pour tout je N, N,_, désigne N\{0}.
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Vérifions d’abord qu’est vraie pour tout ie N, I'assertion :

Il existe des applications o; ; : J — I (j e N;) de classe C*~ telles

uc .
)"

{ g0 =Y w;.f000, et o= (@)
j=1
(o) résultant de ¢’ = 0.f" o0, ou & est de classe C*~!, nous pouvons

considéreri e N, _, pour lequel (=) est vraie. Pour tout je N, les 0 o 0 et les
o, ; sont de classe C*, ce qui permet d’écrire, par dérivation de g® :

gi+h = Z o . fPe0 + Z 0o, ;. fU*D o B

j=1
de la forme : i+1
i+1) i
G0 =T 0y, 000

j=1

avec : o = o —
: iv1,1 = %1, Aiv1,i+1 = 0,

et : Oiyp; = O; + B'ai!j_l pour 2<j<i

Pour jeN,;,, les a;,, ; sont de classe C*7'7'; (&,,,) est donc vraie.
— Pour tout i e N,, (7)) fournit o, ;(us) = (6'(ug))’ qui servira au 3°, et

g uo) = Z o (o) fO(¢o), et donc gO(ug) e V.
j=1

— On en déduit W, c V;;

i [

symétriquement V; « W, O

REMARQUES. — a) Comme la notion de dérivée, celle de variété affine fondamentale ne
dépend pas du choix de la norme de E.

b) Soit (#, W) une variété affine de (£, E) qui contient le support & de I'. Tous les vecteurs
dérivés envisagés ci-dessus appartiennent a W et les @,(I'; M) sont des sous-variétés de #". Les
variétés affines fondamentales ne changeraient d’ailleurs pas si 'on considérait I' comme un arc de
W (ie. si 'on considérait f comme une application de I dans ¥"). Cette remarque est
particuliérement utile dans le cas ou #” est une droite et, surtout, dans le cas ou ¥  est un plan.

¢) Soient I' € ¥74(ty), et I le sous-arc de I' dont une paramétrisation est (I, f|I'). M,
désignant aussi bien (d’aprés une convention déja faite) le point de I' représenté par (I, f; t,) que le
point de I’ représenté par (I’, f|I', t,) nous avons &,(I'; M) = & ,(I"; M) pour tout i € N, ce que
nous traduisons en disant que la notion de variétés affines fondamentales est locale (au sens de la
topologie des intervalles I est non de celle de ). Cette remarque est utilisée pour déterminer les
@.(I'; My); grace au théoréme I du 1.2.1, 4°, on peut (si f'(¢,) # O) faire en sorte que (I', f|I') soit
un arc paramétré cartésien. Elle permet aussi — ce qui est commode dans la pratique — de parler
des variétés affines fondamentales de I" au point m, du support (avec quelque précaution si m, est un
point multiple).

A partir d’un C*-arc paramétré (I, f) et de I'un des

g points M(ty), le théoréeme précédent permet d’intro-
duire directement les notions de variétes affines fonda-
mentales (et donc celles de tangente et de variétés
osculatrices qui vont suivre)de (I, f)en M, et d’affirmer
qu’il s’agit de notions C*-invariantes.
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THEOREME II. — Soit (¥, V) une variété affine de (&, E). Pour tout
représentant (1, f,t,) de M, pour toute distance d de la norme, et pour tout
i€ {0, ..., k} les assertions suivantes sont équivalentes :

i) ¥ contient la variété affine fondamentale @ .(I"; M);

ii) 6: ¢t > d(f(t), ¥') est négligeable devant t — (t — t,)’ au voisinage
de ¢,

L’indifférence du choix de d résulte du théoréme du 1.1.4,1°; nous
pouvons donc nous iimiter au cas ou d est une distance euclidienne.
Preuve de 1) = 11). Nous supposons ici : &; < ¥ . Soit (e, ...,e) une
i 1 g
base de V. D’apres 11.6.2.1, 1° :

rGram (muf(t), eq, - .., eq)—ll/2
L Gram (e, ...,e) ]

Par la formule de Taylor-Young a l'ordre i, nous avons :

Ytel o) =
\*J

mof(t) = v(t) + (t — to)fe(t), ou  lime() = 0,

t =1,

1

et ou v(t) = Z — f9to) appartient 4 T; et donc a V.
—1J!

Un determmant de Gram ne changeant pas quand on ajoute a I'un des

vecteurs une LUIIlDlIldlbUII llIlCdlIC UCb dUerb ll VlCIll :

_—

Gram (myf(t), ey, . .., e) = Gram ((t — to)e(t), ey, .. ., €,)

et donc :

rC m(e(t), e e \_11/2
8() = It — toI'L D "’J
Gram (e, .. .e)

La proposition résulte de la continuité du déterminant de Gram. []

REMARQUE. — Si pour i'e {0, ...,k — 1}, ¥ contient &, sans contenir @, ,, alors & est
semblable d t — (t — to)'™! au voisinage de t,,

On le vérifie en écrivant, par Taylor-Young a l'ordre i + 1 :
(t _ to)i+l

mof (1) = v(t) + ————— (VD) + e(r)), avec  fUtD(g) ¢ V. O
i+ 1!

Preuve de ii) = 1i). — Il suffit de montrer qu’il n’existe pas i€ {0, .. ., k}
tel que l'on ait simultanément &, & ¥ et 5(t) = o((t — t,)).

— Si m, ;é ¥, on a &(t,) # 0, et donc on m’a 8(t) = o((t — t,)) pour
aucun ze{ Lk}

~t

— Simye¥ et &, & ¥, avec iE{l .. n;, il existe je{0,...,i — 1} te
que 6; <V et 6;,,¢ “I/ ce qui implique (cf remarque précédente) que o est
semblable at —(t—ty*!, et donc non négligeable devant t — (t — t,).

[

./
I——
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Notons que le théoréme et éventuellement la remarque s’appliquent lorsque
¥V est0,

CAS PARTICULIER. — Si ¥~ est un hyperplan () affine 4~ (0), on peut dans
ies énoncés du théoréme II et de ia remarque, remplacer & par ¢ = h o f.

Si la distance d est euclidienne, il existe en effet (I1.6,2,2, 2°) une constante
strictement positive C telle que 6 = C|o|. O

narticulier. le théoréme I
l’“l CAWLEREWA , CARW WA WwiliW a
e

directement en remarquant que, y désignant la partie linéaire d
condition P (ty)e Vs'éerit y(fU(ty)) = O, et aussi @Y () = 0.

On retiendra que, pour i€ {0, ..., k — 1}, ¥ contient , sans contenir @, ,
si, et seulement si ty est zéro dordre i + 1 de .

REMARQUE. — Dans ce ca

AN XY SN~ ar a

Enfin on notera que sgn ¢ : t — sgn (h(f(¢t)) permet de discuter la position
du point f(t) par rapport aux deux demi-espaces déterminés par Phyperplan ¥~
(I1.5.3.4, 3°).

Y ar ¥ Cr Paman l\ 1n

2° Tangentea I’ en thllfo — THEOREME ET DEFINITION I. — Si Pensemible
{ie N |T,(T'; My) # {0}} n'est pas v1de, il admet un plus petit élément p, et

G,(I'; My) = my + T,(I'; M) est une droite affine de & qui est dite la tangente
a @ en My; on la note tang (I'; M,); toute variété affine de & qui contient
tang (I'; M,) est alors dite variété gffine tangente a I" en M,

Conséquence immédiate de T,(I"; M) = {0} et de:
ViE Nk ni_l < ni < 1 + n,-_l, 01:1 nj = dim Tj(r; MO)'

Reossannrime — ») T sas aa fai nt ialtin
NENVIARYGULD. “} i1 P u‘- o lallc \iu ull Pullll lllul‘-ly A~

plusieurs) points de I' en lesquels existent des tangentes :

— distinctes : reprenant 'exemple a) du 1.2.1, 5° (fig. 4), le lecteur vérifiera que les tangentes
aux deux points d’image (0, 0) sont dirigées par les vecteurs :

(4t/(t* + 1)?, 1 =200 — 3/ + 1)¥), avec te{-1,1},

lﬂ »m =t
IS Mg €

et qu'elles admettent donc les équations respectives y = x et y = — x;

— ou confondues (nous constaterons par la suite qu’il existe des supports tels que celui de la
figure 6.
b) Il peut naturellement se faire que m, € & appartienne a la tangente a I" en un point dont

limage n’est pas m, (fig. ). \,
Mg
b
Mo
S
FIG. 4. FiG. §.

(!) En remplagant h par une application affine de & dans R?, on constate que ce résultat
s’étend a une variété affine quelconque.
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PRATIQUE. — M, étant représenté par (I, f, t,), tang (I'; M) existe si, et
seulement si / admet en ¢, un « premier vecteur dérivé non nul » f#)(t,); alors :

tang (I'; My) = my + RfP(ty).
En particulier, si M, est régulier, il existe tang (I'; M,) = m, + Rf'(¢,).

7

e THEOREME II. — M, étant représenté par (I, f, t,), on suppose que tang
existe. Alors il existe U € ¥ .(t.) tel que : Yt e rr\.ff 1 (1) £ f(t )

(1-‘, IAV/I’O’ CAIDLIVe NAIULD 11 ALILWW U C r I\Lo’ s YL O W \ J \L} b 2 J LO}, et
(Pensemble &, des droites affines contenant m, étant mum de sa topologie
habituelle) :

tang(T; M) = lim  A(t), avec  A(t) = AFf(f(t,), f(©) (1)

t—tg, t € U\{to}

On a fO(t,) = 0 pour toutie N,_,; f(t,), non nul, dirige tang (I"; M ).
Par la formule de Taylor-Young (étendue a une fonction de R vers un e.a.n.
par utilisation d’un vectorialisé), il vient

I 1) = fo(t, ) H=pl—t 29 (3
ng\{to}u() 1P(t0) ou u()=p « = 1 (2)

La non nullité de fP(t,) entraine I'existence de U € ¥7,(t,) tel que, pour tout
te U\{ty}, on ait u(t) #0, ce qui permet de disposer de la droite
A(t) = f(ty) + Ru(t). Compte tenu de (2), le théoréme du 1.1.2, 5° fournit :

lim  (Ru(t)) = Rf®(z,),

Il L€ U\{IO}

qui n’est autre que (1) quand on se place dans le vectorialisé &,

[

e La notion de tangente géométrique ('), que nous allons introduire maintenant
(intuitivement : celle de tangente d une courbe) est fondamentalement différente de celle qui a fait

I'objet de la définition I, en ce sens que la topologie qui va intervenir est celle qui est induite par la
topologie de & sur une partie de &, et non plus la topologie d’un intervalle de R (au chapitre 3,
nous introduirons la notion de tangente a une nappe, avec une troisiéme signification). Posons :

DEFINITION II. — Soient € une partie de & et m, un point non isolé de %.
L’ensemble 2, étant encore muni de sa topologie habituelle, s’il existe :

lim Aff (mg, m)

m—mq, m e €\{m,}

alors cette droite est appelée la tangente géométrique & € en m,.

(!) L'adjonction de I'adjectif géométrique est une précaution dont on peut se dispenser
lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité.
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EXEMPLE. — Soit & < R? le graphe d’une application g d’un intervalle I — R dans R, dérivable
au point t,€l. On note my = (to, g(ty)). Alors ¥ admet la droite & = m, + R(1, g'(t,)) pour
tangente géométrique en my,.

L’iniection

L’in {t afr an f de T enr & ANntin narmat
J LA TAVEYS J » \.v, y\‘ v i (¥4 v +

U : lllu\/ Ull lo, \v\v \.iul lJUllllUI.

d’affirmer que m, est un point non isolé de ¥ ; notons que f*, restriction de la premiére
projection, est continue sur .
Pour t # to, A(t) = Aff (mg, (¢, g(1)) est une droite dont la direction ne contient pas j et dont le

e hieet
W Uljwiwrt

W indnit nn
’ EY YA YRS (P9

1 — gt
coefficient directeur est p(t) = g(_)_tg(_o).
—to
De lim p(?) = g'(t;), on déduit (1.1.4, 3% :
toto, t # tg
lim A@) =0 (2
t—tg t # L
On constate :
Vme S\{m}  Aff(mg,m) = (A o f™")(m) &)

Gréce au théoréme de composition des limites (IT1, 2.2.2, 3°), la proposition se déduit de (2) et (3),
compte tenu de la continuité de f~! en m,,. ]

e Reprenant le C*-arc géométrique T et le point M, de I' nous allons montrer que, sous
certaines conditions, les tangentes introduites dans les définitions I et II coincident.

THEOREME III. — M, étant représenté par (I, f, t,), on suppose qu'existe
¢ = tang (I', M,) et quen outre f induit un homéomorphisme f de I sur le
support . Alors & admet ¢ pour tangente géométrique au point m,, image de
M,.

La démonstration se calque sur celle de P'exemple précédent, en
remplagant (2) par la relation (1) du théoreme II, visiblement applicable.

REMARQUES. — a) Le théoréme III s’applique en tout point d’'un arc de Jordan admettant
une tangente, et en tout point d’'un arc plongé.

b) 1l ne s’applique pas nécessairement en un point simple non stationnaire (cf. exemple de la
figure 3, au 1.2.1,1°).

¢) Si mg est 'image de plusieurs points de I A tangentes distinctes, ¥ n’admet pas de tangente
géométrique en my, mais on peut en général trouver des sous-arcs de I' dont le support admet une
tangente géomeétrique en m,.

THEOREME IV. — M, étant représenté par (I, f, t,), on suppose quexiste
tang (1" M, \ et gu’en outre le support ¥ admet un e tangente gégmétrique o au
point m, image de M,. Alors & = tang (I'; M,).

Par hypothese :

¢= lim ®m, ou Dm =Afmy,m). (3)

m-my, me F\{mg,}

Avec les notations du théoréme II, qui s’applique :

Ve U\{to}  AQR) = (@ f)(1)
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Compte tenu de (3) et de la continuité de fen t,, le théoréme de composition
des limites donne :

&= lim AQ)

t—to, t € U\{t,}

Il suffit alors d’invoquer 'unicité de la limite. O
e L’exemple suivant va nous montrer que :

— il nexiste pas toujours une tangente en tout point d'un C®-arc;
— il peut y avoir une tangente géométrique en un point m, du support, sans
quwil y ait une tangente en un point de I'arc dont l'image est m,.

EXeEMPLE. — Soit I" Parc géométrique de R? représenté par (R, f), avec :
fO=0,0; fO=(€ " e V) si t+£0

Draprés 111.4.2.1, in fine, I est C*, Soit M, le point de I' qui est représenté par (R, £, 0); en M,,
tous les sous-espaces fondamentaux sont nuls et il n’y a pas de tangente (au sens de la définition I).
En revanche au point my, = (0, 0), image de M,, le support & de I', qui est un intervalle de la
droite 2 d’équation y = x, admet une tangente géométrique, la droite 2 elle-méme.

3° Orientation(') de la tangente ¢ T en M. — Soient (I, f, t,) et (J, g, u,)
deux représentants de M,, liés par g = f 00, avec 0 e Diff* (J, I et t, = O(u,).
On suppose qu’existe tang (I'; M,) = @ ,(I'; M), de direction T,(I"; M,).

Compte tenu de fU(t,) = O pour tout je Np_l, le calcul du 1° donne :

g (ug) = (0" (up))? f)(t,)

ce qui montre que les deux bases (f?(ty)) et (gP(uo) de T,(I'; M)
appartiennent a la méme orientation si, et seulement si (60'(u))? > 0. Dans le
cas ou I est un arc orienté, cette condition est toujours remplie, et on dispose
d’une orientation « intrinséque » de tang (I'; M,) (i.e. représentée par (fP(t,))
pour toute paramétrisation (I, f) de I).

Dans le cas ou I est un arc orientable ou non, et ou p est pair, on dispose
encore d’une orientation intrinséque de tang (I'; M,).

Dans le cas ou I' est un arc orientable et ou p est impair (en particulier
dans le cas d’un point régulier d’un arc orientable), on choisit une orientation
directe I, de I' et on qualifie l'orientation intrinséque de tang (', ; M)
d’orientation directe de tang (I'; M ).

Si la donnée est un arc paramétré (I, t — f(t)) celui-ci sera considéré

comme orienté dans le sens des ¢ croissants; nous dirons que f®)(t,) dirige la

tangente orientée au point My(t,).

4° Variétés osculatrices a I’ en M ,. — Reprenons la suite, croissante pour
Iinclusion, des variétés affines fondamentales de I en M. Il est clair que :

si ;. (I;M)#6G,(I'; M), alors dim&,.,(I'; M) =1 + dim &,(I"; M).

(*) On rappelle (11.5.4.2, 5°) que tout espace affine de dimension finie, (¥, V), est orientable, et
qu’une orientation de ¥~ est représentéc par une base de V.
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A tout entier i < min (1, k) on peut associer {j € N|dim & ;(I"; M) = i}. Si cet
ensemble n’est pas vide, il admet un plus petit €l€ément que 'on note p;, avec
I < p; < k. On dispose ainsi de la famille (py, py, ..., p), qQui est non vide
puisque p, = 0, et finie puisque h < min (n, k); elle est dite famille
caractéristique de I' en M,. On pose :

DEFINITION 1. — Pour tout i € {0, .. ., h}, la variété affine fondamentale
¢, (I'; M,) est dite variété osculatrice de dimension i de I' en M,

oavaoucup\x,1v10}—1l jp exi cpl\qtu

est I'entier p du 2°) conditionne celle de @, (I'; M) = tang (F ) Lorsque

p, existe, on dit que G,,(I'; M,) est le plan osculateur a I en M, que I'on note
osc (I'; M,).

Nn Aigrnnce Aang tAng
\Ill UIDPUDD uadliio wv

DEerINITION II. — On dit que M, est un point i-régulier de I si, et seulement
si, en ce point : (0, 1, ..., i) = (py, Py» - - -» P;)- Un arc géométrique i-régulier est
un arc donc chaque point est i-régulier.

C’est ainsi qu’un point 1-régulier est un point régulier, et qu’un arc
1-régulier (ou régulier) est un arc immergé.
e Nous allons maintenant étendre le théoréme II du 2°
PROPOSITION. — M, étant représenté par (I, f,t,) on suppose qu'existent les variétés

osculatrices de dimensions i et i + 1 de I' en M,; elles seront abréviativement notées &, et &,
Alors il existe un voisinage U de ¢z, pour I tel que:

VieU\(te}  [()§7T,

et (la grassmannienne ¥;, ¢, ¢tant munie de sa topologie habituelle) :

b,, = lim Y (1), ol V) = Aff@, O f).

t—tq, te U\to}

Le théoréme et la remarque du 1.2.2,1° appllques av =&, €t &, ¢7Y) montrent que

Piet

a(f (@), p) est semblable & |t — ,'*!, ce qui justifie lex1stence 'de U.
Pour tout t € U\{0}, ¥"(t) est ainsi de dimension i + 1, et sa direction V(t) admet la base
(f®(ty), . . ., fP)(ty), myf(t)). Compte-tenu de fO(zy) € T, pourje{l,...,p,, — 1}, la formule

de Taylor a4 l'ordre p,,, donne:

s (l — to)p‘“
mof 1) = u(t) + ———— (P (tg) + £()
Di+1 -
avec : u(t) e Tp' et lim &() =0,
L~ t # Lo

V() admet donc la base (fP)(z,), ..., fP(t,), fP+1(ty) + €(t)). On achéve la démonstration en
utilisant la topologie finale de ¥,,, et le théoréme de composition des limites.

5° Image d’un arc géométrique par une applicationdifférentiable. — Soient
(€, E) et (#, F) deux e.a.n. de dimension finie, et ® une application de classe
C¥(k' = 1) d’un ouvert U de & dans #.

Si (I, f) est un C*-arc paramétré (1 < k < k') de & dont le support & est
inclus dans U, alors (I, ® o f) est un C*-arc paramétré de &, de support ().
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On véritie que si les arcs parameétres (I, f) et (J, g) de & sont C*-équivalents,
alors les arcs' paramétrés (I, ® o f) et (J, @ o g) de & le sont aussi. D’ou la
possibilit¢ de définir, par passage au quotient, 'image par ® d’un C*-arc
géométrique I' de & dont le support est inclus dans U : cest le C*-arc
géometrique de &, noté @ o I', dont une paramétrisation est (I, ® o f) si (1, f)
en est une de I'. On note ® o M le point de @ o I" dont un représentant est
(I, @ o f,t)si (1, f, t) en est un du point M de I'; si m est 'image de M, ®(m) est
ainsi celle de @ o M.

En utilisant (® o fY(t) = dd(f(¢)). f'(t), on constate que si M est régulier
et si dO(f(¢)) € ZL(E, F) est injective, alors ® o M est régulier et la direction de
tang (® o I'; ® o M) est I'image par d®(f(t)) de celle de tang (I'; M). Ce
résultat subsiste sous la seule condition f'(t) ¢ Ker d®(f(¢)).

— Etudions plus particuliérement le cas ot ® est une application affine
® 1 e am -~ am ~ (s 0]
<

1 Z Y 7 S [T DU AU U UOU. o 1l mcon mrm S b om a;mand An Alaoa 77
de 6 qans &, ae partie uneaire ¢, c€ qui impiiqueé que @ €t ¢ sont ac ciasse L .
Pour tout 1 €j < k%, on a ici

(@ o f)0(to) = @LfV(to)].

D’ou, pour | < k:
T(® oI, ®oM)=o[T,(I';M)] et G\ (DT, ®oM)=0[¢,(; M)]

On en déduit que, si (py, . . ., p,) est la famille caractéristique de I en M, alors
pour tout i € {0, ..., h}, la variété osculatrice de dimension i de I' en M, a
pour image par @ une variété osculatrice de ® o I en ® o M dont la dimension

*f

i vérifie i’ < i, et i =i si @ est bijective.

Remarquons qu’un isomorphisme affine transforme un arc géométrique en un arc de méme nature
(compact, simple, fermé simple, immergé, plongé) et retenons qu’il conserve la tangente et le plan
osculateur. Le titre du présent cnhapitre, propriétés affines des arcs, trouve ainsi sa justification.

EXEMPLE : PROJECTION CYLINDRIQUE. — Ici £ est de dimension 3, # est un plan affine de &,
est la projection de &€ sur &, parallélement & une direction de droites A ¢ F (c’est une application

affine non bijective).

o) Si I’ admet en M, une tangente &, dont la direction n’est pas A, alors la projection
I"'=@®ol de I admet &, = ®(@,) pour tangente en My, = ® o M, (fig. ).

B) SiT admet en M, une tangente &, de direction A et un plan osculateur &, alors I'" admet
64 = O(@ ) pour tangente en M, (fig. ); en anticipant sur 1.2.3, 2°, le lecteur vérifiera que, dans le
cas général ol M, est tri-régulier, M est un point de rebroussement de premiére espéce de I'"". Ces
résultats pourront étre interprétés au 3.2.1,2° en liaison avec ’étude des plans tangents aux
nappes cylindriques. Nous laissons au lecteur le soin de les étendre & une projection conique (bien
que celle-ci ne soit pas une application affine).
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6° Arcs dont le support est inclus dans une sous-variété affine de §. — Rappelons (remarque b)
du 1.2.2, 1°) que toutes les variétés affines fondamentales d’'un arc géométrique I” sont incluses dans
toute sous-variété affine de & qui contient supp I'.

Nous allons établir des réciproques. Pour cela, nous utiliserons :

e PROPOSITION. — Soient E un espace vectoriel normé (de dimension finie ou infinie), I un
intervalle de R, et F: I — E une application de classe C' vérifiant :

FO = @,F + @,F + -+ + @,Fi-1

” =
mS

Q; S ont des applications continues de I dans R. Alors il existe un sous-espace vectoriel V/
ime n plus égale a i tel que:

B @

Viel F()eV.

to €I ayant été arbitrairement choisi, soient V = Vect (F(ty), ..., FO=D)) et W un
supplémentaire de V dans E ; pour tout ¢ € I, w(t) désigne la projection de F(t) sur W parallélement
a V; on dispose ainsi de w : I — W, application de classe C'. On constate que w est solution sur [
de I'équation différentielle linéaire d’ordre i (A linconnue y e W) :

W — @t — - — gy — @y =0

et qu'elle vérifie les conditions initiales :
Yite) =y ey = =y D) =0

D’aprés le théoréme d’unicité du IV.5.1.5, 1°, w coincide avec I’application nulle de I dans W.

a

Revenons au cas ou (4, E) est affine de dimension finie n.

e COROLLAIRE I. — Soit I un C*-arc géoméiri q de &, i-régulier mais dont aucun poini n'est
(i + 1)-régulier (1 < i < k). Alors supp I' est inclus une variété affine de dimension i de &,.

Soient (I, f) un représentant de I' et t, € I, arbitrairement choisi.
Pour tout ¢ € I, les systéemes (f'(2), ..., fO@) et (f/(¢), ..., f7(r)) sont respectivement libre

et lié. Il existe donc des applications ¢, ..., ¢; de I dans R telles que I'on ait I’égalité entre
annlicatinne de 7 dane F -
al.lyuvauuuc UMy I WAoo

ﬂi+1)=(P1f’ + +(Pif(i)

¢, -.., @, sont continues, ainsi que 'on s’en assure en exprimant ¢,(t), ..., ¢;(¢) a laide des
composantes de f’(t) dans une base fixe de E. On peut donc appliquer la proposition précédente
avec F = f': pour tout tel, f'(t) appartient a ¥ = Vect (f'(to), . . ., fto), qui, d’aprés la
i-régularité de I', est de dimension i.

t
Il en résulte que f(t) — f(to) =J f'(u)du est un vecteur de V. D’ou :

supp " < f(to) + V. O

CAS PARTICULIERS. — a) Le support d’un C2-arc régulier dont aucun point n’est bi-régulier est
un intervalle de droite.

supp I' est inclus dans une droite d’aprés le corollaire; de plus il est connexe. |

b) Le support d’'un C3-arc bi-régulier dont aucun point n’est tri-régulier est inclus dans un plan.

e COROLLAIRE II. — Soit I" un C*-arc i-régulier de & (1 < i < k); on suppose qu’il existe O € &
tel que, pour tout point M de I', O appartienne a & ,(I"; M) sans appartenir & &,_, (I'; M). Alors supp
I est inclus dans une variété affine de dimension i de & contenant O.
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Soient (I, f) un représentant de I' et tyel. Nous posons F(f) = f() — O. D’aprés
Ihypothése, pour tdut € I, (F'(t), . .., FO(t)) est libre, (F(t), .. ., FO@) est 1ié, (F(r), . .., F¢=D(2)
est libre. Il existe donc des applications ¢,, ..., ¢; de I dans R telles que :

FO = o, F+ - + (P.'F“_”

et on constate, comme ci-dessus que ¢, . . ., ¢, sont continues. On peut appliquer la proposition
précédente :

pour tout t € I, F(t) = f(t) — O appartient & V = Vect (f(to) — O, f'(to), - - -, f¥~V(to)), qui
est un sous-espace vectoriel de E de dimension i.

E]

AQ DADTIATID 1IERS Qanie T 0 dont tontoc log tanaans nnntinmeantd
\./[‘\D FARILIVUULICRDS., — u’ Dull. ) § ull ul‘, lcg“llcl uuviIit lUuch 1v3 lullg‘lllca LUNHUCIIIICII

fixe O ¢ suppI'. Alors supp I' est un intervalle d’'une droite qui contient O.
b) Soit I' un arc bi-régulier dont tous les plans osculateurs contiennent un point fixe O, qui
n’appartient a aucune tangente. Alors supp I' est inclus dans un plan qui contient O.

1.2.3. Construction locale du support

Ce paragraphe est un prolongement du 1.2.2. Nous reprenons les données
du début du 1.2.2.

1° Recherche des variétés osculatrices de I' en M,. — A partir d’'un
représentant arbitrairement choisi (1, f, t,) de M, on étudie les f9(t,), j € N,.
On obtient ainsi la famille (p,, . . ., p,), avec h < min (n, k). Pourie {0, ..., h},

la vari€t€ osculatrice de dimension i, &,(I"; M), ést alors déterminée par le

roamdra {2 - £(pf+ ) P+ W\
repere (mo; f7)to), . . .S P(to)).

Le théoréme du 1.2.2, 1° et la remarque qui lui est annexée permettent, dans chaque cas
particulier d’étudier, au voisinage de ¢, la distance de f(f) a une variété affine ¥~ de & qui contient
mo. En faisant ¥ = & ,(I'; M) on constate en particulier :

ani
1“

PrOPOSITION. — Parmi les varidtés de dimension i aui ¢ a
M, est celle dont le support de I'arc est «le plus proche » au voisinage de ¢,

SO WU} A SR AEEE AN VESALNL LG WL SRESEEWL, 1

antionnont A/ 1
AN LVAWANEAW AN iVZ 0, A

Etudions maintenant deux cas particuliérement importants.

2° Arc plan (n = 2). — Nous no s!rm on:

tons { I [y u
famille caractéristique de la forme (0, 1.e. ou h = 2, ce qui implique k >

-

I' admet en M, la tangente ¢, = my, + RfP(t,), représentée paramétrique-
ment (dans un repere (O; i, j) quelconque) par :

X = x(tO) + 7\'x(p)(to)s y = Y(to) + )“y(p)(to)a

et un plan osculateur qui est & lui-méme.
La formule de Taylor-Young nous assure qu’il existe un voisinage W de ¢,
(pour I) sur lequel :

10 = my + 2 (700) + 000) + 000 + oft = o)

(1)
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ou £(t) est un vecteur colinéaire a f?(¢,) qui tend vers O quand t € W tend vers
to.

Rapportons & au repere affine Z = (mg; fP(t,), f9(t,)) et désignons par
X(t) et Y(t) les coordonnées du point f(t) dans #. Nous constatons que, au
voisinage de ¢ :

X(O)~@—t)f/pl, YO~ —to)/q! )

D’ou les signes de X (t) et Y(¢) au voisinage de t,, ce qui permet de tracer
localement (1) & = supp I (la fleche indique 'orientation dans le sens «des ¢
croissants »).

| P mpair; Q pair__| pimpair, gimpair_
)
a@ f( (to) ,9 ftvlo)

AN (ONIRSEN @

4 4
P p
mo o) ™

[~ —pS.EtBr&.?\QrE I i?\fTe;u;n _____

p pair . qimpair p pair, q pair

~ ~ rebrogssement ~ | _r'e'b_r,cgu§sérﬁe_gt— T
de gremnég espéce |de deuxiene espece

Fi1G. 8.

On peut étudier la position de f(t) par rapport a une droite affine
quelconque, &, contenant le point m,. Si aX + BY = 0, avec (o, B) # (0, 0), est
une équation de & dans le repere £, il suffit en effet (11.5.3.4, 3°) d’étudier
sgn (o X (t) + PY(2)); le cas & = &, correspond a (a, B) = (0, 1). Nous avons,
d’apres (2) :

- Si D #C, (@ #0): aX(t) + BY(t) ~ a(t — to)°/p!

— 81 2 =0,(PB)=(01): aX(®) + BY() ~ (¢t — to)?/q!

D’ou la discussion (on suppose que t, est intérieur a I):

Cas n® 1 : L’arc « traverse » toute droite 2 # &, : il existe W e ¥(t,) tel
que f(t) est dans 'un ou dans l'autre des demi-plans ouverts définis par &2
selon que t appartient a W n] — oo, t,[ ou a W n Jt,, + oo[.

L’arc « ne traverse pas » la tangente & - Hexiste We v(t,) tel que pour

tout t € W\{t,}, f(t) appartient a celui des demi-plans ouverts limités par &
qui s’écrit (avec une notation se comprenant d’elle-méme) :

my + RfO(t) + R% f@)(t,)

p

(!) Rappelons que local sentend au sens de la topologie de I : il peut exister dans tout
voisinage de m, d’autres points de & que ceux que nous représentons ici (reprendre la lemniscate
du 1.2.1, 1°, avec my = (0, 0)).
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et qui est appelé concavité de T en M,. Dans ce cas n° 1 (qui est, en particulier,
celui d’'un point bi-régulier) on parle de point ordinaire et quelquefois (cf. ci-

dessous) de point méplat.
Cagan®? « Tar
1

AL L. LA

de point d’inflexion.

Cas n° 3 : La tangente est la seule droite que I’arc traverse; on parle de
point de rebroussement de premiére espéce.

Cas n® 4: L’arc ne traverse aucune droite; on parle de point de
rebroussement de deuxiéme espéce. Dans ce cas, ’étude des positions relatives
des parties de & qui correspondent a ¢t < t, et t > t, peut &tre délicate (c’est
ainsi que, dans le cas de I'arc de R? représenté par t +— (%, %), ces deux
parties sont confondues).

° Pratique — On revient a un repére (0;1i,j) quelconque et a
i + y(t)j. En remarquant que f'(t,) # 0 exige
o) # 0), et que x'(t)) # 0 sécrit f'(¢t,) ¢ Rj, et implique

+ AhdmAantrang ¢
Lo, UUIIIUIILIUIIO .

PROPOSITION. — Soit M, un point bi-régulier en lequel f'(¢,) ¢ Rj. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) La concavité en M, est le demi-plan m; + Rf’'(t;) + R%j (i.e. le point
m, + j est dans la concavité) ce que I'on traduit par « la concavité est tournée
vers les y > O »;

i) x'(£0)(x"(to)y" (to) — X"(to)y’ (¢5)) > O (ce qui s’écrit y“(x,) > O lorsque
le paramétre est I'abscisse);

iii) La fonction p: t — y'(¢)/x'(¢) vérifie : x'(ty). p'(ty) > O.
L’assertion 1) s’écrit :
= af'(ty) + BSf(to) avec B> 0.

B = det P% Ei:i‘} e = det P({ j(ro) l]/det P(f {toh £ (20))
D’ou I’équivalence de i) et ii). Celle de ii) et ii) résulte de :

W(to) = (x'(t)) "2 (X' (to)y" (te) — X" (t0)y’ (to)) O

REMARQUES A. — a) Une condition nécessaire, non suffisante pour que M, soit un point
d’inflexion est :

X' (to)y"(to) — X"(tg)y'(tg) = 0.
b) Par Taylor-Young, nous obtenons :
(¢ — top*e7?

detq (f (), (D) ~
et U0 S O) ~

det(i, i (f(p)(to), f(Q)(tO))
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Il y a donc permanence du sens de la concavité, au voisinage de t, pour chacun des sous-arcs
correspondant a t > tqett < to Ceci justifie les tracés intuitifs de la figure 10 (avec la réserve déja
faite dans le cas n° 4).

Terminons par une autre série de remarques.

REMARQUES B. — a) Au voisinage de t,, d(f(¢), ¥) est:

— semblable a |t — 0P si ¥ est soit {m,}, soit une droite & # &, contenant my,
— semblable & [t — ¢5|? si ¥ est @,

Il en résulte que : d(f(t), @) est semblable & [d(f(z), my)]%P. Selon que g/p est plus grand ou
plus petit que 2, on dira que I'arc est « plus proche » ou moins proche de la tangente que dans le
cas d’'un point birégulier. Un point ordinaire tel que gq/p > 2 est dit point méplat.

b) A titre d’exercice, le lecteur étudiera le cas ou, dans un repére (O;i,j) quelconque,
f@®) = 0 + t% + £3}. 1l montrera que f'(0) = 0, f”(0) = 2i, f”(0) = 3j, et donc que M, est un
point de rebroussement de premiére espéce, a tangente O + Ri; I'arc est moins proche de la
tangente que dans le cas d’'un point bi-régulier.

¢) La nature géométrique des résultats obtenus montre que le choix du représentant (1, f, to)
de M, est indifférent. Nous connaissons ce résultat en ce qui concerne la tangente et la suite
caractéristique. A titre d’exercice le lecteur pourra le vérifier pour la concavité en montrant que, si
(I, f to) et (J, g, u,) sont deux représentants de M,, alors :

mg +RfP(0) + Rtf(q)(to) = mp + IRg(p)(“o) + Rtg(q)(“o)-

d) Un point de rebroussement est un point stationnaire (p > 1), mais la réciproque est fausse.

e) L'étude ne s’applique que si la famille caractéristique en M, contient deux termes non
nuls; ce n’est pas toujours le cas (par exemple si & est inclus dans une droite).

f) Par contre, si c’est le cas, la connaissance de la position de % par rapport aux droites
affines contenant m,, peut fournir les parités de p et g (par exemple, s’il existe deux droites distinctes
non traversées, M, est un point de rebroussement).

g) L’étude, qui repose sur la formule (1), reste valable si on remplace celle-ci par un
développement limité non obtenu par Taylor-Young; dans la pratique, on peut ainsi éviter des
dérivations laborieuses.

On peut aussi étendre

étude au cas ou f(¢) admet une limite m, lorsque ¢ tend vers + oo, ou

v 19Uy w110

I’
— o0; on remplace alors (1) par un dé veloppement limité au voisinage de + <0, ou — oo (cf.
exemple au 1.3.1,4° in fine).

3° Arc de 6’3. — Limitons-nous au cas ou M, est un point birégulier de

_l-'_L_

I :(py, p,) = (1, 2). Nous disposons en M de la tangente &, = my, + Rf'{¢,)
représentée paramétriquement (dans un repere quelconque) par :

x = x(tg) + Ax'(£o), y = y(to) + AY'(to), z = z(to) + Az'(ty)
et du plan osculateur &, = my + Vect (f'(ty), f"(t,) représenté para-
métriquement par :

= x(to) + Ax'(to) + ux"(to), y = yl(to) + Ay (to) + Wy (to),
z = z(to) + AZ'(ty) + pz"(ty),
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et admettant pour équation cartésienne :

x — x(to) x'(to) x"(t)
y = yte) Yt y'tg) | =0
| z —z(te) Z'(t)) 2"(to) |
e Rapportons € 4 un repére de la forme # = (my; f'(t,), f”(to), K) ou
K ¢ T,. En procédant comme au 2° nous constatons :

XO~ (@ —t), YO~ (=2 Z() = olt — to)*

Nous en déduisons qu’en m, l’arc :

— traverse tout plan 2 qui contient m,, mais nest pas tangent;

— ne traverse aucun plan 2 qui est tangent, mais non osculateur en M,

Soient I la projection de I' sur le plan osculateur @, (parallélement a la
droite RK) et M (d’image m,) la projection de M,,. On constate que M} est un
point ordinaire de I et qu’il existe U € ¥7(t,) tel que, pour tout t € U\{¢t,}, la
projection de f(t) appartienne au demi-plan ouvert my, + Rf"(¢,) + R* f"(t,),
qui est appelé concavité de I' en M|,

Fi1G. 9.

o THEOREME. — M étant un point birégulier de I" représenté par (I, f, t,),
il existe un voisinage U de ¢, pour I tel que :

VieU\{t,}  f()¢tang(T; Mo)

et Pon a:
osc (I'; My) = lim ¥t

t=to,te U\{tg}
ou 7 (t) désigne celui des plans tangents en M, a I' qui contient le point f(¢).
Cas particulier important de la proposition 1. 2.2, 4°. O

e Jusqu’ici k > 2 suffisait. Supposons maintenant k > 3.

— Si M, est tri-régulier, i.e. si la famille caractéristique en M, est (0, 1, 2, 3), on peut adopter
K = f"(t,), et ainsi : 2(t) ~ (t — t5)*/3 !, ce qui montre que I'arc traverse le plan osculateur en m,
(ig. 11); en projetant sur les plans my, + Vect (f'(t,), f(to)) et my + Vect (f"(t,), f(t)) on
obtient respectivement un point d’inflexion et un point de rebroussement (d’image my).
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— Si f(ty)eT,, ie. si &, =G5 on a Z(t) = ot — t)®; on dit alors que &, est
surosculateur; en particulier si la famille caractéristique est (0, 1,2,4) on a Z(t) ~ (t — tp)*/4 ! et
Parc ne traverse pas le plan osculateur en m,.

e A titre d’exercice, le lecteur pourra étudier, au voisinage de ¢,, la distance de f(¢) & m,, a une
droite contenant m,, & un plan contenant m,. Il pourra pour cela utiliser soit le repére &, soit le
théoréme II du 1.2.2,1°

On travaille ici sur C*-arc paramétré. Au terme de I'étude,
le lecteur vérifiera que la propriété avoir une branche
infinie (resp. une direction asymptotique; resp une asymp-

é tote) est C*-invariante, ce qui permet de la transférer g
de 'arc parametre a l'arc géométrique qu’il représente.

Dans tout le paragraphe, on considére un C*-arc paramétré (I, f) d’un
R-e.a.n. (£, E) de dimension finie n > 0; on se place dans e cas ou il existe
b e R vérifiant : b e I\I, ou T est adhérence de I dans R (borne de I dans R,
n’appartenant pas a I).

1° Branche infinie. — THEOREME ET DEFINITION. — On suppose qu’il existe

O € & vérifiant : lim ||Of ()| = + oo.
t—b
Alors, pour tout O'eé : lin; 10 f(t)]| = + oo, et on dit que Parc (I, f)
t—
admet une branche infinie relative a b.

Simple conséquence de :

—_— >

(0,008 070N > 10fO]I— 00|} [

2° Direction asymptotique. — THEOREME ET DEFINITION. — L’arc (I, f)
admettant une branche infinie relative a b, on suppose qu’il existe un point O de &
et une droite A de &, de direction o, vérifiant :

lim Aff (O, f(t)) = A (4)

t—b

Alors, pour tout O’ € &, la droite Aff (O, f(t)) admet, quand ¢ tend vers b, une
limite de direction 3, et on dit que & (dont I'unicité est évidente) est la direction

asymptotique de la branche infinie considérée.

En utilisant la définition du 1°, on constate que, (0, O') € &2 étant donné,
il existe W = ¥V n I, ou V est un voisinage de b, tel que, pour tout te W
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f(t) # O et f(t) # O, ce qui permet de disposer des droites Aff (O, f(1)) = 2,
et Aff (0, f(t)) = 2,, de directions notées D, et D,

(4) signifie lim 2,= A et implique (1.1.2,5°) Texistence d’une

s L 4= TXI
t—bp,LEW

application u de W dans la sphére S de E vérifiant :

VvieW  u(t)eD,; v € 8\{0} lim wu() =v
t—b, teW

Pour t e W nous avons Of(t) e D, et donc: Of(t) = r(t)u(t);

avec : r() = )|Of(t)]] > O, et lim |r(t)] = + oo.
t—bteW

1 C e
Nous constatons que —(—t—)O’f (t) est un élément de D;\{0} qui sécrit :
r

—_—
’/

(—t) + u(t), et donc admet la limite v quand ¢t € W tend vers b; il en résulte,
-
toujours d’aprés 1.1.2, 5°, que D; admet la limite d. O

REMARQUES. — a) Les topologies sur & et sur l'ensemble des droites de & étant
indépendantes du choix de la norme, on constate qu’il en est de méme pour I'existence d’une
branche infinie et, éventuellement, d’'une direction asymptotique.

’ ’ kY . by ., . 3 . » I3
b) & étant rapporté 3 un répére, une condition suffisante pour qu’il y ait une branche infinie

est qu'une des coordonnées admette + o0 ou — oo pour limite. L’exemple de larc
(R,t > (tcost,tsint)) de R? montre que cette condition n’est pas nécessaire.

¢) Le méme exemple montre qu’il peut y avoir branche infinie sans direction asymptotique
associée.

3° Asymptote. — DEFINITION. — Larc (I, f) admettant une branche infinie
relative a b, s’il existe une droite affine o/ de & vérifiant :

lim d(f(t), ) = 0
t—b
on dit que =7 est une asymptote de I'arc, associée a la branche infinie considérée.
(L’indifférence du choix de la norme résulte ici du théoréme du 1.1.4, 1°).

THEOREME. — La direction A dune asymptote ./ est direction
asymptotique pour la branche infinie considérée.

Pour ¢t donné, on a :
d(f(r), ) =d(f(), &)

ou o = o N B(f(t), 1 + d(f(r), ) est un compact (fermé et borné) de & ;
il existe donc g(t) e & tel que :

d(f(1), &) = d(f(), g(1)).
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Ayant choisi O € &/, nous avons : ||Og(t)}| = IIOf(tSH - ||f(t)g(tSl|, ce qui

_

N
entraine lim [|Og(t)|| = + oo.
t—»b
Tl Avicta A/ — T/ ~ T ~rh T/ nat 2114 winiaimmnca Ao h tal ~via £4\ L N ot
11 CADLIC ¥y — ¥V (Y1, DU ¥ dL Ull vyublllagv uUv v, Wi quc J¢) = v L

g(t) # O pour tout t € W. Ayant choisi un vecteur unitaire v de 4, nous en
déduisons (pour te W) :

Og(t) = r(t)v, avec rit) # 0 et lim'|r(t)} = + co.

t—b
] ——
Nous constatons que E Of(t) est un vecteur directeur de la droite
r
1] —
Aff (O, f(t)) qui s’écrit v + — g(t)f(¢), et donc admet la limite v. O
r[L}

Nous laissons au lecteur le soin d’établir :

CoroLLAIRE I. — L’arc admettant une branche infinie relative a b, il existe
une asymptote associée si, et seulement si les deux conditions suivantes sont

rempiies :
i) La branche infinie admet une direction asymptotique 6;
ii) La droite f(t) + 3 admet une limite quand ¢ tend vers b.

Il va de soi que 1) peut €tre verifié sans que 1) le soit (cf. 4°).

CoROLLAIRE II. — A une branche infinie est associée au plus une asymptote.

EXEMPLE. — R? est muni de sa structure affine canonique et d’'une norme
(qu'il est inutile de préciser). L'arc (I, f) de R> est défini par :

2 3
I=T11, + oof, f.-m-»(t ct )

t—1t—-11¢—1

On constate quil y a une branche infinie relative 4 la borne b =1 de I De

—_—

lim (t-10 f(t) = (1,1, 1) on déduit I'existence de la direction asymptotique 6 = R(1, 1, 1).
t—1,t>1

Pour ¢ > 1, la droite f(t) + 5, qui admet la représentation paramétrique :
t t2 '

+ A, z = + A
t —1 t—1 t—1

rencontre le plan O + Vect(i,j) au point qui correspond a L = — » A savoir

t —1
(= t(1 4+ 1), — t2,0). Ce point a pour limite a = (— 2, — 1,0). L’arc admet donc a + & pour
asymptote.
Il y aurait intérét a étudier simultanément Parc (I' f), ot I' = ]— oo, 1[.

4° Branche parabolique d’'un arc plan. — Soit (I, f) un arc paramétré d’un plan affine &,
admettant une branche infinie relative a b, et une direction asymptotique associée 8. Considérons
une droite affine 2 = O + Ru, (u ¢ 3), et désignons le point (f(t) + &) N 2 par g(t) = O + ¢(Hu.
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L’arc admet une asymptote si et seulement si, quand ¢ € I tend vers b, g(t) admet une limite
ae€ P (asymptote est alors a + J), i.e. si et seulement ¢(t) admet une limite finie.

Le lecteur vérifiera que si ¢(t) admet une limite appartenant a {— oo, + oo}, il en est de
méme pour tout autre choix de 2 et de (O; u); on dit alors que l'arc (I, f) présente en b une
branche parabolique de direction 9.

Il va de soi que si @(f) n"admet pas de limite dans R, il n’y a ni branche parabolique ni
asymptote.

EXEMPLES. — a) & = R?; (I, f) est (R, t —(t, t?)), dont le support est une parabole.
Les branches infinies relatives 4 + o0 et — o0, admettent 'une et l'autre une branche
parabolique de direction R(O0, 1).

Le lecteur vérifiera qu’il en est de méme pour (R, ¢t (¢, t> + sin t)), ce qui montre que si 'on
peut observer que toute branche parabolique a l’allure d’une parabole (ce qui justifie la
terminologie), ce n’est vrai que grosso-modo.

b) & = R%; (I, f) est (R, t —(t, sin t)). Il y a branche infinie relative 3 + oo, avec direction
asymptotique R(1, 0), mais il n’y a ni asymptote, ni branche parabolique.

5° Pratique dans le cas d’un arc plan. — Le plan & est rapporté a un
repere (O i, j). On étudie 'arc (I, f), avec f(t) = O + x(th + y(t)j, qui présente
une branche infinie en b eI\, (b e R).

On élimine le cas ou, pour tout voisinage V de b, il existe (¢, t') € (V N I)?
tel que x(t) = 0 et y(¢) = 0; il n’y a alors pas de direction asymptotique.

Quitte a intervertir les roles de i et j, nous supposerons qu’il existe
Vevy (b) tel que x(t) # 0 pour tout telV nlI.

Recherche d’une direction asymptotique. — La direction de la droite
Aff (O, f(t)), de coefficient directeur y(t)/x(t), ne contient pas j; le théoréme du
1.1.4, 3° s’applique et donne :

1Y Qi lien y(t) — -~ alAare M 1 113) agt Airasrtinn acumntatiana

l} D1 1111k -_— HC n, aliluvuilsds II“\I T J} Vol Jdlivuiiuvll aDyllllJl.Ul.lLluU,
t-b X(t)

e e V() . . . 1

1) Si lim T) = 4+ oo, alors Rj est direction asymptotique (*),
t=b |x(

iii) Dans tous les autres cas, il n’y a pas de direction asymptotique.

Recherche d’une asymptote. — Etudions successivement les cas i) et ii) ou
il existe une direction asymptotique 8. Choisissons (cf. 4°) une droite affine
2 =0 4+ Ru, (ugd), et eétudions le point (f(t) + ) N D, noté
g(t) = 0 + o(tu.

Casi). — Ici 8 = R(i + pj). On peut choisir 2 = O + Rj. Les droites 2
et f(t) + & admettant les équations respectives :

x=0 et y—y@)=px—x())

t
(*) Par raison de continuité, ceci ne se produit que si lim%e {— o0, + ©}.
t—=+b Xx(t
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on obtient :
@(t) = y() — px(2).

— Sil existe lim (y(t) — ux(t)) = o, o € R, alors la droite &/ d’équation

t—b

y = px + o est asymptote, et sgn (y(t) — px(t)) permet de placer le point f(t)
par rapport aux demi-plans définis par </ ;

— Sl existe lim (y(¢) — px(t)) e {— o, + o}, il y a branche

parabolique ;
— Si y(t) — ux(t) n’a pas de limite dans R, il n’y a ni asymptote, ni
branche parabolique.

Cas iii. — Ict 8 = Rj. On peut choisir 2 = Ri; on obtient ainsi
o(1) = x(t).
— Sl existe lim x(t) = o, a € R, alors la droite &/ d’équation x = a est
t—b

asymptote, et sgn (x(t) — o) fournit le « placement »;

Y,

gt

fit)

FiG. 10.

— Sl existe lim x(¢t) e {— oo, + o0}, il y a branche parabolique;
t—b
— Si x(t) n’a pas de limite dans R, il n’y a ni asymptote ni branche
parabolique.

REMARQUES. — a) Le cas i) avec u = 0 est le cas ii), aprés échange de i et de j.

b) Dans le cas i) avec pu # 0, x(t) et y(t) ont l'un et autre une limite dans {— o, + o}.
En effet, par continuité, x(¢) et donc y(¢) gardent un signe constant au voisinage de b. D’autre
part, au voisinage de b :

Comme 11m(|x(t)| + |y(®))) = + oo, il vient lim |x(t)] = + oo.
t— t—b

On raisonne de méme pour |y(t)] en changeant p en 1/p. ]
oy o N L {1 h and 1 )’

Cas u} d Cj . X H—U T+ Al + y\X}j, aveC o € { w, - w; OTs q on
peut trouver un developpement limité a 'ordre 2 de y(x)/x, suivant les puissances de 1/x, a savoir :
y(x) a, 1

— =ay + — + (a; + €(x)) avec lim g(x) = 0.
X X x x b
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On dispose alors de 'asymptote d’équation y = ay,x + a, et, si a, # 0, on peut méme placer le
support de l'arc par rapport a 'asymptote (au voisinage de b).

22
: . —2x -1
A titre d’exemple le lecteur pourra étudier le cas de y(x) = e~ /X ————— et montrer
x
que, au voisinage de + oo (resp. — o), y(x) s’écrit

£(x)
yx)=x -3 + — + —
X x

D’ou l'asymptote d’équation y = x — 3 et le placement.

Complément: arcs asymptotes d’un plan affine. — Il s’agit de deux arcs paramétrés de la forme
(I f) et (I, g), lintervalle 1 admettant une borne b eI\l telle que :

im[[0f(@)) = + o et lim [lg(t)f (1)l = O.
t—b t—b

On constate que chacun des arcs admet une branche infinie relative a b, et que, si I'étude de 'une
_—

des branches a été faite, celle de ’autre en résulte grace a lim g(t)f(t) = 0. On peut méme, dans des
t—-b

cas favorables, placer 'un des supports par rapport a l'autre.
Supposons, par exemple, que I'on ait & étudier un arc (I, f) admettant au voisinage de la borne
beR de I un développemeni asymptotique de la forme :

14 q
i) = Z ; (t — bYv; + (t — to)9e(r)

_b);i j

ou les vecteurs u; et v; sont fixes, et ou lim &(t) = 0.
t—b
On dispose de l'arc asymptote (I, g) avec :

dans une parabole. Le lecteur notera cependant que les arcs t +—
t —(t, e'/2) sont deux a deux asymptotes au voisinage de + 0.

1.3. CONSTRUCTION DU SUPPORT D'UN ARC PLAN

Dans le présent sous-chapitre, (&, E) désigne un plan
affine normé, rapporté a un repére (O; i, j). Conformé-
ment a l'usage, les droites O + Ri et O + Rj sont
notées Ox et Oy et appelées « axe des x » et « axe des
y»; les symétries affines par rapport @ O, Ox (de
direction Rj), Oy (de direction Ri) sont respectivement

notees Sg, Sy, S,
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1.3.1. Généralités

1° Position du probléme. — On se donne D < R,réunion d’intervalles (non
réduits a un point) et f: D —» & définie par f(t) = O + x(t)i + y(¢)). On
suppose f de classe C* (k > 1) sur chacun des intervalles constituant D. Il en est
donc de méme de x et y. On se propose d’effectuer un tracé approximatif, mais

aussi fidéle que possible, de f(D). 1l s’agit donc de construire une réunion de
supports d’arcs paramétrés.

2° Intervalle d’étude. — On cherche a déterminer un intervalle I = R,
d’amplitude aussi petite que possible, tel que la construction de f(D) se déduise
aisément de celle de f(D n I). On utilise pour cela :

THEOREME . — On suppose qu’il existe des intervalless A — N et I < R,
ainsi que des applications u: R—> R et v: & > & vérifiant :

) D= wD nI;

i) VieD  (u(t) e D) A (f(u(®) = v(f(1)).
Alors : fD)= U v"(f(D n D) (1)
THEOREME II. — On suppose qu’il existe des intervalles A — Z et | c R,

ainsi que des applications bijectives u - R > R et v : & - & vérifiant :

) D= uw(D nI;

iii) vt e"le) u(@®)e D) A (u () e D) A (f(u@®) = v(f(1)).
Alors : fD) = U v"(f(D n 1)) (2)
Démonstration des deux théorémes. — Notons d’abord que 1) implique

que, pour tout teD, on a: fu (t)) = v(f(u"(t), et donc
[ () = v~ '(f)).

— Une récurrence donne (dans les deux cas) :
VieD VYneA fu'(t)) = v"(f(t).
— Soit m e f(D). Ecrivons m = f(t), avec t € D. On peut écrire :

t = uP(1), avec peA e t1eD n L

On en déduit : m = vP(f(x)), et donc me Y v"(f(D n I)).

neA

— Inversement si me |J v"(f(D n I)), alors m = v?(f(7)), avec pe A et
neAd

teD n 1, et donc m = f(u?(t)) e f(D). 0
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PRATIQUE. — On utilise surtout le théoréme II. Pour cela, on commence a
rechercher des bijections u et v vérifi~ t ii1); dans la plupart des cas, u est :

— soitt +—> t 4+ T (T € R*), ayuel cas on peut adopter (indépendam-
ment de v) : A =7Z et I =[a, o+ T], ou a est arbitrairement choisi;

— soitt +—> o — t, auquel cas on peut adopter (indépendamment de v) :
A={0,1} et I =]— o0,0/2] ou I = [0/2, + oo[.

La méthode est efficace lorsque les v" distinctes (n € 4) sont en nombre fini (par exemple
lorsque v est une symétrie, ou (& étant euclidien) une rotation de mesure 2n/p, avec p € N*),

Lorsqu’on a a lappliquer plusieurs fois consécutives, on a intérét a commencer a utiliser (si
possible) u(t) = t + T, T € R*% étant aussi petit que possible ; ce n’est qu’ensuite que I'on fait appel
dut) =0 —t

PREMIER EXEMPLE. — D = R; x(t) = cos 3t, y(t) = sin 2t. Ici f(t + n) = s,(f(t)). Nous
construtrons donc la partie du support relative a t € [o, & + 7] et nous compléterons par la
symétrie s,.

Pour le moment, nous disposons du choix de a. Mais f(— t) = s.(f(t)) nous conduit & adopter
o = — n/2, a faire le tracé pour t€[0, n/2], (fig. 12), et a compléter par les symétries s, et s,, dans
cet ordre, (fig. 13). Les points doubles qui apparaissent seront précisés au 5°.

Notons qu’avec cette méthode nous n’aurions rien ajouté en observant que f admet 2r pour
période, ou que f(n — t) = sp(f(t)) puisqu’il s’agit de conséquences des propriétés utilisées.

y Y

C T C >
5 : \ < / x

FiG. 12. FiG. 13.

3° ‘Ebauche du tracé. — L'intervalle d’étude I est supposé déterminé
comme ci-dessus. L'é¢tude des variations de t > x(t) et t > y(t) et des
branches infinies éventuelles permet une premiére ébauche du support. Celle-ci
sera ensuite améliorée par I’étude plus précise de quelques points particuliers

(le choix de ces points étant suggéré par la premiére ébauche); en particulier :

Etude locale au voisinage d’un point. — En considérant f comme définie
sur un intervalle, on se raméne au cas d’un point M(t,) d’'un arc paramétré
(I,f). La méthode générale (1.2.3, 2°) consiste a rechercher un développement

limité de f au voisinage de t, (éventuellement par Taylor-Young).

A0
4°



44 ETUDE AFFINE DES ARCS 1.3.1

Voici quelques remarques, qui peuvent étre utiles :
a) Si I'on sait que la tangente en M, existe, d’aprés le théoréme II du 1.2.2,2° on peut

: : . (1) — y(to)
I'obtenir comme lim  Aff (mg, f(t)), ce qui conduit & rechercher him y———o—,
L= 1o, # 1g t = tot #tg X(1) — X(to)

dans R.
Si, en outre, M, est stationnaire (x'(t,) = y'(t;) = 0), on peut avoir 'occasion d’appliquer la
régle de I'Hopital :

( . y'(t) _> ( () = ylto) )
m —=0a0eR] = tim ——=a)
1 1ot #tg) X'(2) t =gt # 20 X(1) — X(tg)

b) $il existe une tangente en M, de direction Ri ou Rj, allure locale du support est fournie
directement par ’étude des variations de x et de y. Pour une autre direction de tangente, on peut
avoir intérét a adjoindre a ces variations celle de p : ¢t +— y'(t)/x'(t) (cf. permanence du sens de la
concayvité, remarque A, b) du 1,2, 3,2°.

EXEMPLES. — a) D = R; x(t) = 3t* — 213, y(t) = t* — .
Le lecteur vérifiera qu’il existe un unique point stationnaire Mgy(t, = 1/2).

— La méthode générale conduit a calculer f7(1/2) = 3i + 2j, f""(1/2) = 24i, et en déduire
(p, 9) = (2, 3) : rebroussement de premicre espéce avec (au voisinage de ty), M, + i(resp. My — i)

1
dans la concavité si t > 1/2 (reSp. t < 5) D’ou la figure 14.

— Une autre méthode consiste a déduire la tangente en M, de p() = 1/(6t?) et

lim p(r) = 2/3, a constater que x et y passent par un minimum en ¢, (d’ou le rebroussement), et
17

que p décroit au voisinage de t,, i.e. que «la tangente tourne dans le sens négatif » (d’ou la
premiére espéce et lallure).

ijé

AY M

w4
/
-1/316 o) /

>y

o
Y

s

FiG. 14. F1G. 15.

e

b) D = R\{—1,0,1}; x(t) = 2t/(t> = 1), y(t) = (t + 1)*/t%
Adjoignons au support le point Im f(t)= lim f(t) =0 +}j, notég. Un
t - + o© t - — o0
développement limité de x et y au voisinage de + o« et de — oo donne

2. .1, 1
f(t)=a+—(1+])+—21+o(—2)
t t t

D’ou la figure 15.
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5° Points multiples. — Etant donné un point m du support & d’un arc
paramétré (D, f) nous nous intéressons ici a lordre géométrique de m
relativement a ’arc géométrique représenté par (D, f), et non a la multiplicité de
m relativement a (D, f) (cf. 1.2.1, 5°).

EXEMPLES. — a) D = R; x(t) = cos 3t, y(t) = sin 2t (suite de Pétude du 2°). f admettant la
période 2w, pour tout point m = f(t) de ¥, on a t + 2nZ < f~'({m}), et la multiplicité de m est
infinie.

On remarque que s’il existe un point d’ordre géométrique 2, il est nécessairement image de
deux points de I'arc géométrique dont les parameétres appartiennent a [0, 2xn[, ce qui nous conduit
a rechercher les (t,,t;) vérifiant :

O <ty <ty <2m) A (f(ty) = f(£2) (1

— Pour tout (x,, x,)€R% on a :
2 2
[x(t,) = x(t,)] ¢>|_(t2 -t e—nz\ vit,+1t, —n ﬂ
L\ 3/ \° 3 /4
n
[y(t,) = y(t2)] ¢>|i(t2 —tienZ) v (tz +1 € ) + T‘Z):'
Le lecteur vérifiera aisément que les solutions de (1) sont les 7 couples :
(Sn 131t> (lln 191t) (n 1711:) (711: 237t>
127 12 12712 12° 12 12° 12
(n 711:) (n Sn) (Sn lln)
6" 6 2° 2 6’ 6
qui fournissent respectivement les points du support de coordonnées :
(\ﬁl>( J2 1)<J§? Cﬁ 1)
272 27 2 272 27 2
o _ Y3
2)

Il s’agit bien de points d’ordre 2 pour I'arc géométrique car pour chacun des 7 couples (¢, t,)
les sous-espaces fondamentaux aux points de paramétres ¢, et ¢, sont distincts (on le vérifie pour
les tangentes).

Concrétement, les 3 points doubles appartenant & Oy étaient en évidence dés la premiere
ébauche de la courbe et, pour des raisons de symétrie, on pouvait se contenter de chercher le point
double a4 coordonnées strictement positives, ce qui revenait a remplacer (1) par :

(ty €10, m/6[) A (15 € J4m/3, 3m/2[) A (f(2)) = S(22))

qui admet la solution unique (n/12, 17n/12).

/4 . "2

)

(suite de létude du 4° in fine).

,y()—

Recherchons d’abord les points de multlphclte2 en résolvant :

2t 2t t+12 t+12
((tl’tz)eDz)A(tl;étZ)A(tf—ll=t§—21>/\((1t1 )=(2t2 )> @

Compte tenu du caractére bijectif de ¢t +— (t + 1)/t, la derniére condition peut étre remplacée
par (t; + 1)/t;, = — (t; + 1)/t5; (2) s’écrit ainsi :

MD=R“—LQU;ﬂn=tL

(tys 1) €D?) Aty #1)) Altyty + 1 =0) Aty + 85 + 2ty2;, = 0)
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Pour (t,, t,) solution de (2), t, et t, vérifient T? — 2T — 1 = 0, équation qui admet deux

racines distinctes, o et B, appartenant 2 D. Sans utiliser les valeurs 1 — \/5 etl + \/5 deaet B, on
obtient les coordonnées du point f(a) = f(B); ce sont :

Qafe® — 1), 1 + 2a + 1)/a?) = (1,2)

En fait nous avons ici quatre arcs paramétrés vy, = (I,f), avec I, =]— oo, — 1[,
I,=1-10L1I,=101[,1, =]1, + wo[. Comme a € I, et Be I,, aucun de ces arcs nadmet de
point double; le point f(a) est seulement I'intersection des supports de y, et de y,.

REMARQUE. — Le point f(a) s’obtient plus rapidement en recherchant (x, y) tel que ’équation
a l'inconnue t : ‘ _ L , _ . B
(teD) A(x =2t/t° — 1) A (y =(t + D)/t 3)

admette deux solutions distinctes. En effet (3) s’écrit :
(teD)A(xt? =2t —x=0A((y—1)2 =2t —1=0)

ce qui exige: x =y — 1 et x = 1, clest-a-dire (x, y) = (1,2).

Inversement, si (x, y) = (1, 2), alors (3) a bien deux solutions (réeiles) distinctes.

— Cette méthode vaut toutes les fois que x et y sont des fonctions rationnelles : on écrit que
deux polyndomes ont un P.G.C.D. de degré 2 (au moins) et 'on regarde si celui-ci admet deux
racines réelles et distinctes ; c’est commode lorsque, comme ici, 'un des polynomes est de degré 2.

v,

4 Y N . 1
1.3.2. Exempie

Le lecteur est invité a4 achever la construction des supports rencontrés dans le paragraphe ci-
dessus. Donnons un autre exemple.

1° Considérons la partie ¥ de & paramétrée par :
$3 12 — ¢

(t =1t +2) Y t—1

Nous sommes amenés a construire les supports de trois arcs paramétrés, selon que
te]— oo, —2[,te]—2,1[ ou te]l, + oo[.

— Variations de x et y. Le lecteur calculera :

dx  tX(t? + 2t — 6) dy 2 —-2t+2

dt (- DXt +2? dt t — 1)

Notons t, < t, les deux racines de t* +2t — 6 =0 :

; 4 /: -~ L aLe0 . 1 N /:' 1 £ A0
t, = —1— /7>~ — 36458 t, = — 1 4 /7 = 1,0438.
Nous en déduisons aisément les variations de x et y :
dx/dt + 0 - -0 - - 0 +
X —o0 2 x(t;)) v —oofl+ 0 N0 N—oo||+ 0 M x(t) # + ©

A0 24 o|f—00 2 yi,) & +

dy/dt + + + o+ + +
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REMARQUES. — a) Pour un calcul exact de x(t;) et y(t;) (i € {1, 2}), il peut étre intéressant de
remplacer les polynOmes intervenant dans I’expression de x ou y par leur reste dans la division par
t* + 2t — 6. Le lecteur vérifiera :

x(t) = — 720 * 14ﬁ ~ — §,34; x{ty) = — ——————20 — 14V7 ~ 1,89
9 9
8 + 27 8 —2./7
ity = ~ 84247 > — 4,43; ) = — ———— = =090
3 3
b) 11 est utile de noter que pour ¢t = 2 : x(f) = 2, y(t) = 0.
— Branches infinies. Au voisinage de t = — 2, il y a (pour deux des arcs étudiés) une
8
asymptote d’équation y = — 3 L’étude des variations permet d’étudier la position des arcs par
: o g L 4
rapport a cette droite. On pourrait améliorer en étudiant I’équation y(t) = — — | on trouve t' = -
et x(t') =~ 2,13).
e Au voisinage de + oo (resp. — o0), nous constatons : x(t) ~ t et y(t) ~ t. Calculons donc :
() — x(t) = ——4t Ainsi la droite d’équation y — x = 0 est asymptote. La position du
t— 1 +2
support se déduit du signe de — 4t/(t — 1)(t + 2). Notons que O(t = 0) appartient a 'asymptote.
. . /3 -1 44t + 1)
® Au voisinage de t = 1, il vient : x(t) ~ ——, y(t) ~

, et y(t) + 3x(t) = ———,
t—1 t —1 »e) ® t+ 2
d’ou Pasymptote d’équation y + 3x — 8/3 = 0. D’autre part

O+3x0 -83 =+ B
y() + 3x(t) - =t = 1) ~ —(t = 1),
3t + 2) 9
d’ou la position par rapport a I'asymptote.
ntane ana la nnint da naramatra 7 —_— — f act cnr Pacymntata T a lactanr ~nnctatara
AWNWLVIAD \luv 1w }JUIAAL A 1Y) Pul“lll\«tl\' (2 WwJIl Oul 1 40 llltht\i Avw LWwWwiwill wlilloltdlwvi a
3
x(t") ~ 1,52 y(t") ~ — 1,90.
\ T e
AU X

FiG. 16.
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Point double (!). — Ecrivons que les deux équations algébriques :
(1) P —xt?+t—-2)=0 et t*—-2t—yr—-1)=0 (2)

ont en commun deuk racines réelles. Effectuons pour cela la division euclidienne du premier
lyndme par le second, et écrivons que le reste est nul. Il vient :

0 —xy+3y=3x+4=0A0*—xy+2y—2x=0)

en soustrayant membre 4 membre, le lecteur trouvera : x = 2, y = — 2, et vérifiera que, pour ces
valeurs, I’équation (2) admet bien deux racines réelles distinctes différentes de — 2 et 1.

il aboutit a :

qui conduit a :
t +t" =0, 't = — 2, soit t = \/5 et "= — ﬁ

2° Complément. — Considérons la droite 2 d’équation ux + vy + w = 0 ((», v) # (0, 0)) et
¢tudions son intersection avec la « courbe » € étudiée au 1° L’« équation aux t» des points
d’intersection est

@+ v)d + w2 +(w—4v)t —2w=0 (3)
Siu+0v#0((ie si 2 nest pas paralléle a la direction asymptotique correspondant aux

voisinages de + oo et — oo) I’équation est du troisiéme degré. Notons (t,, ¢,, t3) un systéme de
racines (distinctes ou confondues) et, selon l'usage :

0'1 = tl + t2 -+ t3 0'2 = tltl + t2t3 + t3tl 63 = t1t2t3
Nous avons donc :
o, = — w/(u + v), o, = (w — 4v)/(u + v), o5 = 2w/(u + v) 4)

— Inversement soient ¢,, t,, t; des réels distincts de — 2 et de 1, et m,, m,, m, les images des
points correspondants.

Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une droite 2 telle que
I’équation (3) admette (t,, t,,t;) comme systéme de racine.

La condition est qu’il existe (u,v, w)e R® vérifiant (4), soit encore qu'il existe
(4, v, w) € R3\{(0, 0, 0)} vérifiant :

u+vo, +w=0, u+ o, —w+ 4v =0, (u+vo;—-2w=0 (5

(en effet si une solution de (5) vérifie u + v =0, alors w = —w + 40 = w = 0, et donc
u=v=w=0)
La condition cherchée s’obtient donc en annulant le déterminant

o, o, 1

o, 0,+4 -1

O, O, -2
soit :

20, +06;=0 (6)

(') Avec les réserves déja faites au 1.3.1.5°.
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Applications. — a) Lorsque t,, t,, t; sont deux a deux distincts, la condition (6) exprime
simplement que m,, m, et m; sont alignés.

Ecrivons que, pour t, # ¢, donnés, (6) est vérifiée pour tout ¢, € R. % n’étant pas inclus dans
une droite il en résultera m, = m,, ce qui redonnera le point double.

(6) s’écrit : 20ty + 1)) + (2 + tyty)t3 = 0. D’ou ty +t, =0, 1,8, = -2

On retrouve bien le point double.

b) Supposons t; = t,. (6) exprime qu’il existe une droite & recoupant € en m; = m, (racine
au moins double) et en m,. D’aprés la remarque du 1.2.2, théoreéme II, les arcs ne présentant pas de
point stationnaire, cela signifie ici que & est tangente en m; = m,.

Notons t = t, = t,. (6) devient : (t* + 2)ty + 4t = 0.

Nous en déduisons que la tangente en m(f) recoupe ¥ en le point de paramétre
ty = — 4t/(t*> + 2), appelé tangentiel du point m(t).

Le lecteur vérifiera en exercice que les tangentiels de trois points alignés sont alignés (%).

c¢) Enfin par un raisonnement analogue, en supposant t, = t, = t,, nous trouverons les

o e flawimamns Vol anle dacen o 23 . cmit 4 [ L SR | N R R P
points d’inflexions. Ici cela donne : ¢ + 6t = 0, soit ¢ = 0 unique racine réelle. D’ou le point O,

évident sur la figure.

REMARQUES. — a) Cette étude se généralise & toute cubique paramétrée par :
P(t) Q@)
x = =
{1\ R
‘\\L’ ‘\\L’

ou P, Q, R sont des polyndmes de degrée au plus 3, dont 'un au moins est de degré 3.
On démontre ainsi que si cette « courbe » admet trois points d’inflexions (réels) ils sont
alignés.
b) En résolvant (5) on en déduit I'équation de la droite 2 en fonction de o, 5,, o, (lorsque
(6) est vérifite).
Ainsi en utilisant le tangentiel (t; = — 4t/(t* + 2)) le lecteur écrira I’équation de la tangente au
point m(t).

1.4. ETUDE D'UN ARC PARAMETRE
EN COORDONNEES POLAIRES

Dans ce sous-chapitre, (€, E) désigne un plan affine
euclidien orienté, rapporté a un repére orthonormal
direct (0; i, i).

LI =293

5 : b
1.4.1. Résultats préliminaires
1° Rappel de notations. — Nous reprenons les notations
Ve R u, = (cos 0)i + (sin 0)j et Vo = U,
4 4
(!) Enprenant t, = 0, t, = 3 ty = — 3 (points ou les asymptotes recoupent %) on constate

que (6) est vérifiée et donc que ces points sont alignés. Cette propriété est 4 rapprocher de celle des
tangentiels (elle s’en déduirait en géométrie projective), et est vraie pour toute cubique (cf.
remarque).
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Le repére orthonormal direct (O, ug, vo) est dit repére mobile.

Le point de coordonnées polaires (p, 0) est le point m = O + pu, Ses
coordonnées cartésiennes sont x = pcosfBety = psin0O;ona x+iy = p e
Inversement tout point m € & admet une infinité de systémes de coordonnées
polaires (cf. I1.6.3.1, 1°). Nous constatons que 8 +— uy et 8 +—— v, sont de
classe C* sur R et que :

d d
— (1) = vy et — (Vo) = — Uy

de de
2° THEOREME ET DEFINITION. — Soit f une application de classe C* (k = 0)
d’'un intervalle I < R dans C vérifiant : Viel |f(¢)] =
Alors il existe des applications continues 0 : I —» R vérifiant :

Viel  e® = f(f)

On les appelle relévements de f. Si 0, et 6, sont deux d’entre elles, alors il
existe he Ztelque :Vte I 0,(t) — 8,(t) = 2hn. Ces relévements sont de classe
C*.

— Vérifions d’abord le dernier point. S’il existe deux relévements 0, et 0,
alors : ei®:0-80) = 1 pour tout tel, et donc (IV.3.3.1) 6, — 6, prend ses
valeurs dans 2nZ. Or 0, — 0, est continue, I connexe et 2nZ discret; on en
déduit que 68, — 8, est constante, de la forme t +— 2hm. O

Notons qu’inversement si 0, est un relévement, alors, pour tout he Z,
t —> 0,(t) + 2hm est aussi un relévement.

— Venons-en a la preuve de l'existence d’un relévement.

Preuve dans le cas k 2 1. — Puisque f ne prend pas la valeur 0, nous
disposons de f'/f : I - C de classe C*~1, et donc continue. Nous disposons
donc de ¢ : I —» C définie, pour t, e[ arbitrairement fixé, par :

Viel Jf(u)
0 S (1)
@ est de classe C* et on a: () = —if(t)/f(t). Il en résulte que

t — f(t)e-io0 est de dérivée nulle sur I, et donc constante.
De ¢(t,) = 0 nous déduisons alors : Vtel f(t) = f(t,)eio.
Comme |f(ty)] = 1, nous pouvons poser : f(t,) = ei%, avec 0,¢e R

D’ou : f(t) = e, avec 8(¢t) = o(t) + 6,.
0 : I - C est ainsi de classe C*; mais, comme |f(t)] = 1, 6 prend ses valeurs
dans R. O

La suite de la démonstration, plus délicate, peut étre réservée a une seconde lecture.
Preuve dans le cas k = O et I = [a, b]. Introduisons A, = C\R_ et A_ = C\R, qui sont des
ouverts de C de réunion C*, et notons  I'application z +— ¢ de C dans C*. Le lecteur vérifiera :

v lid)= U @, avee Qf = {zeC|Re(z)e]2h — U)m,(2h + Ln[}
helZ

vla) = U @, avec Q, = {ze C|Re(z) € 12hn, 2h + 2)n[}.
hel
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D’aprés 111.8.5.5, 3°, pour tout h € Z, § induit un homéomorphisme de Q; (resp. Q; ) sur 4,
(resp. A_), qui est noté s, (resp. ¥, ).

— Soit alors f: [a,b] — C, continue, vérifiant : Vt € [a,b] |f(t)l = 1. Désignons par E
I'ensemble des x € [a, b] tels que la restriction de f'a [a, x] admette des relévements (continus). De
a € E, nous déduisons E # < ; d’ou I'existence de ¢ = sup E, avec ¢ € [a, b]. Il s’agit de montrer :
ceE et c=h

— Draprés f(c) # 0, nous avons, par exemple f(c) € 4, (la démonstration serait analogue
pour f(c)eA_); A, étant ouvert et f continue, il existe eeR% tel que:
f(c —g,c+e[ n[a,b]) = A,.

— Choisissons arbitrairemeiit &e]c g, ¢] N E, ce qui est possible d’aprés ¢ = sup E, et
soit O un relévement de la restriction de f a [a, £]; nous avons e = f(E)e 4,, et il existe un

unique- h € Z tel que 0(&) e Q.

— Choisissons maintenant un élément quelconque £, de I'ensemble non vide
[c,c + €[ n [a,b].

Nous avons § < &, et f(t)e A, pour tout t€[E E,]; h étant I'entier déterminé ci-dessus,
posons 1(1,‘) = (\]J,:’ - 1(f(t ce qui entraine ¢ = f(r) et donc Bl(t) € R; on détermine ainsi une

application 8, : [§,&,] = R, qui est continue; on constate 6(£) = 6,(&).

— Il en résulte que I'application 8 de [g, £,] dans R dont les restrictions a [a, £] et a [£, 1]
sont respectivement @ et 0, est continue, et qu'elle vérifie :

Vie[a k] €0 = f().

Nous avons ainsi : £, € E. En particulier (grdce a2 un bon choix de &,) : ce E.

Par ailleurs, si on avait ¢ < b, il existerait &, € E tel que ¢ < &;, en contradiction avec
c=supE; dou ¢ =b. O

Preuve dans le cas k = 0 et I quelconque. — Nous pouvons choisir d’abord t, € I, puis 6, € R
tel que e® = f(¢,).

Pour tout (a, b) € I? vérifiant a < t, < b, il existe des relévements (continus) de la restriction
de f a [a,b] et on constate que, parmi eux, il en est un et un seul, 8,, tel que
exp (8, 4(to) = exp (0,).

On en déduit aisément qu’il existe une unique application 0 : I — R telle que, pour tout
(a, b) € I? vérifiant a < t, < b, 0, , soit la restriction de 0 4 [a, b]; 0 est continue (tout point de I
admet un voisinage de la forme [a, b] pour la topologie induite), et : Veel 99 = f(t). O

REMARQUE. — Si f est de classe C* pour toute application continue € tel

vtel &%) = f(t), 0 est de classe C~

3° COROLLAIRE. — Soit (I, f) un C*-arc paramétré de & (k > 0) dont le

support ne contient pas O. Alors il existe des couples (p, 6) d’applications de
classe C* de I dans R, vérifiant :

RSN - LAY b Y- 3 1 3 8

Viel f(t) = O + p(t)uy,

A tout t € I associons le réel non nul p(t) = ||0f(t)]]. Comme ||.|| est de
classe C* sur E\{0}, l'application p : I — R ainsi définie est de classe C*,
Notons :

Viel —1—57(75 = E(1i + n(t))

p(?)

Nous disposons ainsi de I'application g : t > &(¢) + in(t) de I dans C
qui est de classe C* et vérifie : Vtel |g(t)) =1; g admet donc des
relévements ; sur 8 I'un d’eux ; il est de classe C* et, pour tout t e I, nous avons :

1] ——
exp (i8(t)) = g(t), et donc uy, = — Of(1). Ol

p(t)
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1.4.2. Etude locale

Dans ce qui suit, nous nous donnons un arc paramétré (I, f) de classe C*
(k > 1) par :

Vel  f(t) = O + p(t)uy, (1)

ou t > (p(), 8(2)) est de classe C*.

D’aprés le 1.4.1, 3°, tout arc de classe C* dont le support ne contient pas
0, est susceptible d’une telle représentation. Mais inversement, I'étu i
ne suppose pas forcément cette hypothése réalisée.

Pour P'essentiel, la théorie est celle faite au 1.2.3, a laquelle on pourra
touyjours se reporter. Nous nous intéressons surtout ici au caractére pratique
de I'étude.

— Par dérivation de (1), nous avons :

Viel  f'(t) = p'(Dugy + p(0)0'(2)ve (2)
10 Tangen.e — a) Soit M(t) un point régulier de (I,f), ce qui signifie
f'(t) # 0, ou, prés (2) : (p'(v), p(t)0'(t)) # (0,0). L’arc admet en M une

tangente ©.
— Si p'(f) = 0 (et donc p(r)0'(t) # 0), & est dirigée par vy,;
— Si p'(t) # 0, la mesure V (modulo n) de P'angle orienté de droites

——— o P(E()
Uy, O est donnée par : tg V = o0

b) En un point stationnaire, on étudie les vecteurs dérivés d’ordre
supérieur a un, conformément a la théorie générale.

¢) Cas particulier ou le support contient O. — Soit t, € I tel que f(t,) = O
1.e. p(ty) = 0. Posons 0(t,) = 6, et faisons ’hypothese (réalisée en pratique) que
pour t suffisamment voisin de t, on ait : (t # ty,) = (p(t) # 0).

Alors la droite affine 92, = Aff (0, f(f)) admet pour limite O + Rug,
lorsque t # t, tend vers t,.

I1 en résulte que si l'arc paramétré admet une tangente en M,(t,) (resp. si
le support admet une tangente en O), il s'agit de la droite affine O + Rug, (cf.
1.2.2, 2°)

également en un pomt tatlonnaire.

2° Branches infinies. — a) L’arc paramétré (I, f) présente une branche

infinie relative & t, € I\l si et seulement si : lim |p(f)] = + o (ce qui équivaut,

[-‘"[o

grace a la continuité de p, 3 limp(¢) e {— oo, + 0}).

t—’to
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b) Lorsque cette hypothése est réalisée, ’'arc présente une direction
asymptotique si et seulement si 8(¢) admet une limite 8, € R lorsque ¢ tend vers
to, la direction asymptotique €tant alors Ru, (cf. 1.1.2, 5°, théoréme II).

¢) Recherche d’une asymptote. — Nous supposons que simultanément :
lim |p(2)] = + oo, lim 6(t) = 0, (8, € R)
t—1, e 1
Dans le repére (O, uy, vo), le point f(¢) a pour coordonnées
X() = p(t)cos (B(z) — 6y) et Y(r) = p(t) sin (B(z) — B,),
et on constate : lim |X(t)] = + oo. Il en résulte :
t— ity
—_ Q4 111 {\ — Vv (V -~ \ Parr admoat nnir acumntnte la AdAenitoe
1 .I.l].ll \ ’ P 0 \1 O < IJ\\}, 1dalw aslllivi PUUI ao JJIPLUL\/ 1Q WL VI LW

d’équation Y — Y, = 0 dans le repére (O, uy, vy). La position de l'arc par
rapport a son asymptote résulte de ’é¢tude du signe de Y(¢) — Y,

— Si lim Y(t)e {— oo, + o0}, il y a branche parabolique de direction
L=ty
Ru, .

— Dans tous les autres cas, il n’y a ni asymptote, ni branche parabolique.

3° Spirales et cercles asymptotes.

a) Lorsque lim |p(t)] = + oo et lim 6(t) e { — o0, + o0}, il y a branche

t -ty L=,

infinie mais pas de direction asymptotique. L’arc présente une allure de spirale.

p(t) = at (spirale d’Archiméde) (fig. 17)
p(t) = ae™, m # 0 (spirale logarithmique) (fig. 18).

EXEMPLES. — I =R, 0() =1,
=t

I=R, 0()

£

AN .
i

\J

_—
\

/[

{\ /
=

—
— pmall §30 \J
-—= pmat GO

Fic. 17. | . FiG. 18.
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b) Lorsque lim p(t) = p, et lim 8(t) e { — oo, + oo}, 'arc ne présente pas

Lt t-t,
de branche infinie, mais on parle de « cercle asymptote » de centre O et de
rayon |p|.

EXeMPLE. — I = R*, 0(t) =1, p()=1+ 1/t (fig. 19).

F1G. 19,

4° Cas particulier 6(t) = t. — Ici 'arc paramétré (I, f) est défini par :
veel  f(8) = O + p(B)u,

ot p:I - R est de classe C*(k = 2). On a par dérivations :

rrrrr

' (®) = p'(®)ug + p(B)ve;  f"(8) = (p"(6) — p(B)uy + 2p'(B)v,

ou (p* +2p% —pp")(®). (3

D’ou les résultats suivants :

a) M (6) est régulier si, et seulement si (p(8), p'(6)) # (0, 0). En un tel point
la mesure V de ’angle de droites Rug, & est donnée par I'une des formules :

tg V.= p(0)/p’(6) oucotg V = p’(8)/p(6)
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REMARQUE. — La normale, dirigée par le vecteur — p(8)ug + p’(8)vg, passe par le point :
O + p'(B)vg (« pied de la sous-normale »).

Si p'(0) # 0, la tangente, dirigée par le vecteur — p(8)ug — p2(8)/p’(0). vq, passe par le point :
O + 1/g'(8).vg ou g désigne 1/p (« pied de la sous-tangente »).

b) M(6) est bi-régulier si et seulement si (f7(0), f”(8)) est libre ce qui s’écrit

(P* + 2p"2 — pp")(B) # 0

Soit M (8) un point birégulier d'image m distincte de O(p(8) # 0); on constate
(par cotg V) que O ¢ &. La concavité de ’arc en M contient O si et seulement si

les bases (f'(8), f”(0) et (f'(0), ;5) de E sont de méme sens ce qui s’écrit, en
utilisant (3) :

(p* + 2p2 — pp")(6) > 0

¢) Une condition nécessaire, non suffisante pour que M(0) soit point
d’inflexion est :

(P* + 2p"* — pp")(®) = 0

REMARQUE. — Pour tout 8 el tel que p(0) # 0, on constate :

sgn (p? + 2p'2 — pp’)() = sgn (w(® + 0)(B), ol ©=1/p

d) Un point stationnaire (p(6) = p’(8) = 0) a nécessairement pour image
O et s’¢tudie comme au 1°c¢).

1.4.3. Construction du support

La théorie générale du 1.3 s’applique. Nous exposerons sur des exemples
les particularités propres aux coordonnées polaires. L’'une d’elles est que, s’il
est nécessaire de discuter sgn p, dans un tracé approximatif on peut parfois se

nacenr de PPatnde dee variatinne de n
pPassti UL 1 viuue UlS vallauvlls uv p.

Dans le cas d’un arc (R, f) avec f(8) = O + p(B)u,, ou fadmet une période
2mn, me Z, le lecteur s’inspirera de I'exemple II ci-dessous.

EXeMPLE I. — 0(t) = 2t — tgt, p(t) = tgt.
Définie sur R\(n/2 + nZ), fadmet la période n. Il s’agit donc de construire le support de I'arc
paramétré (] — n/2, =n/2[,f).
De p(— 1) = — p(t) et 8(— t) = — 0(¢) on déduit f(— ) = s,(f(*)). Nous tracerons la partie
du support relative & ¢t € [0, n/2[ et nous compléterons par s,.
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En utilisant '(t) = 1 — tg? ¢, nous avons (sans qu’il soit nécessaire d’utiliser p’(r)):

t 0 n/4 /2
o't + 0 -

oy 10~ ——1 N~ —
p(r) O ~ 1 2 + o

{n =2t-tgt
| p=1gt

0=2t—tgt
p=tgt

FiG. 20.

On notera que p ne prend que des valeurs positives (dans I'intervalle considéré) (le calcul de
p'(t) = 1 + tg?t pourra servir a préciser certaines tangentes).

Au point M, (0), d’'image O, la tangente est Ox.

Pour t < n/2 tendant vers m/2, I'arc présente une branche spirale.

Le tracé (fig. 20) fait apparaitre des points multiples et des points d’inflexion que nous
n’étudierons pas ici.

ExeMPLE II. — p(8) = sin (20/3). (Icit = 0).

Définie sur R, p admet visiblement la période 3n. Mais on remarque que, pour tout 0 € R,
PO + 31/2) = — p(6).

Désignant par r, la rotation de centre O et de mesure o, nous en déduisons

f(® + 3n/2) = rp 5 (f8)), 1., apparaissant comme le composée de ri.n qui correspond au
changement de Oen 0 + 3m/2, et de r; qui correspond au changement de p en — p.

D’aprés la théorie générale du 1.3.1, 2°, il suffit donc d’effectuer le tracé dans un intervalle

3n
quelconque J d’amplitude 5 et de compléter par les rotations ry;,, avec ke {1,2,3}.
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Mais en outre p(— 8) = — p(8), et donc f(— 6) = s, (f(0)), ce qui conduit a adopter
J = [— 3n/4, 3n/4]. En définitive, nous ferons varier 8 dans [0, 3n/4], puis nous ferons la symétrie
par rapport a Oy, et nous ferons subir 4 'ensemble ainsi obtenu les trois rotations Finj2

v}
y

-
~

VAN,
ww

FiG. 21.

-

\

\

>

|
B3
/

La restriction de p a [0, 3n/4] est visiblement croissante, & valeurs positives. Au point M ;(0),
d'image O la tangente est Ox; la formule tg V' = 3/2.tg (20/3) permet de préciser quelques
tangentes. La figure fait apparaitre des points multiples en évidence sur les axes et leurs
bissectrices. En s’inspirant de la méthode exposée dans I'exemple qui suit, le lecteur montrera qu’l
n’y en a pas d’autre.

EXEMPLE III. — p(8) =1 + tg(6/2).

Définie sur R\(n + 2nZ), f admet la période 2x et il s’agit de construire le support de 'arc
paramétré (] — m, [, f).

Sans dériver, on obtient le tableau suivant, ou apparait sgn (p) :

0 —n — n/2 0 /2 s

p@O) | — 0 0 2 1 »~ 2 2 4+

0
p'(0) = 1/2.(1 + tg? 5) permet de construire les tangentes aux points 6 = 0 et 6 = n/2.

Branches infinies. — L’arc (] — m, n[,f) admet deux branches infinies, respectivement
obtenues lorsque 8 tend vers 1 par valeurs inférieures et vers — m par valeurs supérieures. A 'une
et a l'autre correspond la direction asymptotique Ox et le repére auxiliaire (u,, v;), avec u, = — i
et v, = — j. Nous les étudierons simultanément en notant Y(0) = p(0) sin (0 — n), cf. 1.4.2, 2°.

Au voisinage de h =0, on a:
Y(—n+h =Y(n+h=sinh—2cos?h/2 = -2+ h + o(h)
ce qui montre que chaque branche infinie admet pour asymptote la droite dont Y = — 2 est une

équation dans le repére auxiliaire, et ce qui permet de situer le support par rapport a 'asymptote,
au voisinage de — n + 0 ou de + n — O suivant le cas.
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h h o m
Notons que Y(—nt + h) + 2 = 2\/5 sin P sin (5 + Z) avec ici h € ]0, 2n[, permet de placer

tout le support par rapport a 'asymptote, et, en particulier, de déterminer l'intersection du support
et de I'asymptote.

}.,.1 +rg(e/2)_7]

S

Up O\‘%l X

A

FiG. 22.

Points multiples. — D’aprés 11.6.3.
i r

PP, PRy & B -y

du parameire () v rifiant 'une des relations :
0 =0 + 2kn (ke Z*) et p(0) = p(0) 4)
0 =0+mn+ 2kn (ke ) et p(0) = — p(0) (3)

S’agissant ici d’un arc paramétré (] — n, n[, f), la condition (8, 0') e (] — n, n[)? est incompatible
avec (4) et (si 'on impose 8 < 0) elle n’est compatible avec (5) que si:

0€]0,x[) A0 =0 —m) A (1l —cotg(8/2) = — 1 — tg(6/2))

ce qui s’écrit :

2tg(6/2) 1)

0€10n)) A (0 =0~—m A (ng(efz} B

La solution, unique, est (8 = n/4, 0" = — 3n/4). D’ou l'existence d’'un point double (ce qu'une
¢bauche du tracé laissait soupgonner); il s’agit du point O + i + j; le lecteur vérifiera que les
tangentes aux points d’angles polaires n/4 et — 3m/4 sont orthogonales.

Point d’inflexion. — L'équation (p? + 2p’2 — pp”) (8) = 0 s’écrit, en posant ¢ = tg0/2 :
-3 -3 -3=0
Cette derniére équation n’admet qu’une racine réelle, dont une valeur approchée est 3,951 37; d'ou

les valeurs approchées x >~ — 4,3553 et y ~ 2,355 3 des coordonnées du point d’inflexion.

Autres points remarquables. — On pourra, par exemple, chercher les points en lesquels la
tangente est dirigée par j ou par i, ce qui conduit a écrire que la dérivée de

(*) Le lecteur généralisera aisément au cas ou le paramétre n’est pas®.
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0 — (1 +tg(0/2))cos 0 ou de 8 +— (1 + tg(6/2)) sin O est nulle. Le second calcul conduit a :

0 1 0
1 +tg=)cos® + —sinB| 1 +tgZ=-]=0
2 2 2

N\

. : : . 9 : .
ce qui s’écrit tg = — 1 (en passant par 'intermédiaire de t = tg 5) On obtient deux points a

tangentes paralléles 3 Ox; leurs images sont sur la deuxiéme. bissectrice.

1.5. COURBES PLANES DEFINIES IMPLICITEMENT

1.5.1. Notations et définition

1° Notations. — Dans le présent chapitre, on se donne un plan affine
(€, E) et une application F de classe C*(k = 1) d’un ouvert # de & dans R; on
note ¥ = F~(0). On dit que le couple (F, €) est la courbe d’équation F(m) = 0
(ou encore la courbe définie implicitement par F(m) = 0).

Il se peut que I'ensemble ¥ soit vide (il en est ainsi si F est une constante non nulle).

— On rapporte & a un repére Z = (0; 1, j), en général quelconque. On
dispose ainsi de ® € Diff* (R2, &) défini par (x, y) — O + xi + yj. On note
f=Fow:(x,y) —F(@O + xi + yj); il s’agit d’une application de classe C*
d’un ouvert W = g~ (#) de R? dans R.

— Dans les paragraphes 1.5.2 et 1.5.3, on se donne en outre un point de
%, my, =0 + xoi + yoj, avec F(my) = 0, et on se propose d’étudier localement
% au voisinage de m,,.

2° DEFINITION. — Avec les notations du 1°, m, € € est dit point régulier ou

point singulier de la courbe (*) (F, %) suivant que la différentielle de F en m,,
dF(m), est non nulle ou nulle.

dF(m,) s’écrivant hi + kj —hf . (xq, yo) + kf}(xo, o), Mo € & est point
singulier de (F, %) si, et seulement si :
f(x. \)G) =0: f

(]
n .
J AT -9 J X\"

REMARQUE. — La précaution qui consiste & considérer une courbe comme un couple trouve
ici son sens. En effet, si F est affine non constante, € = F~'(0) est une droite qui s’écrit aussi
G~ '(0), avec G = F?; or tout my € % est point régulier de (F, %) et point singulier de (G, %).
Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, il nous arrivera cependant d’écrire € pour (F, %).

(*) Le mot courbe n’a le sens général que nous lui donnerons au 3.3.1 que lorsqu’il n’existe pas
de point singulier.
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1.5.2. Etude d’une courbe
au voisinage d’un point régulier

THEOREME. — Avec les notatior

i imY ww

5.1 aque m. est un
au 1.0.14, , Oon Suppose qu 1o €St Uun

ati
point régulier de la courbe (F, ¥). Alors il existe un voisinage 7~ de m, dans & tel
que ¥~ N € soit le support d’'un C*-arc géométrique plongé. La tangente a cet

arc au point d'image m, admet I'équation dF (m,).mym = 0, qui s’écrit (quel que
soit le choix du repére (O;1,))) :

(x = X0) [ (X0, Vo) + (¥ — }’O)f;(xo’ Yo) =0 (1)

ons du 1.5.7. 1°. on supnose

Supposons f(x,, yo) = 0, et, pour fixer les idées : f(xq, yo) # 0.

Le théoréme des fonctions implicites nous assure I’existence de voisinages
ouverts I de x, et J de y, dans R, ainsi que d’une application ¢ : I - R de
classe C*, tels que :

) I xJcW;un Vx,yel xJ (f(x,y) =0y = @(x))
et on peut méme supposer que I est un intervalle de R.

¥ = o x J)estunouvertde & tel que {my} <« ¥ < # ;¥ NG estle
support de 'arc cartésien (I, G), ou G(t) = O + ti + @(t)j; cet arc admet au
point de paramétre t = x, la tangente &, = my + R(i + @'(x,)j), dont une
équation dans & est : y — y, — @' (X)(x — xp) = O.

Compte-tenu de @'(xg) = — [y (Xo, Yo)/fy(X0s Yo), (1) est aussi une
équation de @,. Si l'on avait supposé f(x,,y,) = 0, alors on aurait eu
f'(x0, ¥o) # O, et, en transposant i et j, et donc x et y, on aurait retrouve (1).

O

REMARQUES. — a) On sait que tous les arcs plongés de classe C* ayant ¥ N ¢ comme
support sont C*-équivalents. ¥~ n € est donc le support d’un unique arc géométrique pionge.

b) Si tous les points de ¥ sont réguliers, nous dirons que ¥ est localement le support d’un arc
plongé de classe Ct. On démontre que si ¥ est connexe il est support d'un arc géométrique
(globalement).

c) D’aprés le théoréme I1I du 1.2.2, 2°, si m, est un point régulier de (F, €), alors € admet en
m. une tanoentp OanPfl"lqllP

1.5.3. Etude d’une courbe
au veisinage d’un point singulier

1° Les notations sont celles de 1.5.1, 1° a cela prés qu'ici k = 3 (k = 2
suffirait au 2°), et que m, est un point singulier de la courbe (F, %) :
F(mg) =0 et dF(m,) = 0.

Si, en outre, d?F(m,) # 0, on dit que m, est un point double de la courbe.
Nous aurons a utiliser la forme quadratique sur E, ®,,, définie par :

VheE @, (h) = d’F(m,).h*
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Le repére # = (0, i, j) étant quelconque, ’hypothése s’écrit :
f(x0, ¥o) = 03 f(x0, ¥o) = 0, f;(xo, Vo) =0
et d’aprés I11.8.3.3, 4° nous avons, pour tout (h, k) e R? :
@, (hi + kj) = rh® + 2shk + tk?

avec : ., 0f o _ 0
r =d?F(mg).i* = — (X, yo); t = d*F(mo).j* = —— (X0, Yo);
ox 0y
) .. Of
s =d*F(mg).1.j = (X05 Yo)-
0x Oy

Les résultats dépendent de la signature de (Dmo, mais non du choix de %, bien que celui-ci
intervienne dans leur formulation par I'intermédiaire de r, s, t (qui dépendent de (i, j), mais non de
0).

2° Casou @, _estdéfinie (rt — s*> > 0) positive(r > 0 ett > 0) ou négative
(r<0Oett<0. — En passant par l'intermédiaire de f nous constatons
(IT1.8.3.3, 4°) que F admet en m, un extremum relatif strict (minimum si r > 0,
maximum si r < 0). D’ou ’existence d’un voisinage ¥~ < #  de m, dans & tel
que F(m) soit non nul (et méme de signe fixe) pour tout me ¥"\{m,}. On a
YV NE = {my}; my est un point double isolé de la courbe (F, %).

3° Cas ou @, est non dégénérée, mais non définie (rt — s* < 0). —
L’indifférence du choix du repére nous autorise a adopter ici Z = (0 i, j), ou
O est m,, et ou (i, j) est une base de E réduite pour @, (I1.1.2.2, 1°, corollaire I),
ce qui entraine :

<I)m0(xi+yj)=x2—-y2; r=1, s =0, t=—1 (1)

Il existe un ouvert #” < W ¢étoilé par rapport a m, (ie. un ouvert
W = o (#") de R? étoilé par rapport a (0, 0)), et la formule de Taylor a
'ordre 1, avec reste intégral (I11.8.3.1, 4) permet d’écrire pour tout me %", avec
m=m,+heth=xi+yj:

F(m) = J (1 — ¢)d*F(m, + th).h? dt

0

On a donc : 1
fx, y) = E(xzu(x, y) + 2xyv(x, y) + y*w(x, ) (2)

ol u, v, w sont les applications de classe C*~? de W’ dans R définies par :

1 2
(1 — t)p(tx, ty)dt, et ainsi de suite.
X

u(x, y) = 2[

0
En particulier :
1

u(0,0) = 2J (1 — Hrdt = 1; de méme : v(0,0) = 0; w(0,0) = — 1. (3)

0
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Par continuité, on déduit de (3) qu’il existe un ouvert W” de R? tel que
{(0,0)} =« W” =« W sur lequel les fonctions u et v?> — uw sont a valeurs
strictement positives. D’ou les égalités entre applications de classe C*~2 de W”

dans R : ) )
2f = @* — ¥* et f=nrh
avec :

2
o(x,y) = (x +y Zg f;) u,y);  Vx,y = y\/l;((:’yy)) — w(x, y)

/'_1//:1_4 A 1‘_1//:/_-..|.\
J1 = U< \@ — V), J2 = 4@ T Y)

[¢)
-

En utilisant encore (3), on calcule sans difficulté :

[cp;(O, 0) @0, 0)] [ ] 4
NP Ta BN A e (O NN ( )
LYx\\Y%H V) Ylv, Vi Lv 1]
D’ou of. af, af. of, 1
7% @0 = =500 =200 = 22(0,0) = 5 O
A" AA cu anant a{ LI/ A a + A o~ O — @« ., @ A (f A m_l @'\ ot
» L { v lsllallt UJ[V' }, il a . 1 /4 ryT o v S O . vu \Jl ~w 9 w } (2 8

(f, ow !, €”) sont des courbes dont m, est un point régulier. D’aprés 1.5.2, il
existe un voisinage ¥~ de m, dans & tel que ¥ N ¥ soit la réunion des
supports &, et &, de deux C*~2-arcs géométriques plongés qui admettent au
point d’image m, les tangentes respectives &, et &,, dont (d’aprés (5))
x —y=0et x +y =0 sont des équations. La gerbe ¥ = @, L @, admet
x* — y* = 0 pour équation dans le repére (particulier) &, et donc (d’aprés
(1)) :d*F(mg). mz = 0 pour équation intrinséque, ce qui permet d’en obtenir
une équation dans un repére quelconque.

A titre de complément, remarquons que l'application de classe C*~2 :

(@) : W-R  (x,)) —(X =0(x,)),Y = y(x, )
vérifie : (@, ¥)(0,0) = (0,0) et d(e, ¥)(0,0) = Idg..

Quittc 4 remplacer ¥ par un voisinage de m, « plus petit », on en déduit que (¢, ¥) o w~! induit
0 € Diff*~2(¥",U), ot U est un voisinage de (0,0) dans R% On a &, = 0~ Y(U nd), ou d, et d,
sont les droites de R? d’équations X — ¥ = O et X + Y = Q. Il en résulte que m, est le seul point
singulier de (F, %) inclus dans ¥ et que &, N.F, = {m,}.

En conclusion de cette étude, énongons :

THEOREME. — Seit m,, un point double de la courbe (F, %) tel que la forme
quadratique h — d2?F(m,).h* soit non dégénérée et non définie. Alors il existe un
voisinage ¥~ de m, dans & tel que :

— m, soit le seul point singulier de (F %) appartenant a ¥ ;
— ¥ N ¥ soit la réunion des supports &, et &, de deux C"_Z-a;gs

PRras  ase VESamalran  SeWi>  ORaps im

plongés tels que &, N &, = {m,}.
La gerbe 4 = 6‘ ;Y 6’ , des tangentes (distinctes) a ces arcs en leur point

d’image m, admet l'équation : d>F(m,).mym* = 0.
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Dans un repére quelconque (O ; i, j) hypothése s’écrit :

f(x0, yo) = 03 fe(x0s Yo) = f;;(an yo) = 0; rt —s><0
et 4 admet Péquation : r(x — xg)> + 25(x — Xo)(y — yo) + t(y — yo)* = 0.

Notons que &, et &, sont tangentes géométriques en m, a &, et &,
respectivement (au sens de la définition II du 1.2.2, 2°), mais ne sont pas
tangentes géométriques a ¥ en m,. Par abus de langage, nous conviendrons
cependant de dire que &, et &, sont les tangentes a € au point m.

COMPLEMENTS. — a) On appelle lignes de niveau de lapplication F : # — R les sous-
ensembles €, = (F — A)”!(0) de &. L’étude précédente permet d’étudier les ¥, au voisinage d’un
point singulier m, de (F, %) en lequel rt — s < 0.% et U étant les voisinages de m,, et de (0, 0) mis

en évidence dans P'étude précédente, pour tout A € R, ¥ N €, est 'image par le difftomorphisme
[} 1 de U n H,. ou H, est le sous-ensemble de R? d’équation Y2 _ V2 — 7) (cenleg interviennent

i1 A. AV AVEy §i A. VO IV DSV UOTVAIUVILIVIV WMw Uu VUGV A £ T &V \OVUILD L1iitvl ViV

les A de valeur absolue «assez petite»). Sur les figures 23 et 24, on a régionné U et ¥ d’aprés
sgn A (on a adopté A, <A} <0 <A, <A,)

F1G. 23 FiG. 24.

b) L’¢tude s’¢tend au cas d’un point double m, de (F, €) en lequel la forme @, est définie
(rt —s?> > 0). Si r > 0 (resp. r < 0) on utilise un repére d’origine m, tel que :

(DmG(Xi + yi) = x2 + y? (resp. q)mb(xi +¥j) = — x2 — y?).

Il existe encore un voisinage ¥~ de m, sur lequel m, est le seul point de €. Ici H; a pour équation
X% + Y? = 2A (resp. — X2 — Y% = 2A) et rh > O est une condition nécessaire pour que ¥~ N €,
ne soit pas vide; cet ensemble est alors difffomorphe a un cercle (la figure est laissée au lecteur).

4° Cas ou @, est dégénérée et non nulle (rt — s* =0, (r, s, t) # (0,0, 0)).

Ici @, estle carre d’une forme linéaire non nulle; 'ensemble de ses vecteurs isotropes est de
la forme Rj, avec je E\{0}. Nous supposons k > 7.

Nous nous limiterons au cas ou, pour un vecteur isotrope non nul j de ®, on a:

*F(m).§* # 0 (6)

Nous allons montrer aue, sous ces hypo hococ il existe un voisinage ¥ de m, tel gue ¥~ N € soit le
WHT e ‘1”" (A V42V N S N § '.J‘J vvvvvvv AR LR A Vg 2 1 r Ladd ".0 L2 “D r Pl W WVRE e

support d’'un arc admettant en m, un point de rebroussement de Ite espece.

Soit i¢ Rj; en utilisant : d*F(my). (i + &j).j> = d3F(m,).i.j* + ad®*F(m,).j*, nous
constatons que nous pouvons choisir i¢éRj pour que d*F(mg).i.jé = 0. Notons alors
f(x,y) = F(mg + xi + yj). En utilisant la formule de Taylor & I'ordre 2, avec reste intégral, nous
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constatons, quitte a remplacer F par AF (A € R*), ce qui n’altére pas ¢, qu’il existe un voisinage
W' de mg sur lequel :

flx,y) = x* + X%a(x, y) + x?yb(x, y) + xy? c(x, y) + yd(x, y)

1
ou a, b, ¢ et d sont de classe C*~* vérifient : a(0,0) = gd3F(m0).i3, etc.. En particulier :

c(0,0) = 0 et d(0,0) # 0.
Par une nouvelle application de Taylor (quitte a restreindre #7), ¢(0, 0) = O nous permet
d’écrire @ c(x, y) = xc,(x, y) + yc,(x, y), oi ¢, et ¢, sont de classe C*~%. Il vient :

v oY — w21 0 wnfy a4 uhfe 1 024 fo AT 4 3T wn fo ) 1 Al Y1
JWAHL Y] = A L1 T AU, Y] T YURR YY) T Y G A, V)] T Y LAC A, V) T ARk, V)]

Soit alors lapplication 0, définie au voisinage de m,, par :
mo + xi + yj — [x(1 + xa(x, ) + yb(x, y) + yie (6 W%, y(xcy(x, y) + d(x, )]

Le lecteur vérifiera (en utilisant d(0,0) # 0) que 0 est un C*~*-difféomorphisme d’un
voisinage ouvert ¥~ de m, sur un voisinage ouvert U de (0, 0) dans R2. Or, par construction,
8(¥" N %) est le sous-ensemble de U d’équation X2 + Y = O et il admet donc un paramétrage
de la forme (I, g), ou g(t) = (t3, — ¢3) et I est un intervalle (') ouvert contenant 0.

Notons pour simplifier ¢ = 07!, I'ensemble ¥~ N € est ainsi paramétré par (I, ¢ og), et
my = (¢ 0g)(0). Etudions donc les dérivées successives de ¢ og :

(0 =g (1) = do(g(t).¢'(1

(¢ o g)'(t) = d*0(g(1)).4'()* + do(g(1)).g"(1)
(@ og)"(t) = Po(g(1).g'(t)* + 3d%0(g(1).g'(1).g"(t) + de(g(1).g"(2)

Or : g'(0) = 0, g"(0) # Oet le systéme (g”(0), g”'(0)) est libre ; dp(g(0)) étant un isomorphisme, il en
résulte :
(@ og¥(®) =0, (¢ og)'(0) # 0 et le systéme (

5

(0 2g)’(0), (¢ og)”(0) est libre.

T TTTTTTTONT LAY s TTT TEESETE

Ainsi (I, @ og) présente en my = (¢ o g)(0) un point de rebroussement de 17 espéce (plus
précisément, la suite caractéristique en ce point est (0, 2, 3)).

—_—

REMARQUES. — a) Sous I'hypothése (6), 'équation d*F(m,).mom* = O représente encore la
gerbe des tangentes en m, a %.

b) 'hypothése (6) est nécessaire dans I'étude qui précéde, ainsi que le prouve :

CONTRE-EXEMPLE I. — F(x,y) = y* — x3y + x* (€ = R?).

mo = O est bien un point double et @, est de rang 1. Mais (6) n’est pas vérifiée (ici
d3F(m,) = 0).

En remarquant que ¥ nOy = {0}, et quen tout point de %¥\{Oy} on a:
xy = 1 + y*/x? = 1, on constate que O est un point isolé de €. Oy n’est donc pas tangente & %.

CONTRE-EXEMPLE II. — F(x, y) = y* — 2xy? + x? (& = R?).

Ici € est la parabole d’équation y> — x = 0; m, = O est un point double, ?,, est de rang 1
mais (6) nest pas vérifiée (bien que d3F(my) # O).

On remarque ici que Oy est tangent & €, mais € ne présente pas en m, 'allure d’un point de
rebroussement,

4° Généralisation : Cas on dF(my) = d*F(mg)= ... =d9-1F(my) =0, diF(my) # 0. — Si le
polynéme associé a d9F (m,) est défini-positif ou défini-négatif (ce qui exige g pair), alors on montre
comme en 2° que m, est un point isolé de € (cf. 111.8.3.3, 3°). Dans le cas contraire, on peut
seulement dire que s’il existe un arc géométrique plongé I' dont le support est inclus dans € et
contient mo, alors la tangente 4 I' au point d’image m, appartient a la gerbe ¥ d’équation

d9F (my).mogmd = 0, qui est dite : gerbe des tangentes a € en m,,.

(!) Pour cela il faut éventuellement remplacer U et donc ¥~ par des voisinages plus petits.
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1.5.4. Compléments et exemples

1° THEOREME I. — Soient a,, . . ., a, des applications de classe C*, k > 1, d'un intervalle ouvert
I de R dans R. A tout t €l on associe I'équation & linconnue x e R :

€) hit,x)=0, o  h(t,x)=x"—a,(Ox"" ' + - + (= 1)Va,()

On suppose qu’il existe p € N, tel que, pour tout ¢ € I, (¢,) ait exactement p racines, toutes simples,
que P'on peut noter ¢(t), ie N,, avec :

Vel Q) < ... <L) (1)

Alors les applications ¢; : I — R sont de classe C*.
Soient ty el et ie N,; @,(ty), noté x,, étant racine simple de (e, ), on a:

oh
h(to, x,-) = O et - (to, x,-) # 0
0x

Par application du théoréme des fonctions implicites 4 h en (¢4, x;), il existe un intervalle ouvert U,
tel que {t,} = U; = I, un voisinage ouvert V; de x; et une application y, : U; —» R, de classe C*,
tels que, pour tout te U, (e,) admette y,(f) pour solution unique dans V;; on a ,(t,) = x;.

Quitte a modifier les U,, nous pouvons méme supposer que les V; sont deux a deux disjoints.
P
Considérons alors I'intervalle ouvert U = [ U, de R, qui contient t,. Pour tout ¢ € U, d’une part
i=1
(e,) admet (par hypothése) exactement p racines simples @,(t) liées par (1), d’autre part (e,) admet les
V;(t) pour racines et, a cause du choix des V, on a : Y, (t) < ... < Y,(t). Il en résulte :

Vie U VieN, @;(t) = ¥;(t)
ce qui montre que (t, étant quelconque) les ¢; sont de classe C* sur U. dJ

Notons que le théoréme reste vrai si, J désignant un intervalle ouvert de R, on considére (e,)
comme une équation a l'inconnue x € J.

PROPOSITION. — Soient U [ouvert de R” constitué par ies x = (x,, ..., x,) vérifiant
X; < ... < x,et VIensembledes y = (y,, ..., y,) € R" tels que I'équation algébrique :

E =5y BT (= 1), = 0

4 Pinconnue £ € R admette n racines distinctes 0,(y) < -+ < 0,(y). Alors V est ouvert et
Papplication 6 = (0,, ..., 0,) est un C®-difféomorphisme de V sur U.
Soit f: U - R" qui & x = (x,, ..., x,) associe (0,(x), ..., G,(x)), ol G, est la p-iéme fonction

symétrique élémentaire (I, 6.10.2). En utilisant 1.8.1.2, 2°, on constate que f est injective. D’autre

part le lecteur vérifiera que f est C* et que pour tout x € U, le jacobien de f est, au coefficient

(— 1y#n—1)2 prés, le déterminant de Van der Monde de (x,, ..., x,), et, donc, est non nul. Il en

résulte (II1.8.5.5, 3°) que W = f(U) est un ouvert de R", et que la bijection f : U — W qui coincide

avec fsur U est un C*-difféomorphisme. Reste & vérifier que W = Vet que 8 = 7!, ce qui est

aisé. O
Notons que, pour p = n, le théoréme I est un corollaire de la proposition.

e THEOREME II. — Soient % la courbe d’équation f(x, y) = 0 (notations du 1.5.1, avec k > 2),
et 7 ladroite A + Ruou A = O + ai + bjetu = ai + Bj. On pose ¢(p) = f(a + pa, b + pP) et
on dit que @(p) = O est « I'équation aux p de € N 2 ».

Soient p, une racine de ¢(p) = 0, et my = A + pyu le point correspondant de ¥ N 2.

i) po est racine simple de @(p) = O si, et seulement si m, est un point régulier de € et 2 distincte
de la tangente en m, 4 %.
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ii) po est racine au moins double de @(p) = O si, et seulement si m,, est un point singulier de ¥,
ou un point régulier de € en lequel la tangente est 2.

iii) Si m, est un point double de € en lequel rt — s> % 0, alors p, est racine au moins triple de
o(p) = O si, et seulement si 2 est I'une des deux tangentes en m, & € (ce qui implique rt — s < 0).

On utiiise :
@' (Po) = afi(xop, yo) + Bfly(xm Yo)
@"(po) = cxzf;z(xo, Vo) + zuﬁf;y(xo’ Yo) + Bzf;Z(XOs Yo)- (]

REMARQUE. — Le lecteur généralisera en remplagant 2 par le support d’un C*-arc paramétré

(4
¥. La discussion fera alors intervenir la régularité de m, sur € et le (ou les) tangentes en m, 2 %,

mais aussi la régularit¢ du point de y d’image m, et la tangente en ce point.
2° Notions sur les courbes algébriques. — Les notations sont celles du 1.5.1, 1°

THEOREME ET DEFINITION. — Soit (F, €) une courbe. S’il existe un repére (O :

e o3 12 T AIMNES 2 -‘rrv-v AV ) 2y

de & mour
Pv“l

lequel Papplication f = F o o est une fonction polyndme de degré p, il en est d éme pour tout

repére (entier p étant indépendant du repére) ; on dit dans ce cas que (F, €) est une courbe algébrique
de degré p.

h-

Vérification aisée. O

Une étude détaillée des courbes algébrlques reléverait de la géométrie algébrique ; nous nous
limiterons ici 4 étudier quelques propriétés qui permettent de faciliter la construction de telles
courbes.

o Etude au voisinage d’un point m,, — On peut se ramener 4 m, = 0. On a ainsi (en éliminant
le cas, trivial, d’'une gerbe de droites) :

P
fy) =Y fitky, 1<qg<p

=q
ou f; est une fonction polynomiale homogeéne de degré i.
Ona :d9F(0).Om4 = q!f,(x, y), 1a gerbe ¥ des tangentes en O admet I'équation f,(x, y) = 0.

3

e L’étude du 1.5.3 permet de conciure dans les cas suivants :
a) q =1 : O est un point régulier, a tangente d’équation f,(x,y) = 0;
by q=2etrs—t2>0: O est point double isolé;

¢) g=2etrs —t* < 0: 0 est point double a branches distinctes, admettant pour tangentes
en O les droites de la gerbe d’équation f,(x, y) = 0.

e Dans le cas général, on note 2, la droite d’équation y = tx (si c’est nécessaire on
transpose x et y). L’équation aux x de € n 2, admet 0 pour racine d’ordre au moins égal a ¢, ce
qui permet de la remplacer par 'équation : x—9f(x, tx) = 0, qui s'écrit :

XPafy(L) + o+ xfo (L) + f(1,1) =0 (er)

el O 1)

Soit ¢ une racine simple de I'¢équation f,(1, £) = 0. En reprenant la démonstration du théoréme du
1°, on constate qu’il existe un intervalle ouvert U contenant ¢, un voisinage ouvert ¥ de 0 et un
Ck-arc paramétré :
Y= (U, t —O0 + Y(@)i + ty(t)j)
dont le support ¥ est l'intersection de € et de la partie de & :
{0+ xi +yil(xeV) A(y=1tx) A (telU)}

& admet visiblement la droite 2, pour tangente géométrique au point O.
— Pour construire &, on pose y = (¢ + u)x et on prend comme nouvelles variables x et u, ce
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qui conduit a étudier la courbe ¢, du plan R? d’équation :
gx,u) =0, avec g(x,u) = x~9f(x, cx + ux)

qui présente a l'origine, une singularité « plus simple » que celle de €. Si n

— Nanang admatteranae ~1a la rha

cessaire, on réitére,

Theomiin 1 pot ranina -

Nous admettrons que le résultat subsiste lorsque ¢ est racine r iultip
| | P
que P'on a alors plusieurs branches &', " ... de ¢ tangentes 4 2, en O.

EXEMPLE. — f(x,)) = 16x° + 2y2(3* = x) + (y —x)y + x)%. Ici g=3 et £5(1,) =0
admet la racine simple 1 et la racine double — 1.

Y\ A ~Anla sasedo
L), a LTia pICD

Branche tangente ¢ 9, : y = x. — On a ici :
g(x,y) = 16x* + u(4 + P(x,u)), avec P(0,0)=0

%, admet une branche tangente en (0,0) & « axe des x », représentée par u = @(x), avec
@(x) ~ — 4x* € admet donc une branche & tangente en O & 9, sur laquelle y — x ~ — 4x3, ce
qui montre que 2, est tangente d’inflexion et que ¥ est « au-dessus » de 2, pour x < 0.

Branches tangentes a 92_, :y = — x. — On a ici :

g(x,u) = 16x% + (— 4u + 2u?)(— 1 + w’x + (- 2 + u)

Ta conrhe @ A
L% 3

La courbe ¥, d'équation g(x,u) = 0 poss¢éde deux branches admettant respectivement pour
tangentes en (0, 0) les droites d’équations u = 2x et u = — 4x. La courbe ¥ admet donc deux

branches tangentes en O a 2_,, ¥ et &” sur lesquelles on a respectivement :
y+x~2x2 et y+x~ —4dx
Sur la figure 25, %" a été dessinée en trait ponctué.

e Directions asymptotiques; asymptotes. — Nous ne ferons pas d’étude systématique et nous
nous contenterons d’admettre que les directions asymptotiques éventuelles des arcs paramétrés dont
la réunion des supports est € appartiennent @ la gerbe d’équation f,(x, y) = 0 (on pourrait étudier
la transformée €, de € par (x, y) —(1/x, 1/y), cf. exemple II du 3.

3° Construction d’une courbe algébrique €. — Aprés avoir étudié les points singuliers et les
directions asymptotiques, on « coupe » en général € par des droites (2,),; qui passent par un
point fixe ou ont une direction fixe : cette étude est basée sur les théorémes I et II du 1°

EXEMPLE I. — f(x,)) = x* + y* + 2x® + x(x + y).

a) Régionnement. — En tout point de € : x(x> + 2x%2 + x + y) = — y* < 0. D’'ou un
régionnement utilisant Oy et €' d’équation y = — x> — 2x? — x.

b) Etude a Porigine. — Au voisinage du point double O, on a deux branches & et " de €

admettant des tangentes en O d’équations respectives x = Oet x + y = 0. Le régionnement donne
'allure de %’ . Pour ¥, on utilise la méthode exposée ci-dessus : on pose y = — x + ux et on
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étudie la courbe d’équation g(x,u) = 0, ou :
gx,u) = x*21 + (=1 + ) + 2x + u

On en déduit que, sur ¥, on a:y + x ~ — 2x? (fig. 26).

%

e

Fi1G. 26.

N,

¢) Etude a linfini. — Nous avons d’aprés a) : € n (Oy) = {0} et € n (0x) = {0, a}, avec
a=0 -1

%\{0, a} est 'image par la transformation (x, y) —(1/x, 1/y) de ¥\{0}, ou €, est la courbe
d’équation :

vé . vé 4 HVYVvVé 4 Y23
Fe Y Py, N Ve T §

YV . VW — N
T™ 4 i P2y — V.

T 1)

D’aprés 1.5.3, 2° in fine, (0, 0) est point singulier isolé de €. On en déduit que € est borné (et donc
compact, car fermé) : les arcs dont la réunion des supports est € n’admettent pas de branche
infinie.

d) Construction. — L’¢tude du systeme : f(x, y) = fi(x, y) = f,(x, y) = 0 nous apprend que
O est le seul point singulier de %. Etudions € N 2, o 2, est la droite d’équation y = tx (on
rappelle € n (0y) = {0}). Il vient, aprés suppression de la racine connue x = 0 :

Xl+tH+2x+ (1 +0=0

dont nous étudions le nombre et le signe des racines par la méthode classique :

ANty= —te* + 2+ 1); s() = — 2/ +t%; p(t) = (1 + )1 + %
t| — -1 0 + o
deux racines : deux racines pas de racine
X,(1) < 0 < x,(1) X (1) < x,() < 0
X, =
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D’aprés le théoréme I (!) les fonctions t +—x,(t) et t ——x,(t) sont de classe C* sur chacun des
intervalles ]— oo, — 1[ et J— 1,0[.

Pour t = 0, on obtient le point a en lequel la tangente est Ox (théoréme II, ou calcul de
S(=1,0) et fi,(— 1,0)).

Pour t = — 1, on obtient outre O (contact) le point b de coordonnées (— 1, 1) en lequel la
tangente est dirigée par 3i — j (calcul de f et f;).

Nous sommes en mesure, apres cette étude, de donner une allure approximative de € (sachant
que, en dehors de O, il s’agit localement du support d’'un arc plongé).

e) Précisions. — On peut encore améliorer le tracé :

— en cherchant les points a tangentes paralléles aux axes, par résolution des systémes :
{f(x, n=o {f(x, » =0
[elx, ) =0 fy(x,y) = 0.

1 sencasemn LA l.o s~ c Aa Arnmned e Lo
1 approcnc, 1es poifits ae cooraonnces

r-
[}
3
€.
-
«
=
Lo
-
s
C
[
<
[«
L
K
T
&
L
<
=
C.
8
C.
j o

(— 1,59; 0,74) et (0,19; — 0,36) (tangente dirigée par j)
(= 0,15; — 0,43) et (— 0,33;0,15) (tangente dirigée par i)

— en déterminant, par des méthodes de calcul numérique, d’autres points de € et les
tangentes correspondantes. * Notons qu'on peut en ces points caiculer ie rayon de courbure {en
supposant & euclidien) par dérivation d’'une fonction implicite, et obtenir alors griace aux cercles
osculateurs un tracé trés précis *.

A ’
b ] |4

'
—_ e

J N

Fi1G. 27.

ExempLE IL. — f(x,y) = x*y> — x® — 3x%y + L.

On constate que € n’admet pas de point singulier. En tout point, € est donc localement le
support d'un C®-arc plongé.

a) Coupons ¥ par les droites paralléles 3 Oy. Comme ¢ N (Oy) =, il s’agit d’étudier,
suivant le paramétre non nul x, ’équation incompléte du troisiéme degré a I'inconnue ye R :

() 9.0 =0, avec g, (»=x -3y —x®+1

() Bien entendu, I’équation étant ici de degré 2, le théoréme I peut se vérifier par résolution
effective. On pourrait alors ramener la construction de € a celle des supports de deux arcs
paramétrés, Plus rigoureuse, cette méthode serait plus compliquée en pratique, et elle ne se
généralise pas 4 des degrés plus élevés.
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On pourrait étudier sgn (4p® + 27g3%), avecp = — 3/x et q = (— x® + 1)/x3. En fait, nous aurons
des renseignements plus précis sur la position des racines en étudiant, pour x € R* donné, les
variations de g,, dont la dérivée au point y est 3x%(xy* — 1).

Cas x < 0. — Ici g, est strictement décroissante et g,(R) = R. Pour tout x € R* (e,) admet
donc une unique racine, que nous notons y,(x). Nous disposons ainsi de y, : R* — R, de classe

C* d’aprés le théoréme I du 2°. En utilisant g, (0) = — x® + 1, on peut méme affirmer que y, est 4
valeurs négatives sur ]— oo, — 1], positives sur [— 1, O[.
On précise la tangente en (— 1, 0) grace a f'.(— 1,0) = 6, f,(— 1,0) = — 3. Notons que :
gx(l/\/ x) = 4x,/— x — x® + 1 entraine y,(x) > 1/,/— x au voisinage de 07, et que :
\/ } = — 4x\, - x = x5 + 1 entraine yl\"‘) < - 1/\/ — X au voisinage de — .
Cas x > 0. — Les variations de g, apparaissent dans le tableau :
1 0 1
y — - — — +
N N
g;(.V) + 0 - — 0 +
g1 — 0 M, N l=-x2 N o om, 2 + ©
un a
m, = —2x32 — x5 + 1, M, = 2x3%2 — x® + 1.

On calcule des valeurs approchées des racines de (x® — 1)2 — 4x3 = 0 et on constate :
— que m, = 0 pour x = x, avec x' =~ 0,6085 (1/\/x7’_= 1,2819),

— que M, = 0 pour x = x", avec x” =~ 1,2487 (1//x" = 0,8949).

D’ou la discussion :

— ¢, a deux zéros, 'un double 1/\/-' l’autre simple — 2/\/x_,

- a deux zéros, 'un double — 1/,/x”, 'autre simple 2/,/x”
’TD"f\ nn el o /_'

AN x ’ gx aun uulque LviV,y uute _‘y’l(x;, vt yl\A} ~ 1/\/ Ay

— Pour x’ < x <1, g, a trois zéros; on peut les noter de telle sorte que :

N < = 1%, 0<px) < 1//x < yi(x).

X
— our0 < x <
A VUL vV

g trois zéros — \/_ 0, \/— 3 (le lecteur déterminera les tangentes);
— Pour 1 < x < x"

2 AN A,

M) < = 1% < 3,00 <0, 1//x < y3(x)

— Pour x” < x, g, a un unique zéro, noté y,(x), et 1/\/; < y,(x).

g, a trois zéros; on peut les noter de telle sorte gque

x MAEAS LAV j 34 Tvi v v SV uv

Les fonctions y,, y,, y, ainsi introduits sont C* sur chacun des intervalles (ouverts) ou elles
sont définies.

En chacun des points (x/, 1/\/; ) et (x”, — 1//x") la tangente est paralléle a Oy. D’autres
tangentes remarquables se déduisent du tableau suivant (ou * désigne des valeurs approchées) :

%y | =3 (1,0) (1,/3) ', = 2//x) (", 2/3/x")

[,y | —11,20* -6 - 0,80 * — 9,86 * —481*

(%, y) 6 -3 6 3,33 * 14,03 *
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Les résultats seront résumés sur la figure 28 par un régionnement :

ih

// A
v
Yi
, Y2 V-
G/ N7 7

K 2
Y2 y.-____

7 2

F1G. 28.

NI
NN\

b) Branches infinies. — On constate que € privé des points (x/, 1/\/; yet (x”, — 1//x"), est la
réunion des supports de quatre C®-arcs plongés dont trois admettent des branches infinies.
— Pour x€]0,x'[, l'unique racine de g,(y) =0 vérifie y,(x) < — 1/\/;. D’ou

lim y,(x) = — oo : 'un des arcs paramétrés de support inclus dans € admet Oy pour
x—0,x>0

asymptote ; par abus de langage, nous dirons que Oy est une asymptote de €.
— Pour x < 0 et |x| assez petit, 'unique racine de g,.(y) = 0 vérifie y,(x) > 1/,/— x. D’on

lim y,(x) = + oo; Oy est encore asymptote.

x—0,x<0
— Pour x > x”, l'unique racine de g.(y) =0 vérifie y,(x) > 1/\/;, et donc
3x2y (x) > 3x\/x > 1, si bien qu’en écrivant :
3x%y,(x) — 1
x*(x* + xy;(x) + yi(x)

yi(x) — x =

on en déduit, d’abord y,(x) > x, puis, en majorant le numérateur de la fraction par 3x2y,(x) et en
minorant le dénominateur par x*y,(x) :

3
x < y(x) <x +— @)
x

La droite &/, d’équation y — x = 0 est donc asymptote a € ; € se trouve au-dessus de 'asymptote
pour x > x".
— Pour x < x”, ou x"” < — 1 est choisi, de valeur absolue assez grande, 'unique racine de

g,(y) = 0 vérifie y,(x) < — 1/\/ — x. On retrouve ainsi I'encadrement (4) et on en déduit la méme
conclusion.

On peut méme affiner (4) en le remplagant par :

y(x) = x ~—-
1 xz
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Autre méthode. — On peut étudier, au voisinage de l'origine la courbe €, transformée de ¢
par (x,y) —(1/x,1/y), qui admet I’équation :
X°y3 — 3x4y?

X-Y+g9(X, ) =0 avec X,Y)=
g(X,Y) g(X, Y) Xt XY L 1

(On prolonge par : g(0, 0) = (0,0)).

FiG. 29.

REMARQUE. — Etude de la concavité en un point. — 1’étude systématique de la concavité de ¢
(i.e. de la concavité des arcs dont le support est inclus dans %) n’est pas facile. Cependant il est aisé
de chercher la concavité en un point donné de €. Etudions I’exemple précédent :

Considérons le point m, = O — i. Nous avons déja vu qu’au voisinage de m,, ¥ est le support
d’'un C%-arc plongé (et méme cartésien) d’équation y = ¢@(x). La fonction ¢ est définie
implicitement par : x*@(x)> — x® — 3x2¢(x) + 1 = 0.

Par dérivation on obtient :

3x2p(x)® + 3x3@ (x)2¢'(x) — 6x° — 6x0(x) — 3x2¢'(x) = 0

et, en utilisant @(— 1) = 0, on retrouve : @'(— 1) = 2.

Le lecteur vérifiera que, par une nouvelle dérivation, on trouve : ¢"(— 1) = — 2.

Il en résulte qu’en m, la concavité est tournée « du coté des y < 0 ». On constate sur la figure
que ¥ présente au moins deux points d’inflexion d’abscisse négative. (Cet exemple prouve le
caractére approximatif de ce genre de tracé : la présence de ces deux points d’inflexions n’était
absolument pas prévisible).

* Le lecteur pourra calculer, aprés étude du chapitre 2, la valeur absolue du rayon de

courbure en m, : R = 532/2 = 55902,.
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EXEMPLE DE COURBE NON ALGEBRIQUE. — f{(x, y) = x? — y% — sin (xy).

Régionnement. — € qui est conservée par la symétrie s, et par la rotation r(0, ©t/2), est incluse
dans la partie du plan d’équation |x? — y?| < 1, limitée par les hyperboles (L)x? — y? =1,
(L)x* — y> = — 1 et contenant O.

Etude au voisinage de 0. On calcule :

frlx,y) = 2x — ycos(xy);  f(x,y) = — 2y — x cos(x)) (5)

On en déduit que O est un point singulieretque :r=2,s= — 1.t = — 2. An voisinage de 0 on
tqu 1 pO nguler ue 1

43 Wi Ly S iy & = & A VVLOSLMGRV WV

M
a deux arcs dont les pentes des tangentes en O sont données par 2p/(1 — p?) = 2; les angles de Ox
et de ces tangentes sont o et o + 7/2 avec & = 1/2.Arctg 2; a cause de sg, il s’agit de tangentes
d’inflexion.

Construction. — € est engendrée, quand ¢ varie, par H, n K,, ou H, et K, sont les hyperboles

Anati ons racnectivag xy =1t pf v2 —_ \72 —_ Qn t
GuauOlls ICSPLLuves Xy V Siil ¢,

.Kn/2+2k1t est L et, aux p.omts Ln H,t/?”k,,, % et L ont la méme tangente; en effet aux points
considérés les dérivées partielles du premier ordre sont, d’aprés (5), les mémes pour f et pour
(x,y) =—x? = y2

FiG. 30.

On peut tracer une ébauche de la courbe que 'on peut préciser en remarquant que € se
déduit par la symétrie s, suivie de la rotation r(0, n/2) du support ¥ du C= -arc paramétré
([0, + oo[, g) tel que :

Vee [0, + o[  g(t) = O + p(tug,

ou :

v — _ 3 sint
p(t) = Y4at* + sin®t, 20(t) = n/2 Arctg—zt sit >0

et

20(0) = Arctg 2.
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1.6. THEORIE ELEMENTAIRE DES ENVELOPPES DE DROITES

% La théorie des enveloppes est difficile, et nous n’en %
aborderons que des aspects élémentaires (le véritable

LA S AN LE A A L 4 Yor veal

cadre de cette théorie est celui de la géométrie projective
qui n'est pas étudiée dans ce cours).

L’étude qui suit est essentiellement affine. (&, E) désigne
un espace affine normé de dimension 2 ou 3 (qui sera
quelquefois supposé euclidien pour la commodité des

g calculs). §

1.6.1. Position du probléme

Dans tout le sous-chapitre, on se donne un intervalle I de R et une famille,
(2),o, de droites affines de &; la direction de la droite 2, est notée D,.

DEeFINITION. — S'il existe un arc paramétré de classe C' au moins, défini
sur I et admettant, pour tout t € I, la droite 2, pour tangente au point de
paramétre ¢, on dit que cet arc est une enveloppe de la famille (2),.,.

EXeEMPLE. — Si la famille est constante (i.e. si, pour tout ¢t € I, 9, est une droite fixe 2), tout
arc de support inclus dans 2 et admettant une tangente en tout point est enveloppe de la famille.

Nous aurons, bien entendu, a faire, lors de la recherche d’une enveloppe, des hypothéses de
régularité sur I'application ¢t — 2,. Faute de structure convenable sur I'ensemble des droites de
&, nous ne pourrons pas exprimer ces hypothéses sous forme intrinséque; nous aurons donc
recours a un repére de & (étant entendu que 'on pourrait, chaque fois, vérifier I'invariance par
changement de repére).

1.6.2. Cas ou les 2, sont données
par des équations cartésiennes

3 Dans ce paragraphe, on suppose que & est un plan. g

Notation. — & est rapporté a un repere Z = (0, 1, j) et, pour chaque tel, 2,
est donnée par une équation :

u)x + v()y + w(t) =0

ou u, v, w sont des applications connues de I dans R, de classe C* (k > 1), telles
que u et v ne prennent pas simultanément le valeur 0. Par abus de langage, on
dit que 'on obtient ainsi une C*- famille (2,),.; définie cartésiennement.

1° Exhibition d’une condition nécessaire. — Supposons qu’il existe une
enveloppe (I, f), avec f(t) = O + o¢(t)i + Y(t)j, ou ¢ et ¥ sont de classe C! (au
moins). La condition suivante est nécessairement vérifiée :

viel  (fhe2) A (f()eD) (D)
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Elle s’écrit :
viel {u(t)w(t) + v(OU() + w(t) =0 (1)
u(t)o’(t) + v()y'(t) = 0 (2)

Or, par dérivation de (1), compte tenu de (2), on a encore :
Viel u(@t)o@) + V(v + w(i) =0 (1)
Ainsi, pour chaque t e l, (p(t), U(t)) est solution du systéme :
u@®x + v(t)y + w(t) = 0) A (W()x + v'(t)y + W(t) =0) (L)

2° Etude de la réciproque. — Nous supposons ici qu'il existe un couple
V) d’applications de classe C™, m = 1, vérifiant (1) et (1'). En dérivant (1),
us

constatons. compte tenu de (1 \ aue (m \It\ vérifie (1\ et (2)

WASLIOVE LA LA0y VSV Vi b ¥ Wi iiiW VL &)

(o,
no

Désignons par y ’arc parametre (I, f), avec f (t 0 + (p(t)l + ¥(1) j, qui
vérifie la condition nécessaire I, et cherchons s’il est enveloppe. Nous
utiliserons les deux résultats suivants :

®) Soit M(t,) un point régulier de vy. Il existe une tangente 4 y en M, et,
d’apres I, Cest 2, .

B) Soit M(t,) un point stationnaire de y en lequel il existe une tangente.
Cest qu’il existe un premier entier caractéristique non nul p, avec

flt) = ... =fo-Nt) =0, fohtg) #0, (1<p<m). (3)

A condition que (p — 1) < k, on peut dériver p — 1 fois I’égalité (2) par la
formule de Leibniz et, compte tenu de (3) en déduire :

u(te) e to) + v(to)YeXt,y) = 0, 1.e. fxty) e D
Ici encore la tangente a y en M, est J

ConcLusioN. — Pour que l'arc y considéré soit enveloppe, il suffit qu’en
chacun de ses points il existe un premier entier caractéristique non nul et au plus
égal a k + 1 (condition qui est vérifiée si v est régulier).

REMARQUE. — Il va de soi que si Y admet un point stationnaire en lequel il n’existe pas de
tangente (i.e. en lequel tous les entiers caractéristiques sont nuls), y n’est pas enveloppe (cette
situation se produit dans le cas ou. sans étre fixes, les 2, contiennent un point fixe).

Pratiguee. — On suppose k = 2. On introduit DPapplication
o : t — u(t)v'(t) — u'(t)v(t), et on constate, par application des formules de
Cramer :
PRrOPOSITION. — Si 3 : I — R ne prend pas la valeur 0, il existe un unique
couple (¢, ) d’applications vérifiant (1) et (1'). Elles s’écrivent :
v(OW(t) — Y(O)w(t) w(t)u'(t) — w(u(t)
o) = , , , W)= , ;
u()v'(t) — u'(t)v(r) u()v'(t) — u'(Ho(t)

et sont de classe C*~'. Il y a, dans ce cas, au plus une enveloppe.

Sy
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Comme & ne prend pas la valeur 0, l'arc vy défini a l'aide de (4) est régulier si et seulement si
I'application A définie par : () o) wi)

ARy = | W) v'(@©) w()
| w(® v wiol

ne prend pas la valeur 0. Lorsque cette condition est remplie, y est enveloppe unique.
Pour tout t €I on a effet :

{u(t)qa’(t) + oW () = 0

w(B)e'(t) + V(OV'() = — W (Oe() + v" (V) + w'(t)
(la premiére de ces égalités est (2), I'autre est déduite de (1) par dérivation).
On en déduit que: Veel (¢'(¢), V() # (0,0)

sécrit : Tovtel w'()o(t) + VOV + WD) £ 0

et aussi (compte tenu de la définition de ¢ et y): Viel A(r) # 0.

e L’¢tude sysiématique du cas ou & prend ia valeur O ne sera pas entreprise (nous verrons
des exemples). Nous partagerons donc en général I'intervalle I en sous intervalles sur lesquels 8
ne s’annule pas

3° COMPLEMENTS. — On reprend la C*-famille (2,),.; définie cartésiennement au début du 1.6.2,
en se limitant au cas ou k > 2, ou 8 = uv’ — u'v ne prend pas la valeur 0, et ou 'arc (I, f), défini
par le couple (¢, {) donné par (4), est enveloppe unique.

a) 11 est clair que toute C*-famille (271, définie cartésiennement et telle que 9* = 9, pour
tout tel, s'obtient en remplagant (u, v, w) par (pu, pv, pw) ou p : I = R, de classe C*, ne prend pas
la valeur 0. On constate que, pour tout tel, (L,) est remplacé par :

{u(t)x + o(t)y + w(t) =0
W(t)x + V(0)y + wi(t) + p'(0)/p(t). [u(®)x + v(t)y + w(r)] =0

Bien que la seconde équation ait changé, ce systeme admet (¢(t), {(¢)) pour solution unique; (2%),.,
admet donc (I, f) pour enveloppe unique. Notons que p et A sont remplacés par p25 et p3A.

b) Changement de paramétre. — Soit 8 un C*-difféomorphisme d’un intervalle J de R sur I.
Cherchons I'enveloppe de la famille de droites (23 = Pg;);- Nous avons a résoudre, pour tout
A €J, un systéme L) qui, compte tenu de la non nullité de" 6'(A), sécrit :

{u(ﬂ(l))x + v(0(A)y + w(O(R) =0
w@OA)x + v'OA)y + wOR) =0

On constate qu’il s’agit de Ly, et on en déduit que L; admet la solution unique (@(8(}),
V(ON); (2%):cs admet donc l'arc paramétré (J, f o 0), C*~1- équivalent a (I, f), pour enveloppe
unique. Ici p et A sont remplacés par & . 500 et 3. A< 0.

e Dans les deux cas, les deux familles de droites jouent des roles symétriques.
e Terminons par quelques exemples.
EXeEMPLE I. — On donne 2,, teR, par: 2tx — y = 2pt? =0 (p e R%).
Ici L, est: 2tx — y — 2pt> = 0) A (2x — 4pt = 0).
Ii est de Cramer pour toute valeur de ¢ et donne la solution unique :

x = 2pt, y = 2pt?

vy = (R,f), avec f(t) = O + 2pt i + 2pt? j est un C* arc-paramétré qui est visiblement régulier, et
est donc ’enveloppe unique de la famille.
REMARQUE. — L’¢quation cartésienne de supp y s’obtient en éliminant ¢ € R entre les deux

. . . . . . 2 ’ . T
. 1 Carm raviant a dorire ane Tty — — Int — N Adanatinn a Pinconnna t 2R admat
"”thnS dC Eupe S WUE BUVIEVIIL G LULLILV UL 40 A y apt — VYV, L{uauull a 1ialviiun ¢ © 0y, auine

équa
une racine double, ce que I'on peut faire ici en annulant un discriminant : on trouve x> — 2py = 0
(supp v est une parabole).

Cette méthode, souvent commode, pose des problémes de réciproque : elle fournit seulement

une partie du plan a laquelle appartient le support de I’enveloppe si elle existe.
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ExXEMPLE II. — On donne 2,, t€ R, par :
B2 —tx + (3t* — 1)y — 2 = 0.

3 - +B3t* - 1)y —-23=0
Ict L, est: {( ) ( )y -
Ul —tx + 283y — 12 =0

t t3

“+1’y=t“+1

Pour ¢ # 0, il est de Cramer, de solution unique : x = - On constate que

t3

j est le seul arc de classe C' qui vérifie L, pour tout

t
Y= (R.f), 00 f(1) = 0 + -

i+
+1 t*+1
te R (y compris t = 0). Il est C* et on constate qu’il est régulier; il est donc enveloppe unique de
la famille. Son support est une lemniscate de Bernoulli (cf. 1.2.1, 1° et fig. 3).

ExXeMPLE III. — On donne 2, teR, par: x sint — y + cost = 0.

Ici L, est: (xsint — y + cost =0) A (xcost —sint) = 0.

— Pour ter/2 + nZ, L, n’a pas de solution : (2,),.p n’a donc pas d’enveloppe.

— Pourt ¢ n/2 + nZ, L, ala solution unique : x = tgt, y = 1/cos t. Pour tout k € Z, notons
I, =1-m/2 + kn,n/2 + kn[. On constate que chaque famille (2)),., admet I'enveloppe unique
Yo = ([t — O + tgti+ 1/cost.j)dont le support est, selon la parité de k, I'une ou I'autre des
branches d’une hyperbole #, dont les asymptotes sont précisément les droites 9 /24 kn qu’il a fallu
écarter.

REMARQUE. — L’étude des équations trigonométriques apprend que I’équation
xsint — y + cost = 0, 4 'inconnue t € R a une racine double si_et seulement si x> + 1 = y? :
c'est une équation de .

4° Cas particulier. — Ici le plan est euclidien et rapporté a un repere
(0; i, }) orthonormal. On donne une Ck-famille de droites (2;).

ne un (D1)scs> par leurs
equations normales :
xcos® + ysin@ — p(@) =0 (1)
ou p: I - R est de classe C¥(k = 1). On a ici :
xcos(® + m/2) + ysin(0@ + ®/2) — p'(B) =0 (1)

équation normale d’une droite 2; orthogonale a 2, Pour tout0 e I, L, est un

systéme de Cramer. La seule solution possible est ainsi le C*~!-arc paramétré
vy = (L,f) avec :

f(0) = 0 + p(B)uy + p'(B)ve

Si ¥ admet une tangente au point de paramétre 9, il s’agit de &, (et alors 2 est
la normale). Comme :

f'®) = (p(6) + p"(O)ve

on peut affirmer que v est enveloppe de la famille (Z).; au moins s’il est
régulier, i.e si p + p” ne prend pas la valeur 0.

REMARQUE. — En dérivant (1'), on obtient :
xcos® + ysin0 — (— p"(0)) =0 (1)

En associant (1') et (1”), on obtient (en général) ’enveloppe de la famille des normales a v, i.e.
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la développée de v (cf. 2.2.1, 5°); le centre de courbure de y au point de parametre 0 est (en général) :

0 — p"(O)ug + p'(B)ve = f(8) — (p(6) + p"(O))ug
et on a: IRg| = [p(8) + p"(O)I.

De méme, en associant a (1) I’équation :

0
x cos (8 —n/2)+ysin<9—g)—j p(u)du = 0

9
on obtient une développante Ay de y (cf. 2.2.1, 7°).

ExeMPLE. — Astroide.

Deux points g et g° décrivent deux droites orthogonales de &, euclidien de fagon que d(q, q')
garde une valeur constante a. On peut prendre les deux droites pour axes de coordonnées et
repérer le couple (g,9) par des coordonnées polaires du point i de &, se projetant
orthogonalement en g sur Ox et en q' sur Oy, qu’il est commode d’écrire (n/2 — 6, a), avec
8 € [0, 2r[. La droite gq’ s’écrit ainsi

(Zg) xcosO + ysin® —asinBcos® =0
L’enveloppe éventuelle est ainsi 'arc paramétré ([0, 2n[,f), avec
f(8) = O + asin®0Bi + acos®0j

(p + p")®) = 0 sécrivant sin@cos O = 0, les seuls points stationnaires de Y sont ceux qui
correspondent 4 0 € {0, /2, n, 3n/2}. En calculant f”(0), on constate qu’en chacun de ces points y
admet une tangente de rebroussement, qui est la droite 24 correspondante.

On dit que v est une astroide. On constate que la développée ¥’ de v s’en déduit (fig. 31) par une
similitude de centre O (attention cependant aux points de v en lesquels Ry = 0!).

q :
/i

Fi1G. 31.

1.6.3. Cas d’'une famille définie paramétriquement

< D ic nn st n £ pcs A Ao A S
S ans e padragrapne, o €5t de aimenston < ou J. D

1° Notations. — On donne deux applications a et b de classe C* (k > 1)
d’un intervalle I de R, a valeurs dans & et dans E\{O} respectivement. Pour
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chaque te I, on désigne par 2, la droite affine a(t) + Rb(t) de &. On obtient ici
une C*-famille (2,),.,; définie paramétriquement. On cherche si elle admet une
enveloppe.

2° Exhibition d’une condition nécessaire. — THEOREME. — Avec les
notations du 1°, une condition nécessaire d’existence d’une enveloppe est :
Viel le systéme (a'(t), b(¢t), b'(¢)) est lié I

Supposons qu’il existe une enveloppe v = (I, f), arc paramétré de classe
C™ Cest qu’il existe une application A : I - R vérifiant :

Veel  f(t) = a(t) + Me)b(2) (1)
Cette application est de classe Cinfkm ainsi qu'on le constate en
munissant nraovienirament £ A’nne ctriictnre enclidienne et en calenlant -
1 lJlUVlOUll\/lllUllL L7 U Ullvw DLl UWLUVILY WUWIIALLWILLIVY WL Wil wlliwlildiiiy

Ae) = [Ib(R)lI ™ *(a(e)f(2) [b(2))

On a par dérivation de (1) :

!

Vtel f(t) = a'(t) + A(e)b(t) + At)b

—_
~
S
—
p—
~
p—

et comme nécessairement : f'(t) € Rb(z), on a (I). O

REMARQUE. — Dans le cas de &, (I) n’est qu’exceptionnellement vérifiée,.. En anticipant sur
3, on constate que (I) équivaut a :
La Ck-nappe géométrique réglée représentée par (I x R, F), ou

F(u, v) = a(u) + vb(u)

est développable. ,

3° Etude de la réciproque. — Les notations étant celles du 1°, nous
supposons que la condition (I) du 2° est remplie.

Une enveloppe ne peut étre que de la forme vy = (I,f), avec
fit) = a(t) + Me)b(t), ou A : I - R est de classe C' au moins et vérifie :

Vtel a'(t) + Me)b'(t) € Rb(r) (2)
(condition €quivalente a : Vte R f(t) € Rb(z)). |

En munissant provisoirement & d’une structure euclidienne orientée, on
constate que (2) s’écrit :
Veel AMt)b(t) A b(t) = d'(t) A b(t)
ce qui, compte tenu de ce que (I) implique que b(t) A b'(¢) et a'(t) A b(t) sont

A

colin€aires, fournit un unique A(t) pour tout ¢ tel que b(t) A b’'(t) # 0. D’ou :

-/

est rem mnlie s l l' ation h A h ne

l’ll\r a l U“ LAWVaAL W w 1A%

Ie i
prend pas la valeur O et si k > 2, alo il existe une unique lution possible, a
savoir le C*~!-arc paramétré (I, f) défini sans ambiguité par

(f =a+Ab) A (Ab A b)=da A b) (3)

-ulv

ProrosiTION. — Si la condition (I
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Cet arc est effectivement enveloppe si et seulement s’il admet une tangente en
chacun de ses points, condition qui est remplie s’il est régulier.

Il reste, dans chaque cas concret, a étudier les tel tels que

Y A Wity — 0 at &
JA D)= vy, Lt d

on peut appliquer le résultat précédent.

’ .
eunnfnnllemenf ecrindar T an

[a V@Y o
Yyvliituw 11IWAIL OWIlINIVE 1 vl JSuUuoTILILY

Cas ou dim & = 2. — L’énoncé précédent se simplifie en ce sens que (I)
est automatiquement remplie et que (3) prend la forme, d’'un emploi plus aisé :

B [a'(z), b(z)]
(veel)  f10)=al) + 5o

4° EXEMPLE. — & est euclidien orienté, rapporté a (O; i, j, k) orthonormat direct. (2,),. g est
définie, avec les notations du 1°, par :

b(?) 4

{a(t) =0 + (cost + tsint)i + (sint — tcos t)j
b(t) = —sinti+costj+ ak (xeR)

* (le lecteur vérifiera que 'arc paramétré (R, a) représente une développante de cercle 2.2.3, 7°).
On constate aisément que (I) est remplie et que, t — b(t) A b'(¢) ne prenant pas la valeur 0,
(1) détermine un unique arc paramétré

y=(R,t — O +costi+sintj+ atk)

qui est visiblement un arc régulier (hélice circulaire), et est ainsi 'enveloppe (unique) de la famille
(@ l)t e R

5° Compléments. — On reprend la C*-famille (2,),.; ou 2, désigne a(t) + Rb(t), en se limitant
au cas ou (I) est vérifié, ou k> 2, ou b A b’ ne prend pas la valeur 0 et ou le C**-arc para-
métré (I, f) défini par (3) est effectivement enveloppe unique.

Le lecteur vérifiera que, dans ces conditions :

a) Toute C*-famille (2*),, définie paramétriquement et telle que D¥ = 9, pour tout te I admet
(I, f) pour enveloppe unique.

[On utilisera le fait qu’une telle famille s’obtient en remplagant (a, b) par (a + wb, pb), ou p
ne prend pas la valeur 0, et que 'application b A b’ est multipliée par p?].

b) Sidim & = 2, toute C*- famille (2¥),; définie cartésiennement et telle que D} = 9, pour tout
tel admet (I, f) pour enveloppe unique.

i J

[On peut se limiter (grace a 1.6.2, 3°) au cas ou 2 est donnée par P’équation cartésienne :
[X —a(r), b(1)] =0, ou X est le point générique de &.
On obtient L, en adjoignant :
[X —a(), b®)] - [a(5), b(©)] =0
L, admet clairement la solution unique : X = a(t) + Ab(¢) avec
Alb(), b'()] = [a(t), ()], i.e. X = f(1)].

¢) Pour tout 0eDiff*(J, I) la C*-famille de droites (2 = Dog)e; admet larc para-
métré (J, f o 8), Ck~! équivalent a (I, f) pour enveloppe unique.

En conclusion, on dispose d'une grande souplesse dans la recherche de
I'enveloppe d'une C*-famille de droites d’'un plan dont I'ensemble des
éléments est imposé (par exemple 'ensemble des normales a un arc
paramétré).
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EXERCICES

e Nous considérerons comme donnés un espace affine &, de dimension 2 ou 3, et un repere #
de &. Il sera commode (méme si ce n'est indispensable que dans des exercices que le lecteur
reconnaitra aisément) de supposer que & a été muni d’une structure euclidienne et % choisi
orthonormal.

e Nous désignerons souvent par la méme lettre un arc paramétré et son support, un point de
arc et son image; les invariants affines (et plus tard métriques) associés au point de I'arc seront
considérés comme liés a I'image (quelques précautions sont a prendre dans le cas de points
multiples).

e La notion généraie de «courbe» releve de I'étude des sous-variétés de &, (ci. 3.3) : une
courbe apparaitra (sous certaines conditions) comme une réunion de supports d’arcs plongés. Nous
conformant a la tradition, dans I’énoncé des exercices nous désignerons par «courbes» (et plus

tard par «surfaces ») des sous-ensembles de &, et de &, que le contexte permettra d’identifier (en
général le support d’'un arc paramétré ou une réunion finie de tels supports).

e Le mot «lieu » doit étre com

e Ces conventions sont valables pour tous les exercices du cours.

Course DE PEaNO
1.01. — Soit C le compact [0, 1] de R2. Pour tout entier n > 1, nous allons définir

nar rnr‘nr ence une ubdl" cian (K de F an AR carrés éoaux (da cAtd 1/2M {" act
’

[y 1
l—l 1Wwwibil divwA Uil O ¥idiwvil \\/n’0<k< 4" lu\-l Wil 7T Wil WO usaun \UU Wil LW l/‘- ’ Wl

J

divisé en quatre carrés égaux (de cdté 1/2) numérotés arbitrairement : C9, C!, C2, C3.
La subdivision (CY%y¢,<4—; €tant supposée construite on obtient la subdivision
(Ch 4 Do<kea+r -1 en subdivisant chaque C! en quatre carrés égaux :

3 ) 4k +3
CO =11k ck =11 ct
n n+1y * -y > u a4+l ot
k=0 k=4k

Soit alors t € [0, 1[. A tout ne N* associons le carré K, = cEe
a) Montrer que K,,, = K, et [} K, = {(x(®), y(t)}.

ne N*
hy N~ ar ana lag annlicntins X V aifisi nhtaomitag gnemt 11mifavrarAnranmt Anstismnnag
U’ 1iviVv l Cl qu 10 appu\.auuu allld]l QULCILIUDD dULLL LU LICLIICLIU VOLILLLILUCD
et qu’elles se prolongent en des appllcatlons continues de [0, 1] dans [0, 1]

1
c) Vérifier que t +— (x(t), y(t)) est surjective de [0, 1] dans C. En déduire que C est
le support d’un arc continu.

o
N
|
@

onstruire la « courbe » définie par 'une des équations :

y = Jx% —1; y = Jx* -1 — x; y = 3/x3+1 + 3/x*—-1;
y = el J(x(x + 2)

y=xexp(2x/(x2 —1); y=x3Log(l + x + x*/2) —x"?; y=chxcosx

y=23xt+2 +.9\/(4x2 + )/x +2), ee{-1,1}

1.03. — Etudier les branches infinies de la « courbe» définie par l'une des
cquations : Are x 4x2 /—__xz(x +2)
= Arc — : = —_—
d By 1 -1 YT TRF

y =x*Arcsinx/(x + 1); y = xexp(Arctgx); y = (1 + x)cothx
y = x1+l/(Logx)2; y=(x+ 1)1+1/Logx
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1.04. — Symétries de la « courbe » d’équation : y = (ae* + b)/(ce* + d).

1.05. — Etudier la déformation, quand le paramétre A varie. de la « courbe »
d’équation :
\ , 1 =x . e \
a)y=1,og1 k ; b) y = (ch x + A sh x)i/x; c) y = A&,
— AX

Pour la derniere, on déterminera la nature du lieu des points d’inflexion éventuels
(quand A varie).

1.06. — Construire les supports des arcs paramétrés définis par
{x—t3+t4 {x—t3 {x £+ 1t
y =t y =1t +1t° y =t%+1t’
(dans chaque cas : étude directe au voisinage de l'origine).
1.07. — Construire les supports des arcs paramétrés définis par :
t t2 + 3t -2 2t
1 — ¢ t2 — 3t +2 (1 + t2)?
t(l — 2t%) t2 —t+2 2(1 — t?)
Era— T2 TRty
1 1 2 3
X = 5 X =—+
1 —t t t+1 t-—1 ) .
feoq , A (asymptotes; alignement de trois
— U I U S : S S
— - _ _ - - - powLs, injiexionsj
y=| ——du ( y=—+ +
( JO /1 + u2 | t t+1 t —1

(x=-"

x = tef iy 2 -9 . o
-1 t(concavlte) = 2) (alignement de trois points)
y = e y =

{x=cost.(\/§_cost+1) {x=\/|t+2|+\/m {x=sint

y = sint.(\/2cost — 1) y =/t -1 y =tgt(l —sint)

VAR |

t
j cos 2u sin u du

*= 0 {x=tLogt x=1t—2cht
e y =t 'Logt y = 2/cht
y = f sin 2u cos u du
\ Jo
x = (1'+ 2t /1 — t3)172 x = e'/cos t x =cht/sht
{y = - 2t\/1——t2)‘/2 {y = e'sint y = cos t/sht
jx = (t + )exp (1/(t* — 1) J’x = te?t jx = Cos t
ly =t = Dexp/e* = 1)) by =(t — 2e 1 ly = cost/3 + sint/3
X =tgt+sint x = 1/cos 3t x = 5Log t*/(t — 2)
{y = 1/cost {y = 1/sin 2t sin? 3¢ {y = 2/t — 6)
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1.08. — Etudier la déformation, quand le paramétre A ou (A, p) varie, des supports
des arcs paramétrés v,, ou y,, définis par :

a) x =1/2.tg*t — Acost, y=tgt+ Asint;

by x =tt — N —-1)"% y=t"1¢t-1)72;

¢) x =t+ A% y =1t*+ dp/t (on déterminera la nature du lieu des points de
rebroussement);

d)x =t>+xAt, y=(+ 1>+ wt (lieu des points de rebroussement ;
asymptote passe par un point fixe; parabole asymptote).

1.09. — Soit f une fonction & valeurs dans R, de classe C? sur un voisinage de 0,
telle que f(0) = f'(0) = 0 et f”(0) > 0. Pour A € R* assez petit la droite d’équation
y = A coupe la « courbe » € d’é¢quation y = f(x) en deux points m et m’. Soient p le

milieu de mm’ et q le point d’intersection des tangentes en m et m’ a €. Les droites Do, et
@Oq ont-elles des limites quand A tend vers 0 ?

AALTWIIS RS AaRAiANS LRiiNe Jv  TwaaNe

1.10. — Construire le support ¥ de l'arc paramétré y défini par :
x= (1421 +1% y=t/l+1%

En s’inspirant sur I’étude du 1.3.2, 2°, écrire une condition nécessaire et suffisante
pour qu’il existe une droite & telle que 'équation aux t des points de 2 N € admette un

systtme de racines donné (t,,1,,¢3,¢,). En déduire les points d’inflexion de v
(Justification a Pappui).

1.11. — Etudier les arcs paramétrés représentés par :

1l =2t ¢ 2-3t -1
X = —m™m8M8M>» y=——
1 —t 1 -1t

Construire leurs supports.

1.12. — Soit y larc paramétré défini par : x = at?, y = at’.
a) Lieu des points d’oi on peut mener & y deux tangentes orthogonales.

b) Lieu des points d’ou I'on peut mener & vy trois tangentes telles que le cercle
circonscrit au triangle formé par les points de contact soit centré sur supp Y.

1.13. — Soit ¥ la lemniscate de Bernoulli représentée par :
x=t/(l+1tY; y=2/1+1%

a) Former, sous forme de relations entre les fonctions symétriques élémentaires o;

de leurs parameétres t;, une condition nécessaire et suffisante pour que quatre points m;,
ieN, de € soient alignés.

b) Soit m un point de € tel que la tangente en m a € recoupe € en deux points m;
et m,. Déterminer le centre du cercle circonscrit au triangle Om,m,.

c) Montrer que par un point m de € de paramétre ¢t # 0 passent deux tangentes a
€ dont les points de contact p, et p, sont distincts de m. Ecrire une équation de la
droite &, qui contient p; et p,. * Trouver I'enveloppe des familles (2),cps €t (D )cpe- *
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1.14. — Soit € la « courbe » représentée par : x = 1/P(t), y = t/P(t), ou P est un
polynome de degré 3. Rechercher la limite éventuelle de la suite (m,),.n de points de €

n
ainsi définie : m, € ¥ est donné, m,,, est le point ou la tangente en m, a ¥ recoupe la
« courbe ».

COORDONNEES POLAIRES (REPERES ORTHONORMAUX)
1.15. — Construire les supports des arcs paramétrés définis, en coordonnées
polaires, par :

{9=t+1/t {9=t—2$int {9=tht
lp=1t"—4

(p=tgt (p =t/sht

1.16. — Construire les supports des arcs paramétrés définis en coordonnés polaires
par p = af(8), ou f(0) admet successivement.les expressions

sin n, ou cos nB, ou tgnd, ne{l, 2 3,4, 1/2, 1/3, 2/3}
cos pB cos pb
> ou

11
- » (p, q) € {2, 3} puis (p, q) e{ }
cos g0 sin g0

23
g(8) {g(ﬂ) = sin 0, sin 26, sin? 0, tg 0
—— avec
h(9)

(0) =sin® —cos0,2cosO — 1,1 + 2cos B
1 +s8n20 + . /1 —sin20;cos 8 — cos 20;
1

cos 20
‘ sin6/2  sin (20 — w/4) sin 6,2
cos® —cos20’ 1 —cos®/3° sin30  sin6/3
sin 0/2 sin 26/3 sin 0 tg 6/2 sin? 20
1—2s1n9/2  + cos®’ 14 cos0cos20’ 1 —sin’ sin (8 — m/3)
sin 9 0 9 -1 0? 0
0 'sin0 0+ 1° 02— n%/9 2
(1 L taM23 L (1 — te®23.- chiQ L 1VchBO: (cog O
\1 T 5 U’ T \1 5 Ul ’ wil lU T 1’/\411 Vo, \UUD v

1.17. — Construire les « courbes » d’é

équations polaires p2 = a%f(0), ot f(0) admet
successivement les expressions :
cos 20 tg 0 0 sin 6
: : g ;1 —tg20;, tg—5 ——
sin 0 cos 20 2’ 2+ cosB
1.18. — Construire les « courbes » d’équations polaires

p2cos O — 2ap + 4a®sin® = 0; p?cosH — 2apcos20 + a’cos® =0
pt —dp +6(1 —tg20) =0; (p — 1)’(p + 1)0 = p; 8 = p(p + 1)(p + 2)
p2 —20p +1=0;0%=p(2 — p);sin B = (p?

—3pfp + 1)
1.19. — Etudier la déformation, lorsque A varie, de la «courbe » d’équation
polaire : 6 1
+ 1/p)cos® =A; p=sin20+A; p=————
o) P P =1 " hcos20
p =

acos 8 + A (limagon de Pascal)

+ A (conchoide de droite)
cos 0
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(Dans les deux derniers cas, étudier le lieu des points d’inflexion quand A varie).

1.20. — Soit ¥, la «courbe » d’é¢quation polaire
p? — 2apcos O — Aa’?sin? O = 0, a € R* donné.

a) Construire %, et étudier sa déformation quand A varie;

b) Pour A donné, lieu des milieux des segments [m, m'] ot m et m’ sont deux points
distincts de %,\{0}, alignés avec O.

¢) Pour A donné, lieu des centres des cercles qui contiennent O et sont tangents a
%, en un point distinct de O.

1.21. — Montrer que 'équation polaire p = asin 6/3 représente un limagon de
Pascal.
1.22. — Nombre des points d’inflexion de la « courbe » d’é¢quation :

p(cosnd + acos® + BsinB) =1, (neN)

Montrer que ces points sont alignés.
1.23. — Asymptotes de la « courbe » d’équation :
p"(excosnd + BsinnB) =1, (ne N).

1.24. — Montrer que I’'on peut mener a la cardioide d’équation p = a(l + cos 0)
trois tangentes de direction donnée 3. Etudier, quand & varie, l'aire .o/ du triangle
formé¢ par les points de contact; lieu de I'isobarycentre m; de ces points.

1.25. — Lieu du point d’intersection des tangentes (resp. des normales) a une
cardioide en deux points alignés avec le point de rebroussement.

1.26. — Lieu des projections orthogonales de O sur les tangentes a la spirale
logarithmique d’équation p = ge™

1.27. — Lieu des pieds des normales menées par un point fixe a une spirale
logarithmique de grandeur constante qui tourne autour de son point asymptote.

1.28. — Lieu, quand A varie, des points de contact des tangentes a la conique

(€)Y ofl £ 2c0eB) = A (e fixé)
(R VI Y CLUS Y My (& J

qui contiennent le point donné O + ai.

1.29. — Lieu des points par lesquels passent deux tangentes orthogonales a la
« courbe » d’équation :

a)p=ae™b) p(l1 +ecos8)=p; c)p=a(l + cos )

1.30. — Construire la « courbe » 4 d’équation polaire :

p=cos0/0 [resp.p = 1/ch@]

Une droite contenant O coupe % en une infinité de points. Montrer que les tangentes a
% en ces points sont concourantes (resp. tangentes & une méme conique).

1.31. — Montrer que les asymptotes de la courbe d’équation
p(@cos B — sin 8) = 1 sont tangentes a une courbe algébrique.
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1.32. — On considére celles des tangentes a une cardioide % qui recoupent la
« courbe » en deux points distincts m, et m,; lieu du point d’intersection des tangentes
a € en m; et m,

COURBES DEFINIES IMPLICITEMENT

1.33. — Construire la courbe définie par 'une des équations :
yt=xty? -y =0 y—x)x2 +y* = 1) =(y +x+1)(x +1)
x*=1)y?+(x*-2)y-1=0 4x> — 5x*y —y* + 2y =0
x(y? = x¥)+x2-2y*=0 X2 (x —y)+4x? - y?=0
.2 212 (-2 1 2y 0 4 L 3 3 v —
A =y)y =W rT)yi=v A=Yy +X =)y —Xy=V
x34+2xy3 —3y?=0 (y—xH)(y—-2x)-x8=0
xy(x —y)+x2+y*—x=0 x2y? + xty +xy—1=0
x*—yt—(x2+2xy -y =0 x*+y* —y(x2+ 2y +y* =0
V44> +x2-y2=0 x2y? —x34+13=0
(v — v — MNi~ A A, YR M, " _n
A 1A “JA = T T INY T LY T )=V

1.34. — Etudier la déformation, quand A varie de la courbe ¥, d’équation :
a) (y + 2x)*(y + x) = AMx — ) =0

by x* + y* = Ax?y? —Ax2 +y) +1=0

¢) (4x? — y)? + A2x — y)x? + 8x* + y2 =0

d) x*e* = yre¥

1.35. — Construire les courbes définies par les équations :

x? —Logx =y — Logy; xX» = y*; xsiny = ysinx; cos xch y = cos ych x
y + Logy = x + Log x + A (déformation quand A varie)
xLogx + yLogy = A

(L’équation étant écrite f(y) = f(x), ou f(y) = + f(x) + A, on utilisera la représentation
graphique de la fonction f).

1.36. — Etudier la déformation, quand A € R* varie, de la courbe &, ensemble des
points dont le produit des distances aux sommets d’'un carré donné est A%

1.37. — Lieu, quand A varie, du point d’intersection de la courbe %, d’équation
(y — Ax)(x% + y?) — a(x? — y?) = 0, (ae R* donné)

avec son asymptote.

1.38. — Montrer que la courbe d’é¢quation :

(x* + yHy* + 2(\/5. —Dx(x*2+ yH+x2—py2 =0
est une conchoide de conique (de foyer O) i.e. admet une équation polaire de la forme :

p
= — 4+ k.
1 +ecosb +

p

1.39. — La courbe d’équation xy* — x> + y = 0 admet une branche tangente a
l'origine a I'axe des x, représentée par y = @(x). Trouver un développement limité a
I'ordre 25 de la fonction @, au voisinage deO.
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1.40. — Construire la courbe ¥ d’équation :
(x®2 — yH(x® + y* — a?) — 2ax(x2 + y)) =0
Trouver le lieu des centres des cercles tangents a 4 en deux points alignés avec O.

1.41. — Soit ¥ la courbe d’équation f(x, y) = 0, ou fest définie sur un ouvert W
de R?, et de classe C2. Montrer que pour qu’un point régulier m de % en soit un point
d’inflexion, il faut et il suffit que les coordonnées (x, y) de m vérifient h(x, y) = 0, avec :

o £ /| _
h=\f 1. [y (h est dite hessienne de f)
Sy 1o
ENVELOPPES.
1.42. — Construire 'enveloppe y de la famille (Zg)g.n avec :

(Z¢9) xcosB + ysin® — a2 + cos20) =0

Que peut-on dire de la distance de deux tangentes paralléles a v ?

1.43. — On donne un triangle abc. Trouver 'enveloppe des droites qui le partagent
en un triangle de sommet a et en un quadrilatére dont le rapport des aires est donné.

1.44. — Enveloppe de la famille des droites (2,);.; une équation de 2, étant :

a) xch?t + ysh’t —ach?2t =0
b) (1 —3Dx +t3 —tw —aga=20
1 S A T R Ly “ v
c) xcost + ysint —a/sin2t =0
1.45. — Enveloppe des cordes d’une ellipse vues du centre sous un angle droit

(resp. vues d’un foyer sous un angle donné).

1.46. — Enveloppe des cordes d’une parabole qui déterminent avec la courbe des
domaines d’aire donnée.

1.47. — Enveloppe du second c6té d’un angle de mesure donnée dont le sommet
décrit une droite fixe et dont le premier c6té passe par un point fixe.

1.48. — Enveloppe des cordes de la courbe :
a) x(x2 + y?) —ay* =0; b) x> + y> — 3axy = 0; ¢) p(cos 0 + cos 30) = a

vues de O sous un angle droit :

1.49. — On considére P'arche € de cycloide représentée par :
x = a(t — sint); y=a(l —sint); t € [0,2n]

Au point m de ¥, de paramétre ¢, on associe la droite Z: symétrique de la tangente en m
a ¥ par rapport a la droite m + Ri. Enveloppe de la famille (21) (o0}

1.50. — On donne la strophoide droite ¥ représentée par :
x=a(l —tH(1 + 1), y=1tx
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D’un point m de 'asymptote o/ on méne deux tangentes a ¢, dont les points de contact
déterminent une droite %,. Enveloppe de la famille (2,,),c-

1.51. — Soit y la cissoide droite définie par :
x =at’f(1 +t3), y=at*/1 + t?

Déterminer un cercle C tel que la polaire par rapport a C d’un point quelconque de vy
soit une tangente a v.

— Caneti
s 2 LA

ane n ardintde A = Al L ~sae ) 1o nnint

B e dows L5 ™ v l.l 11 i1 Uix idiviviaw |.l M\L T WwWUJOo Ul, 1w P\Jllll—
lumineux étant O.

GEOMETRIE DANS L’ESPACE &5.

1.53. — &, est euclidien et (O; i, j, k) est orthonormal. On appelle A I'ensemble des
Ae nh;m Aa L ~uz mwng mnaralldlag o ...1.-.“ ﬂ A’An iatine =~ — N Da ~rnd
UlvUIlCd Uc @ \iul iie DUllL pae pdialltits au p 11 & cqu LIVIL &4 — VU, fUul LUul
(2, 2') € A* on dispose :

T
— d’une part des traces m et m’ de 2 et &’ sur 2, de 'angle 0 € [0, 5} de P et &
. e

et donc de : 81(@, @/) — ”mml” + 0

— d’autre part des équations, uniques caractérisant 2 et 2’ :

(2) (x=az+p)A(y=0bz+gq)

(2) (x=dz+p)A(y=0bz+7q)

et donc de : ' 1h

—dal+1b-bl+lp-pi+lg—4q]

&D
[

5.(2
031,

a) Montrer que §, et §, sont des distances sur A, et qu’elles sont topologiquement
équivalentes.

b) Montrer que le sous-ensemble de A formé par les €léments contenant un point
donné de & est un fermé.

¢) Montrer que le sous-ensemble de A formé par les éléments rencontrant une
sphére fixe en deux points est un ouvert

d) L’espace métrique (A, 8,) [resp. (4, d,)] est-il complet ?

= , y:e, z=t2

1.55. — L’arc paramétré v, , défini par :
x=1t} y=tt—1t z=1t*+ A+ p?
peut-il admettre un point double ?

1.56. — Montrer que les arcs paramétrés définis par

x=@+2M2 -1), y=tft? = 1), z=122/(? - 1)
sont plans; déterminer leurs asymptotes.
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1.57. — Etudier les branches infinies des arcs paramétrés définis par :

x=t/t=1), y=2}t-1), z=2¢-1)

(asymptote, parabole asymptote).

1.58. — Soit y Parc paramétré défini par :
X =acos’t, y=asintcost, z=asin’t

a) Lieu des traces des tangentes 4 y sur le plan xOy.
b) Enveloppe des traces des plans normaux a y sur le plan d’équation x = a.

1.59. — Soit y l'arc paramétré déuni par :
x=1/(1+¢), y=t/0+1), z=72/(1+1)

a) Ecrire, sous forme d’une relation entre les fonctions symétriques élémentaires
des t;, une condition nécessaire et suffisante pour que trois points m(t,), i € N,, de y
soient coplanaires. En déduire (avec justification a l'appui) I'équation du plan
osculateur a y au point m(t).

b) Montrer que par un point donné p de & passent trois plans osculateurs a v, et
que leurs points de contact déterminent un plan qui contient p. Soit &, ce plan,
montrer que si p décrit une droite 2, alors 2, pivote autour d’une droite 2. Montrer
que 2 et 2’ jouent des rdles symétriques.

1.60. — Lieu des points p tels que deux des plans osculateurs a I'arc paramétre

x=at, y=bt? z=ct?

qui contiennent p aient des traces orthogonales sur xOy.

1.61. — Pour chacun des arcs paramétrés définis par :
a) x=t y=1t, z=1*
b) 2t te* + 1) 2 —t+2

’

’ = z =
t* + 1 y t* + 1 t* +1

écrire une condition nécessaire et suffisante pour que les trois points m,(t;), i € N,, de y
soient alignés. Etudier I’ensemble des « sécantes triples » 2 7.

1.62. — Soit y l'arc paramétré défini par :
x=t/(1l +1t%, y=2/(1+1t% z=2/1+1Y

a) Trouver les plans bitangents a y.

b) On donne deux points m,(t,) et m,(t;) de y. Un plan variable contenant m, et
m, recoupe y en deux points p, et p,. Etudier 'ensemble des droites Dy oy

1.63. — Nature de I'ensemble des droites qui rencontrent I'arc paramétre vy :

en deux points en lesquels les plans osculateurs sont orthogonaux
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1.64. — On reprend l'arc paramétré v: x =t3, y =2, z = ¢.

a) Montrer que par un point m(t) de y passent quatre normales a y dont les pieds
sont distincts de m. Ces quatre pieds déterminent une sphére S, qui recoupe y en deux
points définissant une droite 2,. Que peut-on dire de la puissance de O par rapport a
S, ?

Quelle est la nature de I'ensemble des droites 2, ?
b) Une sphére X est tangente 4 y en trois points m(t,). Etudier les ensembles
respectivement engendrés par le centre de Z et par le cercle déterminé par les points m,.

1.65. — Soit ¥ la courbe (cubique de Chasles) défini par :

« p Y
t —a t—b>b t —c¢

a) Si un tétraedre a ses sommets sur % et si deux couples d’arétes opposées sont
orthogonales, alors il en est de méme du troisiéme couple et 'orthocentre du tétraédre
est un point de ¥.

b) Soit S une sphére centrée sur %. Il existe une infinité de tétraédres dont les
sommets appartiennent & € et sont deux a deux conjugués par rapport a §; les sphéres
circonscrits a ces tétraédres ont deux points communs ; quel est le lieu de leurs centres ?

1.66. — Déterminer une application f de classe > pour que 'arc paramétré y
représenté par :

0 —s ug + f(O)k

admette au point de parameétre 8 un plan osculateur qui fasse un angle de mesure
donnée avec le vecteur u,
Que devient ’arc y ainsi obtenu dans le développement du cylindre d’équation
2 2
x“+y*=17?
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ETUDE METRIQUE DES ARCS

Dans ce chapitre, (&, E) désigne un espace affine normé
qui, a partir du 2.1.2 sera supposé euclidien. Moyennant
quelques modifications de détail, on peut le remplacer,

z au début, par un espace métrique (&, d). é

2.1. LONGUEUR D'UN ARC; ABSCISSE CURVILIGNE

1° Notion d’arc rectifiable. — On considére un C°-arc paramétré
vy = (I, f); pour tout (¢, ) e I tel que ¢ < ¢, v, , désigne le sous-arc compact
([t, ¢, f1Lt, t']) de y. Sauf avis contraire, on suppose que y est compact, c’est-a-
dire que I est un segment [a, b], a < b.

A toute subdivision o€ 8 de [a, b], avec (cf. notations du IIL6. 2-1) :

6= ()ocicns to=a, t,=b; VieN, t;_; <t

on associe le réel positif (appelé longueur d’une ligne polygonale inscrite) :

l5(y) = ; dlf (1), ft)]

PrOPOSITION. — Si deux éléments o et o’ de S vérifient < o', alors :

Is(y) < lo(y).

On envisage d’abord le cas ou ¢’ s’obtient en adjoignant un point a I'image

A(oc). On termine le raisonnement par récurrence. O
e DeFiniTioN I — On appelle longueur de Parc paramétré compact v

Pélément I(y) = sup I,(y) de R, . On dit que y est rectifiable si, et seulement si

ceyf

I(y) < + 0.

\T,\4n.~n —~ ner ot AdAwant Ta o
INULOUILIDD Li I'€n consiglraiit ida Su

i(y) = d[f(a), f(b)]

et que [(y) est nulle si, et seulement si f est constante.
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e DeriNniTiON II. — Soit vy = (I, f) un C°-arc paramétré, ol I est
exceptionnellement un intervalle quelconque. On dit que 7y est localement
rectifiable si, et seulement si, pour tout (¢, t') € I tel que t < ¢/, Parc paramétré
compact vy, , est rectifiable.

EXEMPLES. — a) Soient (p,q)e &> et f:t > tp + (1 — t)q.
— L’arc ([0, 1], f) est rectifiable de longueur d(p, q); en effet, pour tout c e %, on a ici

Is(y) = d(p, q).
— L’arc (R, f) est localement rectifiable.

b) Soit y un C°®-arc de Jordan de & dont le support est inclus dans une droite £, munie d’un
repére (0,i); ona y = (I, f), ou I = [a,b],a < b, et f(t) = x(t)i; l'application x : [a,b] - R
étant continue et injective, elle est strictement monotone. Pour toute o€ %, on a ici:

Is(y) = .Z (x(t) — x(t;- ) [Hlill = x(b) — x(a)lllill = d[f(a), £(B)].

vy est ainsi rectifiable et, dans le cas ou & est euclidien, sa longueur coincide avec la longueur de son
support (au sens de longueur d’un segment). Compte-tenu de ce que, dans tous les cas:
I(y) = d[f(a), f(b)], ce résultat traduit I'idée intuitive que « le plus court chemin d’un point a un
autre est la ligne droite ».

REMARQUES. — a) On ne confondra pas la longueur d’un arc paramétré avec la longueur de
son support (notion intuitive non encore définie). Ainsi pour (p,q)e &2, I =[0,1] et
f@)=tp+ (1 —1t)q, Varc y=(1,f) a pour longueur d(p,q); pour J=[—1,1] et
g(t) = t?p + (1 — t¥q, l'arc ¥ = (J, g) a pour longueur 2d(p, q), alors que y et ¥ ont méme
support (2 savoir le segment [p, q]).

b) Si on remplace la norme de E par une norme équivalente, la longueur des arcs paramétrés
est modifiée, mais pas la notion d’arc rectifiable (resp. localement rectifiable).

2° Propriétés. — Soit vy = (I, f), I = [a, b] un arc paramétré compact.

a) Soit Y un sous-arc de y; alors [(y') < [(y). En particulier si y est
rectifiable, alors Yy’ est rectifiable.
Vérification immédiate. O

Il en résulte qu’un arc compact est localement rectifiable si, et seulement s’il
est rectifiable.

b) RELATION DE CHASLES. — Soit (*) ce[a, b]; on note I, = [q, c], I, = [c, b],
Y1 = Yac €t Y2 = Yo Alors I(y) = I(y;) + I(y,). En particulier y est rectifiable si,
et seulement si v, et v, sont tous deux rectifiables.

Notons 8 (resp 8,) 'ensemble des subd1v1s1ons de I (resp de I)). A tout

AcanMiANG e ~Lt anncitinnw Aa -~

[01, UZ)COI X c)z, addLLVIVILDD Uco ootenue pal \\JuALapUmuuu 7 Ul vy et uz

(A(c) = A(c,) U A(0,)). On constate : ly(y) = l,, (Y1) + lo,(Y2) d’our il résulte :
V(oy, 05)€8; X 8, Io, (Y1) + 1o, (Y2) < I(y)

et donc :
I(yy) + 1(y2) < I(y)

1) Nous étendons dorénavant la notion d’arc paramétré (1, f) au cas ou I est de la forme
p »
[a, a] et nous convenons que, dans ce cas, I'arc est rectifiable, de longueur nulle.
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Inversement, a tout o € 8, associons o’ € § définie par A(c") = A(c)u {c}.
On a 6 < ¢’ et donc : I,(Y) < I,(y). Or o’ peut étre considérée comme obtenue
a partir de (5,, 6,)€8; x 8, comme ci-dessus, et I (y) = I, (y,) + lo,(Y2)-

Il en résulte : Voes§, I(y) < 1(yy) + U(v,)
et donc : I(y) < U(yy) + U(yy)
La fin de I’assertion se vérifie sans difficulté. O

REMARQUE. — Dans tout ce qui précéde, 'hypothése de continuité de f n’intervient pas. Ii
n’en va pas de méme pour la suite.

3° Abscisse curviligne. — THEOREME 1. — Soient I = [a, b] un segment de
R, et v = (I, f) un arc continu de &, supposé rectifiable. Alors Papplication :

¢:[a,b] - R,, t—Iy,)
est croissante et continue.

— ¢ est a valeurs dans R, car vy est rectifiable, et elle est croissante
d’aprés 2° a).

— Montrons la continuité de ¢. Soit ¢ fixé dans [a, b[ ; considérons les
subdivisions :

Gz(t,tl,...,tn_l,b), G’=(t’uat19"'atn—l9b)
et
O'” = (u, tl’ Ve tn—l’ b)

des segments [t, b] et [u, b] (u étant arbitrairement choisis dans ]t t,[).
Pour alléger Décriture, notons I,(y), I,(y) et l,(y), avec des abus de
notations évidents.
o et ¢’ sont des subdivisions du méme segment [t, b], vérifiant ¢ < o'.
On peut donc écrire :

L) < L (y) = dLf @), £(O + L)
< dLf, O] + o) — o)

(Vinégalité I,(y) < @(b) — @(u) étant valable parce que y est rectifiable).
La subdivision o étant fixée, on a donc:

Vuelt,tu[  L(y) < dlf(), f(1)] + @(b) — @ (u).

En faisant tendre u vers t par valeurs supérieures, il vient, grace a la
continuité de f et la monotonie de @ (qui implique l'existence de @(t +)) :

ls(Y) < o(b) — <p(t +)-

< o) — o +)
et donc @(t +) < @(t), dou @(t +) = @(t) puisque @ est croissante.
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En fixant t € Ja, b], et en considérant de méme une subdivision de [a, t],

on montrerait ¢(t —) = @(t). O
THEOREME II. — Soient y = (I, f) un arc continu localement rectifiable, et
+ ~ T Al Pomelin i e n Ao T daoeo M BLfeceln meawm .
LO e 1. AIUD ldappilcaulvil P uk 1 ual o uciiniae pai
o) = I(Ylo,t) si t2 los (p(t) == I(Ytto) si < Lo
est croissante et continue
Vérification immédiate. O

REMARQUES. — a) L’hypothése étant celle du théoréme II, adjoignons ¢, € I, et définissons Y
a partir de t, comme ¢ I'a été a partir de t,. Alors, visiblement :

Veel  y(8) = o(t) — o(ty)

b) Sous la méme hypothése, pour tout (t,)eI? tel que t < t':

I(YI, ») = o) — o(2).

Mot T Cate nr — (T A\ & Atml I al
LJEFINITION 1. — OO0H Y = (1, j) Ui icire \,ﬁuuuu lu»ule

v-t

rectifiable. On appelle abscisse curviligne de y to
que :

Vi, tyel? (e <) = 1, = o) — o@)).

Si, en outre, il existe ¢, € tel que ¢(t;) = 0, on dit que ¢ est une abscisse
curviligne d’origine t,,.

La remarque b) montre que I’application ¢ introduite dans le théoreme 11
est une abscisse curviligne d’origine t,. Nous allons étudier une réciproque.

ProprosiTION. — Soient ¢ et | deux abscisses curvilignes de y. Alors il
existe ec{— 1, 1} et ke R tels que ¢ = €9 + k.

Inversement, si ¢ est une abscisse curviligne, alors pour tout
(&, € e{—1, 1} x R, e + & est une abscisse curviligne.

La seconde partie de la proposition est triviale. Démontrons la premicre.

Soient ¢ et | deux abscisses curvilignes de v = (I, f). S1 ¢ est constante,
alors f ’est aussi, et donc V et le résultat est acquis. Sinon, considérons t, € [
et I' = {tel|lo(t) # ¢(ty)}, qui est non vide. Soit :

t) — t
?(t) — o(to)
S'il existait (¢, t”) € I'? tel que o(t') # w(t”), et donc o(t') = — ©(t"), on aurait :

’ ”

W) — V() = 1o(t) + o(t") — 20(%)l
et, d’aprés [W(¢) — w(t") = lo(t) — (") :  @(to) € {@(t), (1)}

ce qui constituerait une contradiction. Ainsi ® est une application constante.
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En d’autres termes, il existe e e {— 1, 1} tel que, pour tout tel’:

V() — W(te) = e(@(t) — @(ty))
Cette derniére égalité est encore vérifiée pour tout te I\l O

CoroLLAIRE. — Toute abscisse curviligne est une application monotone et
continue.

Cest, en effet, vrai pour I'abscisse curviligne introduite dans le
théoréme II. [

THEOREME III. — Soient ¥ = (I, f) un arc paramétré continu, localement
rectifiable, ¢ une abscisse curviligne de y et J = @(I). Alors ¢ induit un
homéomorphisme de I sur J si, et seulement s’il n'existe pas d’intervalle
d’intérieur non vide inclus dans I sur lequel f soit constante (!). Il en est ainsi
lorsque y est un arc simple.

D’apreés 111.4.3.2, 2°, @ étant monotone et continue, J est un intervalle, et
¢ induit un homéomorphisme de I sur J si, et seulement si elle est injective.

Or, pour tout (t,t)eI?® tel que t < t, on a @(t) = @(t'), Cest-a-dire
I(y.) = 0, si, et seulement si f est constante sur [t,t']. []
REMARQUE. — Conservons les notations du théoréme III (sans supposer ¢ injective).

De |o(t) — o(t)| = I(y, ;) on déduit :
Vi, ) e ? (o) — o(t) = 0) = (f(1) = f(¥)

D’ou la possibilité de définir g : J — f(I) vérifiant f = g o @ (pour s € J, on pose g(s) = f(1)
ou t est un élément arbitraire de ¢ '(s)).

1Ly

N/
tv\ /y
J

Soient alors s = @(t) et s’ = @(t') deux éléments de J :
dlg(s), g(s"] =dlf(1), f(£')] < Is — 5|

Ainsi g est 1-lipschitzienne, et donc continue. (J, g) est un arc continu, de méme support f(I)
que y. Mais il ne lui est pas en général C°-équivalent, & moins précisément que ¢ n’induise un
homéomorphisme (théoréme III).

DEFINITION II. — Un arc paramétré (I, f) continu et localement rectifiable
est dit normal si, et seulement si pour tout (¢, t') € I* tel que t < t', la longueur du

sous-arc v, , est't’ — t, i.e. si, et seulement si Id, est une abscisse curviligne.
Il en est ainsi de l'arc (J, g) de la remarque précédente.

REMARQUE. — Un arc normal n’admet pas de sous-arc constant. Inversement tout arc
n’admettant pas de sous-arc constant est C°-équivalent 4 un arc normal.

(') Nous dirons abréviativement que : Y ne contient pas de sous-arc constant.
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2.1.2. Rectification d’un arc paramétré de classe C*(k > 1)
3 Désormais, (&, E) désigne un espace affine euclidien. 3

1° THEOREME. — Soit v = (I, f) un arc paramétré compact de classe
C*(k = 1), avec I = [a,b](a < b). Alors v est rectifiable, et :
b
I(y) = J ILf"(0)]] de
— Soit 6 = (t})y<; <. une subdivision de I; f étant de classe C' et E
complet, nous pouvons €crire :

rt,

ﬂm—ﬂmﬂ=mem,

L

et donc : dLf(t-y), f(e)] < f ILf (Il d.

b
Il en résulte par sommation : [;(y) < j [lf'(t)|| dt; v est donc rectifiable,

et ;
*b
1m<Jnﬂwm

a

— Soit ¢ I'abscisse curviligne de y d’origine a (¢(t) = I(y, ). Donnons-
nous t€[a,b] et he R* tel que t + he[a,b].

Supposons d’abord he R%; ¢(t + h) — ¢(t) étant la longueur de vy,
nous avons, d’aprés ce qui précede :

t+h

o + h) — ot) < j Lf' (w)l| du

t

et, par définition de la longueur d’un arc:

1/t + B) — fOIl < @t + h) — @(2)

d’ou, compte tenu de h > 0 :

W“+2'ﬂ”<¢“+2°¢m<%flwwwu

Nous en déduisons, grace a la continuité de u + ||f'(u)|| (et pour t < b) :

.U+ n)— QU
lim

h—0 h

h>0

= I/ Ol

Le lecteur fera la méme étude pour h e R*, et on conclura que ¢ est
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dérivable avec, pour tout te[a, b], @'(t) = ||f'(¢)|]. Il en résulte :
b

b
() = () — ¢(a) = f ¢'(t)dt = J ILf (0l dt O

a

REMARQUES. — a) On retrouve ici la continuité de @, lorsque f est de classe C'.

b) La démonstration ci-dessus reste valable si on suppose seulement que E est un espace de
Banach.

CoROLLAIRE. — Soient I un intervalle de R et vy = (], f) un arc paramétré
de classe C*(k > 1). Alors v est localement rectifiable, et ¢ : I — R est une

abscisse curviligne si, et seulement si elle est dérivable et vérifie :

viel o'(t) = ellf' ()

ot ec{— I, + 1} est une constante. De pius, si y est réguiier (i.e.
Vtel f/(t) # 0) alors ¢ est de classe C-

Vérification immeédiate 4 partir de la proposition de 2.1.1,3° et du

théoréme ci-dessus. La deuxiéme partie de I’assertion tient a ce que ||.|| est de

a P 1
classe C® sui E\{O}( )- L]

Notons que toute abscisse curviligne s’exprime sous la forme :

o(t) = eJ If@lldu +k (&t k)e{—1, +1} x I x R).

o Equivalence de l'arc et de la corde. — Soit y = (I, f) un arc de classe C*(k > 1) et to el tel
que f'(ty) # 0. Par continuité de f’ on peut écrire :

VeeR* JaeR* Vuel (ju—to <o = |[f'(w)— )l <€

Fixons un g€ R* et un o€ R* correspondant. Pour (t,t')eI? vérifiant |t — o) < o et
$ ac

|t' — to] < o on peut appliquer le théoréme des accroissements finis & u +— f(u) — uf'(to) sur
[t, £] (resp. [t’,t]), et Pon en déduit aisément :

() — fOI =l = 1 @] < ele = ¢

et donc, grace 4 :
If' @l # 0, Nf () — FOI ~ |t — £ ()l lorsque (¢, ¢) — (2, to)-

L'inégalité ||f"(u)i— f(to)ll < & impliquant |||f @Il — 11f'(toll| < €&, on peut écrire dans les
mémes conditions, par intégration entre t et ¢’

et donc: I(y,) ~ It — t'|I|f'(tx)ll lorsque (z,t') tend vers (to,ty). En particulier :
I(7,0) ~ I (&) — f(®)|l lorsque (¢, ) tend vers (tq, to), ce que nous retiendrons sous la forme :

Au voisinage d’un point régulier d’'un arc paramétré de classe C*(k > 1), la longueur de Parc est
équivalente a celle de la corde.

(!) Ce résultat reste valable dans un espace de Hilbert de dimension quelconque.



98 ETUDE METRIQUE DES ARCS 212

2° Calcul pratique. — a) Supposons & rapporté a un repere orthonormal
(O;ey,...,e,) et f définie par :

f() =0 + i x;(t)e;.
Alors : ||f'(8)]] = (i x’iz(t))m. Lorsque I = [a, b] :

n \1/2

Y x3(t) ) dt

1

h
I(y)= J

4
\
Pour I quelconque, les abscisses curvilignes s : I — R sont données par :

VPN 2 = s = N
ds\ - [dx;\°
(a) - i=21 (dt )

que nous retiendrons sous la forme symbolique :

h) Sunnosons & de dimencinn 2 nrientd rannnrté an renare nrthannrmal

’ U“PPUUUAAU U Wi WALlL1AWiAJLIN/11 J, AV S l\/lll.v, lut’yul LW AN l\/y\vl\l AL VAANJLIV1 11K441
direct (0, i, j, k) et f définie en semi-polaires par f(t) = O + p(thuy, + z(t)k,
p, 0,z étant de classe C*. Alors

1F/ON = (p2() + p*(®072() + 22 ()~

D’ol, comme ci-dessus :

b
i(y) = j (P2(8) + P> ()02 () + 22(1))" dt

a

et

ds? = dp? + p*de? + dz?

(@) - (@)

traduisant symboliquement :

(@) - (&)
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En faisant z = 0 dans ces formules, on obtient le cas d’un arc représenté
en coordonnées polaires dans un plan euclidien orienté :

rb
A o
J

0
_—
o
A
+
b
[
_—
o~
S’
D
~
—
o
Nt
Qo
o~
Qo
[
(N
o
+
N
(SN

( 02

©
©

Cas PARTICULIER. — Fréquemment, dans la pratique, le paramétre ¢ est
I'angle polaire 8. On a alors :

b
Ity) = J (p"(8) + p*(8) + 2%(8))'2 d8

c¢) Avec les mémes hypothéses sur £ qu’en b), raisonnons en coordonnées
sphériques. Supposons f(t) = O + r(t)(cos 8(t)k + sin 8(t)u,,), ou r, 6, ¢ sont

de classe C*. On obtient ici

ds? = dr? + r2d6? + r? sin’? 6 do?

et la formule analogue donnant I(y)(%).

3° EXEMPLES. — On suppose ici dim & = 2, & étant rapporté au repére orthonormal (O i, j)
éventuellement direct.

a) Ellipse. — x(t) = acost, y(t) =bsint,a >0, b >0, te[0,2n]. On trouve :

2n
I(y) = \/az sin? t + b? cos? ¢t dt
0

L’exhibition d’une abscisse curviligne nécessiterait le recours aux fonctions elliptiques. Cependant,
lorsque @ = b (cercle), on trouve I(y) = 2na, et une abscisse curviligne est ¢(t) = at.

by Cycloide. — x(t) = a(t —sint), y(t) = a(l —cost); teR et a> 0. On obtient :

2n t / [\
My — r VYrigin _ At — QA at mo ahorntcca rsrviliona ~fel — ARl 1 _ ~rne b NAatang nita g1 A
NnNy) — FE7an1901 Ul — Ou, LI UllL audvinoe vul vuxsuc \P\L} - =u 1 “Uo PR RVIAV ] HUU, o1l vll
Jo 2 \ 2/
prend deux arches (t € [0,4n]), on a ||f'(t)}l = — sin t/2 pour t € [2m, 4x]. La longueur est alors :

2n t 4n t 4n t
'[ 2asin§dt+J —2asin5dt=l6a et non J 2asin5dt=0.

0 2n 0

¢) Cardioide. — En coordonnées polaires : p = a(l + cos0); 6e[— n,n} et a > 0. On
obtient : 0
ds? = 4a? cos? 5 de?

T e 6
et Ity) = 2a cos 3 do = 8a, ¢(0) = 4asin 5

(*) Du point de vue mnémotechnique, il suffit de retenir les formules donnant ds?, les autres
s’en déduisent immédiatement.
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2.1.3. Rectification d’'un arc géométrique

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soit I" un arc géométrique compact de
classe C*(k > 0). Tous les représentants de I' ont méme longueur, qui est dite
longueur de I' et notée [(I'). On dit que I' est rectifiable si, et seulement si
Iy < + oo (i.e. si, et seulement si ses représentants sont rectifiables). On

définit de maniére analogue un arc géométrique localement rectifiable.

Soient y = (I, f) ety = (J, g) deux représentants de I', avecg = f ¢ 0 ou
0:J — I est un C*difffomorphisme (i.e. un homéomorphisme si k = 0).

A toute subdivision 6 = (u;)o <, <, de J, associons la subdivision 8(c) de I
définie par : 8(0) = (B(u))o<;<, Si O est croissant, et 8(c) = (O(uy-))o<i<n
sinon. On constate : [5(Y) = ly)(Y) €t donc .

Voe#(J) LY)<lIy), dou IY)<I{)

D’ou la conclusion par symétrie des roles de y et y'. O

b) Le lecteur vérifiera qu’avec les notations ci-dessus, si @ est une abscisse curviligne de v,
alors @ o0 est une abscisse curviligne de y'.

2° Paramétrage normal. — THEOREME I. — Soit I' un arc géométrique de
classe C°, localement rectifiable. I admet un représentant normal si, et
seulement s’il n’a aucun sous-arc constant.

— SiI' admet un représentant normal (J, g), celui-ci n’admet pas de sous-
arc constant; il en est donc de méme pour tout représentant de I, c’est-a-dire
pour I

— Supposons que I' n’admette pas de sous-arc constant. Cest aussi le cas
d’un représentant quelconque y = (I, f) de I'. Nous savons qu’alors si ¢ est
une abscisse curviligne de y, ¢ induit un homéomorphisme de I sur l'intervalle

T — on{ T\
Jg - \P\l }.

Soit alors g = f o@~'(}). On constate que (J,g) est normal. Par
construction, (J, g) est C°-équivalent a (I, f). O

TuEoREME II. — Soit I' un arc géométrique de classe C*(k > 1). Il admet
un représentant normal si, et seulement s’il est régulier ; un représentant (J, g)
est normal si, et seulement si: YueJ ||g'(u)|]| = 1.

— Un représentant (J, g) de I" est normal si, et sculement si Id; figure
parmi ses abscisses curvilignes, données par ¢’ = ¢g||g’|| (Corollaire du 2.1.2, 1°),
c’est-a-dire si, et sculement si ||g’|| est I'application constante u +— 1.

(!) Clest Iapplication g définie dans le cas général & la remarque du théoréme III, 2.1.1, 2°.
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Nous avons ainsi vérifi€ la seconde partie du théoréme ; nous constatons
en outre que I' ne peut admettre un représentant normal que s’il est régulier.

— Inversement supposons I' régulier et soit (I, f) l'un de ses
représentants. Soit ¢ une abscisse de y. Nous savons déja qu’elle est de classe
C*; mais de plus ¢’ = ¢||f’|]| montre : Vtel ¢'(t) # 0; ¢ induit donc un
C*-difféeomorphisme de I sur J = ¢(I). Si nous introduisons, comme au théo-
rémel, g = fo @~ !, nous constatons que (J, g) est un représentant normal
de T. O

REMARQUES. — a) Si ' est régulier, il ne peut admettre de sous-arc constant, mais la
réciproque est fausse.

b) En notant u = @(t), on constate avec les notations ci-dessus : g'(u) = —f()

I @il

CoNvVENTION. — Si (J, g) est un représentant normal de I', nous noterons
s € J la variable, et par abus de langage, nous I'appellerons abscisse curviligne
sur I

D’autre part, si I est de classe C*(k > 1) et régulier, il est orientable. Nous
pouvons alors distinguer des paramétrages normaux directs et indirects; la
notation s sera alors réservée aux paramétrages directs.

MNAancentmenrre — 2 S T opor ralL Ty
CUNDEYULENULED, U) i1 eot v uni uw

EXEMPLES. — a) Reprenons la cycloide paramétrée par x = a(t — sint),y = a(l — cost)en
nous limitant & t€]0,2x[. On obtient ainsi un arc de classe C* régulier.

ds t s t
Un calcul antérieur a donné (— = 4a” sin? =+ Nous choisissons — = 2a sin = (ce qui
\at/ Z at Z
t
revient 4 orienter I'arc « dans le sens des ¢ croissants ») d’ou, par exemple, s = — 4a cos 5 On en
déduit le paramétrage normal :
f‘.gm.,\ nnnnn _s.ihg,.Z_,.Z
A — LU AlLV LU .\/ 1vu [ Y
a 8a

1
y = —(16a® — s?), (s €] — 4a, 4al).

8a
b) Pour la cardioide paramétrée en nn!alrf- par o =all 4+ ¢cos® Bel—xn + nl) et
. r par p ST AR YR BboU oL v
orientée « dans le sens des O croissants », on obtient de méme :
s 1 5 5
6 = 2 Arc sin —> p =—(16a* — s°) (se€] — 4a, 4a|).

4a 8a
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2.2. COURBURE;
REPERE DE FRENET; TORSION

(6, E) désigne un espace affine euclidien orienté de
dimension 2 ou 3; nous n'utiliserons que des reperes
orthonormaux directs de &.

® Position du probléme. — Nous nous proposons d’associer des éléments métriques C*-invariants
au couple constitué par un C*-arc paramétre y de &, orienté et régulier, k > 2, et 'un de ses points
(*). Nous passerons par I'intermédiaire des arcs géométriques.

— Dans un premier temps, nous définirons des elements métriques d'un arc géometrique oriente
I" en l'un de ses points M (dans la mesure ou nous utiliserons des représentants (ici normaux) de

Til y aura lien de ¢’acsurer de Pindiffarence de leur choix)
aura iicu Q¢ sassurer ¢e rnguicrence de ieur cnoixj).

— Nous en viendrons a notre probléeme en posant :

DEFINITION. — On appelle invariants métriques du C*-arc paramétré (I, t — f(t)), régulier et
orienté dans le sens des ¢ croissants, k > 2, au point de paramétre ¢, les éléments métriques de Parc

ogéométriane aoriantd ronrdconts nar (1 ) an noint ronrdconts nar (7 f 1)
5"'...“..““' WE IwiAEvW l\frl WPWEE L l’“. \‘, J ’ -8 l’v.l.‘r l‘rrl‘u‘d..“ P“l \l, J L) "’n

La Ck-invariance est clairement assurée.

e Premiéres notations. — Soit I' un C*-arc géométrique régulier et orienté,
k> 2.

A tout point M de I' nous associons son image m,,, la tangente orientée
(Gp, Ty)en M a T, le vecteur unitaire t,, de G,,, les normales en M a I (droites
orthogonales a G,; au point m,,), et le plan normal en M a T" (plan orthogonal
a G,,, passant par my,).

Sidim & = 3 et si I' admet un plan osculateur en M, 2,,, et en particulier
s1 M est un point bi-régulier de I', on appelle normale principale (resp. binormale)
en M a I la normale incluse dans 2,, (resp. orthogonale a 2,,) et plan rectifiant
en M a I le plan défini par la tangente et la binormale en M a I

Aucun de ces éléments que nous venons d’associer a M ne dépend du choix

dA’un renrdéecentant
i il \/yl WONWLLILLLLA L,

e Introduisons maintenant un représentant normal quelconque (J,g);
I'indifférence du choix tient (ainsi que le lecteur le vérifiera dans chaque cas) a
ce que tout autre représentant normal est de la forme (J, g;) avec £ e R,
Jo=E+ J, et g.: s —> g(s — E), ce qui entraine :

VreN, Vsed:,  gP(s) = g(s — &).

On note m,, = m(s), t, = t(s); les applications m =g et t =g sont
respectivement de classes C* et C*~1 sur J.

(*) Siyest simple, nous en déduirons des éléments métriques du couple constitué par le support
y et un point de ce support.
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2.2.1. Cas d’un arc plan

; Il &’noit A
It SuUuxit u

i des C.P.

Dans ce paragraphe, nous étudions d’abord un C*-arc géométrique I’
orienté et régulier (k > 2) d’'un plan affine euclidien orienté (2, P).

Il sera commode de considérer (2, P) comme un sous-espace d’un espace
affine euclidien orienté (&, E) de dimension 3 et d’introduire le vecteur unitaire
k directement orthogonal a .

ﬂn'll’
u Stui

1° Normale orientée; courbure; formules de Serret-Frenet. — 1" admet en
chacun de ses points M une normale unique.

DEFINITION 1. — On appelle vecteur unitaire de la normale orientée a I'arc
plan I' au point M d’abscisse curviligne s le vecteur v(s) = k A t(s); on dit que
(m(s); t(s), v(s)) est le repére de Serret-Frenet de I" en M.

On note (my; Ty, Vay) = (m(s); (s), V(s)).
L’application v : J — E, est de classe C* 1.
Nous disposons des applications de classe C*~ 2 :

A A
Ui uy

E— n
ds

g"; =k Ay
De |[1]|*> = 1 on déduit que g"(s) est colinéaire a v(s), ce qui permet de
poser :

DEerFINITION I1. — On appelle courbure algébrique de T au point M d’abscisse
curviligne s le réel défini par g”(s) = c(s)v(s), i.e. le réel c(s) = (g"(s)| v(s))-
L’application ¢ : J — R est de classe C*~2; ¢), désignera c(s).

e Compte tenu de g =1, — =k A g’ et Kk Av= —1, on obtient les
ds
« formules de Frenet » :
dt dv
—=c¢cv | —=—c1
ds ds

On notera que 'hypothése de bi-régularité n’est pas nécessaire : ¢ peut prendre la valeur 0.

e Un calcul de produits mixtes (I1.2.4.1, 4°) donne :

— d‘[—‘
[g” g”] = Lta d_J = [ta CV] = C[ts V]
S

Comme [1,v] = 1, il vient : [¢,g"] = c.
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DEerFINITION III. — Si le point M de I' d’abscisse curviligne s est birégulier
(i.e. si g”(s) # 0) on dit que R(s) = 1/c(s) est le rayon de courbure algébrique de
I' en M, et que le point de la normale en M a I :

est le centre de courbure de I en M.
Les applications R et p sont de classe C*~2 sur tout intervalle ou elles
sont définies. D’autre part :

PR PR oM NI =2 s N
m(s)p(s) = g (s)ll “g'(s)
montre que le centre de courbure est dans le demi-plan que nous avons appelé
concavite.

On note R,, = R(s) et py, = p(s).

REMARQUES. — a) Si on remplace I' par I’arc orienté opposé, alors les applications 1, v, ¢, p
sont changées en — 1, — v, — ¢, p.

b) Si on change l'orientation du plan, alors les applications 1, v, ¢, p sont changéesen t, — v,
- p.

2° On dit que F 5, = {my; Ty, Var |, repére de Frenet, ¢\ et éventuellement
R, et p,, sont les élements métriques de I' au point M.

Pour dépasser le domaine théorique, il est nécessaire, a partir d’'un représentant donné
(I, t — f(t)) de T, de savoir calculer les éléments métriques de I' au point M représenté
par (I, f, t) qui sont, rappelons-le, les éléments metriques de I'arc paramétré (I, f) au point de
parametre t. On utilise :

THEOREME. — Dans ces conditions, les éléments métriques de I" au point M
s’expriment en utilisant exclusivement f(z), f'(t) et f”(¢).
Par la définition méme des éléments m,, et t,,, on a :

my=f(@)] =1 OIT' SO |va=kArty

Reste le cas de ¢ On

AT e \/M. i

utilise f;g oM (ngnlmk) (l 7\ On connait

¥ W A RAL 4 Nt AL NFNrala

¢ = |||l (cf. rectification); @ s’en déduirait que par une quadrature que
I’on ne sait en général pas effectuer, mais cela ne géne pas. La dérivation de
I'application composée t — g(¢(t)) fournit en effet :

f'@) =g e@)e')
S0 =g (@®))e" () + g" (@)@ (1)
En utilisant [|g’(e(t))|| = 1 et @’(t) > 0, il vient :
L@, O =1L O1PLg (0(1), g"(e(t))]
et, comme ¢, = [g'(0(?)), g"(@(?))], on a:

e = 1 OIT2LF @) f7(0)]
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e Si M est bi-régulier, on a en outre :

Ry = 1/cy P =My + Ry vy L]

3° Invariants métriques d’un arc paramétré en 'un de ses points. — Soit
¥ = (I, f) un C*-arc paramétré régulier, orienté dans le sens des ¢ croissants. La
définition des invariants de (I, f) au point de parameétre ¢, (cf. le début du 2.2)
et 'étude du 2° conduisent a poser :

NOTATION DEFINITIVE. — A condition que (I, f) soit seul en jeu, on note m,
1, v, ¢ les applications définies sur I par :

me f / _U

T = v=k AT C=——x=
e Lf1

et on note R et p les applications définies sur tout sous-intervalle de I sur lequel
¢ ne prend pas la valeur O par :

(1)

R =-; p=m+ Rv (2)

O | —

Les invariants de (J, f) au point de parametre ¢ sont ainsi le repere de Frenet
(m(2); ©(t), k A 1(t)), la courbure c(t), et éventuellement le rayon de courbure R(t)
et le centre de courbure p(t) = m(t) + R(t)v(t).

REMARQUES. — a) Dans le cas d’un représentant normal d’un arc géométrique on retrouve
les notations du 1° (avec alors t = s).

b) Ilya quelque risque de confusion si coexistent un représentant quelconque et un représentant
normal d’un arc géomeétrique. Par abus de langage nous préciserons alors (suivant le cas) fonctions
de la variable t ou fonctions de la variable s.

o Calculs pratiques. Distinguons les cas :

a) Coordonnées cartésiennes. — (O i, j) désignant un repére orthonormal direct
de 2, on adopte :

iy — 0 4 v(\1 L vt
J V) LA LY LI A\ ) |
On a les égalités d’applications définies sur I :
m — f; ml — xli + ylj; mll —_ xlli + yllj; [ml, mll] — xlyll . ylx”

Compte tenu de (1), on obtient ici :

xli + ylj xlyll _— ylxll

T= 2+ y?)~ ¢ = (X2 + y2)7 (3)

Rappelons que, d’apres le choix de I'orientation, on a :

ds _

dt (x/2 + y12)1/2
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Dans le cas ou le parameétre est t = x (avec orientation dans le sens des x
croissants) on a :

b) Coordonnées polaires. — Ici: f(t) = p(Dug,

On a: m = p'u + pO'y, m’ = (p” — p0'%)u + (p8” + 2p'0)w

[m' mr'] = .p’ p” - pe’2 |
’ pef peu + 2pf9l
’ ” 12
D’ou : c= (PIZ + P2 9’2)—3/2 g ’ _?\n-—. fp\e.rnl

8" pb” + 2p'0|

hw]

e Dans le cas ou le parameétre est t = 6 (avec orientation dans le sens des
@ croissants) on a :

p? + 2p'2 — pp” .
(pz + p12)3/2 .

95—
{ =

—_—
N’

.. d
Rappelons qu’ici : £ = (p? + p'?)2.

Dans le cas ou O¢supp v (i.e. ou p ne prend pas la valeur 0), il est alors
commode d’introduire la fonction ® = 1/p. On constate que :

- - - 14
T ec nninte A’inflexinn econt donnég
AW y\llllto N LAAARNWIRANILL WJN\JLILV WBAJRLILAAWWD

4° Angle d’un axe fixe et de la tangente orientée. — P affine euclidien
orienté est rapporté a un repere orthonormal direct (O; i, j).

TutorEME. — Soient y = (I, f) un C*-arc paramétré orienté et régulier de
2 et t(t) le vecteur unitaire de la tangente ortientée a y au point de parameétre ¢.

Alors il existe une application continue o : I —» R, unigue modulo 27, telle que,
pour tout tel, (i, t(t)) = a(t) (mod 2x), ce qui s’écrit :
t(t) = cos a(t)i + sin a(t)j

L’application o est de classe C*~ 1. Les résultats que nous allons obtenir
ne font intervenir que sa dérivée; d’ou lindifférence du choix du repere.

On note u(t) et v(t) les composantes du vecteur unitaire t(t) dans la base
(i, j) et on applique le théoréme du reléevement du 1.4.1, 2° a Tlapplication
t — u(t) + iv(t) de y dans C, de classe C*~ 1. O
e On a clairement, en notant f(t) = O + x(t)i + y(t)j :

cos o= X'/ /x*+y?;, sina=y//x*+y>
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L’arc y étant régulier, pour tout te I on a (X'(t), y'(t)) # (0, 0). Il existe donc
un sous-intervalle I’ de I contenant t sur lequel est définie au moins I'une des
fonctions tg o = y’'/x" ou cotg a = x'/y’. D’ou :

n LN/

{ , (da Xy —yx
+tgea)—= ,
( g )dt x12
ou
da ylxll _ xlyll
(1 +cotg’ @) — = ———5——
at y

et dans tous les cas :

dq xlyll _ ylxll

e 5
dt  x'2+ y? ©)
d :
Compte tenu de (3) et de d_j = ./x'* + y'2, on obtient :
o' (1) ,
Viel c(t) = 50 (59

i

e En particulier, si y est un représentant normal d’un arc géométrique I,
ona:

do
ds

C =

La fonction courbure (de la variable s) est alors la dérivée de la fonction o (de
la variable s ).

CoNcLUSION. — Les seules formules a retenir s’écrivent :

da

6)|c=— (7)

dx X
Ccos oL = — sin o = =
ds

i
ds ds

Elles sont valables dans tous les cas, étant entendu que
les seconds membres des égalités désignent :

— si la variable est 'abscisse curviligne s : les
dérivées des fonctions cos a, sin o et o de cette variable;

— si la variable est t : les applications t — x'(t)/s'(t),
t = Yy (t)/s'(t) et t — o' (t)/s'(2).

Fala¥s

On notera que si (6) permet d’expliciter la fonction a, alors une simple
dérivation fournit la fonction ¢; mais c’est exceptionnel : en général il faut
déduire (5) de (6) et utiliser (7) sous la forme (5').



108 ETUDE METRIQUE DES ARCS 2.2.1

— Supposons que 7y soit défini en coordonnées polaires par :
f(8) =0 + p(B)u, (et orienté dans le sens des 0 croissants).

Nous avons vu que : </ p? + p’2. Introduisons (fig. 32) 'angle :
¢ = (“e,T) = (191:) - (laue) =a— 6.
d de
De : 1:=—pu9+p——v9, on déduit :
ds ds
cos dp _ P sin ¢ = do = P (8)
¢ ds - /p2 + p/2 ¢ P ds p2 + p12

dedult la courbure au point de parametre 6 par un der1vat1on
Smon on constate que I'on peut toujours disposer de I'une des fonctions
cotg @ = p'/p ou tg @ = p/p’. On obtient :

An An” —_ n’2 Aen n’2 —_ Aan’
— (1 + cotg? r_r _ _r 1+ te2 @) —r = " |
(1 + cotg® ) — = ou (1 +1tg?) ¢ =
d 2 ”
et dans tous les cas : b = P~ PP
de p2 + p/2
D,Oﬁ : 2 12 "
da p* + 2p° — pp 9
@ = p2 + pr2 ( )

Reste a utiliser (9) et (7) pour obtenir R(9).

e Centre de courbure. — Sachant que ce point est dans la concavité, on
dispose d’une interprétation graphique du signe de R(t) : avec les conventions
usuelles de dessin, R(t) > O signifie que la concavité au point M(t), est «a
gauche» de la tangente orientée a y au point M(t).

a) En coordonnées cartésiennes on note p = i + nj, avec :

£ =x — Rsina; n=y+ Rcosa
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On retient ;

dy dx
§=x°a T]=J’+£ (10)

ces formules ayant I’énorme avantage de conduire aux expressions rationnelles
des fonctions § et n de la variable ¢ :

x12 + 12 fo + i2
Y _; n=y+ x,_,__y_ (11)

!
E=x =y o
xfyll _ ylxll xyll — ylx”

(qui se simplifient dans le cas de f(x) = O + xi + y(x)j).

En particulier supposons qu’il existe toel tel que x(to) = y(to) = V'(to) =0 et x'(tg) # 05 ¥
admet un point M, régulier d'image O, de tangente O + Ri. Ce point est bi-régulier si, et

seulement si (x'y” — y'x")to,) # 0, ie. y"(ty) # 0. Par application de la formule de Taylor, on
constate que A = y"(to)/[x'(to]® sécrit :

. 2y()
A = lim

[ Sad ) Xz(t)
t#ty

.

M, est donc bi-régulier si, et sculement si A # 0; dans ce cas, d’aprés (11), le centre de courbure en
M, est O + 1/A.j.

— Notons que 'arc régulier y étant localement plongé nous pouvons (quitte a le remplacer
par un sous-arc) parler de la limite de 2y/x? quand mesupp y tend vers O. Le calcul précédent
peut étre utilisé sans qu’un paramétrage soit explicité.

Ainsi, pour la parabole d’équation x2 — 2py = 0, les coordonnées du centre de courbure en
O sont (O, p) (il s’agit donc du symétrique Zu sommet par rapport au foyer).

Par contre la « courbe » d’équation y — x* = 0 n’admet pas de point bi-régulier en O et
donc pas de centre de courbure.

b) En coordonnées polaires, on écrit p = O + Xuy + Yv,, avec:
X =p —Rsing; Y =Rcoso

De (7) et (8) on déduit :

d d

REMARQUE. — S'il existe 0, € I tel que p(8,) = O et p'(8,) # O le centre de courbure au point
de parametre 0, et d’image O est (d’aprés le calcul fait en a)) le point p, = O + pvg, avec:

. p*(B)cos® (8 — 8y) p(0) I
b= i n @ = 0 im o gy~ 2P
8-8, 2p{B)sin (8 — B) 00, 2(0 — 6p) 2

5° Développée d’un arc plan. — Commengons par le cas d’un arc paramétré.
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DEFINITION I. — Soit y = (I, t — f(t)) un C*-arc paramétré orienté et
bi-régulier de 2, k > 3. Le C*~2-arc paramétré Y = (I, t — p(t)), ou p(t) est le
centre de courbure de y au point de paramétre ¢ est appelé developpée de .

Il est clair que deux arcs paramétrés C*-équivalents ont pour développées
des arcs C*~2 équivalents, ce qui conduit & poser :

DEFINITION II. — Soit I' un C*-arc géométrique orienté et birégulier de 2,
k = 3. On appelle développée de T le C*~2 arc géométrique I représenté par la
développée de 'un quelconque des représentants de I'.
On vérifie que I'" ne dépend ni de I'orientation de £, ni de celle de T'.
En utilisant un représentant normal (J, s — g(s)) de I, et les fonctions R et p =m + Rv de
la variable s, nous allons démontrer :
THEOREME I. — Soit s, €J. Onnote M, et P, les points de I" et I'"” représentés
par (J, g, so) et (J, p, sy) et on suppose que I admet une tangente au point Py;
alors celle-ci est la normale a I" au point M.

Par hypothése il existe r = min {ie N,_,|p“(so) # 0}. En utilisant la premiére formule de

Frenet on a :
P'(s0) = R'(5¢)v(so)

Si R'(so)#0, on a r=1 et le théoréme est démontré. Sinon, on constate : p'(sy) =0 et
p"(so) = R"(s)Vv(so); par récurrence, on aboutit a :
r=min{ieN,_,|RP(sy) #0} et p(sy) = R"(so)v(so)- 0

e A la notation pres, le théoréme précédent s’applique a tout arc paramétré et a sa développée,
ce qui fait penser a la théorie des enveloppes et conduit a :

THEOREME II. — Les notations étant celles de la définition I, si la dévelop-
pée 7' de Y admet une tangente en chacun de ses points (et en particulier, si v’
est régulier), alors toute C*~!-famille, définie cartésiennement ou paramétri-
quement, de la forme (2,),., ou 2, est la normale a y au point de parametre ¢,
admet y' pour enveloppe, ce que I’on traduit en disant que Y’ est I'enveloppe de
la famille des normales a .

En utilisant 1.6.2, 3°, a)et 1.6.3, 5°, a)il suffit de le montrer quand 2, est donnée par I’équation :

(X = fenlf'®)=0
qui s’écrit, en utilisant un repere orthonormal :
(x = x(@)x'(@) + (y = y)y'@®) =0 (12)
Ici L, s’obtient en associant a (12) 'équation :

(x — x(®)x"()) + (y — y(®)y" (&) — (' + y*)(t) =0

La birégularite de y fait que 8 = x'y” — y'x” ne prend pas la valeur 0; L, admet une solution unique;
le calcul et (11) montrent qu’il s’agit des coordonnées du centre de courbure de ¥ au point de
parametre t. L’hypothese faite sur ¥’ permet de conclure. O

e Ceci valant pour tous représentants y de 'arc géométrique I' et y' de sa développée I,
nous énoncerons, par abus de langage :

THEOREME II. — Les notations étant celles de la définition I1, si la dévelop-
pée I"" de I' admet une tangente en chacun de ses points (et, en particulier, si I’
est regulier), alors I est Penveloppe de la famille des normales a I
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REMARQUES. — a) Si la fonction R est constante, p(s) est fixe. Dans ce cas supp I' est inclus
dans un cercle; la réciproque est triviale.

. . . , dR .
b) Les points stationnaires de I correspondent a a4 (So) = O, ce qui correspond en général a
s

un extremum relatif du rayon de courbure de I' (on étudiera en particulier les m(sg) e supp I'

= =¥ hat® Aed = TEEEEEEE | ol

appartenant 4 un axe de symétrie, cf. exemples).

c¢) Etudions le cas ou o ne s’annule pas (et est donc de signe fixe) sur J. On peut orienter la
$

développée I de fagon que, I’abscisse curviligne étant notée o, on ait :

dp do dR
— =V et —
do ds ds

Ainsi 6 = R + g, (0, € R).

— Plus généralement, pour tout sous-arc de I" sur lequel R est monotone (ce qui n’interdit plus
A ’ r‘n Q onnnlnr\ ’n lnananoue Ao Poren Ao Aanslannso raveoenandanto ocr énnla A la navintinn tntnlo
[~ AN v O allllul\tl}, e lullyucul UL  WBIL UL ucuc;uyycc wuUrs CO‘IUIU““'ULC oL cyulc “ I VW sRLIVI LULWIC
du rayon de courbure.
. dR i dR
En effet ||—[| est soit » SOit — —-
ds s ds
dp d?p 1 dR
d) Pour k > 4, on calcule : — A k On en déduit (pour k = 4) que tout point
ds = ds? R\ds )

regulier de la développée est bi-régulier.

e Dans la pratique, on travaille sur un arc paramétré y et on recherche

I'enveloppe y' de y soit au titre de lieu du centre de courbure soit a celui
d’enveloppe de la famille des normales.

Un cas particulier important a fait ’objet du 1.6.2, 4°.

a) Ellipse. — Ici vy est I'arc paramétré (R, f) avec :

f(t) = 0 + a cos ti + b sin tj, O<b<a

On note ¢ = \/,a‘_—b; Y est visiblement de classe C®. Il est bi-régulier. En effet :
ViteR xX'(t)y"(t) — x"(t)y'(¢) = ab # 0.
Par simple application des formules (11) du 4° on obtient la développée :
c2 CZ

\R,t — O + —cos>ti — —sin®1j]-
a b

Il s’agit d’une transformée par affinité orthogonale d’une astroide (1.6.2, in fine). Sur la figure 33,
on a pris a = 2b.

A titre d’exercice, le lecteur vérifiera que, p, et p, désignant les centres de courbure a Pellipse
aux sommets mgy = O + ai et m; = O + bj, la droite p,p, est orthogonale a la droite mym, et
contient le point O + ai + bj.

b) Cardioide. — En coordonnées polaires : p = a(l + cos 0), a > 0. Nous nous limitons a
B8e]— =, n[ et, ainsi, y est un C*-arc régulier. Nous I'orientons dans le sens des U croissants, en
. ds _ .
adoptant — = 2a cos~- et donc :
de 2
n 0 n 30 4q 0
Q==+ =; o ==+ —; R = —cos~-

22 3 2
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Y

(@]

1 s - 2
po m, ls} X
p

ig)]
Q

W
W

Les coordonnées du centre de courbure sont, dans le repére mobile :
X = a/3.(1 + cos 0), Y= —2a/3.sin0
et donc dans le repére fixe :

& = XcosB — Ysin 6, nN=Xsin0® + YcosO
2a a

a
soit : §=?+5(1—cos9)cos9, n=5(1—cose)sin9

Dans le repére déduit du repére initial par la translation de vecteur 2a/3.i, la développée admet
Péquation polaire p = a/3.(1 — cos 0). Il s’agit donc d’une cardioide, déduite de la premiére par
similitude (cela tient & ce qu'il s’agit d’une épicycloide, cf. 10°).

6° Arcs paralléles. — L’arc géométrique orienté I, de classe C* (k > 2) et régulier est défini
par un représentant normal (J, g).

DEFINITION. — A tout a € R, on associe le C*~! arc géométrique I, dont un représentant —
non normal en général — est (J,g,), avec : g, = m + av. On dit que I, est un arc paralléle 4 T

Un changement d’orientation de & ou de I' revient a changer I’y en I'_,
On calcule :

dg,
ds

= (1 — ac)t (c: courbure algébrique de I).

— Les points stationnaires de I', correspondent donc aux s € J tels que ac(s) = 1, ie. aux
points bi-réguliers de T' en lesquels R(s) = a.
— Pour s tel que ac(s) # 1, I' et I';, admettent aux points de paramétre s des tangentes

paralléles (d’ot le vocable arcs paralléles) et des normales confondues.
L’interprétation de la développée comme enveloppe de normales suggére :
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THEOREME. — Si I est de classe C*® et bi-régulier et si la fonction courbure ne prend pas la
valeur 2!, alors ' et Parc paralléle I', ont la méme développée.

L’arc T,, ici de classe C®, est bi-régulier. En effet on a:

g, =1 = ao)r; gs = —ac't + c(l — ac)v
ce qui entraine que [g,, g1 = ¢(1 — ac)? ne prend pas la valeur 0. Orientons I', dans le sens des s
‘:l ™ LIa> Jad AN . 7 k.’ R | o . N a i ,
croissants : notant s,(s) et t,(s) 'abscisse curviligne et le vecteur unitaire de la tangente orientée au
point de I', de paramétre s € J, nous avons :
ds, . t
E—=s(1—as) et 1, =¢1, ol € =sgn(l —ac)=C"
s
Le rayon de courbure de I', au point de paramétre s est :
llgeI° 1 —ac
R(s) = ———=¢ = g(R — a)
Lga(s), ga(s)]
Comme v, = ¢v, le centre de courbure de I', au point de paramétre s est :
ga(s) + R (5)V,(5) = m(s) + av(s) + (R(s) — a)v(s) = p(s). 0

REMARQUES. — q) Ici I' et I, jouent des rdles symétriques (I" est paralléle & I,).

b) L’hypothése k > 4 suffit pour que I', ait une développée ; mais celle-ci est alors de classe
C*~3, alors que I est de classe C¥~2.

7° Développantes. — Etant donné un arc géométrique orienté I', nous
cherchons §’il existe des arcs géométriques dont il soit la développée. Pour
simplifier, nous supposons que I' est de classe C* et régulier, et méme
(remarque d) du 5°) bi-régulier; soit (J, g) un représentant normal de I

Nous recherchons un représentant (J, ) d’'un arc géométrique A dont la

développée soit T, ce qui (cf. définition du 5°) exige que A soit de classe C® et
bi-régulier.
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Il doit exister une application A : J — R telle que f = g + A1, ce qui
exige que A = (f — g|t) soit de classe C*, et que: f' = (1 + A)t + Acw.
Mais (f'|t) doit étre 'application nulle de J dans R, si bien que A’ doit étre la
constante s — — 1 et que f ne peut étre que l'une des applications :

fioi IR s = g(s) + (5o — 8)(s), (So€RR)

Limitons-nous au cas ou s, ¢ J (quitte a remplacer I" par un sous-arc
représenté par (J', g|J’) ou J’ est un sous-intervalle de J tel que s, ¢ J'). Nous
constatons qu’ainsi A, est régulier. Nous pouvons I'orienter de fagcon que
(o(s), T4(s), v,(s) désignant I’abscisse curviligne, et les vecteurs unitaires de la
tangente et de la normale au point de A, de parametre s) :

o'(s) =(sg —9cls); T =v, Vv,=-1
De dt; dvds déduit dt, ) 1 s
—— = —— 0n it: —(s) = .
do dsdo ! do > So — Vit

A, est ainsi bi-régulier et admet s, — s pour rayon de courbure au point
de paramétre s; le centre de courbure en ce point est donc:

[:(8) + (80 = 5)(= t(s)) = g(s).

I en résulte que A; admet I' pour développée. Nous pouvons énoncer :

DEFINITION ET THEOREME. — Un C *-arc géométrique orienté, bi-régulier I
étant défini par un représentant normal (J, g), on appelle développantes de T les
C>-arcs géométriques A, représentées par les arcs paramétrés :

(J, f,), avec f s > g(s) + (so — 5)T(s)

Pour s, € J donné, tout sous-arc de A, de représentant (J', f, |J'), ou J' est un
sous-intervalle de J ne contenant pas s,, admet pour développée le sous-arc de I
représenté par (J', g|J’).

L’indifférence du choix du représentant normal (J, g) de I' est évidente.

REMARQUES. — a) Il suffit que I soit un C*-arc orienté régulier (k > 2) pour que l'on puisse
lui associer des développantes par la définition précédente. L’égalité :

F50(8) = (50 — 8)c(5)v(s)

subsiste : les points stationnaires sont donnés par s = s, (points a image sur supp I') et par
c(s) = 0.
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b) Deux des développantes de I" sont des sous-arcs paralléles. On peut concevoir (fig. 35) une
génération du support d’une développante par « déroulement » d’un fil antérieurement enroulé sur
supp I'.

c) Il peut étre commode, pour déterminer la développée ou les développantes d’un arc de le
considérer comme enveloppe de la famille de ses tangentes (cf. 1.6.2,4°, in fine).

EXEMPLE. — Chainette : y/a = ch x/a.

t
I est ici le C*-arc géométrique représenté par ([R — O +ti + ach- j)- On constate qu’il

1
AN “w s

ds t
est bi-régulier. On l'oriente dans le sens des ¢t croissants; d’ou o = ch - et, par exemple
t a

dx 1
Cos O = — =
ds <cht/a

: dy
J sina = — =tht/a.
ds

La développante A, est donc donnée par :

e . 1
=t ~— t ’
x + (so — ash t/a) ch 1/a

-
I

t
ach— + (s — asht/a)tht/a
a

En particulier A,, dite tractrice est donnée par :

a

x =t —atht/a, =
/ Y ch t/a

8°Roulement sans glissement. — On considére deux C2-arcs paramétrés normaux, définis sur
un méme intervalle, y = (J,9) et v, = (J,4,); on note & et &, leurs supports.

Soit (i(s); t(s), n(s)) [resp. (u(s); t(s); v(s))] le repére de Serret-Frenet de y [resp. y,] au point
d’abscisse curviligne s. On note u, 'unique déplacement du plan affine & qui (pour s donné)
transforme p(s) en i(s) et p(s) + t(s) en i(s) + t(s); la partie linéaire de u, est une rotation de E
dont l'angle est noté O(s), 'application 8 : J — R étant de classe C! d’aprés le théoréme du

roaldvamont
IViIVVYUILIVIIL,

On définit enfin, 4 partir d’'un point fixe m, de &, I'arc paramétré I' = (J, f), de support €, tel
que, pour tout s € J, le point m(s) = f(s) soit 'image de m, par le déplacement u(s), (on n’a pas
nécessairement m, € supp I'). On dit dans ce contexte que I est un arc obtenu par roulement sans
glissement de la roulante vy, (ou &,) sur la base y (ou ¥).
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Chainette et
developpantes

Les affixes de i(s), pu(s), my, m(s) dans un repére orthonormal fixe (O i, j) étant notées z(s), {(s),
k, Z(s), on a:

Z(s) = z(s) + €®9(k — {(s))

ce qui montre que larc T est de classe C'.
De (z(s), t(s)) = 8(s) on déduit : z'(s) = €®®{’(s). D'ou :

Z'(s) = 0 ()" )k — £(s)) = 0 (NZ(s) — ()
ce qui se traduit vectoriellement par :
f'(s) = 0'(s)k A i(sym(s), ou k=inij (12)

En particulier, si f'(s) # O la normale @ T en m(s) contient i(s).

* Interprétation cinématique. — Toutes les fonctions qui interviennent étant ici de classe C2,
supposons que s est une fonction du temps, soit s = @(t) avec t € I. A tout m, € & on peut ainsi
associer le mouvement ponctuel t + uy,y(Mo); la famille ainsi obtenue définit le mouvement d’un

th o otoryeo cge dag nninte Aa
solide par rapport acs (mouvement plan sur plan) Le cham mp des vecteurs-vitesse des puuua ae Ce

de
solide & la date ¢ est le m&me que s’il s’agissait du mouvement de rotation de vitesse angulaire —a:

de centre i(s(¢)); ce point est dit centre instantané de rotation & la date t.,

o volavda ameamame lag mata Qo 6 loca €2 act
9 C_yl’h’uh’l’c. — Nous reprenoitis 1es n iotations du 8°, en supposant quc i1a base & est u

droite, et que la roulante &, est un cercle (rayon a > 0). On dit alors que:
— T est une cycloide lorsque le point m, appartient a &, ;
— T est une cycloide raccourcie (resp. allongée) lorsque m,, est intérieur (resp. extérieur) & & ,.
Le lecteur dessinera quelques supports; il constatera que I'on a suivant le cas des points de
rebroussement, des « ondulations » ou des « boucles ».
Moyennant un choix convenable du repére et du parameétre, on obtient, (cf. fig. 37) avec

-—— —>

= (om, wi), la représentation d’une cycloide :

x = a(t — sint), y = a(l — cost).
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DEVELOPPEE. — Le point m, diamétralement opposé a m, sur &, fournit une cycloide
I"'(décrite par m’) déduite de I' par la translation nai. Les normales a ' en met 4 I en m’ se
coupent en i; les tangentes se coupent en j, de coordonnées (at, 2a). La normale en m & I" se déduit
donc de la tangente en m’ & I par la translation — 2aj; la développée de I" se déduit de I par la
translation nai — 2aj; le centre de courbure en m & I est le symétrique p de m par rapport 4 i. On
notera que, stricto-sensu, nous n’avons défini la développée que pour un arc bi-régulier ; il faudrait
donc étudier séparément les « arches » I', relatives & t e ]2kn, 2k + 2)n[, ke Z.

\
|

<

Cycloide et développée

FiG. 37.

ds Lt dx N . dy t

— = 2asin—; coOs o = — = sin—; sina = -~ = cos—-

dt 2 dt 2 dt 2
D’ou : o =mn/2 — /2 et R = — 4asint)2.

On en déduit les coordonnées du centre de courbure p:
€ = a(t + siny), n = —a(l —cost), t€]0.2n[

ce qui permet aisément de retrouver la développée de I,

10° Hypocycloides et épicycloides. — Nous reprenons les notations du 8°, en supposant que la
base & est un cercle (rayon R > 0), et que la roulante &, est un cercle (rayon a > 0). On se limite
au cas moe &,

On dit que :
— T est une hypocycloide lorsque le cercle u,(¥,) reste intérieur a & ;

— T est une épicycloide dans les autres cas (uy(¥,) extérieur & &, ou & intérieur & uy(%,)).
Le lecteur montrera que, moyennant un choix convenable du repére et du paramétre, on
obtient dans tous les cas un paramétrage de la forme

x + iy = r(aet — &%)

ou r désigne a ou — a suivant que & et uy(&,) sont tangents extérieurement ou intérieurement, et
ou o désigne 1 + R/r; il s’agit d’une hypocycloide si @ < 0 (i.e. — R < r < 0), d’une épicycloide si
a>0 (e r>0o0ur< —R)

A titre d’exercice, il construira supp I' dans les cas suivants :

o = 2 (cardioide : passer en polaires); o = 3 (néphroide)

a = — 2 (hypocycloide & trois rebroussements); o = — 3 (astroide).
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Développée. — On raisonne comme au 9°. La normale en m a I" se déduit ici de la tangente en
m 4 I'" par une homothétie; la développée de I' se déduit de I' par une similitude.

2.2.2. Cas d’un arc de &
Dans ce paragraphe, nous étudions d’abord un C*-arc géométrique I'
orienté et régulier (k = 2) de &;.

1° Courbure. — DErFNITION. — On appelle courbure de I' au point M
d’abscisse curviligne s le réel c(s) = ||g"(s)ll; si c(s) # O, son inverse est dit rayon
de courbure de I" au point M, et noté R(s).

L’application ¢ ainsi introduite est de classe C*~2 sur J; lapplication
R = 1/c est de classe C*~2 sur tout intervalle ou elle est définie; ici ¢ et R sont
respectivement a valeurs dans R, et R* .

Intuitivement, c(s) mesure la « vitesse de variation» du vecteur t(s) autrement dit, puisqu’il
est unitaire, sa «vitesse de rotation»; cela correspond a la notion intuitive de courbure d’une
trajectoire.

En dérivant l'application ||g’||?, qui est la constante s — 1, on constate
que lapplication (g’'|g”) est nulle. On en déduit immédiatement :

ProrosiTION I. — La fonction courbure s’écrit ¢ = ||g’ A g"||.

ProposiTION II, — Un point de I" est bi-
courbure de I' en ce point est non nulle.

égulier si, et seulement si la

et:

CoroLLAIRE. — Un C*-arc régulier a une courbure nulle en tout point si, et

e o o4

seulement si son support est inclus dans une droite.

2° Normale principale, binormale, repére de Serret-Frenet. — THEOREME ET
CONVENTION. — Si le point M de I" d’abscisse curviligne s est bi-régulier (ce qui
implique Pexistence d’un plan osculateur en M) alors les vecteurs :

1
llg” ()l

sont unitaires et dirigent respectivement la normale principale et la binormale en
M a T, que l'on convient d’orienter grace a eux.

v(s) = g'(s) et B(s) = T(s) A v(s)

Le vecteur g”(s) est non nul du fait de la bi-régularité de M, et orthogonal
a 1(s), a cause de (g'(s)|g”(s)) = 0; comme tout vecteur dérivée seconde, il
appartient a la direction du plan osculateur. D’ou la partie de lassertion
relative a v(s); 'autre s’en déduit aisément. 0

e DreriNiTION I. — Si le point M de I d’abscisse curviligne s est bi-régulier
on dit que le repere orthonormal direct F#(s) = (m(s); t(s), v(s), B(s)) est le
repére de Serret-Frenet de I' au point M.
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DEFINITION II. — Dans les mémes conditions, le point de la normale
principale :

ps) = m(s) + R(s)v(s),  R(s) = 1/c(s),

est dit centre de courbure de T' au point M.

On notera p(s) = m(s) + |lg"(s)|~2g"(s) et que les vecteurs colinéaires
m(s)p(s) et g”(s) sont de méme sens : le centre de courbure est dans le demi-nlan
ll.\u}‘l \ul - \u’ WSAAV WS AVAAAV WAWAAW ¢ e LW TEVE W W VUMV LWV W VI WA e LT Plru’l

&\
—
p—
SR
w
()
o]
e

a
7
osculateur que nous avons appelée concavit

REMARQUES. — a) Sur tout sous-intervalle de J sur lequel g” ne prend pas la valeur 0 (i.e. sur
lequel T" est bi-régulier) on dispose des applications v et B de classe C*~2,

b) Si on remplace I' par I’arc orienté opposé, les applications g’ et g” sont changées en — g’ et
g’, et donc 7, ¢, v, P sont changées en — 1, c, v, — P.

¢) Si on change l'orientation de &, alors t, ¢, v, B sont changées en 1, ¢, v, — B.

d) Dans les deux cas b) et c), 'application p = m + Rv est conservée (ce qui s’explique par la
remarque précédente sur la concavité).

3° Torsion. — Nous renforgons 'hypothese en supposant que k > 3 et que

I' est bi-régulier, i.e. que g” ne prend pas la valeur 0; v et P sont ici de classe
C* % sur J.

Pour tout seJ: B(s) =1(s) A v(s) et donc PB'(s) = t(s) A V'(s)
(t'(s) = g”"(s) est colinéaire a v(s) par définition). Ainsi B’(s) est orthogonal a
t(s); mais il est également orthogonal a B(s) (||B(s)|| = 1), et donc il est
colinéaire a v(s).

Par analogie avec t'(s) = c(s)v(s) nous poserons :

DEFINITION. — On appelle torsion de I" au point M d’abscisse curviligne s le
réel y(s) défini par B'(s) = y(s)v(s), i.e. le réel y(s) = (B'(s)|v(s)); si y(s) # O, le
réel 7(s) = 1/y(s) est dit rayon de torsion de ' en M.

Y sur J, T sur tout intervalle ou elle est définie sont des applications de
classe C*73,

REMARQUES. — a) Comme au 2° in fine, le lecteur vérifiera que I’application 7y est :

— inchangée lorsque I'on remplace I' par I'arc orienté « opposé »;
— changée en son opposée lorsqu’on change I'orientation de I'espace.

b) Comme ci-dessus, on peut dire intuitivement que |y(s)] mesure la « vitesse de rotation » de
B(s), et donc du plan osculateur. Le signe de vy(s) sera interprété au 2.2.3, 1°.

¢) Si M est un point bi-régulier de I', ¢ prend une valeur non nulle en s, abscisse curviligne de
M, et donc par continuité, sur un sous-intervalle de J contenant s; quitte 4 remplacer I par un
sous-arc¢ nous pourrons donc définir la torsion en M (le résultat ne dépend pas du choix du sous-
arc),
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4° Formules de Serret-Frenet. — Nous supposons encore que k > 3 et
que I' est bi-régulier. Nous avons par définition :

N T(s) = c(ov(s);  P'(s) = v(s)v(s)
Vi(s) = B'(s) A T(s) + B(s) A T(s) = — c(s)T(s) — Y(s)B(s),
et les égalités entre applications de J dans E (formules de Serret-Frenet) :
[

dt dv dp
— =cV —=—ct— Y — =

ds ds as Y

1 1
Il est d’'usage de remplacer dans ces formules ¢ par R et v par —f; il n’y a ici aucune difficulté

1
pour ¢, mais il faut convenir quen tout point ou y(s) = 0, la notation (;) (s) désigne le réel 0.

REMARQUE. — La premiére formule de Frenet vaut si k = 2.

e Avec les mémes hypothéses (k = 3 et I' bi-régulier), la dérivation de
g” = c¢v donne donc :

g’ = —c*t+cv—cyp
Compte tenu de g' A g" = cB, il vient : [¢, 9", 9] = — c?y.
M est donc tri-régulier si, et seulement si la torsion en M est non nulle; en
d’autres termes, les points a torsion nulle sont ceux en lesquels le plan osculateur
est surosculateur.

e PROPOSITION. — Pour que le support d’'un C*-arc bi-régulier (k > 3) de &, soit contenu dans
un plan affine, il faut et il suffit que la fonction-torsion soit nulle,
— Si supp ' = 2, ou (£, P) est un plan, alors aucun point de I'arc n’est tri-régulier et,

d’aprés la propriété précédente, la fonction torsion est nulle. O
— Si la fonction torsion est nulle, aucun point de I’arc n’est tri-régulier. On applique le

corollaire I du 1.2.2, 6°. O
CONTRE-EXEMPLE. — Soit I' I'arc défini par (R, f) avec :

fO=0++t4i +tk i t<0;
f@)y=0 + t% + tk si t=0

Il est de classe C3, régulier, a torsion nulle en tout point de paramétre non nul. Cependant son
support n’est pas plan (le point t = 0 n’est pas bi-régulier).

5° Comme dans le cas de &, on définit les éléments métriques de I" au point
M, et on démontre :

THEOREME. — Pour tout représentant (I, t — f(t)) de I', les éléments
métriques de I" au point M s’expriment en utilisant exclusivement f(t), f'(¢), f"(t)

et f"(0)
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On reprend 2.2./, 2° avec les mémes notations. Les deux premieres
dérivations de f = g o ¢ conduisent ici a :

1) £ A £

M= SO = TEan | M S T

e Si M est birégulier, d’'une part on a Ry, = 1/c,,, d’autre part f'(t) A f"(t),
comme g'(t) A g"(t), dirige la binormale orientée et :

A -
“ifA | Ve P

B

Le centre de courbure en M est : py, = my, + Ry vy

e Pour k > 3, une dérivation a 'ordre 3 de f = g o ¢ fournit :
[0 =w(e) + g"(eM)e' ()’
avec : we Vect (g'(e(1), g"((1))

et, si en outre M est birégulier, c*y = — [¢/, g”, g”’ ]donne la torsion :

Lf@), f(8), (1))
1£@) A f7

YM = —

Si v, # 0, le rayon de torsion en M est Ty, = 1/yy,.

6° Invariants métriques d’un arc paramétré en lun de ses points. — Tout
ce qui a été dit au 2.2./, 3° dans le cas d’'un arc paramétré (I, f) du plan 2
reste valable, a ceci prés que, dans la notation définitive, on introduit ici les

fonctions de la variable t définies sur I ou sur des sous-intervalles convenablement
choisis de I :

N N VAN
m=Si Y= ST
LT AN V1Y (Y i

- ; PR Y - ! ”
1f A £ [f' A [
et que I’'on en déduit les fonctions R=1/c,v=fAt,p=m+ Rvet T=1/y.

Les valeurs prises par ces fonctions au point ¢ € I fournissent les invariants
de (1, f) au point de paramétre t.

7° Nous allons étudier quelques arcs paramétrés. Rappelons que nous ne
considérons que des reperes orthonormaux directs.
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EXEMPLE I: HELICE CIRCULAIRE. — [l s’agit du C®-arc paramétré défini en coordonnées
semi-polaires par (R, f) avec :

f(6) = 0 + aug + bok, uy = cos 0i + sin 0j, (a, b) e R* x R*

)

. o ~ 1 Al’ "o . _ mo___ _
Ci . m = avpg + OK, m = — aiy, m = — avy

“m,H = \/az + bz; moAm = a(_ bVe + ak); [m’, m", mm] — azb.
L’arc étant orienté dans le sens des 0 croissants, il vient :

ds

S Jarwi

a b
= - vy + k;
Ja? + b? e Ja?* + b?
a

b
v=—uy, P=-——vg+ —x—k
J&E + b2 Ja + b’
a’ + b*, a* + b b?
R=2T7; 7T T7 0T+ b0k
a b a

On note que 1 et P font un angle constant avec I'axe Oz, que la normale principale coupe

orthogonalement Oz, que la courbure et la torsion sont des constantes (cf. propriétés générales des
hélices au 2.3.2).

Si b>0 (cas de la figure 38), la torsion est négative; I'hélice est dite sinistrorsum : on

« monte » en tournant dans le sens direct autour de Oz. Dans le cas contraire la torsion est
positive, I’hélice est dite dextrorsum. On remarque enfin que p « décrit une hélice circulaire ».

ExeEmPLE II. — Soit le C®-arc paramétré (R, |

) avec :

f)=0+¢ei+e '+t 2k

Avec les notations usuelles, dx = e'dt, dy = — e7'dt, dz = \/Edt.
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Dou: [[f'(t)]?=e¥+e ¥ +2=4ch 2t Larc est donc régulier. Nous l'orientons en

. ds e .
choisissant Fri 2 ch t (c’est-a-dire dans le sens des ¢ croissants).

Par ailleurs nous trouvons :

e e - ﬁe“' e

m’ — e—l mn e—l ml A mN \/Eet mm _ e—[
ﬁ 0 2 0
: ~ . _ - T
dou: ||m|| = 2cht, ||m A m'[| = 2 /2¢cht et [m,m',m"] = (m A m"|m") = —2./2.
Il en résulte :
e/2¢cht J2/2¢cht — e '2¢cht R =2/2ch%
t|— e '2cht v 2/2cht e'/2cht

/ J2 B | e T e Sk

v

| J2/2¢cht | —tht | J2/2¢cht

Notons qu’en tout point de I'arc R/T = 1, que t et B font avec i — j les écarts angulaires fixes n/4
et 3n/4, que v appartient au plan vectoriel fixe (i — j)*.

f(8) = O + pug + zk

> z=athmb, (a, m)e(R*)>

a

avec . =
P ch mb

(On ne confondra natureilement pas la fonction 8 — m(6) et la constante me R* )

Par dérivation :

dp amshmb® dz am a./m?* + 1

= - ’ —_— = — t ’ 9 =
40 ch? mo ® arms & WOI=—g0

L’arc est régulier. En l'orientant dans le sens des 0 croissant :

0 ch mB
On obtient (dans le repére mobile) en &crivant u et v pour ug et vy :
d—m—f’(O)— _amshmeu a am
de ch? mo ch mo ch? mo
et donc
dm dm |ds m 1 m 1
T=:1—;=:1§/21—6= _ﬁthme u+\/mv+\/mchmek.

dt dt
Ici, nous calculerons 0’ et donc o plus simple que f”(0) (ne pas oublier que 'on dérive
S

dans un repére « mobile »). On obtient :

dt m?* + ch? mo _— r? sh m0
thmo v —

m
dv _ _ " — k
de ch? mo/m? + 1 m? + 1 Jm? + 1 ch? m
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et donc:
dt m? + ch?m0 m sh m@ m? sh m0
ds a(m? + 1)ch m0 am* + 1) a(m?® + 1)ch m@
. | dt m? + ch? m@ | b for o
en résulte ||—|| = ; larc est bi-régulier et :
ds a/m? + 1

R — a/m?* + 1

Jm? + ch? m

- . T 4
En utilisant successivement v=R— et p =t A v, on en déduit :

/.2, w2 _..n R T [ N T,
\/m + CI1- My m s mo m Sl mo

</ m? +1chm6“_\/m2 +1 \/mz + ch* mo V_\/m2 +1 \/mz + ch? m0 ch m@

k

v =

m ch m0
B= - vV ————k
J/m? + ch? mé Jm? + ch? mb

1
Enfin pour calculer 7 on utilise T T v. Pour cela il suffit de connaitre une des composantes
s

. 1 . .
de . (pourvu que la composante correspondante de v soit non nulle (*)). Par exemple ici, le plus

e st (dB
simple est | —
d

) m
)= —
9 \/mz + ch?mb

et donc

(dB| \ m ch m@

\glu) N a\/m2 +1 \/mz + ch? mf

Par comparaison avec (v|u), il vient :

1 m ch? m0

T  a(m® + ch? mb)

On note que V'arc est tri-régulier.

De p? + 2% = a? on déduit que supp (R?, f) est tracé sur la sphére & = (0, a).
1 .
De (t/v) = ———, on déduit qu’il fait un angle constant avec les paralleles de . Il s’agit
m* + 1
d’une loxodromie de & (cf. 4.1.3, 4°). La figure 39 représente ce support.

(*) Si la composante de v choisie pour faire le calcul s’annule pour des valeurs isolées du

parametre, la continuité de 7 permet cependant de conclure.
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e .

» Loxodromie de sphere |

i p. 8 z.atht
#

-
iL ch4 4 !

F1G. 39
VTV ﬂppu\,auuua
1° Etude locale d'un arc. — & est ici &, affine euclidien orienté. On

considére un C*-arc géométrique orienté I' (k > 3), de représentant normal
(J,g) et un point bi-régulier M, de I', de représentant (J, g, s;); on note
g(sg) = my. On va encore utiliser la formule de Taylor-Young. En posant
m = ¢g(s; + h), ona:

mom = h.g'(sg) + h%/2.g"(so) + h*/6.g"(s5) + o(h?).
L’étude locale utilise le repére orthonormal direct (mg,; Ty Vo, Po) avec :
To = T(So); Vo = V(So); Bo = B(so)
On note : ¢(sg) = ¢o = 1/R, (non nul) ; y(sy) = yq = 1/T, (nul si et seulement

si M, n’est pas tri-régulier); mom = &ty + Mvy + {Po-
On sait que :

g'(so) = To; g"(so) = CoVo-

et que (2.2.2, 4°:

dc
g”(so) = — C(Z)to + coVo — CoYoBos (Co = E(so))-
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D’ou les développements limités :

E=h— cih3/6 + o(h’); N = coh?/2 + coh®/6 + o(h?);
C = - C0Y0h3/6 + 0(’13).

\ Bo BO

——

10 Mo
Vo
F1G. 40,

On en déduit l'allure des projections de & = supp I sur les plans de
coordonnées (fig. 40). On constate en outre :

a) Ry = lim £2/2n) : T a le méme centre de courbure p, en M, que sa
h=0
projection sur le plan osculateur;

b) Pour M, tri-régulier, {/n ~ —voh/3 au voisinage de h=0. Or {/n est,
dans le repére (my; vo, Bo), 1a pente de la trace du plan 2, = Aff (¢, m) défini
par la tangente &, en M, a I, et par le point m (h # 0), plan qui admet le plan
osculateur 2, en M, pour limite quand h tend vers 0.

Le signe de la torsion indique donc « de quel c6té » 2, tend vers 2,
lorsque h tend vers 0. Si y, < 0 (cas de la figure 40), on dit que I'on a la
disposition sinistrorsum : c’est le cas le plus fréquent pour les « courbes

gauches » fournies par la nature (plantes grimpantes, coquillages,...).

2° Cercle osculateur. — T désigne ici un CF-arc géométrique orienté (k > 3) d’un pian affine
euclidien orienté 2. Avec des notations analogues a celles du 1°, on considére un point bi-régulier
M, de T, d’abscisse curviligne s, ; les coordonnées de m = g(s, + h) dans le repére orthonormal
(Mmg; To» Vo) admettent les développements limités :

E=h+o(h?); M =coh?2 + o(h’) 1)

Considérons un cercle C de 2, qui contient m,. Il admet, dans (my; t,, Vo) une équation de la
forme : x? + y? — 2ax — 2by = 0.

Nous nous intéressons & la position locale de & = supp I' par rapport a C, i.e. & la position
de m = g(s, + h) par rapport a C au voisinage de h = 0. Il s’agit d’étudier le signe de
o(h) = &% + n? — 2af — 2bn.

ey (ﬂ. o~
a) C et & ne son

Cen M,
by C et & sont tangents en m, (i.e. a = 0). On calcule alors :

¢o(h) = (1 = beg)h? + o(h?)

e ey Ssa mtasdo e m £2 o 1 N A AN ~ L e S D a
pas tangents en mq (i.e. a # 0). Alors @(h) ~ — 2ah, et donc & « traverse »

NP
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o) Si b # Ry, & « ne traverse pas » C en my;

B) Sib=R,,lecercle Cest centré au centre de courbure p, en M, a I'; on dit que C est le cercle
osculateur a T en M,

Fi1G. 41.

Pour obtenir des renseignements plus précis, supposons k > 3 et poussons plus loin les
développements limités (1). On trouve (avec R = 1/c):
R'(so)
oh) = —— B + o(h’)
3R,
— en général R'(sq) # 0 et & « traverse » € en mg;
— Si R'(sp) = 0, ce qui correspond” d’ailleurs aux points ol la développée admet un point
stationnaire, on ne peut se prononcer sans supposer k = 4; on dit alors que le cercle C est
surosculateur 3 T" en M,,

3° Sphéres osculatrices. — Revenons aux cas de &, : hypothéses et notations du 1°. Une
sphére X contenant m, admet dans le repére (my; To, Vo Po) I'équation :

x2 + y2 + 22 —2ax — 2by — 2cz =0

On étudie le signe de : (k) = £2 + n? + {* — 2a — 2bn — 2c{, au voisinage de h = 0. D’aprés
les calculs au 1° (avec R = 1/¢):

(. . . (a  bRg \ #
o(h) = —zan+\1——}n +\R_o+_+ 70}3R0

a) X et & ne sont pas tangents en m, (i.e. a # 0). Alors @(h) ~ — 2ah et & « traverse »  en

+ o(h?)

b) T et & sont tangents en m, (ie. a = 0). On distingue :

Ay Q1 L £ D (P ;i Mmoo trouarca ;mag A\ T an e
X} Ol U F g, J « 1ne l.ld.VCle pad 7 o v g

B) Si b = R, ie. si I est centré sur la droite p, + R, (qui est dite axe de courbure en M,, &
I') on dit que la sphére X est osculatrice en M, a I (ce cas est encore celui ou T contient le cercle

osculateur en M, de la projection de I' sur le plan osculateur en M,).
Alors :

h3
(k) = (Ry + cYo) == + ofk)
3R,
et & « ne traverse pas » L en my, sauf peut étre si M, est tri-régulier et ¢ = — R T, auquel cas la

sphére est dite surosculatrice.

REMARQUE — Le lecteur constatera que la

11 mnart ‘IAF r‘a fiQIIA t‘a ﬂllr“ﬂf\ﬂ mnao n‘\IIl Fad Fat-3 ‘Fﬂ("\ Q el Yadh]
est un cas partcuiier ac Ceud G suriace OsCuialirice (résp. suroscu

introduite au 3.3.2, 5°.

'O
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=
L, O
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2]
o
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=
(o]
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[=a
=
(@]
O
N’

..

4° Développable polaire. — Soit T un C*-arc tri-régulier de & (k > 4) orienté, de représentant
normal (J, g). Pour tout s € J nous disposons, au point d’abscisse curviligne s, de I'axe de courbure
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A(s) = p(s) + RP(s), et du centre de la sphére surosculatrice w(s) = p(s) — R'(s)T(s)B(s). Le

do

lecteur veérifiera que — reste colinéaire a B. Il en déduira que (quitte a remplacer I' par un sous-
s

arc) la famille de’droites (A(s)),. ; admet pour enveloppe I'arc paramétré (J, o). *En d’autres termes

— ot an Ql’\f!(‘l“ﬂ“f cunr 17 —_ IQ nanngeg FP("PP T f‘Phl‘PQPh"PP "\Ql" .
¢t on QUMVIPGIIL WL o 1G BGPPV IVEIVLY dy LVPIVOVAIIVGY par .

(J x B, (s, p) — p(s) + pPB(s))

et admettant les A(s) pour génératrices rectilignes, est développable et son aréte de rebroussement
est représentée par (J, w). On dit que X est la développable polaire deT.,

5° Développées d'un arc de £,. — Soit I' un C*-arc géométrique bi-régulier orienté de &
(k = 3), de représentant normal (J, g). On pose :

DEFINITION. — A toute application ¢ : J — R, de classe C, on associe la famille de normales 2
I:

F o = (2o(Nse s ol D (s) = m(s) + Rug(s),
avec :

uy(s) = cos @(s)v(s) + sin @ (s)B(s)

Si la famille # ;, admet une enveloppe v, on dit que 'arc géométrique I",, représenté par v, est une
développée deT.

Suivant la méthode de 1.6.3, considérons l'arc paramétré :
(J, @) avec q: s +— m(s) + A(s)ugy(s)

ol A:J - R est de classe C!.

dqg di
Nous constatons que — — —u
ds ds

LY SN
@ secrit

do :
(1 — Accos @)t + k(v — d—)(v sin @ — P cos @)
s

dq :
Il en résulte que = (s) reste colinéaire & u, (s) si et seulement si :
S

do
— =7y A (A cos ¢ =R)
ds )

: " . dg d\
et que, si cette condition est remplie : — = —u,,
ds ds
Ainsi la famille &, ne peut avoir une enveloppe que si ¢ est une primitive sur J de la torsion

y. Inversement supposons qu’il en soit ainsi, et que (en se limitant éventuellement & un sous-arc

l" r\ ‘ﬂ fnnr‘hnn r‘nc (N na nrpnnp ﬂllP ICI \IQIPII" n cnr , anan alnrc \ l’arr\ naramptrp .
ac i VUG WY v M [‘p pPaiGauv v

€

R(s)__u )

cos ¢(s) *

Yo =(J, 9 avec gq:s r— m(s) +

Il est, comme @, de classe C*~2.

. .4/ R
Au moins dans la mesure ou —

ne prend pas la valeur O sur J, nous pouvons affirmer
cos @

que l'arc géométrique I', représenté par y, est une développée de I
Remarquons que : ¢ = p + Rtg ¢P ce qui montre que les développées sont tracées sur la
développable polaire (cf. 4°).
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6° Développantes d’un arc de &,. — Comme dans le cas de &,, on pose:

DEFINITION. — Un C® arc géométrique orienté I" étant défini par un représentant normal (J, g),
lesC*-arcs géométriques A, représentés par les :

(i) avec f, is +—gls) + (5o — S)5(s)
O 20

sont appelées développantes de J.
Ici encore : f55 (s) = (5o — s)c(s)v(s).

En nous limitant 4 un sous-arc A{ «sur lequel s ne prend pas la valeur s, », nous avons,
comme dans le cas du plan :

T(s) = (5o — S)kls) et T,(5) = v(s)

ce qui montre que la droite Aff (f; (s), m(s)) est une normale 4 A au point de paramétre s. On en
déduit que A admet pour développée le sous-arc correspondant del.

2.3, COMPLEMENTS

2.3.1. Equations intrinséques d’un arc de &..

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient ¢ et \y deux applications d’un intervalle réel J dans R.
On suppose ¢ de classe C', a valeurs dans R*, et  continue. Alors il existe un C3-arc géométrique
orienté biréguiier, admettant un représentant normai défini sur J auquei correspondent des fonctions
courbure et torsion qui coincident respectivement avec ¢ et .

A partir d’'une solution, on obtient une autre solution par un déplacement quelconque.
Inversement, étant données deux solutions, il existe un déplacement qui permet de passer de I'une a
Pautre. On dit que le couple (c(s) = @(s), Y(s) = Y(s)) est une équation intrinséque de chacune des
solutions.

— Existence d’une solution. — Fixons un point s, € J et une base orthonormale directe
(u,, Vo, Wo) de E,. Désignons par (u, v, w) I'unique application (1V, 5.1.1, 2°) de J dans E* qui est
solution sur J du systéme différentiel linéaire a coefficients continus :

U av w
=0V,  — = —0)U - v(EW; = V(v (L)

A A Ac
ad ad @d

et qui vérifie la « condition initiale » : u(sy) = uy, v(sg) = Vo, W(sq) = W,. 4 priori u, v, w sont de
classe C'; u' = @v est donc de classe C', et ainsi u est de classe C%
— Montrons que pour tout se J, (u(s), v(s), w(s)) est une base orthonormale directe de E.
Soit (i, j, k) une base orthonormale directe fixe. Notons P(s) la matrice du systéme
funfc) a:fo) smef ol Anemao nntbn lhnan- DI not nismos 1o sventvinn Ao (a3’ fc)l e/ f{cl 2’ {cll Anemo 1o scfnn lhooa at
\up), YO W\b}) Ualld LOLLIC Dadt , I \D, C3L allldl la 1IIallIve UL (u \3), A\ \b}, w [3}) ualild la IICIIIC vade, CL
le

ecteur vérifiera aisément que P'(s) = P(s)A(s), ot A(s) est la matrice antisymétrique :
0 —o¢(s) O
A(s) = [(P(S) 0 ‘J!(S)]
0 —vy@is) O
On a: (*P)(s) = — A(s)'P(s) et donc:
VselJ P(s)(*PY(s) + P'(s)!P(s) = O

ce qui montre que I'application PP est constante sur J; comme elle prend la valeur I pour s, on
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en déduit que la matrice P(s) est orthogonale pour tout seJ. Enfin, par raison de continuité,
det P, qui prend ses valeurs dans {— 1,1} est la constante det P(sy) = 1. O
— Montrons que larc géométrique I" orienté représenté par (J,g) avec

Vseld

ou my € & est arbitrairement choisi, est une solution.
Notons que, u étant de classe C2, cet arc est de classe C3, et que, puisque :

VselJ llg'Gll = llus) = 1

il est régulier et admet (J, g) pour représentant normal. On a t(s) = g'(s) = u(s). D’autre part :
g"(s) = w(s) = @(s)v(s), avec @(s) >0 et |lv(s)|| = 1. L’arc est bi-regulier et on a: v(s) = v(s) et
c(s) = @(s); (u(s), v(s), w(s)) étant une base orthonormale directe de E, il vient : B(s) = w(s). Enfin :
B'(s) = w'(s) = Y(s)v(s) montre que la torsion vérifie y(s) = Y(s). O

Comparaison de deux solutions. — a) Soit I'y, de représentant normal (J, g,), un second arc
solution. Notons P,(s) la matrice dans la base fixe (i, j, k) du triédre de Serret-Frenet (t,(s), v,(s),
B.(s). D’aprés les formules de Frenet, on a, en reprenant les fonctions matricielles A et P
introduites ci-dessus : P} = P;A.

Posons Q = P,'P. Il vient Q' = P{'P + P,(*P) et donc, compte tenu P} = P;4 et de
((Py = — A'P: Q' = O. '

La matrice Q(s), qui est orthogonale droite comme produit des deux matrices orthogonales
droites P, (s) et {P(s), est ainsi égale & une matrice fixe, et 'isométrie positive de E dont Q(s) est la
matrice dans la base (i, j, k) est fixe. Notons-la ©. Pour tout s € J, © transforme (t(s), v(s), B(s)) en
(T1(s), vi(s), By(9), et, en particulier : g}(s) = ®w(g'(s)).

Soit & le déplacement de partie linéaire w qui donne de my, = ¢g(s,) I'image my = g,(s,). Par
dérivation, on constate que I'application & e g — g, de J dans E est constante; comme elle prend
la valeur Og au point s, de J, elle est nulle. En conclusion : g, = 8 og,etonpassede ['a I', parle
déplacement 6.

b) Le lecteur montre aisément que, pour tout déplacement &, de &, (J, 8, o g) représente une
solution. 0

REMARQUES. — a) On vérifie que si ¢ et | sont de classe C*, alors les arcs solutions sont de
classe Ck*2,

b) L’étude vaut dans le plan en prenant ¥ = 0. On remarque cependant qu’il suffit de
supposer ¢ continue, les arcs solutions étant alors seulement de classe C2.

2° EXEMPLES. — a) Arcs d’équation intrinséque : c(s) = y(s) = ﬁ/(sz + 4), (J =R).

Les solutions sont de classe C®. Le triédre de Frenet (1, v, B) est une solution de :

A1 /; AvY /; AN/ /:
uy V L uy \/ P4 uvy V r4
= vV, —=-— U+WwW, —= v L
ds s*+4 ds s2+4( ) ds s*+4 @)
) ds s*+ 4
Un changement de variable s = 6(¢), tel que — = » par exemple :
de \/5

s=2tgt/2,  tel-m2/2 n2 /2, (e t = 1//2.Arctg 5/2)
rameéne la résolution de (L) a celle du systéme différentiel & coefficients constants :

Wov, Yo wewm, Doy L)
de dt ’ de

En projetant orthogonalement sur Ri, puis sur Rj, enfin sur Rk, on a a résoudre successivement
trois systémes de la forme :
dg dn dg

dt_n; a=—§—§; a=n (A)

?
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dans lesquels les fonctions inconnues sont numériques. Par la méthode habituelle le lecteur
trouvera la solution générale de A, et il en déduira que celle de (L) s’écrit :

T(s) = A+cos(t\/—)B+sin (th seR
v(s) = /ism (t\/_\B+ /icos (t /t)C te'l—vr/Z/_ /_[

B(s) = — A + cos (t\[) B + sin (t\/_)C s/2 =tg (t\/_)

Il faut choisir les constantes d’intégration A, B, C de fagon que, pour une valeur de s le triédre
obtenu soit orthonormal direct (il le sera alors pour toute valeur de s). On constate que 'on peut
adopter :

A=Gi-j2 B=1,2k C=@+jp

D’ou :

_1(1 s)_ 1(1 s), ﬁk
t(S)_Z._+—ml+§ -1+ — )+

a4+ 57/ < » & + s°/ 4+ s
v v v

Une solution est I'arc I' représenté par (J, g) avec

1 — 1
9 = 0 + 2+ 4+ i+ (= s+ A+ D]+ /2 Argsh 52k

ou O € & est arbitrairement choisi.
Un autre représentant (non normal) de I' s’obtient en posant Argsh s/2 = u. Clest (R, f),
avec :

f) = 0 + ¢ + e + u/2k.
On reconnait P'arc étudié au 2.2.2, 5° (exempie II).

b) Arcs plans d'équation intrinséque R(s) = /a?> — s*> (J = 1— a, + a[). 1l s’agit d’arcs de
classe C®. On a intérét a introduire 'angle polaire o du vecteur t dans un repére donné. On sait
que l'on peut choisir a de sorte que s +— a soit un C*-difffomorphisme. On peut donc prendre o
comme paramétre.

ds r wl\
Il vient alors : — = \/a — s d'ou s = a sin (@ — o), koc — Qg € J— —vEL) Quitte a
do
. , . . : ds
modifier le repére par rotation, on peut toujours supposer a, = 0. Il vient alors ™ = g cos o et
o
dx dx ds dy
donc — = —.— = acos?a et de méme — = g sin & cos a.
ad ds da ad

On en déduit :

a sin 2o a
x=x0+§cx+ 5 ) ,V=J/o—:"3052°t

Le lecteur vérifiera qu’il s’agit d’'une arche de cycloide.

2.3.2. Hélices

3 Le lecteur pourra raisonner sur des arcs paramétrés. E

1° On considére un espace affine euclidien orienté &, de dimension 3, et un plan 2 de &, que
Fon oriente par le choix d’'un vecteur unitaire normal k.
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Soit I' un C*-arc géométrique orienté régulier de & a support dans 2, k > 1, donné par un
représentant normal (J, g); on adopte pour cet arc les notations classiques 1, v, B, ¢, v, . .., avec ici

B = kety = 0. AT on associe le C*-arc orienté I'; défini par le représentant, en général non normal,
(J,g,) avec :

g i — i) s [AY {n BY -~ o, M
gi\8) = g\§) + \as + D)k, G, 0)eEiR X It

DEFINITION. — Dans ces conditions, on dit que I'; est une hélice de directrice I' et d'axe RKk.

On constate que %, = supp I'; est tracé sur le cylindre de directrice & = supp T, et de
direction de génératrices Rk (fig. 42). Si on développe ce cylindre, &, se transforme en une droite
non parallele aux génératrices.

Réciproquement toute hélice peut étre obtenue

1EWRIL WS us i

F1G. 42.

ExeMPLE. — Si I est le cercle dont un paramétrage est x = R cos t, y = R sin t, I'; est une
hélice circulaire si a # 0, un cercle si a = 0 (cf. 2.2.2, 7°).

d
2° Propriétés de Uhélice T',. — De —dgl = t + ak on déduit que I'; est régulier. Puisque I'on a
S

ds, e
orienté I', dans le sens des s croissants : — = \/az + 1, et donc:
s

e L’abscisse curviligne sur I'; est une fonction affine de I'abscisse curviligne sur I'.

dg, 1 a . a
; Aot (t)k) = ———=€]—- 1, + 1[ et:

— = T+ k;
ds;  Ja? +1 Jat + 1 a® + 1

e Le vecteur unitaire de la tangente orientée a I'; fait avec k un angle constant o€ 10, [ ;ona:
cosa = a/./a® + 1 et cotga = a.
dr, 1 drt

— Supposons maintenant k > 2. On a — = — — et donc I'; est birégulier si, et

ds;, a*+1ds

seulement si I" I'est, condition que nous supposons remplie. Puisque nous avons convenu que la
courbure est positive, il vient :

— Onar, =

¢, =c/la®>+1) et v, =vV;

. a 1

k
Ja* + 1 Ja* + 1

e La normale principale & I'; reste paralléle au plan 2.

Y

o La courbure de I', est proportionnelle a celle de T
e Le vecteur unitaire de la binormale orientée & I', fait avec k un angle constant o' € ]0, n[ ; on

a:cos o =1/ /a’+1ettg o =a
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dp, a

— Si, en outre k > 3, on peut introduire la torsion y, de I';. On a: = - = cv.
ds, a* +1

D’ou ? t
ou y, = — c, et y, = —ac, :
! a® +1 ! !
e La courbure et la torsion sont proportionnelles.
3° Etude de quelques réciproques. — a) Soit T'y un C'-arc régulier orienté, dont le vecteur

unitaire de la tangente orientée fait avec un vecteur unitaire fixe k un angle constant o € 10, n[. I'; est
une hélice daxe Rk.

Soient 2 un plan affine de direction (Rk)!1 et I' Parc projection orthogonale de I', sur 2.
Comme I',, T est de classe C' et on peut écrire :

m =m+ Ak, ou A = (mm ]k) est de classe C'.

. dA *dm
Par dérivation: —k =1, — —-
Sy dSl

En multipliant scalairement par k, on en déduit :

dx dm
i (t,lk) — |—k ] =cosa

S, ds,
. dm dm||? .,
D’ou : — =1, —cosak et —|| = sin“ a.
ds, ds,
o . . ds
I" est ainsi régulier, et si on l'oriente de sorte que o= sino, on a A(s) = as + b, (avec
s,
a = cotg o). O
REMARQUE. — Pour a = m/2, on trouve les arcs plans, qui sont des hélices (a = 0).

dt
Soit k un vecteur unitaire orthogonal & #2. Par hypothése : (v,|k) = 0 et donc (—1

k) = 0.
Sy

Ainsi (t,]k) est constant; on est ramené a a). U

c) Soit T, un arc bi-régulier dont le vecteur unitaire de la binormale orientée fait avec un vecteur
unitaire fixe un angle constant o' €10, n[. I'; est une hélice d’axe Rk.

De (B,|k) = cos o', on déduit, par dérivation (v,|k) = O; on est ramené a b).

d) Soit T', un arc bi-régulier de classe C* (k > 3) dont la torsion est proportionnelle d la
courbure. T'| est une hélice.

‘ d dt
On suppose — = — (A € R). Il en résulte —1 — »—L et donc le vecteur B, — At est
. . ds, ds,
constant. En notant k ce vecteur constant, il vient (v,|k) = O, et on est ramené au b).

REMARQUES. — a) Cette propriété a 'avantage sur les autres d’étre facile a constater dans
n’importe quel repére.

b) Le lecteur vérifiera que les hélices circulaires sont caractérisées par le fait que les fonctions
courbure et torsion sont constantes.

EXEMPLE. — Le C*-arc I', de représentant (R, f) avec f(t) = O + eli + e~ fj + tﬁk a été
étudié au 2.2.2.5°. Nous avons trouvé R = T = 2\/5 ch? ¢. I s’agit donc d’une hélice. Nous avons
d’ailleurs constaté que t fait avec i — j I'angle constant n/4. Aprés rotation du repére de — n/4
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autour de I'axe O + Rk, on constate que Iy admet le paramétrage

X=2sh 2/ /2, Y= 2ch 2.2

La directrice de I'y est une chainette du plan YOZ (fig. 43). L’axe de I'y est OX.

X

Fi1G. 43.

EXERCICES

On se place dans &, (resp. &) affine euclidien orienté. Tous les
repéres considérés sont orthonormaux directs.

GEOMETRIE PLANE EUCLIDIENNE
2.01. — Montrer que les deux arcs paramétrés définis par
p=asin 20 (0 <0 < n/2); x = 2a cos t, y=asint {0<t<mn/2)

t la méme longueur.

2.02. — Longueur d’un arc paramétré dans le support a pour équation :
y2(a2 _ yZ) = 8a2x2.

2.03. — On considére les sous-arcs Yo, €t Yy .4 de l'arc paramétré defini par

= a,/cos 20, 0e[0, n/4]

tels que cos a.cos o' = l/ﬁ. Montrer qu’ils ont la méme longueur.
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2.04. — Etant donné o > 1, on considére I'arc paramétré y défini par :

y = f(x), avec  f(0)=0 et  f(x) = xesin 1/x.

On note I(x) la longueur du sous-arc v, ;, x € 0, 1[. Existe-t-il lim I(x)?
’ x=0
2.05. — a) Soit I(t) la longueur du sous-arc y,, de la cissoide droite :

x =at’/(1 +t3), y=at3/(l + 13

Existe-t-it : lim (I(t) — y(¢))?
t—++

b) Inversement soit y' un arc paramétré d’équation y = f(x),ouf : R, — Restde
classe C', positive, décroissante, et vérifie lim f(x) = 0. Soit s(x) une abscisse
- + o0

0q: ¥ . . .
curviligne du point d’abscisse x de y. Existe-t-il lim (s{x) — y)?
X+ + o0
2.06. — Rayon de courbure et centre de courbure en un point de 'un des arcs

paramétrés définis par :

y = 1/(a + ch 1/x); 2277 = (1 + e%)(1 + &)
{x=(1 + cos?t) sint {x=t—shtcht {x=cos2t+Log(sint)

y y=2cht

sint cos t y = sintcost

{x = sh t/(ch t + cos 1) {x =2 Arctg ¢

1y = sin t/(ch t + cos t) U = Log [(1 + t3)/1 — t3)]
p=th62; p=(sin B p=1/(1 6%

2.08. — Trouver le centre de courbure au point O de chacun des arcs paramétrés
déterminés au voisinage de O par :

x=t*+t, y = (t + l)el!t
tg 6 — cos 6 sin 6 — 2 cos 0 A
-5 o’ p= 3 ; sin 8
1 + cos” 6 1+ cos® 0 p+1
x(x2+y)—ax* -y =0; x*+y —-x?-xy+y*-x=0
X+ +x3+y3=0;  x*+y*t+xP(x =2 +xP-2A%Hr=0

_plp—3)

p=

2

2.09. — Lieu, quand A varie, du centre de courbure au point O + ai de la
«courbe » :

(T X2 +2xy—y*—a*t=0
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2.10. — La « courbe » I', d’équation :
x2 P Xy
— + = —2—cos A —sin? A=0
at?  b? ab

est tangente a la droite x = a. Lieu, quand A varie, du centre de courbure a I'; au point
de contact.

2.11. Soit I'équation différentielle linéaire :
y' +alx)y + b(x)y = c(x) (E)

ou a, b, ¢ sont des fonctions continues sur un méme intervalle.
On appelle courbe intégrale de E tout arc paramétré (I, x > (x, ¢(x)) de R? muni
de sa structure euclidienne naturelle, tel que ¢ soit solution sur I de E.

a) Lieu du centre de courbure au point donné m, des courbes intégrales de E qui
passent par my.

b) Ici a et b sont des constantes. On considére celles des courbes intégrales de E
qui sont tangentes a la droite y = x. Lieu du centre de courbure au point de contact.

2.12. — On considére les courbes intégrales (cf. exercice précédent) de :
y—-yx+y)+1=0 (E)

a) Lieu des points d’inflexion; enveloppe des tangentes en ces points.

b) Lieu du centre de courbure en leurs points d’intersection avec les axes de
coordonnées.

2.13. — Les centres de courbure a la spirale d'Archiméde p = 4, aux points situés
sur Oy appartiennent a 'une ou l'autre de deux coniques.

2.14. — La normale en m 3 la parabole y*> — 2px = 0 coupant la directrice en n,

. [ —_—
montrer que le centre de courbure en m est p tel que mp = — 2mn. En déduire le lieu
des foyers des paraboles admettant en un point donné un centre de courbure donné.

2.15. — Une parabole est tangente a une ellipse en deux de ses sommets m, et m,.
Montrer que, si p, et py désignent les centres de courbure en m, de Pellipse et de la

parabole on a : myp, = 2mgyp,.

2.16. — Au point m d’une ellipse I' on associe le point n ou la normale en m
recoupe I'. Montrer que les extremums de la fonction m +— d(m, n) correspondent aux
cas ol m est un sommet et éventuellement aux cas ot n appartient a la développée de I'.

2.17. — Au point m (distinct du sommet) d’une parabole I" on associe le point n ou
la normale en m coupe I'. Chercher les extremums de la fonction m +— [ (arc mn).

2.18. — On considére arc géométrique simple et fermé, de représentant normal
([0,L],g)ott g : R - & est L-périodique, de classe R*; ¢ désigne la fonction courbure.
L
a) Vérifier : J c'(s)0g(s) ds = 0.
0

b) On suppose que 'arc est convexe (i.e. pour tout se€ [0, L], contenu dans un
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demi-plan fermé limité par la tangente au point d’abscisse curviligne s). Montrer que la
fonction s posséde au moins quatre extremums.

2.19. — Trouver les cercles osculateurs a une ellipse passant
AN rmar la Aromtrars K aor 11 favar

u} Pdl 1C LCIIUC, U} Pal Uil 1 yCl.

2.20. — Trouver les cercles osculateurs a 'arc parameétre :

X = a./cost, y = a./sint

qui passent par O.

2.21. — Le rapport des rayons de courbure au point de contact de deux arcs
paramétrés tangents est invariant dans un automorphisme affine du plan &.

2.22. — Soit y un arc patamétre bi-régulier. Montrer qu’en général les cercles de
canrhnrs A &y an dAany nainte yniging na ga ~Antitnant nag f:lw‘r‘u:r lo ~roe A’averantinn
CUUIUULLV a Uil Jdvua PUIIJI.D YUID111D 11V DO \.;Uul)blll PaD LLtuuivi 1v Lvaos Ju UA\.{DPLIUII.

2.23. — Sur un arc paramétré bi-régulier donné on considére un point m, fixe et
deux points m et m’ qui tendent vers m, en restant distincts. Trouver la « limite » :

a) du cercle circonscrit au triangle mgy, m, m’,
L\ A

b) du cercle circonscrit au triangle formé par les tangentes a y en m,, m, m

2.24. — Trois points m;, (i € N;), décrivent des C*-arcs paramétrés bi-réguliers (I, f;)

de fagon que, pour toute valeur du parameétre, ils soient distincts et que la tangente a
chacun d’eux soit paralléle a la droite définie par les deux autres; on désigne par R, les

rayons de courbure et par r le rayon du cercle circonscrit & m;m,m,. Montrer que
R,R,R,/r? est une constante.

2.25. — A tout point m d’'un C?-arc paramétré bi-régulier v on associe la droite 2,,
déduite de la tangente en m par une rotation d’angle donné autour de m, et la droite A,,
symétrique de la tangente en m par rapport a une droite de direction donnée passant
par m. En utilisant le centre de courbure p, donner une construction géométrique
simple des points de contact de 2,, et A, avec leurs enveloppes.

2.26. — On considére deux arcs paramétrés bi-réguliers v, i€ N,, de supports
homologues I'un de l'autre dans une inversion de pole O, d’équations polaires p= £(6),
T Aty £ at £ -t Aa Frnctinme Aa neradiiit ~Anmctant Alciana la rnaint

veoi, Uqu UlJ DUI.IL UCUA IULIVUIVILILD UC pluuuu bUllDLanL . ml UDDIBIIU v PU' 11t d\/ Y
d’angle polaire 0, p; le centre de courbure, n, le pied de la sous-normale (angle polaire
0 + m/2) de y; en m, Les deux arcs sont orientés dans le sens des 0 croissants.
a) Vérifier : f,(0) ds, = f5(0) ds,.
b) Montrer que O, p, et p, sont alignés.

mn msn
171 2702
+

¢) Vérifier : = 2.

mp, m,p,

2.27. — On considére Pellipse y représentée par : x = acost, y = bsint.
4
a) Un cercle € la coupe en quatre points myt). Calculer Y t.
i=1
b) Le cercle osculateur 4 y au point m(t) recoupe y en m'(t). Exprimer t' en
fonction de t. Comparer la direction de la droite mm’ et celle de la tangente en m a .
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c) Les points m; associés a quatre points cocycliques m; de y (comme il a ¢té dit en

b) sont eux-mémes cocycliques.

2.28. — Trouver la développee :

—_— A,nnn F'od
A LS 2 T Y W

o~
o
S’
=
I
o
=

y J ;
— d’une strophoide droite : x = a(1 — )1 + t?), y = tx;
— d’une lemniscate : x = at/(1 + t%), y = t*x;

— d’une spirale logarithmique : p = gem®.

2.29. — Construire les développantes d’'une parabole, d’'une chainette, des arcs

définis par :

{x = 3at? {x =a(3t — &%) {x = g Arctgt

y = 2at? y = 3at?
y=alog——
1

2.30. — Lieu des projections du centre d’un cercle sur les tangentes a une

développante de ce cercle.

2.31. — Former une équation intrinséque d’'une développante de développante de

cercle.

232. — Le plan est euclidien mais (exceptionnellement) le repere n’est pas

nécessairement orthonormal. Soit y Parc paramétré défini par

Xx=acost + bsint +ct +4d y=dacost+ bsint+ct+d

T Wy Y LS 20 1 Saza T T

On note : u = ai + aj, v = bi + b'j, w =ci + ¢
Montrer que y est une cycloide si, et seulement si :

- — -
Jlall=lvll=1lwll#0 et (uv)=0

2.33. — Une arche de cycloide roule sans glisser sur une droite.
a) Lieu des extrémités.

b) Lieu du centre de courbure au point de contact avec la droite.

2.34. — a) Une cardioide roule sans giisser sur une droite. Lieu du centre de

courbure au point de contact.

b) Méme question pour une astroide, pour une parabole.

2.35. — Une spirale logarithmique roule sans glisser sur un cercle. Lieu du centre

..... Loccces Azs  smut

P -

- A ~
de courbure au point de contact.

2.36. — Lieu du sommet d’une chainette qui roule sans glisser sur une droite.

2.37. — Déterminer un Cl-arc paramétré régulier sur lequel peut rouler sans

glisser une cardioide de fagon que le point de rebroussement décrive une droite.

sur
cycl

2.38. — Déterminer un C2-arc paramétré bi-régulier qui puisse rouler sans glisser
une droite fixe 2 de fagon que le centre de courbure au point de contact décrive une
oide de base 2.
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« ARCS CONDITIONNES » DU PLAN

2.39. — Pour tout C'-arc paramétré orienté régulier y, on associe a tout
m € supp v ses projcctions orthogonales g et g’ sur Ox et Oy, les points d’intersection ¢
et t' (resp. n et n') de la tangente (resp. de la normale) avec Ox et Oy, et les projections

ilviiiiaile L7 AN AW ] 2Vl

»

orthogonales h et i’ de O sur la tangente et sur la normale; a et k sont des réels non
nuls donnés (a > 0).

On demande de déterminer un arc y vérifiant une condition imposée qui est
successivement :

— — < e — — —
mn' = kmn; Ot = kOn; Ot = kOn; th = a;
—_— — —_— — —_ — —_
IOm|| = klimt|l;  [|IOm|| = k|imn||;  |let'|| = ||nn'||; Ot.0On =k,
—_— — — — _
|In7'|| = a; Ot = kqn; ||mh|| = a; Oh .mn = k;
—_— R —
IOll = lmell; 04> = aOg:  |IOK| = a;

— La droite t'n a une direction donnée;

— Le milieu de mn appartient 4 la parabole d’équation y? = 2px;

— Le milieu de mt’ appartient a un cercle de centre O;

— Les droites Om et tn’ font un angle donné;

— Le cercle de diamétre tn’ est orthogonal 4 un cercle fixe;

— La droite hh’ a une direction fixe:

— La parallele a la normale mn menée par ¢’ est tangente a son enveloppe en un
point appartenant 4 la droite Om.

2.40. — Pour tout arc paramétré orienté v, bi-régulier, les symboles s, m, ¢, R, p, a
ont la méme signification que dans le cours; (x, y) [resp. (8, p)] sont des coordonnées
cartésiennes [resp. polaires] de m; R, est le rayon de courbure en p de la développée vy,
(classe assez grande); a et k sont des réels non nuls donnés (a > 0).

On demande de déterminer un arc y vérifiant une condition imposée qui est
successivement

sin o X
R = aa; R=a L. R =ach-—; y = aes/a,
cos* o a
s = ao; s=atgo; s = geke; s? = 8ay;
y:—s*=d"; s=alog(y/a); R=kp

— R = p*/a® et une asymptote passe par O (on cherchera g(8) = 1/p(0));
— R = a%/3p et O est point d’inflexion;
— Le segment [m, p] est vu de O sous un angle donné;

— D — g fnn naocaa dang Ao ~oc Aa Ay A an AAhvalnmnda mae mn Abhinlornmannt)
= I T ‘\1 - u \Ull PGDDC Uallo VO vads uc yl a sa UCVCIUPPCC pcu ull quldbCl lclll},
— R*+k’R} =a*; casde k=1;
— —_
— Le point n défini par mn = kmp décrit une droite donnée. Cas de k = — 1 et
k=2,
—_— 5 — .
— |R| = ||Om||*/||Oh||, ot h est la projection de O sur la tangente en m;

— L’homothétique dans (m, k) du cercle de courbure de m passe par O;

- mp= kmh (h : projection de O sur la normale en m);

—

— Op = kOm (q : point ou la droite Om recoupe le cercle osculateur.
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241. — Pour a et k donnés (a > 0), déterminer un arc plan d’équation
intrinséque :
R=s; c¢=ks; R?=2as; R? = g’*(esia — 1)
2 +s2=1: R? = g% + k*s?; R? = g% — k*s?; a’ + s* = as

GEOMETRIE DANS L'ESPACE &3 EUCLIDIEN

= ([a,b],/) un CP-arc paramétré compact. On suppose que f est

42.
able , bl et que f; est bornée sur Ja, b[. Montrer que v est rectifiable.

Asv
Goriva

2.43. — Un C'-arc paramétré de longueur ! se projette orthogonalement sur les
plans de coordonnées suivant des arcs de longueurs I

1s 129 l3'
Montrer : I, + 1, + 153 > l\/g.

2.44. — Repere de Ferret-Frenet, courbure et torsion en un point de 'un des arcs
paramétrés orientés définis par :

x = 3t? x = t2/2 x=1ty/2+cht+ ./2sht
§y=t3—3t Sy=t3\'ﬁ/3 Sy=—t\/5+cht+\/isht
(z=t3+3t (z=t4/4 z=2sht - /2¢cht

x =acost x = a(t — sint) x =4 /2cost

y =asin®¢ y = a(l — cos t) y=t+2sint

.z = bcos 2t \z = bt z = 21 — cost)

{x =shz {x =cosz + zsinz {x = z%/4 + 1/(32)

y =chz y = 8inz — zcos z y = z3/4 — 1/(32)
Se=sint Se=tgt—t
p=a p = afcost
(zzacost (z:a( cos? 1)

{p=ae9\/3 {p=a {p=a
s = ge®? z = aLog|cos 0 z =ach®@

(On montrera que certains de ces arcs sont des hélices.)

245. — Soit y Parc paramétré orienté défini par :
x =3t%/4, y=t  z=1t34+ kt (k donné)

On note a I’angle de la binormale en un point de y avec la droite O + Ri. Vérifier
que la torsion au point considéré est cos? a.

246. — Soit I' un C3.arc paramétré bi-régulier dont toutes les normales
principales coupent une droite donnée 2 sous un angle donné a. Montrer que les plans
rectifiants contiennent un point fixe de 2.

247. — Anticipant sur 3.3.1, montrer que I’équation :

(x2+y2+22=6)/\(x3+y3+z3=8)
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définit une courbe au voisinage du point mq(1,2, — 1) et trouver le repére de Serret-
Frenet, la courbure et la torsion en m, de cette courbe.

248. — Méme question, pour I’équation :
(x? +y2 =a*) A (y? - 2zx = 0)
et le point mg(a, 0, 0).

2.49. — On donne les réels strictement positifs a et k. Déterminer successivement
une fonctlon S pour qu’en tout point de P'arc paramét é (tracé sur le cylindre d’équation

x? + yr = a2) représenté par :
X = acost, y = asint, z = f(t) :

a) La normale principale soit paralléle au plan d’é¢quation x = O;
b) La binormale rencontre la droite demmtmn (x=a) A(y= 0):

Yy e VLAV ASR LRASLANAINAR L4 AR RS LAtV b

c) La tangente soit tangente a la sphere d’equatlon :
x2 + y? + 22 = a*(1 + kY
d) La tangente rencontre le cercle d’é¢quation :
(z=0) A (x* + y* = a¥(l + k%)

Dans le dernier cas on recherchera les abscisses curvilignes de I'un des arcs
obtenus, ainsi que le repére de Serret-Frenet au point (a, 0, ka) de celui d’entre eux qui
contient ce point.

2.50. — Déterminer un C?-arc géométrique bi-régulier orienté, en tout point
duquel les axes du repére de Serret-Frenet coupent un plan donné en trois points
formant un triangle équilatéral.

2.51. — Soit vy Parc paramétré orienté défini par :
t cos u(l + ch? u) tsin u(1 + ch? u)
x = du y = du
h2 ? h2 ,
0 C u 0 C u
f’sh u(1 + ch? u)
z = du

Jo ch?u

a) Repére de Serret-Frenet, courbure et torsion en un point de y; vérifier que la
fonction RT*/(R* + T?) est constante.

b) Déterminer une fonction p telle que 'arc paramétré vy, représenté par
t — my(t) = m(t) + p(O)v(r)

(o m(t) est le point de y de paramétre ¢, et ou v(t) est le vecteur unitaire de la binormale
en ce point) admette la droite m(t)m, (t) pour binormale en m,(¢), et ceci pour tout t € R.

2.52. — Soit " un Cl-arc géométrique fermé simple, de support % inclus dans une
sphére ¥ de rayon R > 0, la longueur de 'arc étant strictement inférieure a 2nR.

Montrer que % est inclus dans une demi-sphére de &, et ne contient pas deux
points diamétralement opposés de %.
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2.53. — Soit I un C?*-arc géométrique fermé, régulier, orienté, défini par un
représentant normal ([0,L],g). On lui associe son «indicatrice », qui est I'arc
paramétré vy = ([0,L],s — O + 1(s)).

a) Montrer que supp y rencontre tout grand cercle de la sphére (O, 1). (On étudiera
la fonction s +— (k|t(s)), k fixe.

b) Montrer que la longueur de I' vérifie : I') > 2n, I'égalité n’ayant lieu que si I”
est plane.

L
c) Montrer que la courbure ¢ de I" vérifie : [ c(s)ds = 2n, I’égalité n’ayant lieu

que si I' est plane.

2.54. — Montrer que pour tout C3-arc géométrique tri-régulier les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) Le support est inclus dans une sphére.

2
ii) Pour tout représentant normal, la fonction R? + (T—&—) est constante.
s

2.55. — Soit I un C3-arc géométrique tri-régulier, 4 courbure constante. Etudier la
conrhnre la cantre de coanrhnre at la tarcinn de PPare engeandrd nar la ~cantre Ao ~anrhiiras
LVULRIUULL, IV LUIILLLV UL VUL VUL L UL La lVIDdvIL UV Ll al v uusyuuuu Pﬂl 1V LLLLILL G UV VU UL UVULG
arl.

2.56. — On donne un torseur non nul 7 de & et on appelle «arc I" » tout arc

géomeétrique bi-régulier tel que, pour tout point M de I' la tangente soit orthogonale au
moment de 7 au point m, image de M.

a) Montrer qu’il existe des arcs I

b) Montrer que les arcs I" dont le support passe par un point donné a € & ont, au
point correspondant méme plan osculateur et, éventuellement, méme torsion.

(IJ
1
5
a
U
o
-t

257, - I' un C°-arc géométrique fermé, bi-régulier, orienté, a support inclu
dans une sphé e, deﬁnl par un représentant normal ([0, L], g). En utilisant I’étude des

L

développées (2.2.4, 4°) montrer que, y désignant la torsion, on a : J vds = 0.
0

258 — Soit I un C3-arc én étriql

L f2eaen AL il

(4]

bi-régulier orienté, dont

..
Q
—
n

Wi
o
w

"3,
o
=
¥/

Y

osculateurs sont tangents a une sphére fixe. Montrer que tous les plans rectifiants
passent par un point fixe et que le quotient de la torsion par la courbure est une
fonction affine de P'abscisse curviligne.

Etudier une réciproque.

2.59. — Trouver des conditions pour que les binormales d’un arc I' soient les
normales principales d’'un arc I', ; ces conditions étant remplies calculer la courbure et
la torsion de I,.

2.60. — ARrcs DE BERTRAND. — Soit I' un C*-arc géométrique orienté bi-régulier,
k = 5, défini par un représentant normal (J, g).

Pour p : J » R donnée, de classe C', on dispose de l'arc I'; représenté par
(J, my), avec m; : s > m(s) + p(s)v(s); (les notations sont celles du cours pour T, les
mémes affectées d’un indice pour I')).
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) dm . ) i
a) Montrer que la fonction (———l v> est nulle si, et seulement si la fonction p est

s
constante.

b) On dit que I" est un arc de Bertrand si et seulement si on peut choisir une
fonction p non nulle telle que, pour tout s € J, m(s) appartienne a la binormale a I', en
m,(s). Montrer que, pour cela, il faut et il suffit qu’il existe (a, b) € R? tel que la fonction
ac + by soit la constante s +— 1.

Ce couple (a, b) est-il unique ? On examinera le cas ou I' est une hélice circulaire.

c) La condition trouvée en b) étant remplie, montrer que les fonctions (t|t,) et yy,
sont constantes sur J. Etudier le cas (1/t,) = 0.

Etudier la fonction ac, + by, et en déduire que (pour k assez grand) I'arc T,
associ¢é 4 un arc de Bertrand I' est lui aussi un arc de Bertrand.

mp m
Vérifier enfin que P MP

est constant.

s m.n.
mp, TTTIEF 1

2.61. — Montrer que les arcs a courbure et torsion constantes et non nulles sont
les hélices circulaires.

2.62. — Déterminer les arcs d’équation intrinséque (R = T = tgs).



Létude des nappes paramétrées est une generalisation
de celle des arcs paramétres.

Nous nous intéresserons ici aux propriétés affines C*-
invariantes des nappes paramétrées et nous introduirons
la notion de nappe geometrique (étant entendu qu'il ne
s’agira que d’un simple procedeé d’exposition).

Pour simplifier, nous supposerons que (&, E) est un espace
affine normeé de dimension 3, et nous nous limiterons au
cas de la classe C* avec ke(N\{0})u { + o0 }.

VAN

NAAAAAAAAAANANAAANS NN

3.1. GENERALITES:
PLANS TANGENTS

3.1.1. Généralités sur les nappes paramétrées

1° Nappes paramétrées (ou surfaces paramétrées). — DEFINITION I. — On
appelle C*-nappe paramétrée (ou C "-surface paramétrée) de & tout couple (D, F),
ou D est un domaine (ouvert-connexe) de R?, et F une application de classe C

de D dans &. On dit que F(D) est le support de la nappe; on le note supp (D, F);
c’est un connexe de &.

o Points de la nappe; multiplicité d’un point du support. — On étend la
de.f.nltlon Idul2l 2°
e Sous-nappes. — DerFINITION I —  Soient (D, F) une C*-nappe

paramétrée, et D’ un domaine de R? inclus dans D. Alors (D', F|D'), qui est
visiblement une C*-nappe paramétrée, est dite sous-nappe de (D, F).

Son support est une partie de celui de (D, F).

e Nappes simples. — DErFINITION III. — On dit qu'une nappe paramétrée
(D, F) est simple si, et seulement si F est une injection.

fa o 11

® l’(llill reguuer - UII €iéna ia OCIlI’ll[lOIl Vl au l L 1 L" d CCC] pres ql.l lCl
le point de parametre (u,, v,) est dit régulier si et seulement si rg dF (u,, vy) =
La nappe paramétrée (D, F) est dite réguliere si et seulement si chacun de ses
points est régulier.
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e Plongements. — DEFINITION IV. — On dit qu'une C*-nappe paramétrée
(D, F) est immergée (resp. plongée) si, et seulement si F est une immersion (resp.
un plongement) de D dans & ; une nappe plongée est ainsi une nappe simple.

La nappe (u r; st donc in ' 3! s€u
dF (u, v) e £(R? E) est mjectv . de rang 2.
Rappelons que dF(u,v) s’¢
Emn +— iFu(u, v) + NF;(u, v)

La nappe (D, F) est donc immergée si, et seulement si, pour tout (u,v)e D, le
systéme (F(u,v), F;(u,v)) est libre.

Si & est euclidien et orienté cette condition s’écrit : Papplication F, A F,
ne prend la valeur 0 en aucun point de D.

e Nappes cartésiennes. — DEFINITION V ET THEOREME. — On dit qu’une
C*-nappe paramétrée (D, F) est cartésienne si, et seulement s’il existe un repére
(0;i,),k) de & tel que l’on ait :

V(u,v)e D, Fu,v) = 0 + ui + vj + f(u, v)k.

Toute nappe cartésienne est une nappe plongée.

Le lecteur étendra la démonstration du 1.2.1, 2° O
2° Nappes géométriques. — THEOREME ET DEFINITION. — On obtient une
senlo e AL a2 Tamna ozam Pancarmihla dac 7K onnag noawamdéndas o y

relation ucqunvmcuu: sur rensembie oes ("-nappes parametices ae 6 e€n
convenant que « (D, F) est C*-équivalente a (A, G) signifie quil existe
0 e Diff* (A, D) (}) tel que G = F o9 ». Les classes de C*-équivalence sont
appelées Ct-nappes géométriques de &.

On raisonne comme pour les arcs géométriques. 0

Al PV

e On introduit, en procédant comme pour les arcs géomeétriques, les
notions de paramétrisations, de points d’'une nappe, ainsi que celle de sous-
nappes.

(!) Ceci signifie que 0 : (A, p) +— (@(, ), W(A, ) est une bijection de classe C* de A sur D
dont le jacobien :

oah, 1) ou(h, W)
0, W0
ne prend pas la valeur 0. Comme jg(A) est un ::onnexe de R (image d’un connexe de R? par jg, de

classe C*~ 1), ceci implique que jg garde un signe fixe, non nul sur A. Selon qu’il s'agit de + 1 ou de
— 1, on écrit 0 e Diff', (A, D) ou 0 € Diff* (A, D).

j9: ()"' u) —



146 ETUDE AFFINE DES NAPPES 3.1.1

On introduit ensuite les notions de propriétés C*-invariantes d’une nappe
paramétrée et de propriétés d'une nappe géométrique (cf. 1.2.1, 4°). A titre
d’exemples on démontre, en raisonnant comme pour les arcs :

DoAnngrrinsg ¥ nezbac lac ma

=l e ml’\“-:nn‘Innn A° - o
I RUFUDITIUN 1. — 10ULICd ITd paldlicildativiiy u uliv

ont un support commun, qui est dit support de Z, et noté supp X.

ProposiTiON II. — Soit M, un point d’'une nappe géométrique X. Si pour un
représentant (D, F, (ug, vo)) de M, on a rg dF(ug, vy) = 2, alors il en est de méme

TAMARE Fay i)
pour wu

Avec les notations habituelles, on a en effet :

VA, weA  dG@A,w) = dF(O(A, p) o dB(A, )

ce qui, compte tenu de d6(:, p) € GL(R?), entraine I’égalité des images des
applications linéaires dG(A, p) et dF(B(A, p)), et donc I’égalité des rangs de ces
applications. d

ProposITION III. — Si une paramétrisation d’'une nappe géométrique X est

une pappe naramétrée simnle (resn. immerosde, resn, nlonoée). il en est de méme

Sy PRIGINIVIILY JIMEPLIY (LW e LIMIIIEVE vy IVTpe PIUVIIGLL j9 11 Wil WL Ww RRIVELIW

pour toute paramétrisation de X, qui est dite nappe géométrique simple (resp.
immergée,; resp. plongée).

Méme démonstration que dans le cas des arcs géométriques. O
e Le théoreme suivant permet de constater que le support d’'une nappe
immergée peut étre considéré comme une réunion de supports de nappes plongées.

THEOREME 1. — Soit M, un point régulier d’'une C*-nappe géométrique X.
Alors, parmi les sous-nappes de X dont un point est M, il en existe une qui
admet une paramétrisation cartésienne, et donc est plongée.

Soit (D, F, (uq, vo)), avec rg dF(uy, vy) = 2, un représentant de M, Il
existe () un repére (O, i,j, k) de & vérifiant la condition :
k ¢ Vect (Fu(uo, vo), Fy(uo, Vo))
En notant F(u,v) = O + fi(4, )i + f,(u, v)j + f3(u, v)k, on a donc

D(_fls f2)

0
D(u, v) (uo, Uo) # 0,

ce qui permet d’appliquer le théoréme d’inversion locale a :

(fl’ f2) :D - Rz (u, U) = (fl(ua U), fZ(u’ U))

au voisinage de (uq, v) : il existe un ouvert D' € ¥* D(uo, Vo), quUe nous avons le
Arait Ada ennnnnger Aanneve al Awna (£ £)Y indaie o~ ~ TNifFke D n\ A~y
iUl UL SuppUsLl  LCULLIICAL, tel quc \J 1s _/2} ulul.ubc weE (U, ), Ou

(*) Un tel repére peut se déduire d’'un repére quelconque par une permutation convenable
des vecteurs de la base.
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Q = (f,, f,)(D’) est un domaine de R?. La sous-nappe X’ de T représentée par
(D, F|D’) I'est aussi par (Q, @), avec:

®=(F|D)ew ! (x,)) — O +xi+yj+ file ' (xyk O

THeEOREME II. — Deux C*-nappes paramétrées plongées de &, (D, F) et
(A, G), qui ont un support commun & sont C*-équivalentes.

F et G désignant les homéomorphismes de D et A sur % respectivement
induits par F et G, il suffit de montrer que 'homéomorphisme 8 = F ™! o G de
A sur D est de classe C* (la méme propriété valant alors pour
9! =G 1oF; on a en effet G = F ¢ 0).

— Soient (Ag, Ho) €A et (ug, vg) = B(Ag, Bo)- La nappe (D, F) étant
plongée, dF (u,, v,) est de rang 2. (0 i, j, k) étant un repére de & qui vérifie :

k ¢ VeCt (Fl’l(u()’ UO)s Ft!)(an vO))s

en notant F(u, v) = O + fi(u, v)i + f,(u, v)j + f5(u, v)k, on a:

D(fs,
PY0 L3 (4, 09) # 0
D(u, v) -

Comme ci-dessus, il existe un domaine D’ € ¥ p(u, vo) tel que (f;, f,) induise
® € Diff (D', Q), ou Q = (f;, f,)(D’) est un domaine de R2. On désigne par A’ le
domaine 8 1(D") € ¥ 4 (Ao, Ho)-

En notant G, ) = 0 + g,(h Wi + go(A Wi + g5(, Wk, on a
(915 92) = (f1, f2) 0, et il vient :
VAL Wed” (91, 92)A 1w = w(B(A, p)).

La restriction de 8 a A’ est donc définie par (A, p) +— @~ '(g;, g,)(X, 1), ce qui
montre qu'il s’agit d’une application de classe C*. O

3° Ordre d’un point du support d’une nappe géométrique. On adopte la
méme définition que dans le cas des arcs géométriques (1.2.7, 5°).

On constate que tout point d’une nappe simple est d’ordre géométrique 1
(on dit : point simple). On vérlfie ensuite :

PROPOSITION. — Si, pour une paramétrisation (D, F) de X, le seul
0 e Diff*( D, D) vérifiant F o 8 = F est Id,, alors, pour tout point du support de
X, l'ordre géométrique est égal & la multiplicité.

4° Nappes géométriques orientées. — THEOREME ET DEFINITION. — On
obtient une relation d’équivalence sur I'ensemble des C*-nappes paramétrées de &
en convenant que « (D, F) est C*-positivement équivalente a (A, G) signifie qu'il
existe 8 € Diff*, (A, D) tel que g = f o 0 ». Les classes de C*-équivalence positive
sont appelées C*-nappes géométriques orientées de &.

On raisonne comme pour les arcs. O
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On introduit ensuite les notions d’orientations d’une nappe géométrique;
on montre qu'une nappe géométrique admet soit une, soit deux orientations, et
on convient de dire que la nappe est orientable lorsqu’elle en admet deux.

ProrosITION. — Une C*-nappe géométrique X, dont une paramétrisation
est (D, F), est non orientable si, et seulement s’il existe 6 € Diff_ (D, D) tel que

f =100

On reprend la démonstration de la proposition II du 1.2.1, 6°, a cela pres

que @ est ici la bijection (u, v) — (v, u) de D sur un ouvert D’ de R2. O
On a immédiatement :

CoroLLAIRE. — Toute nappe simple (et, en particulier, toute nappe plongée)
est orientable.

En revanche, on ne dispose en général pas ici d’'une orientation du support
de la nappe.

1° Plan tangent a une nappe géométrique en un point régulier.

THEOREME ET DEFINITION. — Soient ¥ une nappe géométrique (resp. une
nappe géométrique orientée) et M, un point régulier de ¥, d’'image m,.

Alors Im dF(ug, vy) = Vect (Fi(ug, vo), F,(uy, vo)) est un plan vectoriel
indépendant du choix du représentant (D, F, (u,, v,)) de M, ce qui permet de le
noter T(X; M,); ses éléments non nuls sont dits vecteurs tangents a £ en M,

Le plan affine 0(Z;, M,y) = my + T(X; M) est dit plan tangent aXen

: les droites de ce P!ap ui passent par m, sont dites tangentes a4 ¥ en M,.

oites de ce 1 gui passent par sont dit

Le lecteur étendra aisément la démonstration de la proposition II du
1.2.1, 4°. O

Notons que le plan tangent a X en le pom régulier M, est également le
nappe de ontient M

1. PR,

plan tangent en M a toute sous-n

Qa
]
(%
-

e

]
(":
o~

ig.

REMARQUES. — On généralise aisément les remarques du 1.2.2, 1° ainsi que les remarques
du 1.2.2,2°. On retiendra en particulier que : dans le cas d'une nappe simple, il n’y a aucun inconvenient
a parler du plan tangent en un point du support; c’est d’un usage courant dans la pratique *et cela
rejoint la notion de plan tangent en un point d’une surface au sens des sous-variétés,, .

REMARQUES. — Ici encore la notion de nappe géométrique est un
simple procédé d’exposition. A partir de la C*-nappe paramétrée
(D, F) et de son point régulier M (u,, v,) on peut introduire le plan

vectoriel Im dF(ug, v,) et le plan affine my, + Im dF(u,, v,), que 'on
note Tia: Mlu. p.)) et Tl M(u. ».)) et montrer qui ’11 camt

note T{(c; M(u,, vy)) et G(oc; M(u,, v,)), et montrer
d’éléments C*-invariants du couple (o; M(u,, vy)), on dit que
B(o; M(ug, vy)) est le plan tangent a ¢ en M(u,, v).

Toute la suite du 3.1.2 s’interpréte aisément en termes de nappes et
d’arcs paramétrés.



3.1.2 GENERALITES: PLANS TANGENTS 149

e Equation du plan tangent. Avec les notations du théoréme précédent,
soit # = (0;1,j,k) un repére de & dans lequel F: D — & s’écrit :

(u,v) — 0 + f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, vV)k.
M, étant un point régulier de Z, le plan tangent ¢ (X ; M), ensemble des points
=0 + xi + yj + zk de & tels que le systéme (m—om: F(ug, vo), F,(ug, vg))
soit lié, admet pour équation cartésienne :
X — f(ug, vg) fulug, vg) [, (ug, vg) |

JUN

y — glug, vo) g (an Vo) Go(ug,vg) | =0
z = h(ug, vg)  hylug, vo)  hy(ug, vy)

Si X est représentée par I’équation cartésienne z = f(x, y), i.e. par (F, D) avec :
F:(xy) — 0+ xi+y+ f(x,yk

on sait que tout point de X est régulier, et on constate aisément que ’équation
précédente s’écrit :

z = f(Xo, Yo) = (x — Xo)fx(x0: Vo) + (¥ — Yo)fy(Xo, ¥o)-

2° Interprétation des tangentes a ¥ en M, — a) Commengons par
introduire la notion d’arc tracé sur une nappe. Posons :

DEFINITION I. — Soit £ une nappe géométrique de & définie par une
paramétrisation (D, F). A tout arc géométrique y de R> a support dans D, on
associe (1 2.2, 5°) Farc géométrique I' = F oy de &, dont une paramétrisation
est (I, F o f)lorsque (I, f) en est une de v ; on dit que I", dont le support est inclus
dans m.l... de 3

uans i °

Cette définition ne dépend qu’en apparence du choix de (D, F). En effet si
(A, G) est une autre paramétrisation de £, avec G = Fo0,onal = G oy ou
vy est I’arc geometrlque de R?, a support dans A, qui est représenté par

_________ - Ve 4

“! o f) lorsque v 1 t par (1, f).

—
-y
(@]

1,

REMARQUES. — a) Si X et v sont de classes respectives k et k', alors I est de classe min (k, k).
b) Si £ et y sont simples, alors I' est simple (par composition d’injections).

EXEMPLE. — X étant encore définie par (D, F), soit .¥ I'ensemble des points du support de
en lesquels les paramétres u et v sont liés par une relation ¢(u, v) = 0 ou @ est une application de
classe CK (k' = 1) de D dans R.

D’aprés 1.5, la courbe de R? définie implicitement par ¢@(u,v) = 0 est (au moins si d¢ ne
s’annule pas) la réunion de support d’arcs géométriques. En passant de chacun de ces arcs, vy, a
F oy, on en déduit que . est la réunion des supports d’arcs tracés sur Z.

DeriNiTION II. — Les notations étant celles de la définition I, on dit que I
passe par le point M, de ¥, ou que le point M, de T appartient d I si, et
seulement s’il existe ¢, € I tel que (D, F, f(t,)) soit un représentant de M. Dans
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ce contexte, on identifie le point M, de X et le point de I" dont un représentant
est (I, F o f, t,).

b) En utilisant :

(F o f) (to) = dF(f(to)).f"(to)s (1)

on peut alors énoncer, avec les notations de la définition II :

Sy
o
™M
o

st régulier, alors le
5

€
3

-

[{-]
D~

an MM
en Vi

Remarquons que, dans la pratique, si on note f : t — (u(t), v(t)), avec
u(ty) = ugy et v(ty) = v,, alors:

(F o fY(to) = Fulug, vo) t'(te) + F,(up, vo) V'(to):

EXEMPLE. — Soient £ une C*-nappe géométrique, et M, un point régulier de X représenté par
(D, F, (ug, vo))- A tout (2, B) € R1{0, 0)}, on associe :

So B Ia‘p—»Rz t — (ug + at, vy + Po)

pour que f,(,g), qui est un intervalle ouver
(contenant (uo, vo)) d'une droite de R?, soit inclus dans D. On obtient ainsi I'arc v, de R? &
support dans D, et I'arc I'yg = F oy, g, tracé sur I et passant par M, puisque (4o, vo) = fop(0).

Comme f;3(0) est non nul, ', 3 admet en M, la tangente :

-

mo + R(aF (1o, vo) + BF, (1o, o))

qui est ainsi une tangente &8 X en M, et qui d’ailleurs engendre le plan tangent & £ en M, lorsque
(o, B) décrit R2\{(0, 0)}.

En particulier I'; 4 et I’y , sont des arcs tracés sur I" qui passent par M, et admettent en M,
des tangentes respectivement dirigées par F,(u,, v,) et F,(uo, vo); on les appelle lignes coordonnées
de I passant par M, (elles dépendent du choix de la paramétrisation (D, F) de Z).

Au passage, nous avons démontré une réciproque de la proposition I qui s'énonce ainsi :

PROPOSITION II. — Soit M, un point régulier d’'une nappe géométrique . A toute tangente 2 4
T en M,, on peut associer un arc tracé sur X~ qui admet 2 pour tangente en M,.

REMARQUE. — La proposition I s’applique, en particulier, dans le cas ou le support de I'arc T"
tracé sur X est un intervalle (d’intérieur non vide) d’'une droite 4 contenue dans le support & de X;
ici &(I'; M) est 4, qui est ainsi contenue dans le plan tangent & £ en M,

3° Orientation du plan tangent @ ¥ en M, — Soient
(D, F, (uo, vo)) et (A, G, (Ao, Ko))

deux représentants du point régulier M, de Z, li¢s par G = F o6 avec
8 € Diff (A, D); on note 8 = (@, V). On a:

A= 0. (F, 08) + V1. (F; 00);
Gy = @u.(F, 0 0) + Y. (F, 2 6)
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On constate que la matrice jacobienne de 8 au point (A, y,) est la matrice de
passage de la base #; de T(X; M,) a la base #; de T(Z;M,), avec:

'%Fo = (F,(ug, vg), F(ug,vy));

B, = (Gi(Mos Ho), Gi(ho, Ko)).
Ces deux bases représentent donc la méme orientation du plan tangent en M,
a X si, et seulement si 0 e Diff (A, D).

Dans le cas ou X est une nappe orientée cette condition est toujours
remplie, et on dispose d’une orientation « intrinséque» de & (X; M,) (ie.
représentée par 4, pour tout représentant (D, F, (uy, vo)) de M)

Dans le cas ol I est une nappe orientable, on convient de qualifier de
directe l'orientation de & (Z; M,) représentée par #,, ou (D, F) est l'une
quelconque des paramétrisations directes de Z.

Cas ou & est euclidien et orienté. — On dispose alors de la normale 3 X au
point régulier M, d’image m,; c’est la droite affine (X ; M,) orthogonale
en m, au plan tangent 4 I' en M,. On constate que (F, A F))(u,, vo) représente

| L A A~ AV A SIPEE V. Y ~rrE AT AAq P oo A~ IT9 12 9 1A nron
Porientation de A'(X; M, qui concorde (au sens de 11.2.3.1,2°% avec

Porientation de @ (X; M) représentée par 4. On peut d’ailleurs retrouver ce
résultat en constatant que :

A A Gy = Jo(F,00) A (F,08),

ou j, est le jacobien de 6.

4° Une propriété caractéristique du plan tangent. — PROPOSITION. — Soient X une nappe
géométrique de &, et M, un point régulier de X, dimage m, de représentant (D, F, u,), ol
u, = (up, o) Pour quun plan affine 2 de & soit le plan tangent & = ¢(Z; M,), il faut et il suffit que,
en notant (4, v) = u, on ait, pour toute distance d de la norme :

i) Au voisinage de u,, d(F(u), 2) = o(|ju — wu,l}) (1)

— Comme au 1.2.2, 4° (proposition I), on montre que le choix de d est indifférent, et que l'on

peut utiliser une distance euclidienne; on peut en outre supposer que la norme de R? est
euclidienne.

— Considérons un plan 2 = g~ '(0), ou g est une forme affine sur &, de partie linéaire
le E*\{0}. Nous pouvons nous limiter & g(mo) = 0, i.e. my € 2, sans quoi d’'une part nous aurions
P # @, et d’autre part lassertion i) serait fausse.

La distance de me & a & étant proportionnelle a g(m), étudions :

g(F(w) = L. (F(u) — F(uo))
= 1. (dF (up).(u — up) + ofjju — el

Posons ;
Soms [.F (ug) = a, l.F)(ug) = b
t: .
© u—u, =(pcos®, psin0), avec p=0.
Il vient : '
g(F(u)) = (acos® + bsinB)p + o(p) (2)

Si # =&, alors (a,b) = (0,0), et i) est vraie.
Si ? # @, alorsacos 0 + bsin8 = ccos (0 — a), ¢ # 0; il existe des restrictions de g o F
semblables 4 u +— [ju — uy||; i) est fausse. O
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3.1.3. Problémes d’intersection

1° Cas de deux nappes.— THEOREME. — Pour tout i € N,, on désigne par
2, une C*-nappe géométrique de & (k = 1), par &, le support de Z,, par M, un
point régulier de Z; et par 7, le plan tangent 4 X, en M, On suppose que M, et
M, ont une image commune m, et que G&; N0, est une droite 2,
(contenant 7).

Alors il existe deux sous-nappes plongées X’ de Z, et ), de Z, dont les
supports ont pour intersection le support d’'un C*-arc géométrique plongé qui
admet 2, pour tangente en son point d’image m,.

Soit (mgy; i, j, k) un repére de & tel que k n’appartienne 4 la direction
d’aucun des &, D’aprés le théoréme I du 3.1.1,2°, nous pouvons supposer
(quitte & remplacer Z, et X, par des sous-nappes (plongées) convenablement
choisies) que, pour tout i € N,, ¥, admet un paramétrage cartésien de la forme
z = fi(x, y), ou f; est définie sur un ouvert W de R? contenant (0, 0), de classe
C* et, naturellement, telle que f£,(0, 0) = 0.

La projection ¢ de &, n &, sur (my;1,j), parallélement & Rk, admet
Péquation h(x,y) =0, oi h = f; — f, est de classe C! sur W, telle que
h(0,0) = 0. Le plan tangent &, admettant I’équation :

z= x?—fi(0,0) + y?—fi(o, 0),
Ox dy
la condition &, # &, implique dh(0, 0) # 0. D’aprés 1.5.2, il existe donc un
ouvert ¥ du plan (mg; i, j) contenant m, tel que ¥~ N ¢ soit le support d’'un
C*-arc géométrique plongé vy dont la tangente en m,, d’équation :

xh(0, 0) + yhy(0,0) = 0
n’est autre que la projection de 2, sur (my; i, j). Soit :
(It — my + S + N(1))

un représentant de v.

En désignant par Z; la sous-nappe de Z; qui se projette en ¥ sur (my; i, j),
nous constatons que supp X N supp X est le support du C*-arc géométrique
I' de & représenté par :

(It = my + @i + n@)j + f1(E@), n(@)k)

I est plongé, de classe C¥; on vérifie que sa tangente au point d’image m, est
D,
D;.

REMARQUE. — L’étude s’applique & 'intersection du support d’'une C*-nappe et d’un plan non
tangent (celui-ci pouvant étre considéré comme le support d’'une C®-nappe).
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2° Position du support d’une nappe par rapport a un plan tangent. — Soient
¥ une C*-nappe géométrique de & de support & (k > 2), M, un point régulier
de X, d'image m,, et @, le plan tangent a £ en M, Choisissons un repére
(mo; 1, j, k) tel que @, soit le plan (my; i, j) d’équation z = 0; k n’appartenant
pas a la direction de &, nous constatons que le théoréme I du 3.1.1,2°
s’applique. Nous pouvons donc supposer (quitte & remplacer £ par une sous-
nappe) que X admet un paramétrage cartésien de la forme z = f(x, y), ou f est

définie sur un voisinage W de R? contenant (0, 0), de classe C¥, et, cf. 3.1.2, 1° in
fine, telle que :

f0,00=0;  f(0,00=0;  f(0,0)=0.

Posons :

[a0,00=r;  f3(0,0 =s;  f:0,0) =

Pour tout A € R, nous désignons par £, le plan (paralléle a &,) d’équation
z =A; nous notons %, =% NP, et ¢, la projection de ¥, sur &,
parallélement a Rk.

TY Ay Aigrirgat a1 M;Gt\na n1r roe At la farema Annadraticana U .
s Uu la UID\.«UDDIUII, quc llUuD lllll LUILID AU Ldad UuU 1a 1viiliv qua\uauquc L .
(&, n) > r&? + 2sEn + tn? est non nulle (cf. 111.8.3.3, 4°)

1° Cas: @ est définie positive (resp. négative) i.e. rt —s* >0 et r>0

(resp. r < ﬂ\ — L’apnlication f admet un minimum (rpqn msnnmnm\ relatif
(resp. app ur Sp. maxmm

priwiieivai ALARAA

strict en (0, 0). Au voisinage de m,,, & est « au-dessus » (resp. «au- dessous ») du
plan tangent G,, et strictement si I'on excepte m,. Pour |A| assez petit, c,, et
aussi (par translation) %, est localement homéomorphe 4 la courbe de R?
d’équation :

X2 +Y* =\ (tesp. — X2 = Y2 =),
ainsi que nous I’avons montré au 1.5.3, 3° in fine. En particulier, pour A = 0,

¥ NGy, = {my}. On dit que M, est un point elliptique de Z, et que & présente
en m, une disposition en ballon, (cf. fig. 44 ) (resp. fig. 45).

Fic. 44. Fi1G. 45.
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2¢ Cas : ® est non dégénérée et non définie, i.e. rt — s* < 0. — Ici f n’admet
pas d’extremum en (0, 0). Au voisinage de m,, & traverse le plan tangent G,;
c,, et aussi €, est localement homéomorphe a la courbe de R* d’équation
X? — Y? = A. En particulier, ¥ N G, est, au voisinage de m,, la réunion des
supports de deux C* !-arcs plongés admettant des tangentes distinctes au
point m,; les directions de ces tangentes sont dites directions asymptotiques
de ¥ en M,. On dit que M, est un point hyperbolique de Z, et que & présente
en m, une disposition en col (fig. 46). Sur les figures 45 et 46, on a hachuré les
régions correspondant a A < 0.

Fi1G. 46.

3¢ Cas : @ est dégénérée, i.e. rt — s> =0. — On dit que M, est un point
parabolique de X. Nous ne ferons aucune étude générale dans ce cas, qui se
présente, en particulier, en tous les points non stationnaires d’une surface
développable (3.2.3).

REMARQUE. — Le choix du repére n’intervient qu’en apparence. A titre d’exercice, le lecteur
vérifiera en effet que si (O'; ¥, j/, k) est un repére dans lequel £ admet un paramétrage cartésien de
la forme { = @(§,n), et si m, sécrit 0" + EGi' + noj’ + Gk, avec , = @(&p, no) alors :

sgn [(p'éz(ém no)-(PI;IZ({So, No) — (9&1(Eos Tlo))z] = sgn (rt — s%).

3° Intersection des supports de deux nappes au voisinage d’un point de
contact. — Pour tout i € N,, on désigne par X; une C*-nappe géométrique de
& (k = 2), par &, le support de X, par M, un point régulier de £, On suppose
que M, et M, ont une image commune m, et qu’il existe un plan tangent
commun &, a £, en M, et a X, en M,.

Choisissons un repére (my; i, j, k) tel que &, soit le plan (m,}; i, j). Nous
pouvons supposer (quitte a la remplacer par une sous-nappe) que X, admet un
paramétrage z = fi(x, y), ou f; est défini sur un ouvert W de R? contenant
(0, 0), de classe C*, telle que :
af; . O

n- (0D M v ) R
V, \Y, V) s \V, V) — VvV

ox

N
v

N —
) =

b]

Nous constatons que &; N &, se projette sur (m,; i, j) parallélement a Rk,
suivant l'intersection de la nappe de représentant cartésien z = (f; — f,)(x, y)
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et de &, qui n’est autre que le plan tangent en m, a cette nappe. La discussion
fait intervenir le signe de :

d =f’):1(0a O)f;z(O, 0) - (f;,y(oa 0))2a ou f=f1 _f2'
On déduit du 2° que, au voisinage de m,, &¥; N &, est en général :
— 81 8 > 0: réduite a {m,};
— si 8§ < 0: la réunion des supports de deux C*-arcs géométriques
plongés dont les tangentes au point d’image m, sont distinctes.

E Les deéfinitions et les résultats du 3.2 s'interpretent 3

3 ’r r
. 4 sumane Ao mAammoo mAapAmaatesase waalooo

iopna st o - rolo
$ aisement en termes de nappes parametrees regiees. <

3.2.1. Généralités; exemples

1° DEFINITION. — Une C*-nappe géométrique X de & (k > 1), de support
&, est dite réglée si, et seulement si elle admet une paramétrisation de la forme
(I x R, F), ou I est un intervalle ouvert de R, et out F sécrit :

(u,v) — F(u,v) = f(u) + vg(u) (1)
avec f: I —» & et g: I - E\{O}, toutes deux de classe C*,

Pour la paramétrisation (I x R, F), les lignes coordonnées du point
M(ugy, vy) de X sont :

et dont le support est une droite affine 4, de &. Le support & de X s’ecrivant

U %, on dit que (%), et (G, ., sont des familles de génératrices (rectilignes) de

u€l

& et X respectivement ;
— le C*-arc géométrique C, dont une paramétrisation est

(L, u — f(u) + vog(w);

son support est noté €,. On dit que (%,),.s €t (C,),cx sont des familles de
directrices de & et X respectivement.
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REMARQUES. — a) Ayant arbitrairement choisi o : I —» Ret B: I — R\{0}, de classe C*,
écrivons :

v — ou)
F(u,v) = f(u) + a(u)g(u) + —— B(u)g(u)
B(u)

et remarquons que (u, v) — (4, (v — a(u))/B(w)) détermine un C*-difféomorphisme de I x R sur
lui-méme noté 67! Il en résulte qu'une autre paramétrisation de la forme (1) de Z est
(I x R, F;, = F o0), avec:

Fi(hp) = fi(M) + ng, (D), ou H=[f+og et g: = Bg

e Vi an Ammemd aimemhan smazre o canmmda saneniasitatiands e Abnoad 2o aal o U S

LCb llglle LUUIUUI]HUCB pour ld bCLOllUC palainceiiisauoll clant nowees U}\ et k_“, on Cconsidic quce,
pour tout uel, G = G, et donc 4, = %, : les familles de génératrices n'ont pas changé.

b) Inversement, le lecteur pourra étre amené, dans I’étude d’un cas particulier, a rechercher si,
étant donné un C*-arc tracé sur X dont le support rencontre toutes les génératrices ¥,, celui-ci
peut étre adopté (en jouant sur o) comme directrice (relative aux G,).

¢) On peut (en jouant sur ), se ramener au cas ou l'application ||g|| est constante.

d) On peut avoir a rechercher des nappes réglées dont le support est de la forme ) 2,,0ul
uel

est un intervalle de R et ou les 2, sont des droites données de &. Ce probléme peut, bien siir, ne
pas avoir de solution (penser au cas ou les 9, distinctes seraient en nombre fini).

e M(u, v) désignant abréviativement le point de X représenté par (/ x R,
F, (u, v)), l'existence du plan tangent a X en M(y, v), qui sera discutée au 2°,
équivaut a :
rg (Fu(u, v), Fi(u,v) =2 )

avec icl :
Fuu,v) = f'(u) + vg'(u) et  F(u,0) = g

Il en résulte que, lorsqu’il existe, ce plan contient la génératrice ¥,.
— Etudions d’abord quelques nappes réglées particuliéres.

2° Nappé cylindrique. — C’est le cas ol dans (1), g prend ses valeurs (non
nulles) dans une droite vectorielle fixe Rk, (k € E\{0}), ce qui (cf. remarque c)
du 1°) permet de se ramener au cas ou F s’écrit : (u, v) —> f(u) + vk. Lest ici
le cylindre dont Rk est une direction de génératrices, et dont toute €,, v € R,
est un ensemble directeur (relatif a RK).

Pour tout u € I, g(u) et g'(u) sont colinéaires a k, et (2) se traduit par : f'(u)
n’est pas colinéaire a k. Si cette condition est remplie par u, € I, alors, pour
tout v, on dispose du plan tangent & X en M(ug, v), et celui-ci est
4, + Rf'(ug); il est déterminé par 4, et par la tangente 4 I'une quelconque

des directrices, C, par exemple au point M (uy, 0); 11 est invariant lorsque, Ug
¢tant fixé, v parcourt R, ce que I'on exprime, par abus de langage, en disant que
le plan tangent a une nappe cylindrique est le méme en tous les points d’une

genératrice.

EXEMPLE. — La C®-nappe géométrique T de R® représentée par (R? F), avec:

F o) (—u2+1—u3+u )
c(u, v) — ’ ' v
* w+1  wr+1
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droite du plan (O i, j). En remarquant que F
seuls points d'ordre géométrique 2 de & sont ceux de la droite O + Rk. Tout point m, de
coordonnées (0, 0, v,) est I'image de deux points M(— 1, vy) et M (1, vy) de T en lesquels les plans
tangents admettent les équations respectives y + x =0et y — x = 0.

FiG. 48.

REMARQUE. — Pour que la C*-nappe réglée T déterminée par (1) soit cylindrique il faut et il
suﬂit que, pour tout uel, g (u) soit colinéaire d g(u). Cette condition est évidemment nécessaire.

. ™

Inversement, si elle est rempiie, il existe ¢ : | = R teile que:

Vuel, g'(y) — o(u)g) = 0. 3)

En utilisant une projection, on constate que ¢ est de classe C*~!, et donc continue. En raisonnant
comme en IV.5.1.4, 1° on déduit de (3):

Vuel gu) = (exp (Ju o(t) dt))k

0

ol ug €l est arbitrairement choisi, et ol k = g(u,). O

Aan AT

3° Nappe conique. — C’est le cas ou,

c’est-d-dire le cas ou F s’écrit : (u, v)
& est ici le cone dont O est un sommet €

ensemble directeur (relatif 4 0).
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Pour tout u€l, on a f'(u) = 0, et (2) s’écrit :

rg (vg'(u), gu) = 2.

Pour tout u € I, le point M(u, 0) de Z, d’image O, est stationnaire. Pour v # 0,
M (u,, v) est régulier si, et seulement si g'(u,) n’est pas colinéaire & g(u,), qui est
non nul; on dispose alors du plan tangent a X en M/(uy, v), qui sécrit
9, + Rg'(up); il est déterminé par ¥, et, par exemple, par la tangente a la
directrice C, au point M (ug, 1); il est invariant lorsque, u, étant fixé, v décrit
R\{0} : on dit que le plan tangent a une surface conique est le méme en tous les
points (distincts du sommet) d'une génératrice.

FiG. 49.

REMARQUE. — Les notations étant celles de la définition du 1°, les génératrices %, ont un
point commun si, et seulement s’il existe une application o (nécessairement de classe C*) de I dans
R telle que lapplication f + ag soit constante.

Vérification laissée au lecteur. O

4° Nappes doublement réglées. — EXF:PLE I. — & étant rapporté a (01, j, k), le paraboloide
hyperbolique & d’équation cartésienne xy = az, (a # 0), est le support de la C™-nappe
géométrique plongée T qui admet les deux paramétrisations du type (1) (R?, F) et (R?, G), avec :

F(u,v) = O + ui + v(j + ua"'k)
G\ p) =0 + A+ u(i + ra k)

la C ®-équivalence des nappes paramétrées (R?, F)et (R?, G) tenant 4 ce que'ona G = F o 0, avec
O(A, u) = (1, A), ce qui entraine O e Diff* (R?, R?).

Les deux paramétrisations fournissent chacune une famille de génératrices de &, que I'on note
“ucr €t (D)) crp On vérifie :

o) Deux génératrices d’une méme famille sont non coplanaires (pour u # u', 4, et %, ont des
directions distinctes et sont incluses dans les plans paralléles distincts x = u et x = ).

B) Deux génératrices de familles différentes sont coplanaires et distinctes (%, et %3 ont en
commun l'unique point (u, A, a” ' ul);

Y) Par tout point de & passe une génératrice de chaque famille (unique d’aprés o) (le point
(x,y,a~ ! xy) appartient 3 4, et a ).

1l va de soi que le plan tangent a T au point M(u,v) = M'(A, 1), avecu = petv = A. est le
plan déterminé par %, et 9.
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ExeMPLE II. — & euclidien étant rapporté a (O; i, j, k) orthonormal, 'hyperboloide a une
nappe & d’équation cartésienne :

x%/a* + y?/b* — z%/c* — 1 =0, (abc # 0)

est le sunnr\rf Aea la Fw=nonnn naramatriane ¥ a1 admat lag danvy naramdtricatinne An tyne (1)
yy\lll- MW 1 o uayl_l\., lJal alliwil l\iu\.’ = \-lul AMILIVL IVO WV UA Pal allivilioativiio uu Ly ~ \l.’,
(R?, F) et (R? G), avec
F(u,v) = O + a(cosu — vsinu)i + b(sinu + vcos u)j + cvk
GA, 1) = O + al(cosX + psinA)i + b(sin A — pcosA)j + cuk,
C *-équivalence (_ics ppes paramétrées (R%, F) et (R?, G) tenant 4 ce que G = F o 0, avec 0 :

On notera qu'ici est 1mmergée, mais non plongée; tout point de & est en effet d’ordre
géométrique 1, mais de multiplicité infinie, M(u,v) et M(u + 2kmn,v) [resp. M'(A, p) et
M'(A + 2km, wy] étant confondus pour tout k € Z; on peut, naturellement, obtenir des sous-nappes

plongées de X en ne faisant varier u (resp. A) que dans un intervalle ouvert d’amplitude inférieure a
0.4

Chaque paramétrisation fournit une famille de génératrices de ¥; on note ces familles
(G ucqo, 201 €t (Fnc[o27[- On vérifie que ¥, est symétrique de ¥, par rapport au plan (0, i, j) et que
si A — u| = =, alors % est symétrique de %, par rapport & O. On termine I’étude comme dans le
cas du paraboloide hyperbolique.

3.2.2. Plans tangents & une nappe réglée
en les points d’'une génératrice

Etant donnée la Ck-nappe réglée T définie au 3.2.1,1° nous nous
proposons de discuter pour u, € I donné et:w décrivant R, l’ex1stence du plan

tanoent a2 Y an nnint M {(1; 9 de la gédndratrice (7 avictencs Aani rannalanc.la
TRIIBWVIIY Q@ & AU PVILIL VI g (M(Qy V)] MV 1A gviiviatlive Uuo, vALILWwiiWv \.lul, laPPUlULID Iy
équivaut a
’ ’
rg (f'(uo) + vg (uo), 8uo)) = 2. )

Lorsqu’il existe, le plan tangent appartient & I'ensemble &, (faisceau
linéaire) des plans de & gui contiennent la e¢én nératrice (gu de ¥ Nouc

Lviivy prais My WASAALAWALLAWALRL 184 Ewid o bW (> ] 1NV O

munissons #, de la topologie induite par celle de la grassmanienne d’ordre 2
de &g {L.14), ou Qe ¥, est arbitrairement choisi.
Rappelons : g(uy) # 0.

o 17 Cas : (f"(u), &'(uo), 8(uo)) est une base, B, , de E. Pour tout v € R,

c(X, M (uq, v)) existe, et admet Y = vX pour equatlon dans le repere (2; £,)

de &. Soit &/, le plan 4, + Rg'(u,), d’équation X = 0. On constate que

v — G, M(uo, v)) est une bijection de R sur £, \{«,} et que
&, = lim & (Z; M(ug, v)).

“ v— + o0

A tout O € &, associons la nappe conique asymptotique X, deX dont une
paramétrisation est (I x R,(u, v) — O + vg(u ); son support ¥, est un cOne
de sommet 0. Nous constatons que, pour tout u, € I, les génératrices G, et L,
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de T et de X, ont des supports paralléles ¥, et £, et que le plan &/, est
parallé¢le au plan tangent & Z, en les points de G, (autres que le sommet); nous
dirons que &, est le plan asymptotique de Z, relatif & la génératrice G,.

Point central; ligne de striction. — Supposons en outre que & est euclidien. Il existe alors un
unique point de la genératrice G, >en lequel le plan tangent & I est perpendiculaire au plan
asymptotique &/, ; on I'appelle pomt central de G, ; quand u, parcourt I, il engendre un arc tracé
sur Z, qui est dit ligne de striction relative a la famille de génératrices (G,) e

EXEMPLE : NAPPES CONOYDES. — C’est le cas ou, avec les notations de 3.2.1,1° la
paramétrisation (I x R, (u, v) — f(u) + vg(w)) est telle que l'arc C, représenté par (I, f) ait un
support inclus dans une droite affine 2 {mais non réduit 4 un point), et que g prenne ses valeurs
dans un plan vectoriel P qui ne contient pas la direction de 2.

Notons que g’ prend aussi ses valeurs dans P et exceptons le cas ol g'(u) serait colinéaire &
g(u) pour tout u € I (X serait une nappe plane). Pour tout uy € I, (f" (o), 8 (4o), g(1o)) €st ainsi — en
général — une base de E; ici le plan asymptotique o, eet le plan de direction P qui contient ¢

le cOne & est inclus dans un plan de dlrectlon P

REMARQUES. — a) La nappe réglée T dont le support est le paraboloide hyperbolique &
d’équation xy = az est doublement conoide. Les génératrices ¥, et ¥, sont respectivement
paralléles aux plans directeurs 2 et 2’ d’équations x = O et y = 0; les plans asymptotiques &/, et
&, relatifs a G, et a G, admettent les équations x=u et y =LA (fig. 50); &, est
@ U 2\0 + Rk).

b) Reprenons I'hyperboloide & une nappe d’équation x2/a®+y?/b*—z%/c*—1=0, de centre
0; ¥ est le cone d’équation x?/a? + y*/b* — z2/c* = 0. Le plan déterminé par les génératrices
paralléles %, et 4, , , est asymptotique relativement & G, et aussi & G, ,,; il est tangent & & en les
points (autres que O)de la génératrice L, (fig. 51). On dit ici que la nappe conique Z, est asymptotea Z.

F1G. 50. F1G. 51.

® 2¢ Cas: g'(ug) est colinéaire a g(u,), f'(uo) ne lest pas.
En tout point de G,, £ admet le méme plan tangent 4, + Rf"(u), (cf.
nappes cylindriques).

e 3°Cas : g'(uy) est non colinéaire a g(u,), et f'(uy) € Vect (g(up), g (uy)).
Une figure (laissée au lecteur) montre que F,(uq, v) = f'(uy) + vg'(uy) n’est
colinéaire & g(u,) que pour une valeur unique de v, notée v, ; M (ug, v,) €st un
point stationnaire de X qui est dit point caractéristique de G, ; en tout point de
G,, distinct de M(uy, vy), £ admet le méme plan tangent 4, + Rg'(u,), (cf.
nappes coniques).
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® 4¢ Cas: f'(u) et g'(uy) sont colinéaires a g(u,).
Tous les points de G, sont stationnaires.

REMARQUE. — La nature « géométrique » des résultats de la discussion montre qu’ils se
retrouveraient aprés un changement de paramétrisation conservant les génératrices G,; la
remarque a) du 3.2.1, 1° permet de retrouver cette invariance.

3.2.3. Nappes développables

1° DEFINITION. — Une C*-nappe réglée T est dite développable si, et seulement si, pour tout
couple (M, M’) de points réguliers distincts appartenant & une méme génératrice, les plans tangents a
Z en M et M sont confondus.

C’est ainsi qu'une nappe conique (resp. cylindrique) est développable, mais qu’une des nappes
doublement réglées étudiées au 3.2.1,4° n’est pas développable.

Une nappe dont le support est contenu dans un plan est développable.

L’étude du 3.2.2 fournit :

F(u,v) = f(w) + vg(u)

avec f:1 —» &etg:1 — E\{0} de classe C* Alors T est développable si, et seulement si, pour
tout uel, (f'(u), g(u), g (u)) est un systéme lié.

Nous avons vu (1.6.3, 1°) qu’il s’agit 14 d’une condition nécessaire pour que ia famiiie de
droites (f(u) + Rg(u)), ¢ ; admette une enveloppe ; I'étude qui suit est donc intimement liée a celle
du 1.6.3, & laquelle le lecteur se rapportera.

2° Développable des tangentes a un arc. — Soit I' un C*-arc géométrique régulier de &(k > 2).
On constate que, quel que soit le représentant (I, f) de I', la nappe paramétrée :

(I xR, F: (uv) — f(u) + vf'(u)

représente une méme nappe géométrique réglée L. On a, pour tout uel:

S #£0;  rg(f(u),gw),8w) =rg(f (), W) <2

La nappe X est donc développable, et T est tracée sur X.

— Pour tout u, €1, la génératrice 4, = f(uo) + Rf'(up) de & = supp X est la tangente a I’
au point représenté par (I, f, uy) que nous avons identifié au point M(uy, 0) de Z. I" est ainsi
Penveloppe de la famille de droites (%,) ¢

— Le point M(u,, v) de Z est régulier si, et seulement si : rg (vf”(v), f'(¥)) = 2. 1l en résulte
que I" est un arc de points stationnaires de Z, et que, pour v # 0, le point M(u,, v) de X est régulier
51, et seulement si le point M (u,, 0) de I est bi-régulier, et alors le plan tangent 4 T en M (u,, v) est le
plan osculateur a T en M(u,, 0).

— Considérons maintenant I'un quelconque, C, des arcs géométriques de & tracés sur X et
passant par M(u,, 0). Soit (J, h), avec h(t) = F(u(t), v(t)) et u(ty) = ug, v(ty) = 0, un représentant
de C. Compte tenu de v(t,) =0, on a:

L.

t)f (o)), ('

(to) = (W'(te) + v/
Considéré comme point de C, M(u,, 0) est ainsi régulier si, et seulement si '(t,) + v'(ty) # O, ce
qui a lieu en général ; C admet alors, comme I, 4,, bour tangente en M (uo, 0). Dans le cas ou
W(ty) + v'(ty) = 0, le lecteur constatera en calculant h”(t;) qu’en général C admet au point
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stationnaire M (u,, 0) une tangente incluse dans le plan osculateur & I en M(u, 0), dans la mesure,
naturellement ou celui-ci existe.

La premiére partie conduit a dire que X est la développable des tangentes a T', 1a seconde a dire
que I est laréte de rebroussement de X.

3°Etude d’une réciproque. — Reprenons la nappe géométrique réglée T de la proposition du
1°, en éliminant tout d’abord le cas ou g'(u) est colinéaire & g(u) pour tout u € I (X est alors une
nappe cylindrique).

Limitons-nous méme au cas ou g'(u) n'est colinéaire a g(u) pour aucun u € I. Cette hypothése
implique (d’apres rg (f'(u), g'(u), 8(¥) < 2):

Yuel f'(u)e Vect(g'(u), g(u)), (qui est un plan de E).

Il existe donc deux applications ¢ et ¥ de I dans R telles que ' = g + yg'; en utilisant des
projections on constate qu’elles sont de classe C*™!.

Pour u, € I donné, le point M (u,, v) de Z n’est stationnaire que siv = — Y(ug), ce qui conduit

34 introduire le C* liarc oenmefrlmm r tracé sur 2. et représenté par (l f.). avec
a Introgunr geometrique I, trace ur 2 et represent 1, £5) vec

fi(w) = f(u) — ¥(w)g(w). On calcule :
fiw) = (o) — ¥ (w)g(u).

Eliminons le cas ou ¢ = V' (alors, d’aprés une remarque du 3.2.1, 2°, la nappe I est conique).
Supposons méme (ce qui est une hypotheése plus forte que @ # V') que @ — ' ne prend pas la valeur
0. L’arc I'; est alors régulier. En remarquant que :

Y(u) + v
F(u,v) = f, + (——-—~) 1
o) = £ + (s )i

et en utilisant le C*~? difféfomorphisme de I x R sur lui-méme

( W) + v >
(u,v) — |4y, ——
o) — ¥'(w)

nous constatons que les nappes paramétrées o = (I x R, F) et o, =(I x R, F,), avec
F,.(Ap = fl(?») + ufi(A) sont C*~?-équivalentes. Or la nappe X, représentée par o, est la

LR R, s At arasstan

UCVCIOppleC UCb 1dangeILes UC l 1-
L’identification de Z et X, est assurée si £ est de classe C®; sinon elle n’est possible qu’ « aux
classes de différentiabilité prés ». De toute fagon, on dit que I'; est I'aréte de rebroussement de Z.

EXeMPLE. — Etude de la C®-nappe réglée T définie par (I x R, F), avec :
F(u,v) = 0 + p(ui + q(w)j + v(a(wi + b(w)j + k)

ou a, b, p, q sont des applications de classe C* de lintervalle réel 1 dans R. Ici la directrice C,
représentée par (I,u — O + p(w)i + q(u)j) a son support inclus dans le plan (0;i,]), et la
génératrice ¥, admet le systéme d’équations cartésiennes :

fo — Al 1 smfe\ 2 o LdaNem 1 20\
A = du)e + plu)) N Yy = D) + qlu)

2 est développable si, et seulement si (0 désignant I'application nulle de I dans R):

!

i

=0, ie. aqg —bp =0

o o8
— o0

o W

Supposons que cette condition est remplie, et qu’en outre (a’, b’) ne prend pas la valeur (0, 0),
ce qui garantit que g'(4) n’est jamais colinéaire a g(u). Ici @ = 0, et ¥ est déterminé par :

Vuel (V) = p'(wfa' W) v (W(u) = q'(u)/b'(u))
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L’aréte de rebroussement I, admet la paramétrisation (/,f,), avec :

fiw) = 0 + p(wi + q(u)i — V(W)(aw)i + b(w)j + k).

De: fi(u) = — ¥'(u)(a(u)i + b(u)j + k), on déduit que, si ' ne prend pas la valeur 0, alors I';
est I’enveloppe de la famille de droites (%) duels r, d’autre part ¥ est la développable des tangentes
de I',.

3.3. SOUS-VARIETES. COURBES ET SURFACES

L’objet du 3.3, est de préciser les notions intuitives de
«courbes de &, ou de & » et de «surfaces de &5 ». En
particulier nous étudierons les «surfaces de &5 définies
implicitement » généralisant ainsi le sous-chapitre 1.5.
Les déemonstrations pourront étre réservées a une seconde
lecture.

3.3.1. Notions sur les sous-variétés de &,

Nous allons généraliser la notion d’arc plongé de &, (resp. de nappe
plongée de &)

Nous considérons dans tout le chapitre un espace affine (&, E) de
dimension finie n > 0, dans lequel a été choisi un repére (O; e), ce qui peut
permettre d’identifier & et R"; k est un élément de N* U {+ oo}, p est un
entier tel que 1 < p < n

Les parties données de &, et les ouverts donnés de RP seront considérés
comme non vides.

(4]

1° DEFINITION . — On dit qu'une partie & de Pespace affme en est un
e  Ck gi. et seulement si pour tout g € Z est

IR A i L S L

n

sous-variété de dimension p e

vérifiée lassertion :

i,) 11 existe un plongement de classe C* d’un ouvert de R? dans & dont
Fimage est un voisinage ouvert de a dans & (i.e. I'intersection de ¥ et d’un ouvert

lln é” contenant a)
U VARV W ARGR AR W}

Si F: U — & est un tel plongement, on dit que le couple (U, F) est une
paramétrisation locale de ¥ en a.

L’assertion i,) s’explicite ainsi : il existe un ouvert U de R?, une application
: U —> & de classe C*, et un ouvert ¥ de & contenant a tels que :

=S|

® En tout point de U, F est de rang p;
e F(U)=% n7, et F induit un homéomorphisme de U sur & NV,
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REMARQUES. — a) On peut toujours se ramener au cas de paramétrisations locales définies
sur des domaines, ce que nous ferons systématiquement par la suite.

b) L’'image d’'un plongement d’un domaine de R” dans & est une sous-variété connexe de &
qui est dite plongée. Il en est ainsi pour 'image de toute paramétrisation locale d’une sous-variété &.

¢) Toute partie ouverte (et non vide) d’'une sous-variété & de & est une sous-variété de &, de
méme dimension et de méme classe que &.

d) Si & est une sous-variété d’un sous-espace affine de &, alors & est une sous-variété de &,
de méme dimension et de méme classe.
Les vérifications de c) et d) sont laissées au lecteur.

e) S’il existe un point ae & tel que i, soit vérifiée, on dit seulement que & est une sous-variété
de & au voisinage de a.

Cas PARTICULIER. — Une sous-variété de &, de dimension 1 (resp. 2; resp.
n — 1) est dite courbe (*) (resp. surface; resp. hypersurface). Retenons :

DErINITION II. — On appelle courbe de classe C* de &, toute partie & de &,
telle que tout point a € & admette dans & un voisinage ouvert dont Pintersection
avec & soit le support d’un C*-arc géométrique plongé de &,.

On appelle surface de classe C* de &, toute partie & de &, telle que tout
point a € & admette dans & un voisinage ouvert dont Pintersection avec & soit le

support d’une C*-nappe géométrique plongée de &,.
On a immédiatement :

ProPOSITION. — Le support d’un C*-arc paramétré plongé () de &, (resp.
d’'une C*-nappe paramétrée plongée de &) est une courbe (resp. une surface)
plongée de classe C*,

REMARQUES. — a) F peut étre une immersion injective d’un ouvert U de RP dans & sdns que
F(U) soit une sous-variété de &.
Reprenons ’exemple de la lemniscate y = (R, F) de & = R? (1.2.1, 1°), avec

F(t) = (t/¢¢* + 1), t3/(¢t* + 1)).

Pour tout disque ouvert # = (0,r) de R* de rayon r > O assez petit, on constate que
F ~!(supp y N %) est la réunion de trois intervalles ouverts deux a deux disjoints de R (un contient
0, les atitres sont de la forme ] — oo, — c[ et Je¢, + o). O

b) La réunion de deux sous-variétés disjointes de dimension p de &, n'est pas nécessairement une
sous-variété de dimension p de 8.

Dans I'exemple précédent, les supports &; des arcs y; = (I, F|I;), ou I, =7 — 1, 1[ et
I, =71, + o[ sont des courbes de R?* mais &, u&, n'en est pas une, bien que
L NS, = @

() 11 serait plus correct de préciser : sous-variété courbe (resp. sous-variété surface; tesp.
sous-variété hypersurface).

(3) A condition qu’il soit défini sur un intervalle ouvert.
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2° ProposITION. — Une partie & de & en est une sous-variété de dimension
p et de classe C* si, et seulement si, pour tqut a € & est vérifiée I'assertion :

ii;) Il existe une permutation des vecteurs de e, un ouvert V de R” et une

plication (¢, 4, ...,9,): V = R"77 de classe C* tels que Vappli

P n
D:V > &  (Xp..5%) =04+ ) xe,+ Y 0%y, ...,%0; (1)

i=1 J=p+1

ait pour image un voisinage ouvert de a dans & (i.e. l'intersection de & et d’un
ouvert de & contenant a).

Si ii,) est vérifiée, le couple (7, @) est une paramétrisation locale de % en q,
qui est qualifiée de cartésienne.

Preuve de i, = ii,, — Par hypothése pour tout g € & il existe un plongement F de classe C*
d’'un ouvert U de R”? dans & tels que F(U) soit un ouvert de ¥ contenant a; F peut s'écrire :

n
Vu=(u,..,u)eU Fu)=0+ Y flue
i=1
ol les fi: U - R sont de classe C*

Soit u, = F~!(a). F étant de rang p au point u,, nous pouvons supposer, moyennant une
permutation des vecteurs de e, que :

D(fi, ..., f))

D4,
L\Uyy v ous up;

~(up) # 0

Au voisinage de u, nous pouvons ainsi appliquer le théoréme d’inversion locale a :

-0 )0 U R w—(x, = fi(u),. = fp(w).
Il existe un ouvert U’ de RP, tel que {uy} = U’ = U, un ouvert ¥ de RP et un o e Diff*(U", V)
coincidant avec (fi, .. .,f,) sur U’ L’appllcatlon ® = (FIU)ow™! de V dans & s’écrit (1) avec :

GENN, 0. 0x) = f@ Xy X))

Elle est de classe C* D’autre part ®(V), qui est 'image par F de l'ouvert U’ de U, contient
ql

a= F(uu) et (mnenug F est un plongement) est un ouvert de F(), 1 ecf lni-mé&me un ouvert de
&, ®(V) est donc un ouvert de & contenant a. O

Preuve de ii, =i,. — Par hypothése, pour tout ae &, ii,) est vérifiée. L’application ® qui y
intervient est visiblement de classe C*. Il suffit de montrer qu'il s’agit d’un plongement.

Au point (x,, ..., x,) € V, la matrice jacobienne de ® est de la forme :
1 P
IP
VA
ce qui montre qu'elle est de rang p; ® est donc une immersion.
Dautre part ®(x),...,x,) = ®(x,, ..., x,) exige xi =x,,...,x, = x, et ® est une

injection ; soit ® la bijection, évidemment contmue, de ¥ sur ®(V) induite par cette injection; ® ~!
est continue car elle coincide sur ®(V) avec I'application continue £ — RP? qui 4 tout point de £
associe le p-uplet de ses p premiéres coordonnées dans le repére (O; e). O
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® Sous-variétés cartésiennes. — COROLLAIRE | ET DEFINITION. — Soit & une
partie de & a laquelle on peut associer un repere (O, ¢) de &, un ouvert V de R?,
peN,, et une application ® : V — & de la forme :

P n
(X1, .o X)) 0+ ) x,+ ), 0i(xy, ..., Xp)e;
i=1 j=p+1
ou les ¢, : V — R sont de classe C* et ceci de fagon que & = O(V). Alors &~
est une sous-variété plongée de &, de dimension p et de classe C*. On dit que ¥
est une sous-variété cartésienne de &.
On utilise une variante de la preuve de ii, = 1i,. O

e Une variante de la preuve de ii, = i, et le corollaire I fournissent :

CoRrOLLAIRE II. — Soient U un ouvert de R?, peN,, F une application de
classe C* de U dans & et uy,c U un point régulier de F (i.e. tel que dF(u,) soit
de rang p). Alors il existe un ouvert U’ de R? tel que {uy,} = U' < U et que
&' = F(U’) soit une sous-variété cartésienne de &, de dimension p et de classe C*.

Naturellement S = F(U) n’est pas nécessairement une sous-variété de & (méme si F est une

immersion injective) et &' n’est pas nécessairement un ouvert de S (cf. le cas ou § est le lemniscate
du 1.2.2, 1° et ou u, est le point (0, 0) de U = R?),

REMARQUE. — Nous n’avons fait qu'étendre et affiner des démonstrations déja données au
1.2.1, dans le cas des arcs géométriques et au 3.1./ dans le cas des nappes géométriques.

3° Deux autres définitions d’une sous-variété. — Elles résultent de :

ProrosiTION. — Une partie & de & en est une sous-variété de dimension p
et de classe C* si, et seulement si, pour tout a € & est vérifiée I'une des deux
assertions suivantes, qui sont équivalentes :

iii,) Il existe un ouvert ¥ de & contenant a, et une application
L _ i £ Ao ot Ao, TN D Ao alocan 7K coee bt/ ns Ao mececr 22 - am
J = l-]p"' 1 * * .,j") uc 7 udimndy N » UE CIAadd»C U dUrl »# ¢l uC rang 71 — p au

point a, tels que :
L AW = f71(0), (0 désigne ici Og-»);

iv) Il existe un ouvert Q de & contenant a et un C*-difféomorphisme © de
Q sur un ouvert Q' de R" tels que :

S nQ=wv (R’ x {0} nQ)

Reprenant les notations du 1°, il s’agit de prouver que, pour toute partie & de & et pour tout

n Aa (£ lag izmmsmlinati~ce aizivnmtac amn

PRGNS Sy ~ 2 1 2 Timem bt . czzauge O [ S
pollit a4 uc o, 10 HNPpHCAUVIy dUIVAIILCS dULIL VIaICy .

i, = iii,; i, = iv,; v, = 1,

Preuve de ii, = iii,, — Par hypothése ii, est vraie. On note ®(V) = & N %, ol % est un
ouvert de & contenant a. On considére :

n
Y ={m=0+ ) xgel|(x,,...,x)eV}
i=1

qui est un ouvert de & contenant ¢(¥). On constate que #~ = % N ¥ est un ouvert de & tel que
L W =q((V)
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On dispose de lapplication f = (f,4y, ..., f,): # — R""? définie par:
Vie NAN, VYmew film) = x; — @ixy, ..., x,);

f est de classe C* Sa matrice jacobienne au point me #, de la forme :

(A1)

est de rang n — p; f est donc une submersion de classe C*
On constate enfin que f~'(0) est ®(V), c’est-a-dire ¥ N ¥, O

Preuve de iii, = iv,. — Par hypothése iii, est vraie. Rappelons que € a été muni d’un repére
(0;e); soient (ay, -..,a,) les coordonnées de a dans ce repére, et (x,, ..., x,) celles de m.

L’application d’un ouvert #” de R" dans R"™? canoniquement associée A ’application
(fy+15 - - -»Jy) de # dans R"77, qui est abusivement notée (f,,,, .. ., f,) est de classe C* et de rang
p au point a, ce qui permet de supposer, moyennant une permutation des vecteurs de e que :

D(fp+l’ sy f;n)
(a

D(Xpiqs vy Xy)

) # 0.

On dispose de l'application de classe C* :
V: W > R m—(xy,...,%p fre(m), ..., [,(m)
Relativement 4 la base e, la matrice jacobienne de Y au point a, de la forme

i I 0

% , avec detM = D(fp+1s -5 o) @.

V M D(x. |
N

PXpris -5 Xy
est carrée inversible. Le théoréme d’inversion locale s’applique a \ en a. Il existe un ouvert Q de &,
tel que {a} = Q = #", un ouvert Q de R" et un ® e Diff*(Q, Q') coincidant avec ¥ sur Q.

YU, 17 2 aY e e SRV P AN nY —_—1smn rn) Y o YAY ™
On a: S nQ={meQ|fim =0} = (R x {0} Q). O
Preuve de iv, = i,, — Par hypothése iv, est vraie. On considére I'application

c: R - R" (X1 -5 Xp) = (X, .-, %,,0,...,0)

qui induit un C%-difféomorphisme de R? sur o(R?) = R? x {0}. Ainsi I'image réciproque de
R? x {0} n Q' par cette application est un ouvert V de RP. L’application ®: V — &
u — @ '(o(u) a pour image & n Q. Elle est de classe C* et de rang p en tout point de V car
est de rang p et @ ! est un difffomorphisme.

D’autre part ® est un plongement. En effet elle est injective car :
[0 '(c) = o~ '(c))] < [c() = c()], ie. [u=uT]

D’autre part elle induit un homéomorphisme (I’application réciproque s’obtenant par ®, suivi

de (xy, ..., %,0,...,0) — (x;, ..., X))

e Dans la pratique, on utilise surtout le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Soient p un entier tel que 1 <p<n, et f=(f,., ..., /)
une application de classe C*(k > 1) d’un ouvert %  de & dans R" 7. On note :

S=f"10)et ¥ =SNnQ, ou Q est Pensemble des points de #~ en lesquels
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f est réguliére (i.e. de rang n — p). Alors & est un ouvert de S, et, s’il n’est pas
vide, & est une sous-variété de &, de dimensions p et de classe C*,

D’apres II1.8.1.7, 3°, Q est un ouvert de #~ et, # étant un ouvert de &, Q est un ouvert de

£ A i traf (73 t 11N AN t da €
&, ce qui entraine que & est un ouvert de S.

Reste & constater que iii, est vérifiée en tout ae &. O
I1 arrive que I'on n’ait a utiliser que :

COROLLAIRE. — S est une sous-variété de & au voisinage de chacun de ses
points réguliers pour f.

n
Dans la pratique, on utilise S = () f;'(0) et: f est réguliére en ae ¥ si, et seulement si
J=p+1
le systéme des formes linéaires (df;(a)),<;<, €st de rang n — p.

Notons que si £ est euclidien, 'indépendance des d f;(a) équivaut a celle des gradients des f;
au point a.

EXEMPLES. — a) Les « courbes planes sans point singulier » au sens du 1.5 sont des courbes
au sens du présent 3.3.
b) On obtient un grand nombre de courbes de &, (resp. de surfaces de &,):

— soit comme supports d’arcs plongés (resp. de nappes plongées);
— soit par application du corollaire précédent avecn — p = 1 (on a une équation f(m) = 0;
il faut vérifier que df ne s’annule pas).

Cest ainsi que les sphéres, les tores a collier, les principales quadriques (ellipsoides,
hyperboloides, paraboloides) sont des surfaces de &,.
¢) On obtient un grand nombre de courbes de &; :

— so0it comme support d’arcs plongés;
— soit comme application du corollaire précédent avec n — p = 2 (on a une équation :
(f(m) = 0) A (g(m) = 0); il faut vérifier que (df(m), dg(m)) reste de rang 2).

4° Changement de paramétrisation locale; orientation locale. — Soient &
une sous-variété de dimension p et de classe C* de &, a un point de &, et (U, F)
une paramétrisation locale de & en a.

a) Pour tout C*-difffomorphisme ¢ de U sur un ouvert V de R?,
(V, F o @~1) est visiblement une seconde paramétrisation locale de & en q.

b) Inversement soit (¥, G) 'une quelconque des paramétrisations locales
de & en a. Il existe des domaines U' c U et V' < Vtelsque F|U et G|V
soient des plongements de méme image &', avec {a} =« &¥ < &; ces
plongements induisent des homéomorphismes, notés F et G, de U’ et V' sur &’
et, en étendant la démonstration du théoréme II du 3.1.1, 2° on constate que
9 =F'o(G est un Ckdiffifomorphisme de ¥’ sur U’ et que
G|V = (F|U’) «0. Comme V' est connexe, on a soit 8 € Diff%, (V’, U"), soit
0 € Diff* (V", U’); selon le cas on dit que (U, F) et (V, G) définissent la méme
orientation locale ou des orientations locales différentes de & en a (et d’ailleurs
en tout point de &)

En particulier (U, F) et (o(U), F o @ ~1), ol @ est la bijection définie sur U
et consistant a transposer les deux premiéres coordonnées (p = 2), définissent

des orientations locales différentes.
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3.3.2. Sous-espaces tangents a une sous-variété

Soient & une sous-variété de &, de dimension p et de classe C*, et a un
point de &.

1° DEFINITION. — Un vecteur x de E est dit tangent en a a % si et
seulement s’il existe un arc paramétré (I, /) ou I est un intervalle ouvert de R et
f :1 - & une application de classe C', enfin un point ¢, de I tels que :

i) f(I) = &, ce qui traduit que le support de I’arc est inclus dans la sous-
vanété

S’
Il
N
o
-
‘5
\
-/

M

Lorsque x est non nul nous disposons au point a de la tangente & 'arc
paramétré (I, f) et si x est tangent en a & &, la droite affine a + Rx, qui est la
tangente a 'arc au point a, est dite tangente a & au point a.

REMARQUES. — a) Tout arc paramétré (J, g), C'-équivalent & (I, f) convient pour vérifier la
définition.

b) Dans le cas d’'une surface & de &,, le lecteur notera que i) est une propriété d’inclusion du
support de l'arc dans &, situation moins restrictive que celle observée en 3.1.2, 2°.

2° THEOREME. — L’ensemble des vecteurs de E tangents en a & & constitue
dans E un sous-espace vectoriel de dimension p appelé sous-espace vectoriel

tangent en a a &, et noté T(¥;a); le sous-espace affine
6(F;a) =a+ T(Z;a) est dit sous-espace tangent en a a &.

Nous utilisons la définition iv) a d’'une sous-variété (3.3.1. 3°) : il existe un
ouvert Q de &€ contenant a et un Ct-difféfomorphisme © de Q sur un ouvert €'
de R" tel que:

S nQ =06 YR x {Op-,} NQ)

Posons b = w(a).

— Soit x € E, tangent en a & &. Utilisant les notations de la définition du
1°, la continuité de f en ¢, prouve l'existence d’'un intervalle ouvert J inclus dans
I, contenant t,, tel que f (J) = Q. Le C'-arc paramétré (J, @ o f) a alors son
support inclus dans le sous-espace vectoriel R? x {0g.-,} de R"; comme ® est
dlfferentlable en a, on dispose de (@ o f)(ty) = dm(a) .X qui est donc un vecteur
de R” x {0_,_}.

Puisque @ est un C"-dlffeomorphlsme de Q sur Q, dw(a) est un
isomorphisme de E sur R", ce qui permet d’une part d’afﬁrmer P'existence du

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn 1 da dimmangian L T(¢p. n —TId -1
SOuUsS-C§pace vectoriel de dimension D de E, T (& ,4) = Luw(a)] (RP X {OIR" ,,“,

d’autre part de constater : x € T(¥; a).
— Réciproquement soit x un vecteur de 7(%; a). Posons y = dwm(a).x
qui est donc, dans R", un vecteur de R” x {0_,_}.
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Comme € est un ouvert de R", comme beQ, la continuité¢ de
t — b + ty permet de trouver n € R% tel que:

VteIn, nl b+ tyeQ

On peut ainsi envisager larc paramétré (I,f) de & défim par
I=]—mnletf:I=&t — v (b + ty);il est de classe C*. Comme b et y
appartiennent 4 R? x {Og-.,}, pour tout te]l-—m,nl[
b+tyeQ n(RP x {Op-,}); donc f(I) = &. En outre on constate f(0) = a et
£0) = x. 0

—

A titre d’exercice, le lecteur démontrera :

PROPOSITION. — Soient % une sous-variété de £, a un point de &, #  un ouvert de & contenant
aet ¥ =W NS qui est une sous-variété de & (cf. 3.3.1, 1°). Alors :

3° Différentes caractérisations du sous-espace tangent en a a . — Nous
utilisons les notations des définitions i, et iii, des sous-variétés du 3.3.1.

ProposSITION I. — Si (U, F) est une paramétrisation locale de & en a et si
pour cette paramétrisation a = F(u,) alors 'espace vectoriel tangent en a &8 &

est T(S;a) = dF(uy). R?,

Pour xedF(uy).R?, il existe xe€R? tel que x = dF(uy)eox. Une
démonstration analogue a celle de 2° prouve Pexistence d’un Ck-arc paramétré

(I, f) avec I—]—n,n[, nN>0et f:I->8 t +— Flu, +tx); on a
évidemment f(I) < &, f(0) = q, f'(0) =dF(u,).x = x, ce qui prouve :

dF (uy).R? <« T(¥; a).

______ ~ r

L’égalité des dimensions entraine alors P'égalité cherchée. O

REMARQUE. — Il est bien évident que si (V, G) est une autre paramétrisation locale de & en a,
a = G(A,), nous retrouvons :

T(&;a) = dF(u,).R? = dG(A,). R?

CAS D’'UNE SURFACE CARTESIENNE. — Avec la notation du corollaire I du 3.3.7, 2°, T(&; ®(£)),
ou £ eV est fixé, admet la base :

e - = 0
(5_96, & =e+ ‘ Z 1 5_x, (g)ej)1$i$p

j=p+

ProprosiTiON II. — Si, au voisinage de a, & est définie par un systéme
d’équations : f;(m) = 0,p + 1 < j < n, alors espace vectoriel tangent en a 4 &
est :

T(#;a)= () Ker dfa)

j=p+1
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Les sous-espaces H; = Ker dfj(a), p + 1 < j < n constituent une famille
d’hyperplans de E, de rang n — p (propriété de iii,), dont lintersection H est
ainsi un sous-espace vectoriel de E, de dimension p (1.9.3.6, 4°).

Soit x € T(¥ ; a), d’aprés la définition de 1° nous disposons d’un C!'-arc
parametré (I, @) vérifiant : () = &, @(ty) = a, ¢'(ty) = x.

Quitte & nous restreindre a un sous-intervalle J < I, contenant t,, nous
pouvons supposer @(I) = #  (notations de 3.3.1, 3°iii,). Ainsi nous disposons
des applications fieq, p+ 1 <j<n et comme @(I) =« &, ce sont des
applications nulles. Il en résulte :

vj, p+1<j<n dffa).x =0
donc xe H; T(¥; a) < H et 'égalité des dimensions entraine 4 nouveau
’égalité cherchée. O

COROLLAIRE. — Au point a de &, un systéme d’équations de Iespace
tangent en a a &, T(¥, a), est :

(df,+1(@.am = 0) A ... A (dffa).am = 0)
Si & est muni d’un repére (0, e) et si (a,, ..., a,) et (x,, ..., x,) désignent
—
respectivement les cqordonnées de a et de m dans ce repére, dffa).am = 0

s’écrit :

— N
19 6 13 =y Uy) — U,
1 Xk

M =

k

en notant abusivement (f,, ,, ..., f,) 'application de I'ouvert #"'de R" dans
R"~F, canoniquement associée (grace a (O, e)) a I'application (f,,,, ..., f,) de
W dans R"P.

*Nous verrons d’autre part (5.6.3) que, si & est euclidien, dfja).am =0 s%crit
(grad f;(a)lam) = 0.,

Cas PARTICULIERS. — a) La tangente au point a d’une courbe de &,
d’équation f(m) = 0 admet I’¢quation : df(a).am = 0.
b) Le plan tangent au point a d’une surface de &5 d’équation f(m) = 0

admet I'équation : df(a).am = 0.

c) La tangente au point a
admet I’équation :

(df(a).am = 0) A (dg(a).am = 0)

o Deux extensions de la notion de sous-espace tangent. — CONVENTION 1. — Dans la situation
du corollaire 11 du 3.3.1, 2°, nous conviendrons de dire que, si a = F(u,) est un point simple de S,
alors S admet en ce point un sous-espace tangent, qui est, par définition, G(&'; a) et donc dF (u,) . R®,
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C’est ce que nous avons implicitement fait au 3.1.2, 1°.

CONVENTION II. — Dans la situation du corollaire du 3.3.1, 3°, nous conviendrons de dire que,
si & n'est pas vide, alors S admet en tout point a€ &, un sous-espace tangent, qui est, par définition,
n

B(¥; a)etdonc () Ker dfi(a).

j=p+1
Rappelons qu’ici & est un ouvert de S, et étudions deux cas particuliers.

e CAsoUp =n — 1. — Soient f une application C* d’un ouvert %~ de & (rapporté i un repére
R) dans R, et S = f~1(0).
S’il existe un point a = (a,, ..., a,) de S tel que :

(/@) - fr(@) # (0, .., 0)

alors il existe un ouvert de & contenant a et coupant S suivant une hypersurface &’ de &, de classe
C*, cartésienne, graphe d’une application de la forme x, = V(x,, ..., x,_,) ou de Pune de celles qui
s’en déduisent par une permutation circulaire sur les coordonnées; S admet un hyperplan (affine)
tangent en g, dont une équation dans le repére Z est :

21 O — @) f o (@y, ..y a) =0
k=

Pour n = 2, on retrouve trés exactement le théoréme du 1.5.2. Pour n = 3 on obtient une
généralisation de ce théoréme; on parle alors de la surface &’ et du plan tangent en a a S.

e CASOU n=3ETp=1. — Soient f = (g, h) une application C* d’un ouvert %  de &, dans
R2,S; =g %0),S;,=h"'0)et C=S5,nS,.
S’il existe un point m = (a, b, c) de C tel que :
gx(m)  gy(m) g'z(m)}
rg| ; , =2 (1)
g[hx(m Hym) i (m)

alors il existe un ouvert de & contenant m et coupant C suivant une courbe €', de classe C*, cartésienne
et graphe d’une application de la forme (y, z) = (I, (x), ¥/;(x)) ou de P'une de celles qui s’en déduisent
par permutation circulaire sur (x, y, z). D’aprés (1), S, et S, admettent des plans tangents en m, G,
et G, distincts; C admet une tangente en m, qui est G; N G,; un vecteur directeur en est :

(gyh, — g:R)(m)i + (g, h; — g h)(m)i + (g5h;, — g, h)(m)k

4° Intersection des deux surfaces &, et &, de &,. — L’énoncé précédent
nous apprend que sien tout me ¥, N &, les plans tangents &, et &, 2 &, et
%, sont distincts, alors &, n &, est une courbe, admettant &, N &, pour
tangentes en m. Ce résultat avait d’ailleurs été obtenu, sous une autre forme,
au 3.1.3, 1°.

— Sl existe un point mye &, N &, en lequel les deux surfaces sont
tangentes (i.. ont le méme plan tangent) alors &, N %, n’est en général pas
une courbe. Le 3.1.3, 3° nous apprend que, au voisinage de mqy, &, N &, en
général est soit réduite a {m,}, soit réunion
distinctes en m,,.

— Nous trouverons au paragraphe suivant le cas ou &, N &, est une
courbe ¥ en tout point de laquelle les deux surfaces ont le méme plan tangent
(on dit alors que &, et &, se «raccordent le long de % »).

Aa Aanv ocnnirhac 4t
Vv UVUA VUULUVDO A L

Etude locale de lintersection d’une surface & et d’une courbe € de & 30 —
On se place au voisinage de my € & N €. On définit & au voisinage de m, par
une équation g(m) = 0, et ¥ par une paramétrisation locale (I, f). On a ainsi
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g(mgy) = 0, et il existe t, €I tel que f(t,) = my; on a f'(ty) # 0. On suppose
que & et € sont de classe C*.

Pour tout p € N, nous dirons que & et € ont en my, un contact d’ordre au
moins égal a p si, et seulement si t, est zéro d’ordre au moins égal a p + 1 de
@ =g of, ce qui sécrit :

Q'(te) = -+ = 0P(tg) = 0

et signifie que, au voisinage de t,, ¢ est négligeable devant t +—— (t — t,)".
— Si p =1, la condition est dg(mg).f'(t;) = O; elle exprime que la
tangente en m, & € est une tangente en m, a & ; si elle est remplie, on dit que
& et € sont tangentes en m,.
— Sip = 2(resp. p =2 3) on dit que & est osculatrice (resp. surosculatrice)
a € en m,.

REMARQUES. — a) Nous avons étudié, dans &, euclidien, le cas des sphéres osculatrices.

b) La méthode vaut pour I’étude de lintersection de deux courbes de &, (cf. cercles
osculateurs).

3.3.3. Cylindres et coOnes circonscrits & une surface de &,

non nul de E.

DErFINITION. — On appelle cylindre circonscrit a & parallélement a Ru, le
cylindre X (au sens du 11.7.3.3) dont les génératrices sont les tangentes a & de
direction Ru.

On appelle contour apparent de & pour la direction Ru, F'ensemble € des
points de & en lesquels la direction du plan tangent contient u.

o Cas ou & est donnée, au moins localement, par une ééuation f(m) =0
(f de classe C*, k > 2, df ne prenant pas la valeur 0). — Alors le contour
apparent ¢ admet I’équation :

(f(m) = 0) A (df(m).u =0)

et on obtient une équation du cylindre circonscrit X en écrivant que me &
appartient 4 X si, et seulement si la droite m + Ru est tangente 4 &, i.e. si, et
seulement s’il existe t € R vérifiant les deux équations :

f(m + tu)y =0 et df(m + tu).u =0

a 'inconnue t € R ont une racine commune, i.e. si et seulement si (1.5.3.2, 1°)
Péquation f(m + tu) = 0, & l'inconnue t€ R admet une racine au moins

double.

Le lecteur observera que cette méthode est la méme que celle qui consisterait & remarquer que
% est un ensemble directeur de I et & utiliser 11,7.3.3° (1°f cas).
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Notons qu’il peut arriver que ¢ et X soient vides.

ProPrIETE. — En un point du contour apparent ¥, le plan tangent a la
surface ¥ est, en général, tangent au cylindre circonscrit X.

On note g la fonction m > df(m).u, qui est de classe C™1, k > 2.
Soit my € €. En général (df(m,), dg(my)) est de rang 2 et € est une courbe
au voisinage de mg ; dans la mesure ou la tangente & € en m, n’est pas dirigée

génératrice my, + Ru; on reconnait le plan tangent & &% en m,. O
Dans le cas le plus favorable, € est une courbe en chaque point de laquelle la
tangente a une direction distincte de Ru, ce qui permet d’appliquer la

REMARQUES. — a) Cas ou il existe une.droite 4 < &, le long de laquelle le plan tangent tourne.

En général 4 n'a pas pour direction Ru, et il existe un unique point my € ¢ appartenant a 4.
La droite m, + Ru est une génératrice de X et en général & et T ont le méme plan tangent en m,,.

Si, €éxceptionnellement, ¥ est dirigée par u, alors on a ¥ c € et ¥ = I, mais & et T ne
peuvent évidemment pas se raccorder le long de la génératrice commune %.

b) Cas ou il existe une droite 4 = & le long de laquelle le plan tangent est fixe.
En général L et T se raccordent le long de % (qui n’est qu’exceptionnellement une génératrice
du cylindre).

EXEMPLES. — a) & est un ellipsoide (de &, euclidien).
I1 existe un repere orthonormal (0} i, j, k) de & dans lequel & admet 1’équation f(x, y, z) = 0,
avec :

fOop,2) = Ax?* + By* + C22 — 1, (4, B,C)e(RY)?

On vérifie que df ne prend pas la valeur 0 sur &\{0}, & est donc bien une surface.
On note u = ai + Bj + vk, et on constate que df(m).u = 0 sécrit :

afix, y,2) + Bfy(x,5,2) + vfux,9,2) = 0
et ici :
Aoax + BBy + Cyz = 0.

Ona:¥¢ =% n2, ou (2, P)est le plan d’équation : Aax + BBy + Cyz = 0, qui contient 0. ¥
n’est pas vide car toute droite de 2 qui contient O coupe & en deux points (vérification aisée). Le
plan tangent a % au point m, € €, qui contient m, + Ru, est distinct de 2 (car u ¢ P a cause de
Ao? + BB? + Cy? # 0), € est donc une courbe plane en aucun point de laquelle la tangente n’est
dirigée par u (toujours a cause de u ¢ P). Il y a raccordement de & et X le long de €. On obtient
une équation de I en écrivant que I'équation :

Ax +at)) + By + B> + Cz+y)* -1 =0 (1)
admet une racine au moins double; cette équation est du second degré. On trouve :
(Aax + BBy + Cyz)*> — (Ao* + BP? + Cy)(Ax* + By> + Cz22 — 1) =0 (2)

—_—

Le lecteur vérifiera que, pour tout (m,, m,) € &2 tel que m, # m, et que m,m, soit colinéaire
a u, le milieu de [m,, m,] est un point de 2, qui est dit plan diamétral de la direction Ru.
Il appliquera ensuite au cas de la sphére (4 = B = C = R7?).
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by & est un hyperboloide a une nappe (de &, euclidien).
Le début de I'étude est le méme qu'en a), avec ici A >0, B> 0, C <0. Arrivés a
% =% N2 nous avons ici deux cas a considerer :

Cas ot u ¢ P,ie. Aa? + BB? + Cy? # 0. En d’autres termes la droite O + Ru n’est pas une
génératrice du cOne asymptote de ¥ (cf. 3.2.2, 1°, remarque b). ¢ n’est pas vide. En effet toute
génératrice de & a une direction distincte de Ru et, d’aprés la remarque a) précédente, elle contient
un et un seul point de ¥. On montre, comme ci-dessus qu’il y a raccordement de & et X le long de
% et on retrouve I’équation (2) de X.

Cas ou ue P. — Ici 2 est le plan tangent au cone asymptote le long de sa génératrice
¥ = 0 + Ru. Il coupe & suivant deux génératrices ¢ et 4’ paralléles et symétriques par rapport
a & (cf fig. 53 au 3.2.2, 1°). D’aprés la remarque a) précédente,ona ¥ =4 v ¥ et L =9 v 9"
Il nest évidemment pas question de plan tangent a X en I'un de ses points.

Par le calcul, on constate qu’ici I'’équation (1) s’écrit :

2(Aax + BBy + Cyz)t + (Ax? + By> + Cz> — 1) =0
Elle admet une racine au moins double si, et seulement si
(Ax* + By* + Cz* = 1 = 0) A (Aax + BBy + Cyz = 0)

On retrouve : € = & N 2.

e Cas ou & est le support d’une nappe géométrique plongée, représentée
par (D, F). — Le contour apparent € est ici I’ensemble des points de & en
lesquels le paramétre (u, v) vérifie la condition ¢(u,v) = 0, avec:

o(u, v) = det, (F.(u,v), F(u,v),u), (e: base queiconque de E).

Nous avons vu (exemple du 3.1.2, 2°) que ¥ est, en général, une réunion de
supports d’arcs paramétrés de la forme t +— F(u(t), v(t)). Il en résulte que le
cylindre circonscrit X est, en général, une réunion de supports de nappes
paramétrées de la forme (¢, p) — F(u(t), v(t)) + pu.

Nous ne pousserons pas plus loin cette étude.

2° Cones circonscrits. — Soient & une surface de & et a un point de &.

DEFINITION, — On appelle cone circonscrit ¢ & de sommet a, ie cone X (au
sens de 11.7.3.4) dont les génératrices sont les tangentes 2 % qui contiennent a.

On appelle contour apparent de & de point de vue a, 'ensemble € des points
de & en lesquels le plan tangent passe par a.

2

4 PRy

T 2%h4:: A0 act ~al~iiha o ralla Aas AvliaAdeac AivrAnmaneita
L Cludgl Cdl Lalucl Sul CCLC UCs LYHLIULLS CHLLUILLIL.

Cas ou & est donnée, au moins localement, par une équation f(m) = 0.
— On suppose, comme au 1°, que fest de classe C*, k > 2, et que df ne prend
pas la valeur 0. ¥ admet '’équation :

(f(m) = 0) A (df(m).am = 0)

0
On obtient une équation de X\{a} en écrivant que m € &\{a} appartient a X si,
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et seulement si la droite a + Ram est tangente & &, i.e. si, et seulement si
les deux équations :

- -

fla+tamy=0 et df(a + tam).am = 0

J

a 'inconnue t € R ont une racine commune, i.e. si et seulement si I’équation

f(a + tam) = 0 a une racine au moins double.
Comme pour les cylindres on démontre :

PRrOPRIETE. — En un point du contour apparent ¥, le plan tangent a la
surface & est, en général, tangent au cdne circonscrit .

Dans le cas ou € est une courbe en tout point de laquelle la tangente ne
passe pas par a, on dit que & et T se raccordent le long de ¥.

Le lecteur adaptera les remarques a) et b) du 1°

EXEMPLE. — & est un paraboloide de révolution (de &, euclidien). Nous savons qu'il existe un
repére orthonormal (0;i, j, k) de & dans lequel & admet 1%équation f(x, y,2) = 0, avec :

fx,y,2)=x*+y*—=2pz, p>0.
On vérifie que df ne prend la valeur 0 en aucun point de &; & est bien une surface.
On note a =0 + ai + Bj + Yk, et on constate que df(m).aqm> = 0 sécrit :
(x — 0)fi(x, 5,2 + (y = Bfyx . 2) + (2 = Nfix,,2) =0
et compte tenu de f(m) = 0, peut étre remplacé par :
ox + By —p(z+ y)=0.
Ona =% NP oi # est le plan d’équation: ax + Py — p(z + 7) = 0.
La projection orthogonale ¢ de ¥ sur xOy a pour équation :
(x — o) + (y — P)? = o® + P — 2py (2)

Cas o o® + B> — 2py < 0, ie. a «intérieur» @ &. — Ona c= & et donc € = & et
=0

.
-

Cas o o® + B2 — 2py > 0, i.e. a « extérieur » d . — Ici ¢ est un cercle (dont le centre est la
projection orthogonale de a sur xOy); € est une courbe plane. En un point m, € € la tangente 4 ¢
ne contient pas a (& cause de a ¢ ). Il y a donc raccordement de & et I le long de 4.

On obtient une équation de I en écrivant que I'équation du second degré

(0 +2(x — o) + (B +1tly —B)* = 2p(y + t(z —=y)) = 0
admet une racine double. On obtient :

[oa(x — o) + B(y — B) = p(z—1)]* — (22 + B> = 2pY)[(x — ) + (y = B)*] =0 (3)

Cas o o? + P2 — 2py = 0, i.e. ae &. — De (2) on déduit : € = {a}. Ici T est le plan &
tangent en @ & &, ce que l'on retrouve par (3), compte tenu de a® + B2 — 2py = 0.

o Cas ou & est le support d’'une nappe géométrique plongée, représentée
par (D, F). — Le contour apparent % est I'ensemble des points de & en lesquels
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le paramétre (u, v) vérifie la condition ¢(u, v) = 0, avec :
o(u,v) = det,(F (u,v), F/(u,0), aF(u,v)), (e : base quelconque de E).

€ est, en général, une réunion de supports d’arcs paramétrés de la forme
t — F(u(f), v(t)). Il en résulte que X\{a} est, en général, une réunion de
support de nappes paramétrées de la forme :

(t’ p) — F(u(t)’ U(t)) + p(F(u(t)a D(t)) - a)

A Atz A~
INOUdS 11IC pOUSSCI OIS pPad plua lUlIl cette etuae.

3° Conoides circonscrits a une surface. — Soient & une surface, (2, P) un plan et 2 une droite
de & tels que N2 = {0}.

DEFINITION. — On appelle conoide circonscrit a &, de plan directeur P et d’axe 2, le conoide
Xdont les génératrices sont les tangentes a & qui rencontrent & et ont une direction incluse dans P.

e Si & est donnée par une équation f(m) = 0, on obtient une équation de T\Z en écrivant

—_

que me ¥\ appartient a X si, et seulement si ’équation f(p,, + tp,m) = 0, ou p,, désigne la
projection de m sur 2 parallélement 4 P, admet une racine au moins double.
Lorsque le repére est choisi de fagon que :

(#) z2=0; (@) x=0Aa@(p=0; (&) fxy2=0

ona: f(n, +tpu,m)= f(tx,ty, z), et le calcul est simple.
e Comme pour les cylindres, on démontre :

PROPRIETE. — En un point de contact de la surface & et d’une génératrice du conoide X, le
plan tangent & & est, en général, tangent a X.

T ___

3.3.4. Notion de surface orientée

Il s’agit ici d’une orientation « globale » et non plus seulement « locale »,
comme en 3.3.1, 4°.

1° Sous-variété orientable. — DEFINITION. — Soit & une sous-variété de
dimension p et de classe C* de &. On dit que & est orientable si, et seulement s’il
existe une famille # = (U, F))),.; de paramétrisations locales de & vérifiant les
deux assertions :

i) Les ouverts F,(U)) de & en

ent v
ii) Pour tout (i, ) I?, (U, F) et (U, F)) définissent la méme orientation
locale de & en tout point de F (U) n F(U).

(i

On notera que si les U, sont des domaines, il suffit que (U b F)et (U ,
définissent la méme orientation en un puuu de "i(Ui) M rj\uj) pour qu u’e
définissent la méme orientation en tout point de cet ensemble.

On dit que & est orientée si on s’est donné une telle famille &, dont les

éléments sont alors appelés paramétrisations de la sous-variéteé orientée &.
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e Dans toute la suite, nous nous limitons au cas ou & est une surface de &,
espace affine euclidien orienté de dimension 3.

2° ProproSITION. — Une surface & de &, de classe C*, est orientable si, et

L 5.

seulement s’il existe un champ de vecteurs unitaires normaux qui soit une
application continue de I'espace topologique & dans E,.

-La condition est nécessaire. — Soit &% une surface orientée et % une famille de

paramétrisations vérifiant les assertions i) et ii) de la définition du 1°.
nt A
L

QCAit 1 111 nAint Aa P (T7T B\ Atant 1nn 4l
IVIEL fFE Ull PUllll UL o/ 4, (U, 1 ) wialll ull 1

(4
C D‘

T ta na wmc
[ 2 49 uv i

1 aas¥-321 r-1 Iﬂ
ey uc 14

normal en m a & :
(IF, A F I F, A F)(F~(m)) (1)

On constate qu’il ne change pas lorsqu’on remplace (U, F) par un autre €lément (¥, G) de & tel
que m € G(¥); on peut donc le noter n(m). On dispose ainsi d’'un champ n: & — E de vecteurs
unitaires normaux qui, d’aprés (1) est de classe C*~! sur un voisinage convenablemént choisi de
chaque point de & ; ce champ est donc continu sur &. O

La condition est suffisante. — On suppose ici qu’il existe un champ continun: ¥ — E; de
vecteurs unitaires normaux.

Soient m un point de &, et (U, F) ou U est un domaine, une paramétrisation locale de ¥ en m
(avec m = F(ug, vy)). Selon que le produit mixte non nul :

14 !
(Fu(ugs vo), Fy(ug, vo), n(m))
est positif ou négatif, nous posons
(U _F\=(U.F) ou (U, F )= (o(U)
\  m) \ } \ 4 mJ \WAY

Y oms LS § v “m

ol ¢ est la bijection définie sur U par (u, v) — (v, u). On constate que n(m) est ainsi un vecteur
unitaire de la normale 3 &% en m, orientée grace a l'orientation locale de & représentée par
(U, F). On en déduit que la famille & = (U, F,)),ce définit une orientation de &¥. (O

CoroLLAIRE I. — Une surface orientable et connexe et, en particulier, une
surface plongée de &, peut étre orientée exactement de deux facgons.

Soient en effet n et n, deux champs continus de vecteurs unitaires normaux a &. L’application
m > (n(m)|n,(m)) est continue sur le counexe & et prend ses valeurs dans {— 1, + 1}. Elle est
donc constante et on a soit n;, = n, soit n, = — n.

COROLLAIRE II. — Une surface & de classe C*, k > 1 de &, définie par une
équation f(m) = 0 est orientable.

On sait que : Vmeé& grad f(m) # 0.

On applique la proposition précédente en remarquant que :

n: m — |igrad f(m)|| ! grad f(m)

At em Alhamesm An ramtarien t1smitoriean e e 0T Aa Alacan k=1 L4 A Amemblios ™
oL Uull wvilal lp uc vcuu:uw uuuauca HUILIIIaUA UC Li1addC O > CL UUIlIV uuuuuu |
EXEMPLE DE SURFACE NON ORIENTABLE. — Le ruban de Mobius. Cf.

exercice. 4-02.
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EXERCICES

Les conventions faites a propos des exercices sur le chapitre 1 sont reprises. En particulier, il
nous arrivera de parler, par abus de langage, de la surface d’équation f(x, y, z) = 0 méme dans des
cas ou il existe des points de I’'espace en lesquels f et df prennent la valeur 0.

3.1. — X étant des nappes définies par :

X = VCOS U X=u+v X = vcosu
y = vsinu y =u*+v? y =vsinu
Z =au z =u* —v? z = sin 2u

étudier 'intersection de supp £ et d’un plan tangent a X,

3.2. — Tout plan tangent coupe suivant deux paraboles le support de la nappe
définie par :

(u,0) — O + u?i + uvj + (V? + 2u)k.
3.3. — Soit Z la nappe d’équation cylindrique :

22 +a* - b?
B 2(b +acosO)’

p (a,b) € (R%)™.

Montrer que les plans tangents a £ en les points de cote z donnée ont un point
commun.

3.4. — Déterminer une nappe paramétrée cartésienne, z = f(x, y), telle que toutes
les normales rencontrent 'axe O:.

x2 2
3.5. — Solent & le paraboloide d’équiation — 4+ — — 2z = 0 et a le point de
p q
coordonnée (a, B, y). Déterminer 'ensemble € des points de & en lesquels la normale a

& contient a; construire les projections de ¥ sur les plans de coordonnées.

3.6. — Soit T la nappe réglée définie par :
x =achucosv, y =bchusinuv, z=cshu

a) Ensemble des normales en les points d’'un arc I' ,(u = C").

b) Section par un plan d’¢quation z = h.

z z
3.7. — Nature de la surface ¥ d’équation : x sin — — y cos — = 0. Lieu des points
a a

de & en lesquels le plan tangent contient le point O + ai.

3.8. — Soit & la surface d’équation : z = sin x.sin y.sin(x + y).
Déterminer les plans tangents paralléles a (O i, j). Etudier I'intersection de & et de
I'un d’eux.
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3.9. — Soit ¥ la surface d’équation: z* — xy = 0.
Déterminer les plans tangents a3 % qui contiennent la droite d’équation :

x=2A(y—-32+3 =0

3.10. — Lieu des points du paraboloide hyperbolique d’équation : xy = az en
lesquels :

a) Le plan tangent est tangent au cercle d’équation :
(z=0) A (x* + y> = R?).
b) Le plan tangent fait un angle de n/4 avec la droite O + Rk.
3.11. — Déterminer une C'-nappe paramétrée cartésienne :
(Ja, b[ x Je, d[, (x,9) — 0 + xi + yj + f(x, y)k)

de fagon que, le plan tangent au point de paramétre (x, y) rencontre I'axe O + Ri au
point d’abscisse 2x, et 'axe O + Rj au point d’'ordonnée 2y/3. En quel point recontre-t-
il alors 'axe O + Rk ?

3.12. — Lieu de la projection orthogonale de O sur les plans tangents a la surface
d'équation xyz = a’.

3.13. — On donne une nappe réguliére . Déterminer les arcs réguliers I" tracés
sur X, tels que O se projette orthogonalement sur toute tangente a I' en un point du
plan xOy.

D

Montrer que sila nappe X est

"""""" =TTt

onique de sommet O (resp. de révolution d’ax

LA R

les arcs I' peuvent s’obtenir par quadratures.

3.14. — Montrer que tout plan qui contient la droite O + Rk coupe sous un
angle constant la nappe représentée par :

uelnh v = g sin
sin p, asin

X =
~ “

z = a(cos v + Logtg

ol ¢: R —» R est donnée, de classe C!.

Ao L Ny 8

TRAJECT()TRE ORTHOGONALES, — DOlI “’Ukel une]amlue a arcs reguuer.s traces sur une
nappe réguliére * de &, euclidien (repéres orthonormaux). On appelle trajectoire
orthogonale de la famille tout arc régulier T tracé sur I, tel que par chacun de ses points
passe un arc C, orthogonal a T au point considéreé.

3.15. — Soit X la nappe représentée par : x = auv?, y = au, z = au’v (a > 0).
Trajectoires orthogonales des arcs (Cy)y.g définis par uv = A

3.16. — Trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes de la nappe :

Q) x = 2uv + 0%, y =03 — w33/3) + 43,

b) x =cosu — 2vsinu, y=sibu+ 2vcosu, z=2v

3.17. — Trajectoires orthogonales de la famille des cercles tracés sur la sphére
x? 4+ y2 + z* = R?, passant par O + Rk, et tangents au cercle
z=0) A (x? + y* =R?,
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3.18. — Trajectoires orthogonales (sur la nappe £ qu’ils engendrent) de la famille
des cercles C, tangents en O 4 Oz et centrés sur la droite (y = a) A (z = 0), au point
(A, a, 0).

3.19. — Trajectoires orthogonales, sur la nappe Z d’équation z = x sh y, des arcs
C, tels qu’en chacun de leurs points la normale & £ fasse un angle constant A avec
0 + Rk

LiGNEs DE PLUS GRANDE PENTE. — 3.20. — Pour chacune des nappes suivantes (£,

euclidien, repéres orthonormaux), on demande les lignes de plus grande pente relatives &
x0y, i.e. les trajectoires orthogonales des sections par les plans d’équations z = A
(lignes de niveau) :

a) z=cosx +cosy; b) zLogx = Logy.

sin u sin v cosu + cosv
C)x=a ] y=a ’ Z=a .
1 +cosucosy 1+ cosucosvy 1 + ¢cos ucos

=

(I)

=

v 1 v i ucosy

¢
d) Nappe conique de sommet O sont les lignes de niveau, sont des cercles.

3.21. — Trouver les arcs tracés sur la nappe Z dont toutes les tangentes sont
tangentes 4 la nappe X,, dans les cas suivants :

9 (&) x*+y =2z (Z) x4yt = = 2pz;

by (Z) Xy = az, z,) xy = bz,

o () x*+y2=Kk¥2? (Z) x*+y*+22 =4t
(dans le dernier cas, on rectifiera les arcs obtenus).

3.22. — Trouver les lignes de striction (3.2.2) de chacune des nappes régiées
représentées par :
X=u+Uv (X =tz + t? sx=(a+z)cost
a ly=u+v? b ly=tiza4t ¢ Jy=(a-—2sint
z =ud +? z =z (z=z

d x> -4y —az=0; e x>+ xy+2z=0.

3.23. — Montrer que les plans &, d’équations : x sint — ycost + zcht = asht
sont les plans osculateurs & un arc géométrique que l'on déterminera.

294

3.24. — On donne une application ¢ : R =» R, de classe C'. Montrer que les plans

2, d’équations :
2t2x + 2ty +z — 4o(t) = 0

sont les plans osculateurs & une hélice.

3.25. — Trouver les surfaces développables dont toutes les génératrices
rencontrent :

a) une droite donnée; b) un cercle donné.

3.26. — Montrer que la nappe représentée par :

— o - 2u+v w(u? — 2uv — 1)
x=4a ’ y=a ; = av
W + 1)? W + 1)

est développable et déterminer son aréte de rebroussement.
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3.27. — Déterminer ¢ : R — R pour que la nappe représentée par :
x =tz + @(t), y = z@(t) + t3/3, z=2z
soit développable. Discuter. Trouver, s’il y a lieu, I'aréte de rebroussement.
3.28. — Trouver les nappes développables contenant les deux paraboles
d’équations :

(z=0A@dpx —y>=0) e (z=a)A@dpy —x*=0)

3.29. — Soit ¥ la nappe réglée représentée par :
x = zcos 0 + asin 0, y =2zsin0 + acos 6, z=1z

Trouver la ligne de striction et la comparer au contour apparent dans la direction
Rk. Expliquer le résultat obtenu.

3.30. — PARABOLOIDE DE RACCORDEMENT. — Soit £ la C*-nappe géométrique réglée
représentée par (R?, F), ol

F(u,v) = O + vcosui + vsinuj + a sin 2uk.

a) Montrer que supp X est inclus dans le conoide Pliicker d’¢quation :
z(x? + y?) - 2axy = 0

b) Soit G,(u = C*) une génératrice rectiligne de Z de support 4,. On désigne par
3, la nappe régiée engendrée par ia normale a Z au point de parametre (u, v) lorsque v
parcourt R. Montrer que supp Z,, est, en général, un paraboloide hyperbolique a plans
directeurs orthogonaux, exceptionnellement une droite.

c) Montrer que la nappe réglée Z, déduite de X, par rotation de n/2 autour de ¥,
se raccorde a X le long de 9,

d) Etendre (sous des conditions de régularité) ces résultats & une génératrice
quelconque d’une nappe réglée quelconque.

3.31. — Nature de la trace sur le plan xOy du cylindre circonscrit a la surface
d’équation x? + y? = sin® z parallélement 2 R(@i — k).
3.32. — Contour apparent du conoide de Pliicker :
2(x* + ) —a(x* = y) =0, (a>0)

pour la direction R@{ + j + k).

3.33. — Equation du cone de sommet O + ak circonscrit a la surface d’équation :
x}+y3+22-3xyz—a*>=0, (@a>0)

2174 Y Amnn Vo gl A © A& . el 2, .2 0, _2 AD. 0 (D < M
J.0%. — Ul GUIC 14 SPpHCIC O U Cuaton X + )y T+ 4 — 4Rl X = VY, (N ~ U

$
a) Equation du céne £ de sommet (x,, o, Z,) circonscrit a S.

b) On suppose z, > 2R. Montrer que la trace de £ sur xOy est une ellipse qui
admet un foyer et une longueur de petit axe indépendants de (xo, yo)-
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3.35. — Soit & le conoide droit d’axe Oz circonscrit & la sphére d’équation :
x24+y*+2z22 =22y =0, (a>0)

a) Equation de <.

b) Montrer que Ie contour apparent de &, de point de vue O + aj est tracé sur un
cylindre parabolique.

c) Montrer que le cbOne circonscrit 3 & de sommet O + bi, b # 0, est de
révolution.

o Be ¥4

ThhJIV,

N Qi 1o on ramdna o Y.
— a) dSoit le cbne d’équation {(en repére orthonormal) :

ax® + a'y* + a"z* + 2byz + 2b'zx + 2b"xy =

Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe trois génératrices de
X" formant un triédre trirectangle est a + a’' + a” = 0, et que, lorsque cette condition

act reamnlia i1l avicte 11ne infinité da triddrec trirect
wou Lvllll}ll\r Al WANAILOLW Wilw l.llllllll.\i Wiw Lilwliliww Lillwwl

tel cone est dit équilatére).
b) Lieu des sommets des cones équilatéres circonscrits a la surface d’équation :

2 2 2 x2 y2
Ax* + By? + Cz2 =1 =0, (ABC #0) |resp.— +— =2z =10
L »p

a
2

-



(&, E) désigne un espace affine euclidien oriente de
dimension 3, tous les reperes utilisés sont orthonormaux
directs.

4.1. PROPRIETES METRIQUES LOCALES

Q L'étude des paragraphes 4.1.1 et 4.1.2 ne figure pas au 3
3 programme des C.P.

Position du probléme. — Au 4.1.1, la démarche est celle qui a été suivie dans le cas des arcs :

— On définit des éléments métriques d’'une nappe géométrique réguliére et orientée  en I'un
de ses points M (en s’assurant naturellement de I'indifférence du choix des représentants utilisés
pour ce faire).

— On pose ensuite :

DEFINITION, — On appelle invariants métriques de la C*-nappe paramétrée (D, (u, v) —» F(u, v))
réguliére et orientée, k > 2, au point de paramétre (u, v), les éléments métriques de la nappe géométrique
2 orientée représentée par (D, F), au point M représenté par (D, F, (u, v)).

Ici nous ne disposons pas de représentant privilégié (i.e. normal) de X, et les deux questions

sont imbriquées : Py, n,,, @y, by, Wy, - . . vont apparaitre simultanément comme éléments de X en
M et comme invariants de (D, F) en M(u, v).

NoTaTIONS. — Soit X une C*-nappe géomeétrique réguliére et orientée, k > 2.

e Au point M de X nous associons son image m,, le plan tangent orienté
(Zuy, Py)en M a X, la normale orientée A, en M a X, le vecteur unitaire n,, de
A'u; nous avons vu que ces éléments ne dépendent pas du choix d’un
représentant.

e Dans la pratique, nous utiliserons un représentant (D, F) de X, ce qui
revient a travailler sur une nappe paramétrée (*). Nous disposons alors de la
base directe 4, , = (F,(u, v), F,(u, v)) de Py, et my, s’écrit N(u, v), avec .

I~

N=_F,AF, ou H=|F,AF)

() Il va de soi que la nappe paramétrée (D, F) pourra étre une paramétrisation locale d’une
surface (au sens des sous-variétés); I'’étude permet donc de définir des invariants métriques d’une
surface en I'un de ses points.
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Les applications H et N de D dans R et E sont de classe C*"';ona H > 0, ce
qui traduit la régularité de X.

En considérant les dérivées partielles de I’application ||N||?, de classe
C*~1, on constate que (N|N.) et (N|N) coincident avec I’application nulle de D
dans R : pour tout (u,v) e D, Ni(u, v) et N'(u, v) appartiennent & P,

REMARQUE. — Dans la pratique, on utilise un repére orthonormal direct (O i, j, k) de & et on
note :

Fuv) =0 + X(u,v)i + Y(u,v)j + Z(u, v)k.
On a ainsi :

FoaF, =202, PED . DD,
D(u, v) D(u, v) D(u, v)

4.1.1. Les deux formes quadratiques fondamentales

1° DEFINITION. — La forme quadratique définie positive ®,, de P,, dont la
forme polaire est la restriction ¢, a P,, du produit scalaire euclidien de E est
dite premiere forme quadratique fondamentale de X en M et de (D, F) en M (u, v).

Elle ne dépend évidemment pas du choix du représentant (D, F) de X, mais
ce choix étant fait, elle s’exprime dans la base 4, , par :
@\ (Fu, v)du + F(u,v)dv) = ||Fi(u, v) du + F(u, v)dv||?
ou (du, dv) est le vecteur générique de R? ce qui s’écrit :
®,,(F,(u, v) du + F(u, v) dv)
= E(u, v) du® + 2F(u, v) du dv + G(u, v) dv> (1)

en désignant par E, F, G les applications () || F.||%, (F,|F.), ||F.||* de classe C* ™!
de D dans R.

Notons que I'égalit¢ de Lagrange fournit: H = (/EG — F2.

APPLICATIONS. — a) Soit I’ = F oy un arc tracé sur Z, ot v est un arc de R?, de classe C!,
dont un représentant est ([a,b],t — (u(t), v(t))); T admet le représentant de classe
C'([a, b], t — F(u(t), v(t)) et est ainsi rectifiable ; le vecteur dérivée premiére étant au point de
paramétre ! ;

F(u(®), v@)u' (1) + F,(u(), v(®)?'(¢)

la longueur de I' est :

b
J [E(u(t), v(0)w?(t) + 2F (u(t), v()u' ()v'(t) + G(u(t), v(t)v'?(1)]"/* dt

(') Deux applications, prenant respectivement leurs valeurs dans & et dans R, sont désignées
par le méme symbole F; le contexte permet de les distinguer.
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Si I' est régulier, tout paramétre normal s vérifie :

2
(?) = E(u(t), v(@)u(5) + 2F u(t), v(@)u (00 (1) + Glu(t), o(t) v (1)
t

que nous retiendrons sous la forme symbolique :

ds? = Edu? + 2F dudv + G dv?

b) L’orthogonalité des vecteurs w,(i € N,) tangents en M a X s’écrit, en introduisant leurs
coordonnées (&, n;) dans la base &, , :

E(u,v)€,&, + F(u, v)(§yn, + &ny) + Gu,v)nm, =0 2

— En particulier siles I'; = F oy, i € N, sont deux arcs géométriques réguliers, traces sur X
et passant par M, de représentant (I, t — F(u,(t), v;(t)) tels que le point M de I'; corresponde a
la valeur t; du paramétre, il suffit d’écrire (2) avec §; = u((t,) et n; = v(t,) pour obtenir la condition

d’orthogonalité des I'; en M, qui se retient sous la forme symbolique :

NeUS A Sk 2

E du, du, + F(du, dv, + du, dv,) + Gdv,dv, =0

— Plus généralement, en utilisant

JOp(Wy) X Dyy(w;) cos ® = Ypy(wy, W)

le lecteur obtiendra I'angle en M de deux arcs tracés sur X et passant par M.

Cas d’un représentant cartésien. — Ici :

s f

F(x,y) = 0 + xi + yj + f(x, y)k.
On calcule :

Fux,y) =i+ plx, nk;  Fyx,y) =]+ q(x yk

,I\I‘I .
ou

w)

E=1+4+p F=p3, G=1+4+¢, H=/1+p+¢
N = H (- pi — qj + k)
et : ds® = (1 + p¥)dx? + 2pgdxdy + (1 + ¢*) dy?

2° L’endomorphisme de Weingarten de X en M et de (D, F) en M (u, v). —
Dorénavant nous supposons k > 2. Les différentielles de F et de N au point
donné (u, v) de R? abréviativement notées dF et dN, sont des applications
linéaires de R? dans E, 4 valeurs dans P,,. Elles induisent donc des applications
linéaires de R? dans P,;, que nous noterons DF et DN; dF étant de rang 2,

DF est un isomorphisme et nous disposons de 'endomorphisme
= — DN (DF)™!
de P, (le signe — est introduit pour la commodité des calculs qui vont suivre);
h est défini par :
[h(F.(u, v)) = — N, v)] A [R(Fy(u, v)) = — Ny(4, v)].
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ProposiTiON I. — L’endomorphisme /1 dépend de X et de M, mais non du
choix du représentant (D, F), ce qui autorise a le noter que h,,; on dit quelquefois
que h,, est Pendomorphisme de Weingarten de £ en M et de (D, F) en M(u, v).

Considérons un second représentant (A, G), avec G = F o0 et
0 € Diff*, (A, D), de la nappe orientée X, et associons lui I’application :
1 =G, A GJIT .Gy A G,
qui vérifie N, = N o0,
En introduisant, comme ci-dessus, DG et DN, et en utilisant :

dG =dF od® et dN, = dN odf

(oU dO est mis pour dO(A, p), avec (A, w) = 07 (y, v)), il vient :
DG = DFodd et DN, = DNodf

et donc :

DN, o(DG)"! = DN o (DF) . 0O

ProposiTioN II. — L’endomorphisme h,, est symétrique.

Les applications (F,|N) et (F,|N), de classe C*~!, de D dans R coincident

avec l'application nulle de D dans R. En écrivant qu elles ont des dérivées
ns

alla AP ~latinmt PAsclith Aoc amnmlinatimng Ae Alacee £%k—2 3. N
pcuucuca uuuca Oon UUllCllL Lopalitc ULy appilicatllldy Ul Clddst o uc v

dans R :

(F".IN) et — (F,IN;), qui seront notées L;
(Fu,IN), — (F,N;) et — (F,IN.), qui seront notées M ;
(F7,IN) et — (F,IN,) qui seront notées N.
Pour tous w;, = &,F,(u, v) + N,F,(u,v), ie N,, (w,|hy(w,)) s’écrit :
— (€1Fu(u, v) + N1 F (1, 0)|E, N, (y, v) + NN, (1, v))

L(u, v)§,8, + M(u, v)(§,n, + &E,My) + Ny, v)nyM,
On en déduit :

w ) M
J -
La proposition II justifie :

DErFINITION. — La forme quadratique sur P,, ¥,, dont la forme polaire Y,
s’écrit :
Var(Wy, W) = (W, | p(W,)) (3)

est dite seconde forme fondamentale de = en M et de (D, F) en M(u, v) (elle ne
dépend pas du choix du représentant de X).
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Deux vecteurs \/,,-orthogonaux de P,, sont dits conjugués ; deux droites de
P, dirigées par des vecteurs conjugués sont dites conjuguées.

Dans la base #,,, la forme quadratique ¥, s’écrit :
W (F.(u, v) du + F.(u, v) dv) = L(u, v) du* + 2M(u, v) du dv + N(u, v) dv’.
Le second membre de I’égalité précédente s’écrivant :
— (F,(u, v) du + F(u, v) dv|N,(u, v) du + N, (u, v) dv)

il est commode de retenir ’expression : Y, = — (dm|dN).

REMARQUES. — a) En introduisant les fonctions produits mixtes :
D=[F,F,F,, D=[E,F,F) D =[F.F.Fl
on constate :
L = D/H, M = D'/H, N = D"/H.

b) Si, en gardant le méme espace affine sous-jacent, nous changeons la structure euclidienne
orientée de &, alors tous les produits mixtes sont multipliés par un méme réel non nul (vérification
laissée au lecteur), et donc (bien que H change) W), est remplacée par une forme proportionnelle.
Pour w (resp. (w,, w,)) donné, la nullit¢ de Wy, (w) (resp. Vs (w,, w,)) ne dépend donc que de la
structure affine sous-jacente. La conjugaison est donc une propriété affine. Nous reprendrons cette
remarque au 4.1.3, 1°.

Cas d’un r 1° in fine :

Fl.(x,y) =r(x, pk;  Fy(x,p) = s(x, y)k;
Flu(x, y) = t(x, y)k.
On en déduit :
L=rH; M=s/H: N=t/H,
et :
rdx? + 2sdxdy + tdy2.
\/1 + p® + q°

Application. — Pour étudier l'intersection du support & commun a (D, F)
et a Z et du plan tangent 2,, on peut (quitte a remplacer  par une sous-nappe)
supposer que I'on se trouve dans le cas d’une représentation cartésienne. En
comparant ¥,, a la forme quadratique (§, n) > r&% + 2sEn + tn? qui est
intervenue dans la discussion du 3,1.3, 2°, il vient :

THEOREME. — Le point M de X (resp. le point M (u, v) de (D, F)) est elliptique
(disposition en ballon) si, et seulement si la seconde forme quadratique fondamen-
tale en M, ¥,,, est définie; il est hyperbolique (disposition en col) si, et seulement
si W,, est non dégénérée et non définie; il est parabolique si, et seulement si ‘¥,
est dégénérée.
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Dans les deux derniers cas, ¥,, admet des vecteurs isotropes non nuls; les
droites de Py, qu'’ils dirigent sont dites directions asymptotiques de T en M (resp.
de (D, F) en M(u, v)); dans le cas hyperbolique on reconnait les directions des
tangentes en M aux deux arcs dont la réunion des supports constitue
Py N supp .

3° Orthogonalisation de ¥,, dans Uespace euclidien (P, ©,,); directions
principales de ~ en M et de (D, F) en M(u,v). — D’apres 11.2.2.2, 1°,
endomorphisme symétrique h;, de P,; admet deux valeurs propres (réelles) G,
et o,, distinctes ou confondues, et il existe une base de P, a la fois
@p-orthogonale et {,,-orthogonale (i.e. formée de vecteurs unitaires a la fois
orthogonaux et conjugués); diag (o,, o,) représente a la fois h,, et ¥,, dans
cette base, qui est formée de vecteurs propres de hM

amsanca et Y )N e o neree o ~em Azenle nae D

Reprenant (D, F), nous avons donc a chercher les (o, wye R x P\ {0} tels
que h,,(w) = ow, ce qui s’écrit (vérification immédiate) :

vyw e P, (W]hy(w) — ow) =0

ou encore, en introduisant les coordonnées (&, n) et (£, ') de w et w' dans la
base #,, (et en écrivant abréviativement L pour L(u,v), ...):

VE,n)eR* (L - cEEE +(M —oF)En' + &n) + (N —oGnn' =0

ou enfin :

Fay

(L —cE)f +(M —cFm =0

{(M — oF)§ + (N — oG)n =
Ce systeme fournit des (&, n) # (0, 0) si, et seulement si ¢ est racine de
I'équation du second degré :

L — ocE M—cF_
M —6F N —oG|

(4)
qui s’écrit :
(EG — F*)6? — (GL + EN — 2FM)6 + (LN — M¥) =0
Les valeurs propres o, et ¢, de h,, sont les racines (nécessairement réelles)
de (4). Elles dépendent de X, de M, mais non du représentant (D, F); il en est de

méme de 6, + O, et 0,0,, respectivement €gaux a tr h,, et det h,, que nous
retrouverons au 4.1.2, 3°. Retenons :

GL + EN — 2FM LN — M?
5(0'1 + 0,) = YT 610, =——F73 — |
REMARQUE. — On retrouve (4) en écrivant que la forme quadratique ¥, — o®,, est

dégénérée.



190 METRIQUE DES NAPPES ET DES SURFACES 4.1.1

CAs GENERAL : 0, # 0,. — A chaque o, correspond une droite de
vecteurs propres de hy,, dirigée par 'un quelconque des vecteurs non nuls
donnés par les équations (nécessairement compatibles) :

(T — ~FE\E 1 (AL —~
i\ G, L) T (v — O

Vo —
i it)

m
" =V

A(M=oF)E+(N-oGn=0 (6

Les deux droites de P, ainsi obtenues, caractérisées par le fait qu’elles sont
orthogonales et conjuguées, sont dites directions principales. Elles constituent la
gerbe dont une équation s’obtient en éliminant o; entre les équations (6) ce qui
donne :

L& + Mn EE+ Fn| _ 0
ME + Nn FE + Gn
ie.

(FL — EM)£? + (GL — EN)én + (GM — FN)n2 =0 ()

CAs OU 0, ET 0, ONT UNE VALEUR COMMUNE G. — C’est le cas ou on peut
représenter hy et ¥y, par une matrice de la forme ol,, i.e. le cas ou il existe
ceR trl que ¥y = o®,, égalité qui s’écrit :

(L=0E) A(M =0oF) A (N =0cG)

Toute droite de P,, est alors droite de vecteurs propres de h,, et peut étre
considérée comme direction principale de £ en M (resp. de (D, F) en M(u, v)).
On dit que M est un ombilic de X (resp. de (D, F)).

REMARQUE. — Pour que M soit ombilic, il faut et il suffit qu’il existe o € R tel que F, et F, (et
donc tout vecteur de P),) soit vecteur propre de hy,, associé a la valeur propre &, ce qui, compte
tenu de hy(F,)) = — N et hy(F,) = — N,, s’écrit :

(N,(u,v) = — oF,(u, v)) A (N,(u,v) = — oF(u, v))

Cas d’une représentation cartésienne. — Ici .

E=1+4+p> F=ps, G=1+4¢, H=.,1+p+¢q
L =r/H, M = s/H, N =1t/H

Retenons :
1 (L +¢)r + (1 + p)t — 2pgs
5(0-1 + 02) - 2(1 + p2 + q2}3/2

rt — s? ®
g0, =
P+t 4
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Au 4.1.2 nous dirons que o, &, est la courbure totale de T en M (resp. de
(D, F) en M(u, v)). D’ou :

CoNSEQUENCE. — Seion que le point M (resp. M(u, v)) est eiliptique,
hyperbolique ou parabolique, la courbure totale en M (resp. M(u, v)) est
strictement positive, strictement négative ou nulle,

EXERCICE. — Montrer qu'une C*-nappe T dont tous les points sont des ombilics (k = 3) a un
support & inclus dans une sphére ou dans un plan.

X étant représentée par (D, F), il existe une application o : D —» R telle que :
(N, = — oF,) A (N, = — oF))

Comme F, ne prend pas la valeur 0, o est de classe C*~ %, et donc C'. En égalant deux expressions

il vient - & F' — ' F' ce ani (F' F') Atnnt

ithra danne « &~ — N at '
UC 1Ny, 1 ViKdle . UGr Uy, LU {ui, (', 17, Cwall Ui

y WUl . Uu - v vt v

1
Ainsi ¢ est une application de I'ouvert connexe D dans R admettant une différentielle nulle en
tout point de D; elle est donc constante.

— Si o # 0, on constate que I'application F + ¢~ !N de D dans £ est constante. O désignant
sa valeur, & est inclus dans la sphére (O, |c™}|).

— Si o = 0, I'application N est constante. En désignant par N, sa valeur et par O un point

=N
= u

fixe, on vérifie que I'application (u,v) — (NoJOF (4, v)) de D dans R est constante, ce qui entraine
que & est inclus dans un plan orthogonal & N,

4.1.2. Courbure normale; courbure géodésique;
torsion géodésique

Dans ce paragraphe nous considérons la C*-nappe X, orientée et réguliére
et un CP-arc géométrique I' orienté et régulier tracé sur X (2 < p < k).

Nous allons définir des éléments géometriques de T, relativement a Z, au
point M de T identifié a un point de Z.

1° Repére de Darboux-Ribeaucour. — A tout point M de I', nous associons
son image m,,, ainsi que :

— le vecteur unitaire t,, de la tangente orientée en M arl';

— le vecteur unitaire n,, de la normale orientée en M a X;

— le vecteur g, = Ny A T, unitaire de la normale géodésique orientée en
M a T (ie. normale en M a T incluse dans le plan tangent en M a X).

Nous dirons que le repére orthonormal (m,,; Ty, g, D) €St le repére de
Darboux-Ribaucour de I" en M.

2° Formules de Darboux. — On utilise un représentant normal (J, h) de I’
et on note : my, = h(s), Ty, = Us), Ny = n(s); gy = g(s). L’application T = A’
est de classe CP™ 1.
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En introduisant un représentant (D, F) de £ on constate que I'on peut
écrire h(s) sous la forme F(u(s), v(s)) et que n(s) = N(u(s), v(s)), ce qui montre
que les applications n et g sont de classe C?~ 1,

En dérivant les applications constantes de J dans R :

I, gl Imfl%, (glm), 7, (%8

le lecteur vérifiera (') que, pour tout se€J, la matrice A(s) du systéme de

vecteurs (t'(s), g'(s), n'(s)) dans la base orthonormale (t(s), g(s), n(s)) de E est
antisymétrique. On Décrit :

0 — C(8)  — culs)
As)=|cf) 0 vl
cS) = 1,49) 0
et on dit que

® v,(s) = (8s)In'(s)) = — (n(s)|g(s))
est la torsion géodésique de T en M (relativement 2 X),
(8) = M)T'() = — ((s)in'(s))
est la courbure normale de T en M (relativement a X),

e ¢ (s) = (8OIT'(S) = — (¢(s)Ig(s)

est la courbure géodésigue de T en M (relativement a X),

ce qui se justifie par le fait que, les changements d’abscisse curviligne se faisant
par applications affines, il s’agit d’invariants (pour le couple (X, I).
— Nous disposons ainsi d’applications vy, ¢, et ¢, de J dans R, de classe

CP~2 at nane avone lee « foarmulee de Narhony » ¢
) [ Wi 11V Ao “LLyvwiio LN ) AN AVS S SSQP ¥Lve ] Wi AL UV UAAN /7

dt dg dn

E=cgg+c,,n E=—cgt—ygn — = —cT+ V8 (1)

En utilisant alors :

_p 3 du + Y dv . dn - N du LN dv
B ds " ds © ds “ds " ds
et en se référant a la définition de h,, on constate : Z—H = — hy(7) et:
S
¢ =¥u®) | v, = — Umr, 8 2)

(") Il s’agit d’'une propriété générale des « repéres mobiles orthonormaux ».
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REMARQUES. — a) En un point non bi-régulier de T, la courbure normale et la courbure
géodésique sont nulles.

Résulte de la premiére formule (1), avec t'(s) = O.

b) Si on remplace I' par I'arc orienté opposé (sans toucher a X), les applications t, g, n sont

dr dg dn dt dg dn
— sont changées en —, —, — — et donc
" ds’ ds ds’ ds’ ds

(d’aprés (1)), les applications ¢, c,, Y, sont changées en c,, — ¢y Yq (POUr ¢, €t ¥, On le retrouve par

(2))-

changées en — 1, — g,

A Qi A aeaal]
¢) I1 vill 1eilupi

~. T e
acc L pe
changées en T, — g, —n,

d) Si on change l'orientation de &, alors t, g, n sont changées en t, g, — n, et donc c,, Cp Vg
sont changées en — ¢, ¢, — v,

Interprétation de c, c, et y, — Nous conservons I'hypothése
2 < p < k, qui implique I'existence de la courbure ¢ de T, et nous supposons
en outre que I' est bi-réegulier. Nous disposons ainsi du triédre de Frenet
F =(m;t,v,P); Tt est de classe CP™!; v, B, ¢ sont de classe CP~2.

L’application n étant de classe CP™ 7, nous constatons, en utilisant le
N
AN
B Pe \
\ .
8 v
AN 5 R
m g
L4
€
FiG. 52.

théoréme du relévement du 1.4.1, 2°, qu’il existe une application 0 : J — R, de
classe C?~2, unique modulo 2x, telle que :

= vcos 0 + Bsin 6, et donc : g=vsinh — BcosHO

(Pour s donné, 6(s) est une détermination de la mesure d’angle (v(s), n(s)), dans
le plan normal orienté par 1(s) qui lui est orthogonal).
En utilisant la premiére formule de Frenet, on obtient :
dt .
Frl cv = c(gsin O + ncos 0)
S

ce qui fournit, par comparaison avec (1) :

¢, =ccosb ¢, =csinf (3)
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REMARQUE. — Ces relations restent vraies si I’ admet des points non bi-réguliers car en 'un
de ces points on a :

— Si nous renforgons ’hypothése en supposant que 3 < p < ketque I’
est bi-régulier, nous disposons de la torsion y de T, de classe C?~3, 0 est
dérivable et, en utilisant encore les formules de Frenet, nous obtenons :

dg , ( d9>
— = —csinft—|y——n

ds ds
D’ou
do @
Yo =Y —
I ds
* Interprétation cinématique de c,, c, et Y, — Sous ces hypothéses restrictives, # désignant

un repere fixe de & et I'abscisse curviligne étant le temps, le mouvement résultant 2|# du repére de
Darboux s’obtient en composant le mouvement d’entrainement #|# du repére de Frenet, dans
lequel le vecteur rotation instantanée est — yt + cP, et le mouvement relatif 2|#, de vecteur

dé . . :
rotation instantanée t-—. Le vecteur rotation instantanée de 2|# s'écrit donc (calcul aisé) :
ds

— YT —C.8 + c

3°Etude locale d’une surface.— M désigne ici un point donné de la C*-
nappe géométrique orientée et réguliere X (k = 2). Par «arc T » nous
entendons un CP-arc géométrique orienté et régulier tracé sur X et passant par M
(2 < p < k). Nous reprenons les notations du 4.2.1, et, pour chaque arc T,
celles du 4.2.2 a cela prés que — par abus de langage — la mé€me notation
désignera une application définie sur D (resp. J) et la valeur qu’elle prend au
parameétre (4, v) de M (resp. au paramétre s de M). Nous allons exploiter les
formules :

& =Yu?r), v,=—V¥ur, 8 (5)

e CAS PARTICULIER : M est un ombilic de Z. C’est qu’il existe ¢ € R tel que
¥, = o®,. On déduit de (5) que tous les arcs I" admettent en M une courbure
normale commune G et une torsion géodésique nulle.

o CAS GENERAL : M n’est pas un ombilic de Z. Nous avons vu que X admet
en M deux directions principales qui sont orthogonales. Soit (m; I, J, n) un
repére orthonormal direct de & choisi de fagon que I et J dirigent ces
directions principales.
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Pour un arc I" donné, ¢ désigne 'angle de la rotation d’axe (m; n) qui
permet de passer de ce repére au repére de Darboux en M ; en d’autres termes
on a, pour cet arc I' et au point M :

-~

N P T ol ¢ o — T o T ~nQ (n
T=1C08¢P + J 8N P, g= —18Siip + oCO8 P.

Comme h,(I) = o,1 et hy(J) = 6,J, ou G, et ¢, sont les valeurs propres de
h, associées aux vecteurs propres I et J, on déduit de (5) :

e ;n‘.r‘nczm 4
A d W b d

Cn 105 9 7 O

cin? m ny
WAL

1 v ) QIn o CO8 N
L ) ig “US

Yy —_ "
i ey J AT v

I
-
p—

N
S’

Notons que ces formules restent valables si M est un ombilic
(0, = 0, = 0) a condition de désigner par (I,J) une base orthonormale
directe de P,,.

e De (6) on déduit immédiatement les trois théorémes suivants, qui
constituent I'essentiel des propriétés locales des nappes. Les notations sont
celles du début du présent 3°, £ étant donnée une fois pour toutes.

— THEoREME I ET DEFINITION. — La courbure normale c, et la torsion
géodésique y, d’un arc I en M ne dépendent que de M et de Ia tangente en M a
I'. A deux arcs I" dont les tangentes en M sont orthogonales correspondent :

— des courbures normales en M dont la demi-somme
1/2.(c, + ©,) = 1/2.tr hy, ne dépend que de M et est dite courbure moyenne
de £ en M;

— des torsions géodésiques en M opposées.

Retenons qu’a toute tangente en M a X sont attachées une courbure
normale et une torsion géodésique.

Trrenntra IT
— 1RnCcUKCMVE 11

en M sont les valeurs propres o, et 02 de Pendomorphisme 4,, ; ils correspondent
a ceux des arcs I dont la tangente en M est dirigée par une direction principale ;
on les appelle courbures principales de * en M ; leur produit 5,0, = det h,, est
dit courbure totale de I en M.

Pour le calcul de la courbure moyenne et de la courbure totale, voir
4.1.1, 3°.

THEOREME III. — La torsion géodésique d’u

un arc
seulement si la tangente en M a T est dirigée par une t_lirectig

e Voici quelques compléments aux théorémes I et II :

a) Interprétation géométrique de la courbure normale. — Soient & Une tangente en M a I, et
9z le « plan normal » défini par @ et la normale .47y, Nous savons (remarque de 3.1.3, 2°) que (en
remplagant €ventuellement £ par une sous-nappe), nous pouvons considérer 2; N supp £ comme
le support d’'un C*-arc plongé orienté I'z (deux arcs opposés sont possibles). En M nous avons,
pour I'z : 6 = 0 (mod. ), et donc : |c,| = c. D’ou

PROPOSITION I. — La courbure normale associée 4 une tangente en M a Z, &, a pour valeur
absolue la courbure en M de la «section normale » par le plan normal en M qui contient @.
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b) Cercle de Meusnier. — Parmi les « arcs I" », nous ne retenons ici que ceux pour lesquels M
est bi-régulier (¢ # 0) et de courbure normale non nulle, ce qui implique cos 8 # 0. Nous
disposons ainsi du centre de courbure en M a I' :

cos 0

n — m _L W — M L
Yy =im T Y — i T

L Y]
V.

oo

Cn

Nous constatons (cf. fig. 54 ci-dessus) que p est la projection orthogonale sur le plan

osculateur (m; t, v) du point m + — n, qui, comme c,, ne dépend que de M et de la tangente en M,
n
@ ; on le note pz; cest le centre de courbure en M de la « section normale » I'; considérée ci-

dessus; il est dit centre de courbure normal associé a M et 4 @ ; lorsque la direction de & est
principale, on parle de centre de courbure principal. On peut énoncer :

PROPOSITION II. — Le centre de courbure en M a P'arc I' (bi-régulier et & courbure normale non
nulle en M) ne dépend que de M et du plan osculateur en M. Tous les centres de courbure en M de
ceux des arcs I" considérés qui admettent une tangente en M donnée & appartiennent a un cercle
centré sur la normale en M a X, passant par m et dont le plan est orthogonal & & (cercle de
Meusnier).

¢) Surfaces minima. — 11 s’agit des nappes dont la courbure moyenne est nulle en tout point
(* parmi les nappes dont le support est limité par celui d’'un arc fermé simple donné, les surfaces
minima sont celles qui réalisent le minimum de l'aire ,). Elles jouent un réle important en
Physique.

4°Pratique du calcul de c, et de y,— Nous considérons ici un CP-arc
géométrique I' orienté et régulier (2 < p < k) tracé sur X, défini par un
représentant quelconque (I,t +— F(u(t), v(t)). Nous allons calculer la
courbure normale (c,) €t 1a torsion géodesique (y,), de I" au point M identifié
au point de £ dont un représentant est (D, F, (u(t), v(t)).

Soit w = EF, + nF,, avec
(€ M) = Mu'(2), v'(2))

ou A € R* est arbitrairement choisi, un vecteur directeur de la tangente en M a

PP IR | o eamn ~h 1 bR

I'; pour vecteur directeur de la normale géodésique en M a I" nous pouvons
adopter (*) w, = &, F, + n, F, non nul, tel que (4.1.1, 2°) :
EEE, + F(En, + &m) + Gnn,; =0
et, par exemple :
w, = — (F§ + Gn)F, + (E¢ + Fn)F,.
Ainsi :

w AW, =(EE? + 2FEn + Gn?)F, A F, = ||w||?HN.

(*) Les notations F}, F,, N, E, F, G, H désignent dans ce calcul les valeurs prises au
point (u(t), v(t)) par les fonctions correspondantes.
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Il en résulte que, en changeant éventuellement I'orientation (ce qui n’altére
w W,

ni ¢, ni y,) nous pouvons adopter: T, =—, = . En utili-
‘ P PR T i B T Hwi
sant (5), il en résulte :
1
C, —— W, (W); = — — W, W,),
(Cn)nt e m(W) (Yg)M H w2 Var(W, W)
avec :
Hw!l2 — F£2 1 YPFEn 1L 2
IW)|© = £¢7 T 206 + UNT,
W(w) = LE? + 2MEN + Nn?;
V(w, w,) = — LE(FE + Gn) + M(E(EE + Fn) — n(FE + Gn))
+ Nn(EE + Fm)
Reste a remplacer (g, r‘]) par A(u'(t), v'(¢)), ou, en utilisant la notation
différentielle, par (du d v). On obtient :
L du? + 2M du dv + N dv?
(Ca)u = 3 3 (7)
E du®+2F dudv + G dv
(Y = _i(EM—FL)du"‘—i—(EN—GL)dudv-&—(FN—GM)dv2 8
Yom = " E du® + 2F du dv + G dv? )
a A o | PRl S Iy

¢ A partir de la C*-nappe paramétrée (D, F) et du CP-arc paramétré
(I, t = F(u, (t), v(t)) tracé sur (D, F) les seconds membres de (7) et (8) (dans
lesquels du = u'(¢) et dv = v/(¢)) fournissent, par définition, la courbure normale

et la torsion géodésique de U'arc, relativement a la nappe, au point de paramétre t.

4.1.3. Arcs remarquables d’'une nappe donnée

$ I oc nroorammes doc P. menti
FaLWs y U WML I Wwoew AV § FreLC reL b rer I r T

courbes d’une surface satisfaisant a une condition dif-
ferentielle.

De ce point de vue, le lecteur pourra étudier les asymp-
totiques, les lignes de courbure et les géodésiques d'une
nappe en utilisant respectivement les conditions 1ii), 1ii)
et ii) des définitions qui vont suivre, et ceci sans utiliser
4.1.1 et 4.1.2. Il en ira de méme au 4.1.4 pour les
loxodromies d'une nappe de révolution.

On pourra raisonner sur des nappes parametrées.

?

GV aV VNV N a2 a ava’s

avavav%l

T est la Ck-nappe géométrique orientée et réguliere de &, (k = 2),
considérée jusqu’ici (cf. notations générales). Déterminer un arc I' tracé sur &,
c’est trouver deux fonctions u et v d’une variable ¢, ’'arc admettant alors une



198 METRIQUE DES NAPPES ET DES SURFACES 413

paramétrisation de la forme (I,t — F(u(t), v(t)). La notation différentielle
permet de ne pas préciser a priori le paramétre t; on pourra étre conduit
adopter t =

1° Asymptotiques. — DEFiNiTION. On appelle asymptotique de X tout C*-
arc régulier I' tracé sur Z, vérifiant les trois assertions suivantes, qui sont

équivalentes :
i) La courbure normale c, est nulle en tout point de I';

ii) En tout point de I, la direction de la tangente & I" est direction

asymptotique de X (i.e. tout vecteur tangent est isotrope pour la seconde forme
fondamentale) ;

iii) En tout point bi-régulier de I', le plan osculateur a I" est confondu avec
le plan tangent a X,

— L’équivalence des assertions i) et ii) tient & ce que, en utilisant un
représentant normal de I'arc orienté, I'une et l'autre s’écrit :

VseJ  Wyt(s) =0 1)

— L’équivalence de i) et iii) tient & ce qu ’en tout point non birégulier d'un
arc tracé sur £ on a c,(s) = 0, et & ce qu’en un point birégulier la nullité de

c,(s) équivaut (d’aprés ¢, = ccos 0) & celle de cos 6(s). O
REMARQUES. — a) La notion d'asymptotiques d'une nappe géométrique est {d’aprés iii)) une

notion affine. Cela résulte de la propriété qui a fait I'objet de la remarque b) du 4.1.1, 2°.

b) Tout C2?-arc régulier tracé sur T dont le support est une droite est une asymptotique de Z.
On en déduit que les génératrices rectilignes d’une nappe réglée en sont des asymptotiques.

¢) Sur un arc bi-régulier d’'une asymptotique on a

v do dé 0
=Y —— avec — =
o =7 ds ds

et donc ;

Y =7v, = (6, — ©,)sin @ cos ©.
Comme ¢, = 0 s%écrit : 6, cos? ¢ + o,sin? @ = 0, il vient en éliminant @ :

v = - 0,0, (formule d’Enneper).

® Recherche des asymptotiques. — PropPosiTION I. — L’arc géométrique
représenté par (I,t — F(u(t), v(t)), ol (u, v) est une application de classe C*
d’un intervalle I de R dans R? 2 valeurs dans D, telle que («, v') ne prenne pas la
valeur (0, 0) est une asymptotique de Z si, et seulement si (1, v) vérifie « 'équation
différentielle » :

qui s’écrit :

Ldu?* + 2M dudv + Ndv? =0 (2)
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La condition (1) s’écrit en effet :
Viel W (dm (t))—
M\ dt B

m:t —> F(u(t), v(t))

en notant :

et donc :

dn vt FLu(®), o(@)u' () + F(u(), o()v' (). O

dt
REMARQUES. — a) On constate que (2) s’écrit : (dm|dn) = 0.

b) Le lecteur vérifiera que, plus généralement, (2) s’écrit : (dm|dN) = 0, ou N : I — E\{0} est
choisie arbitrairement sous réserve qu'elle soit de classe C*~! et vérifie N A n= 0.

Cas d’un représentant cartésien. — Ici (2) s'écrit :

rdx? + 2sdxdy + tdy? = 0.

ProrosiTION II. — Par un point elliptique de X ne passe aucune
asymptotique. Par un point hyperbolique M de X passent exactement deux

asymptotiques, dont les directions des tangentes en M sont les directions
asymptotiques de = en M ; elles sont de classe C !,

Compte tenu de la proposition précédente, il s’agit d’'une conséquence
d’un théoréme qui sera démontré ci-dessous (cf. 3°). En premiére lecture, on

pourra admettre cette proposition.

EXEMPLE 1. — Hélicoide droit. — T est la C®-nappe représentée par (RZ%, F) avec :

F(u,v) = O + avcosui + avsinuj + buk,
(a, b)e R% x R*.

C’est une nappe conoide droit d’axe 0 + Rk dont les génératrices rectilignes sont ies G, et dont
les directrices sont les C, (hélices circulaires d’axe O + Rk admettant les G, pour normales

principales); les unes et autre sont de classe C*.
2

b
On calcule aisément : Wy (F, du + F, dv) = 2%du do.

On en déduit que les (G),.p et les (C,),cg Sont des familles d’asymptotiques. D’aprés la

WUeER

proposition I, il n’existe pas d’autre asymptotique.

EXEMPLE II. — Nappe doublement réglée (de classe C*, k > 3). — Les génératrices rectilignes
sont les seules asymptotiques.

Y0 Y ioeno A o TY L v ITION Nher amvnlla g Aa » 9y ' ur dn §
& LAENEY Ut LUM"U“"U — LDJEFINITION. — Uil appeiiv ly ne ae courovu uv o

ﬂ;

tout C2-arc régulier I tracé sur X, vérifiant les trois assertions suivantes qui sont
équivalentes :

i) La torsion géodésique vy, est nulle en tout point de I';
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ii) En tout point de I', la direction de la tangente a I est direction principale
de X;

iii) La nappe réglée dont les génératrices sont les normales & X en tous les
poinits de I' est développable.

L’équivalence des trois assertions tient & ce que, en utilisant un
représentant normal de I’arc orienté, chacune d’elle s’écrit :

dn
(g'—\ est Uapplication nulle de J dans R.
\ |ds/

— Pour i), cela résulte de la définition méme de v,
— ii) signifie qu’en tout point de I les directions Rt(s) et Rg(s) sont

d
conjuguées, ce qui s’écrit : (hy,(t(s))g(s)) = 0. Or hy(t) = — an
S

— iii) signifie que la C*~!'-nappe géométrique X représentée par :

J xR, (s,A) > F(u(s), v(s)) + An(s)) (3)

REMARQUES. — a) D’aprés les formules de Darboux, i) s’écrit :
dn 4
— = -1
s . 4)

En utilisant un représentant quelconque, on en déduit que (I, m), avec m(t) = F(u(t), v(t))
représente une ligne de courbure si, et seulement s’il existe une application p : I — R vérifiant :

dn dm ) i ) )
@ + pa = 0, ce qui se retient sous la forme différentielle :

dn + pdm =0 (formule d’Olinde Rodrigues).

b) Sur une ligne de courbure I', la courbure normale ¢, est (théoréme II du 4.1.2, 3°) une
courbure principale. Nous nous limitons au cas ou, sur I', ¢, ne prend pas la valeur0, ce qui
permet d’introduire R = 1/c, et p = m + Rn, (p(s) est un centre de courbure principal a I' au
point de paramétre s de I'; on le suit par continuité). L’arc géométrique yr dont un représentant

(non normal) est (J,s > p(s)) est tracé sur la nappe Z (représentée par (3)). On calcule (en
utilisant (4)) :

dp dm dn dR dR
— =—+R—+—n=—n
ds ds ds ds ds

Cette formule (ou, dans le cas = 0, celle que donnerait une dérivation m-iéme pour m assez

as
grand) montre qu’en général I'arc Y admet pour tangente au point de paramétre s la génératrice
rectiligne ¥4 de la nappe Z. Retenons que, pour toute ligne de courbure I, le support de larc yr est
en général Tenveloppe de la famille des génératrices rectilignes de la nappe développable Zr, i.e.
Paréte de rebroussement de Xr.
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Ce résultat est utilisé en optique géométrique, dans I’étude des caustiques.

¢) THEOREME DE JOACHIMSTAL. — Soient X, et £, deux nappes géométriques dont les
supports &, et &, se coupent a angle constant non nul (en des points M, et M, d’image
commune, 2y et 2, font un angle donné). On sait que (quitte a utiliser des sous-nappes)
&£, N &, est le support d’un arc géométrique I'. On suppose que I est ligne de courbure de I, ;
on va montrer que I' est ligne de courbure de Z,. Ceci résulte (avec des notations évidentes) de :

s = [y — ‘L"z) _ ( _ d_92> _ 496. = 8)
(Yoh = (V)2 = <7 pp "% )T T 4 O
® Recherche des lignes de courbure. — Prorosition I. — L’arc

géométrique représenté par (I, t —> F(u(z), v(t)), ou (u, v) est une application de
classe C? d’un intervalle I de R dans R? & valeurs dans D, telle que (i, v') ne
prenne pas la valeur (0, 0), est une ligne de courbure de Z si, et seulement si (1, v)

vorifie P« danatinn différenticlle y ¢
VWil AARY A N \«\luullvll MELAAWA WARLEWAANY (4N

L. du + Mdv Edu + Fdv _ 0 o)
Mdu+ Ndv Fdu + Gdo|

Simple conséquence de I'expression de y, trouvée au 4.1.2, in fine. O

REMARQUES. — a) Dans la proposition 1, on peut sous les mémes hypothéses, remplacer (5) par :
[dm,N,dN] =0

ou m(t) = F(u(t), v(t)), et ou N : I — E\{0O} est choisie arbitrairement sous réserve qu’elle soit de
classe C*~' et vérifie N A n = 0.

dn) - [ dn] . -
— ) =0 sécrit : [t,m,— | =
ds © B0 ds

b) Cas d’un représentant cartésien. — On utilise la remarque a), avec :

Résulte de ce que (g

N OF OF _ . .
= ——A—=7pi+g -k
o oy Mt

Les lignes de courbure sont données par I'« équation différentielle » :

dx p rdx + sdy
dy q sdx +tdy| = 0.
pdx + gdy -1 0

ProrosITION II. — Par tout point M de X autre qu'un ombilic passent
exactement deux lignes de courbure, dont les directions des tangentes en M sont
les directions principales de £ en M ; elles sont de classe C* 1.

Ici encore on applique le théoréme du 3°(cf. ci-dessous). O

REMARQUE. — Par tout point hyperbolique de £ passent deux lignes de courbure et deux
asymptotiques. Les tangentes aux premiéres (dont les directions sont principales) sont les
bissectrices des tangentes aux secondes (dont les directions sont asymptotiques), ainsi que cela
résulte des formules (6) du 4.1.2, 3°, avec y, = 0 dans un cas et ¢, = 0 dans lautre.
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EXEMPLE. — Nappe d’ Enneper.

Il s’agit de la C®-nappe géométrique orientée I représentée par (R2?, F), avec :

Fluv) =0 + (u + w? = w*/3i + (v + v?v — v*/3)j + (W - vI)k

On calcule :
1 + v? — u? 2uv - 2u 2v 2u
F.| 2uv F |1+ u? -2 F'y 20 F |2u Fr| =20
2u - 2 2 0 -2
D’ou :

E=(0+u*+vH)?, F=0; G=( + u* + v?)?,

N=(+u>+v3)"! (=2ui+20j+ (1 —u*-1vY)k);

L =2; M=0; N= -2

La nappe est réguliére. Les formes quadratiques fondamentales s’écrivent :

®(F, du + F,dv) = (1 + u* + v})? (du? + dv?)
W(F,du + F,dv) = 2 (du® — dv?).

— On calcule aisément la courbure moyenne, qui est nulle (il s’agit d’une surface minima), et
la courbure totale — 4/(1 + u® + v?)*. Tous les points sont hyperboliques.

— Comme dans chaque cas ou F = M = 0, les lignes de courbure sont données par
dudv = 0, et il s’agit des courbes coordonnées. Elles sont planes; les plans de I', et de C,

admettent les équations respectives :
X+uz=u+233;, y—-—vz=v+ 233
— Les asymptotiques, données par du? — dv? = 0 sont représentées par les :
o; = (R, F(u,u + 1)) etles ¢, =(R F(u, —u+p)

Il s’agit d’hélices. Vérifions le pour ;. La binormale 4 o, au point de paramétre u est la normale a
¥ au point de paramétre (4, u + A); elle est désignée par N(u, u + A) et on constate qu'elle fait un
P can oo deze o PPN SN

angle fixe avec la direction R(i + j — Ak}, ce que montre I'égalite :
(N, u + Ml + j — Ak) = A
On conclut par 2.3.2, 3° ¢).

3° Etude d’une « équation différentielle»», — Au 1° et au 2° nous avons rencontré des
« équations différentielles » du type :

Adu? + 2Bdudv + Cdv®> =0 (6)

o

ou 4, B, C sont des applications de classe C™, m > 1, d’'un domaine D de R? (au 1
avons m = k — 2, avec k = 3).

Intégrer I’équation (6) c’est, par définition, rechercher les applications (¢, ) : I — R2, ou I est
un intervalle de R, de classe C! et a valeurs dans D, telles que (¢, ¥’) ne prenne pas la valeur (0, 0)
et que, pour touttel:

et au 2°, nous

(Y L Clenl) wirld 2y = 0 (7
\LT A ALY/ \*); v v \7J

On constate que si (@, ¥) : I — R? est une solution, alors pour tout C!-difféomorphisme de
laforme 8:J —» I, (¢ o8,y 08) : J - R? est aussi une solution, et (I, (¢, ¥)) et (J, (¢ 6, Y o 6))
représentent un méme arc géométrique. Il s’agit donc de rechercher les arcs géométriques réguliers
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y de R, a support inclus dans D vérifiant la condition : en chaque point de y d’image (u, v) la
tangente & y a pour direction I'une des droites du faisceau d’équation :

A(u, v)U? + 2B(u, )UV + C(u, ) V2 = 0

Ces arcs sont dits courbes intégrales de (6); I'un d’eux sera dit courbe intégraie maximale s’il n’est
sous-arc au sens strict d’aucune autre courbe intégrale.

En fait nous nous limiterons a une étude locale, au voisinage d’un point y, = (u,, v,) de D, i.e.
nous ne rechercherons que les sous-arcs des courbes intégrales de (6) inclus dans un voisinage
ouvert, convenablement choisi de p, Nous utiliserons le fait que, si une fonction numérique
continue prend une valeur non nulle au point p,, il existe un voisinage ouvert de p, sur lequel elle
conserve un signe fixe (non nul).

L’application B> — AC de D dans R, de classe C™, sera notée A.

1°F CAs : A(py) < 0. — Daprés (7), aucune courbe intégrale de (6) ne passe par p,.
2°Cas: A(yy) = 0. — Nous ne traiterons pas ce cas, qui est délicat.

3° Cas: Dans toute la suite, nous supposons A(p,) > 0.

LeMME L — Si A(p,) > 0, alors il existe un voisinage ouvert U de p,, inclus dans D, sur lequel
I'équation (6) prend la forme :

(A, du + B, dv)(A,du + B,dv) = 0 (8)
ol A,, B,, A,, B, sont des applications de U dans R, de classe C™, telles que A,B, — 4,B, > 0.

— Si A(pg) # 0; on choisit U assez petit pour que A > 0 et 4 # 0 sur U; on peut alors
adopter (ainsi que le lecteur le vérifiera) :

4 1 n e

A n n /T 4 n . /A_\IA
A, =A, B, =B- /A A,=1, B, =(B + . /A)/A
On obtient :
A,B, — 4,B, = 2./A.

— Si A(pg) = 0 et C(no) # 0, on transpose du et dv dans (6).
— Si A(uy) = C(po) = 0, nécessairement B(n,) # 0, et on peut méme se ramener a
B(py) > 0.

On introduit ® = 4 + 2B + C et on constate ®(u,) > 0.
On choisit U assez petit pour que A > 0, B > 0et ® > Osur U; on peut alors adopter (ainsi
que le lecteur le vérifiera) :

A=A+ B+ /A /o; B =(B+C- A/,
A, =+ B - JAJO; B,=(B+C+. A/

On obtient :
AB, — A,B, = 2/A. O
LEMME II. — Dans les conditions du lemme 1, les courbes intégrales de (8) & support dans U
sont exactement les courbes intégrales de I'une ou l'autre des équations différentielles :
A;du + B;dv =0, ieN,. 9)

— 1l va de soi que toute courbe intégrale d’une des équations (9) est courbe intégrale de (8).
— Inversement, soit y une courbe intégrale de (8), représentée par (I, (¢, ¥)). Pour tout
ieN,; notons :

I = {t e I|4,(0(1), ¥(1) @' (1) + By(@(1), W(e)¥' (1) = O}.
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I, est image réciproque du fermé {0} de R par une application continue de I’espace topologique I
dans R: c’est donc un fermé de I. Or (I, I,) est une partition de I; en effet I = I, U I, est trivial,
d’autre part, puisque y est régulier et que 4;B, — A4;,B;>0,ona l, nl, =

Comme I est connexe, on a : (I, = &) v (I, = ). O

e Etudions maintenant I’équation différentielle A, du + B, dv = 0, ou A, et B, sont de
classe C™, m > 1, sur I'ouvert U contenant p, de R?, et ne prennent pas simultanément la valeur 0
(2 cause de 4,B, — A,B, > 0). Les courbes intégrales sont définies comme ci-dessus.

Supposons par exemple B,(i,) # 0. Il en résulte que (quitte a remplacer U par un ouvert plus
petit) B, ne prend pas la valeur 0 sur U. On peut ainsi adopter I'abscisse u pour paramétre sur les
courbes intégrales de A,du + B, dv =0, ce qui nous raméne a Iéquation différentielle
« ordinaire » :

dv A (u)

™ = f(u, v), ou f(u,v) = — B.()

(10)

Comme fest de classe C™, on sait, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, qu’il existe une unique
solution maximale Y : I — R de (10) vérifiant Y(ug) = vy; on vérifie aisément qu’elle est de classe

Y - s 11V L Llak AL Lol b LA4300

C™*1, Léquation A, du + B, dv =0 admet donc une courbe intégrale représentée par
(I, u — (u, y(u))), et donc régulicre et de classe C™*!. Le résultat s’étend & I'équation
A, du + B, dv. Une étude plus fine permettrait de démontrer :

THEOREME. — Pour tout point p, de D tel que A(p,) > 0, il existe un voisinage ouvert V' de p,,
inclus dans D, et exactement deux courbes intégrales maximales de I'équation différentielle (6)
étudiée sur ¥ dont le support passe par pu,; ce sont des arcs de classe C™*1.

3° Géodésiques. — DEFINITION. — On appelle géodésique de T tout C2-arc
régulier T' tracé sur X, vérifiant les trois assertions suivantes qui sont
équivalentes :

i) La courbure géodésique c, est nulle en tout point de I';

ii) En tout point bi-régulier de I', le plan osculateur a I" contient la normale
azx;

LA EAY k i) s . ® dt o b 3 |

iii) L’application n A — est nuiie.

s

— DL’équivalence de i) et ii) tient & ce qu’en un point régulier mais non bi-
régulier d’'un arc tracé sur X on a c,(s) = 0, et a ce qu’en un point bi-régulier la
nullit¢ de c,(s) équivaut a celle de sin 6(s).

— L’équivalence de i) et iii) se déduit aisément de ce que, d’apres les

. , . T
formules de Darboux, 1) s’écrit 3 = ¢, ]
s

CAs PARTICULIER. — Les géodésiques d’une nappe plane en sont les droites.

Compte tenu de

( dt dt dt
n

—)=0, nA—=0 exige —=
ds) " ds Xig ds

® Recherche des géodésiques. — ProposITION I. — L’arc géométrique I
représenté par (I, m), avec m(t) = F(u(t), v(t)) o (u, v) est une application de
classe C? d’un intervalle I de R dans R? a valeurs dans D, telle que (u, v') ne

e

O
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prenne pas la valeur (0, 0), est une géodésique de X si, et seulement si (u, v) vérifie
I'équation différentielle :

205
[ dm d*m
No_
L

5 1=0 (11)
dt dr* |
En effet, pour un représentant normal d’'un CZ?-arc régulier tracé sur X

o= (of55) = [me ot

\|ds/

d’m

Or (2.2.2,4°, on passe au cas d’'un représentant quelconque par
dm

( ds\3 dt
— A ;T == T A — ]
dt dt \dt/ ds
On démontre et nous admettrons
DPonAnncrrrang 1T ﬁ"nn‘ dannmic i natne Af da ¥ ot mama fanaantéa 70 an AL A
I KUPUDIIIVIN 11, LAGIIL WUIHIUY Ull pUILIIL [Vi Ul o TL ulic ldllgClllC U CIt IVl 4
%, il existe une unique géodésique maximale de £ qui passe par M et admet &
pour tangente en M ; elle est de classe C*

e La proposition qui va suivre et sa réciproque fournissent un second moyen de trouver les
géodésiques d’'une nappe; il est utile dans le cas d’'une nappe de révolution (cf. 4.1.4, ci-dessous)

. o L o 'Y -
PROPOSITION JII. — Si, sur une géodésique de =, le paramétre est une fonction affine de
I'abscisse curviligne (i.e. le temps dans un parcours a vitesse constante) alors est vérifiée I'assertion
/

((77) = o) » ((mf

)=°)
(qui exprime que le vecteur accélération reste normal a la surface)
ds
L’hypothése

m
s

(12)
. @m  dt
= g, g € R*, entralne — = g* —.
dt dr? ds
. d*m .
I'assertion : N A — = 0,
de?

Ay

De n A — = 0, on déduit qu’est vérifice
0, qui, compte tenu de ce que X est réguliére, est (12)

RECIPROQUE. — Si, dans un mouvement ponctuel sur une nappe X
une géodéanue de Z.

T 1al 3 X, alors le mouvement est uniforme et, considéré comn

AR VRAZEAL AL UL MINAAVIZIAY iy SVIISAWLE W L uraas

=3

AV LA Wy

X, le vecteur accélération reste
me un arg¢ nara maétré i
Ici 'hypothése est (12). Elle implique
( du
*dt

S0 e ()

\dt|dt*/

TR
ie. =q
avec a € R% (en supposant, naturellement, que la vitesse initiale n’est pas nulle)

e ||
tem bt ’
Du point de vue de la Dynamique, les supports des géodésiques sont les trajectoires des
mouvements sans frottement sur ¥ d’un point matériel qui n’est soumis qu’a la force de liaison

a
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4.1.4. Etude d’'un exemple : nappes de révolution

1° DEFINITION. — Une Ct-nappe géométrique orientée T de &, k > 1, est dite nappe de
révolution si, et seulement si on peut lui associer un repére orthonormal direct (O, i, j, k) de &, tel que
Z admette un représentant de la forme (I x R, F) avec :

F(t,0) = 0 + p(thg + z(t)k, (ug = cos 6i + sin 6j)

oll I est un intervalle ouvert de R, et oll p et z sont des applications de classe C* de I dans R, p ne
prenant que des valeurs positives.

Le support & de X est ainsi I'ensemble de révolution (au sens du II.7.3.6) dont 'axe est
O + Rk et dont la demi-méridienne dans le demi-plan d’équations (y = 0) A (x = 0) est le
support du Ct-arc géométrique y représenté par (I,f), avec :

ft) = 0 + p(thi + z(t)k.

e On a:
F; = p'ug + z'k; Fy = pvy. (1)
Dot : . _ ) _—
Fr A Fg= —pZug + ppks H =p/p* +2* 2

Nous supposerons dans toute la suite que p(t) > 0 pour tout t € I et que larc vy est régulier (i.e.
que (p', 2') ne prend pas la valeur (0, 0)). Dans ces conditions la nappe de révolution T est réguliére
(H > 0).

Les lignes coordonnées du point M de X de paramétre (t, 0) sont le paralléle C, (cercle d’axe
O + RKk) et la demi-méridienne yg (déduite de y par rotation); elles se coupent orthogonalement.
— De (2) on déduit :

4 !

z p
N= - Ug + k 3)
/p:z + 7’2 /p'2 + 7’2
2° Cones et cylindres circonscrits. — On vérifie que :’

— la normale en M(t, 6) contient le point p = O + (z + pp'/z')k si 2 # 0 et est paralléle &
O + Rk dans le cas contraire;

— la tangente en M a4 yg et donc le plan tangent en M & I contiennent le point
g=0 +(z— pZ/p)k si p # 0, et sont paralléles a O + Rk dans le cas contraire.

On en déduit aisément :

— Pour t donné, la notion de surface conique (éventuellement cylindrique) circonscrite a T le
long du paralléle C, engendrée par la tangente 4 yg en un point qui décrit C,, et représentée par :

(R?%,(8,2) +— F(t,8) + A(p'ug + z’k)), (ou t, p, z' sont fixés).

— Pour 6 donné, ia notion de surface cylindrique circonscrite d Z le long de la demi-méridienne
Yg, engendrée par la tangente & C, en un point qui décrit yg, et représentée par :

(I x R (t,n) —> F(t, 0) + pvg), (ou O est fixé).

— La nappe engendrée par la normale & Z en un point qui décrit C, (resp. yg) est conique ou
plane (resp. plane) et donc développable. Il en résulte que les lignes de courbure de I sont les
lignes coordonnées (cf. 3°).

3° Les formes quadratiques fondamentales. — De (1) on déduit :

E=p*4+27% F=0; G=p?



414 PROPRIETES METRIQUES LOCALES 207

D’ou la premiére forme quadratique fondamentale @, :

F,dt + Fyd0 +— ds? = (p'2 + %) di? + p2d6?

— On calcule ensuite :

Fi» = p"ug + 2'k;  Fjg = p'vg;  Fgr = — pug

D’ou :
Izll —_— Ilzl zl
Lo PR =P
/pIZ + ZIZ pIZ + 212

et la seconde forme quadratique fondamentale W, :

Fidt + Fpd® — (p? + 22~ 12[(p'z" — p"Z)de? + pz d6?]

e Les asymptotiques sont ainsi données par ’équation différentielle :
(p.'z.',l _ p!!z!) d[z + pz,: dez = 0
et les points hyperboliques correspondent a : pz'(p’z" — p"z) <

e On peut retrouver les lignes de courbure en remarquant que (du fait de F = M = 0), au
voisinage d’un point qui n’est pas un ombilic (GL — EN # 0), elles sont données par dt d6 = 0.

= e

e Notons og et g, les courbures principales respectivement attac
C, ie. de directions (principales) RF; et RF Un calcul simple donne :

ha(Fo) ¢N z z ”
mFg) = — — = vp =
do p? 4 22 P\/m
et donc :
zl
o, =

Il suffit ainsi de calculer la courbure totale :

LN = M*  Z(p'2 — p'Z)
H? p(p? + 2%

pour obtenir :
plzll — pllzl
Og = —————.
0 (pa + 212)3/2

® Les centres de courbure principaux correspondants sont :
. 1 p? 4 z'?

- Si 0'9#01 p9=m+—N=m+ﬁ(—zu9+pk)

Ce pz. —pz

1
- Sic,#0: pp=m+ —N= 0+ z + \k
O

En pg on reconnait (cf. formules (11) du 2.2.3, 4°) le centre de courbure de yg au point M, ce
qui était évident a priori puisque Yy est une section normale principale.

En p, on reconnait le point d’intersection de la normale en M & I et de O + Rk, ce que I'on
pouvait trouver en remarquant que le centre de courbure en M du paralléle C, est O + zk, et en
utilisant le théoréme de Meusnier.

4° Loxodromies. — DEFINITION. — On appelle loxodromie d’'une nappe de révolution X tout
arc tracé sur I, qui coupe sous un angle constant les méridiens (et donc aussi les paralléles) de .
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L’angle étant noté «, elles sont données (avec la notation du 1°) par la condition () (liant 6 et

t) :
p2 deZ — th a(pfz + 212) dtz.

Elles se déduisent par rotations d’axe Oz et symétrie par rapport au plan x0z (ce qui était

NigAan nemd smzhoozocla PRy

als>CIneii plCVlblUlC} UC l uneé UClle UUIlIlCC pal :

0=tg cxf ) + z’*(u) du (4)
ou t, €l est arbitrairement choisi.
EXEMPLE. — Loxodromies d’une sphére
Ici : p(t) = acost, z(t) = asin t, (t € R).

et (4) s’écrit, en adoptant t, = 0 :

o= wron(u(; )
=tgaLo -+ —
g 882 4

t mo
ou encore, en posant m = cotg o : tgi = th 7
On obtient I'arc I' défini en coordonnées cylindriques par :

- Ny T o Y = JEER TS 4 Y
p = aq/cn mo, Zz = dinmo

Cet arc a été étudié au 2.2.2, 4°, exemple III (figure 35). L’intérét des loxodromies de la sphére
terrestre est qu’il s’agit des trajectoires des mouvements «a cap constant ».

5° Géodésiques. — On les recherche par des représentants de la forme :
(It — m = F(t, 8(),
(ce qui élimine ceux des paralléles qui sont des géodésiques).
On a (tous les accents concernant des dérivations par rapport a t) :
dm
—d:t— = pIIIe + pe’ve + z’k

et : d*m
i pO)ug + (2p'0’ + p8)vg + 2k

Quitte a effectuer un changement de parameétre admissible, nous pouvons supposer que le
paramétre est une fonction affine de I’abscisse curviligne, i.e. que :
dm

ol =% o p'? + p20% + 22 =@,  (aeR%)
t

. d*m .
Les géodésiques s’obtiennent en écrivant que Y est orthogonal a la fois 4 Fhet a F;. On
. t
obtient :

(2pp'0’ + p*0" = 0) A (P'p" + 22" — pp'®'?) =0

d
La premiére de ces équations s'écrit : a(pze') =0.

La seconde peut étre remplacée (compte tenu de la premiére) par :

plpn + z'z" pp/912 + el(zppte/ + plen) — 0

(*) Sous forme différentielle : p® d6* = tg® a(dp?® + dz?).
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qui s’écrit : d | ) ,
& (P + 2% + p?0%) =,
ce qui est toujours vérifié.

Les géodésiques sont donc données par le systétme d’intégrales premiceres :
de dp\? d8\* [dz\?
o) 02
[p dt :l dr P dr dr

avec, en outre, la condition : (p', z) ne prend pas la valeur (0, 0), qui exprime la nécessaire régularité
de la demi-méridienne y (C et a sont des constantes).

Du point de vue de la cinématique, on constate que 1’on a écrit qu’il s’agit d’'un mouvement
uniforme, qui respecte la loi des aires (celle-ci traduisant le fait que le « vecteur accélération est
dans le plan méridien »).

On constate que I'on obtient, en particulier, les mouvements uniformes sur les demi-
méridiennes.

— Achevons le calcul dans le cas ou & est la partie z > 0 du cone de révolution d’axe
O + Rk et de demi-angle au sommet a, (0 < o < m/2), i.e. dans le cas ou : z = p cotg a.

Les fonctions 6(t) et p(t) sont données par le systéme différentiel

de 1 (dp)? do\?
[pz —d—t— = C] A I:sinz . ('a"t') + p2 (a) = az] (5)

d
avec la condition : d—p ne prend pas la valeur 0.
t

On obtient les projections des géodésiques (autres que les génératrices rectilignes) sur le plan
x0y, sous la forme p = ¢@(6) en éliminant formellement dt entre les équations (5) soit :

1 (dp)2 N 1 a
p* sin? o \dO pt 2

, , 1 (d(l/p))2 a?
ce qui s’écrit : —) +(1/p)?* = —
d sa\do ) TP =G
et fournit les solutions :
C 1
p= 0, € R.

a cos (6 — 8,) sin &)’

A une similitude pres, il s’agit de 'arc : p = 1/cos (0 sin a), que le lecteur est invité a
construire. Il vérifiera d’autre part que (quitte a faire intervenir des sous-arcs) la condition

d

p A
concernant @« n’est pas génante.
!

REMARQUES. — a) En fait nous avons raisonné localement au voisinage d’un point ou

dé : : i : :
a # 0, quitte a regarder ensuite si des raccords avec des génératrices rectilignes étaient possibles
t

(ce n’est pas le cas).

b) On constate que dans un développement de X sur un plan, les géodésiques se transforment
en des droites. Ceci s’explique par le fait qu’il existe entre X et son développement une bijection qui
conserve la longueur des arcs et que les équations différentielles des géodésiques ne dépendent que
de la premiére forme fondamentale.
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4.2. AIRE D'UNE SURFACE. INTEGRALE DE SURFACE

Le programme des C.P. mentionne l'étude d’exemples de
calcul d'une aire et de calcul d’une intégrale de surface.
(&, E) est un espace affine euclidien orienté de dimen-
sion 3; nous ne considérons que des reperes orthonormaux
directs.

E k est un élément de N* U { + o0 }. E

Position du probléme

Au sous-chapitre 2.1 nous avons étudié les arcs paramétrés rectifiables de &, et vu que, dans
le cas d’un arc de Jordan dont le support est inclus dans une droite affine, cette notion généralisait
celle de longueur d’un intervalle de R (2.1.7 1°, exemple b).

En 1V.6.5.3 nous avons étudié les parties cubables de R? ce qui, dans le cas de R?, a conduit
aux parties quarrables et a la notion d’aire (plane) dont nous avons donné des méthodes de calcul
en IV. 7.3.1. Nous allons généraliser ces derniéres notions dans le cadre des surfaces (au sens des
sous-variétés) d’'un espace affine euclidien & de dimension 3, qui, pour des raisons de commodité,
sera supposé orienté bien que les résultats soient indépendants de 'orientation choisie.

Comme dans le cas des arcs paramétrés on pourrait envisager de définir 'aire d’une surface
par un procédé géométrique (borne supérieure des aires des polyedres inscrits dans cette surface,
«limite » des aires des polyedres inscrits lorsque la borne supérieure des diamétres de ces polyedres
tend vers zéro...); ceci n’est malheureusement pas possible et le lecteur consultera 'exercice 4.38,
ou il constatera que dans le cas d’'une partie de cylindre, cette borne supérieure est + 0. Nous
allons donc adopter une définition analytique.

4.2.1. Aire d’une surface. Intégrale de surface

1°Notations. — Aux 4.2.1 et 4.2.2, & est une surface de & (au sens des
A

nnnnn variAticl An ~Anoida at Aa slacaa f‘k ¥ AAgiona l,

DUuD'VallCLCB} UUI..[.IJCU, PIULIEUU i UU viaddv o & UVDIRLEV
paramétrisations ici globales de & (définies sur des domaines).

Mais I'étude reste valable lorsque & est le support d’'une C*-nappe
géométrique X donnée, réguliere et simple.

Pour (D, F)eX et (D,, F,)eX, on sait qu’il existe 8 e Diff* (D,, D) tel que F, = Fo6; on a
0= (F)"'oF,,ou F et F, sont les bijections de D et D, sur & induites par F et F,; le jaco-
bien D(J,) est de classe C*~! (et donc continu), de signe fixe 1 ou — 1.

On reprend les applications C¥~! de D et D, dans R :

=|Fy, A Fill;  Hy=I[(F), A (Fy),ll
qui sont liées par :
H, = |D(Jg)|H 8 (1)

A toute partie " de & on associe les parties X = (F)"Y(X)de Det X, = (-151)"(.%’) de D,, lices
par X = 0(X,).
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REMARQUES. — a) Si X est compact, alors X, =07 (X) et A = F(X) sont compacts
(I1L.2.5.1, 5°).

b) Si X est compact et quarrable, alors X | est compact et quarrable (corollaire du IV.6.5.3, 6°);
en outre les applications continues H et H, sont intégrables sur X et X, respectivement (corol-
laire du 1V.6.5.4, 2°).

c¢) Si H et H, sont intégrables sur X et X, respectivement (ce qui implique que I'on suppose
que X et X, sont des parties bornées de R?), alors les deux intégrales sont égales (IV.7.2.2, 1°,
compte tenu de (1)).

THEOREME FONDAMENTAL. — Seit " une partie de & (qui pourra étre &
elle-méme). S’il existe D, F)e X telle que H soit intégrable sur X, alors,

pour |toute |(D,, F,)eX:

— ou bien H, n’est pas intégrable sur X, ;

— ou bien H, est intégrable sur X, et les intégrales de H sur X et de H,
sur X, sont égales.

REMARQUE. — Pour ne pas avoir a distinguer deux cas dans ce théoreme, il faudrait utiliser
Iintégrale de Lebesgue, celle de Riemann se prétant mal a I’étude qui nous occupe ici.

Le théoreme permet de poser, sans risque de contradictions :

b

PN PR

.
AT N Ais » W —~ L ne t BCUIclllcllt s

ION. — U ait que S < S est quarr €
une [ (D, F)eX telle que H soit intégrable sur X. Si cette condition est remplie,
on dit que Pintégrable double :

ahls of H PRSI
avIc d1 11 TADIC

Jf Jf dA ou dA désigne le symbole ||F.(u, v) A Fi(u, v)|| du dv
X

est l'aire de " — que Pon note a(X") — et que dA est I'’¢lément d'aire.

REMARQUE. — Le fait que ) est quarrable ou ne ’est pas ne dépend que de la structure affine
sous-jacente de &; l'aire de X" (si elle existe) dépend en outre (comme la fonction H) de la structure
euclidienne de &, mais non de l'orientation de &.

® Une classe importante de parties quarrables de . — PROPOSITION 1. —
Soit A" = &. Si pour une (et alors pour toute) (D, F)e X, X est une partie compacte
et quarrable de D, alors )" est une partie compacte et quarrable de .

e Voici maintenant une classe de parties quarrables de & qui contient la précédente.

PROPOSITION II. — Soit )" < . Si pour une (D, F)e X, X est quarrable et vérifie XcbD (ou
X est l'adhérence de X dans R?), alors )" est quarrable et :

ff
a(X) = JJ;dA

La fonction continue H est intégrable sur le compact quarrable X. On utilise alors le corol-
laire Il du 1V.6.5.4 1°. O
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3° Propriétés des parties quarrables de &

a) Cas ou & est incluse dans un plan affine 7. — SoitX < & < 2. Moyennant le choix d’un
«bon» repére, on se raméne au cas ol & est R®*=R? x R et ou £ est R* x {0}. On note
F=Sx{0 et =K x {0}

PROPOSITION III. — Avec ces notations, si K est un compact quarrable de R* d’aire m(K), alors
X est un compact quarrable de % d’aire m(K), (ce qui est satisfaisant).

Choisissons (D, F)eZ; on a F = (f;, f,, (0)); lapplication f = (f;, f,) de D dans R? est C¥,
injective, de rang 2 et donc (IIL8.5.5, 3°) f(D) = S est un domaine de R? tel que f induise un
C*-difféomorphisme @ de D sur S.

(S, F,),ou F;, = F o w~ ! appartient donca Z. On a :

Vix, y)eS Fi(x,y) =(x,50)
et donc ; H x,yY=1(1,0,0 A (0, 1,0 =1

Image par F; d’un compact quarrable K, 2 est un compact quarrable et son aire (calculée
a partir de (S, F;) est

JJ H,(x, y) dx dy = m(K) a
K

b) Conservation des aires par isométrie. — PROPOSITION IV. — Soient
A < &, quarrable, d’aire a, et f une isoméirie (resp. une homothétie) de & de
partie linéaire ¢. Alors f(1") est une partie quarrable de f(&), d’aire a?a, ou
o = det .

Rapportons & au repére (0; i, j, k) orthonormal direct et f(%) au repére (f(0); o~ (i),
a” Yo, a” te(k)) lui aussi orthonormal direct.

Nous pouvons ainsi identifier & [resp. f(¥)] au support d’une nappe paramétrée
(D, F)[resp. (D, aF)] de R® orienté. Comme F, oF est une immersion et une injection. Les
applications de D dans R :

IFy A Fyll=H et [|(aF), A (aF),|l = «*H

sont soit non intégrables sur D, soit intégrables sur D et d’intégrales dans le rapport o>. 0

c) Parties R-négligeables de &¥. — DEFINITION. — On dit qu’une partie de
& est Riemann-négligeable (en abrégé Z-négligeable) si et seulement si elle est
quarrable et d’aire nulle.

Soient ¥ <« LetX = (F)' 1(A"), ou (D, F)e X est arbitrairement choisie. Ona :

PrROPOSITION V. — Si X est un compact Z-négligeable de R, alors
A = F(X) est un compact Z-négligeable de .

En effet " est alors un compact quarrable de &, et, u désignant la borne sur X de la fonction
H (intégrable et donc bornée), on a (IV. 6.5.4, 1°) :

aX)y<p.mX) avec m(X)=0 0

EXEMPLE. — Si X < D est le support d'un C'-arc paramétré compact (I, f) de R?, alors
X = F(X) est un compact R-négligeable de &.

L’intervalle compact I de R en est une partie # négligeable, et f est M-lipschitzienne avec
M =sup || f'(t)|l; d’aprés IV. 6. 5. 3, 6°, X = f(I) est un compact #-négligeable de R* Reste a

tel
utiliser la proposition V. 0O
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En d’autres termes : un Cl-arc paramétré compact tracé sur & en est une partie R-négligeable.
Ceci justifie :

d) Additivité de Paire. Soient 4", et A, deux compacts quarrables de &,
tels que ', N X, soit Z-négligeable; alors o, LU ', est un compact de & que
Pon convient de qualifier de quarrable, d’aire a(4,) + a(X>,).

4° Notion d’intégrale de surface. — Nous reprenons les notations du 1°,
en adjoignant a & une application f: ¥ — R, continue.

Fn ranrenant 1a 79 an ramnla nt”'n_sﬂ]’nar(fnp\v”'n_\ﬂ:p
on reprénant i€ 27, €n waul,uayuuu. il . > P“"* X ii . o/ — Y,

qui est continue, on constate que I'on peut poser, sans risque de contradiction :

DEFINITION. — Soit ¢ une partie de & (qui pourra étre & elle-méme). On
dit que ’application f est intégrable sur .7 si et seulement s’il existe une (D, F)e X
telle que Papplication (f o F) x H soit intégrable sur X = (F\_ ¢ A).

AlwésvE AR \ A4 DFUAL ZEIVLL i A REL ek ‘A - v

SI cette condltlon est remphe, on dit que Pintégrale double :
J:f f(F(u,v)) dA ou dA = ||[F,(u, v) A F/(u, v)|| du dv
X

est I'intégrale de f sur A .
C’est ainsi que l'aire de X est, lorsqu’elle existe I'intégrale sur & de I'application f : & — R
qui associe 1 a tout élément de &.

CAS PARTICULIER. — Si )~ est une partie compacte et quarrable de & (cf. proposition I du 2°)
alors l'intégrale de f sur A existe et 'une quelconque des paramétrisations de & permet de la calculer.

4.2.2. Pratique du calcul de ’aire d’une surface

—(N-: : I
—\v ,I,J,l\}.

1° Cas d’une surface cartésienne. — Soit & = supp (D, F) avec

F(x,y) =0+ xi + yj + f(x, pk

nn £ D L R act de placee (K
W Wit OJW

J 47 T UN WOl U A .

0y

Dans la mesure ou nous savons que & est ici une surface cartésienne et
donc plongée, nous sommes dans un cas favorable.
Nous avons calculé au 4.1.1, 2°

H=./1+p*+q* avec p=/[,, q=/f)

¥

EXEMPLE. — D est R? et f(x, y) = axy, aeR%.
Ici & est un paraboloigue hyperbolique. Etudions la partie ¢° = F(X), avec :

= {(x, DeR?|x? +y> <1}

n
o

est quarrable, d’aire :

e X
A 4
a(H) = j_Jl + a?(x? + y?) dx dy
X
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2
Un calcul en coordonnées polaires donne a(X’) = 5152_ ((1 + a®)¥* - 1)

2° Cas général. — Ici & =supp (D, F) avec :
Flu,v) =0 + X, v)i + Y(u, v)j + Z(u, v)k (D
L’élément d’aire s’écrit :
dA = H(u, v) du dv, H = . /EG - F?,
ou : E=|IFJ?  F=(FJF), G=|F)’
s’explicitent & l'aide de (1).
Il y a naturellement lieu de s’assurer que la nappe paramétrée (D, F) est

réguliere (i.e. que H ne prend pas la valeur 0) et simple.

3° Un cas de simplification. — Revenons a la notation du 2°, dans le cas ou
les lignes coordonnées G, et C,, respectivement caractérisées par u = Cte et
v = Cte, constituent deux familles orthogonales, ce qui signifie que
l'application (F|F;) est nulle et entraine H = ||F}||.||F,|. On peut utiliser :

) do ) ds
IFll = 2=t IR ==
u dv

ou s et o sont des abscisses curvilignes sur les arcs G, et C, orientés.

EXEMPLE. — Vis a filet carreé.
& est la spire d’helicoide droit support de (D, F) avec

D=1]0,2n{ x R*
et:
F(u,v) = O + avcos ui + avsin uj + buk,
(a,b) e R% x R%.

Nous avons vu que les familles des G, (génératrices rectilignes) et des C, (hélices circulaires
d’axe Oz) sont orthogonales. On calcule :

=./a*v? +b*; H(u,v)=a/a*v? + b?

Nous constatons que la nappe (D, F) est réguliére et simple.

Soit " = F(X),ou X = ]0, o[ x ]0, 1[ avec 0 < w < 2x; X est un ouvert quarrable de R?
sur lequel H est continue, bornée et donc intégrable; )" est ainsi quarrable.

L’intégrale de H sur X est égale & celle du prolongement borné A : (4, v) — a./a*v? + b* de

H 4 X. L'aire de X est donc :

o 1 2
L aduJ‘0 a*v? + b? dv=§b2<Arg sh%+% 1 +:—2)

ds
dv

do

du

(Sur la figure 53, on a pris ® = nt/2 : quart de spire))
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1

F1G. 53.

4.2.3. Aire d’une surface décomposable

e hisas o L = - a ASRmE AR N AW W ASARRRS WA RS A

1° DEFINITION. — Une partie & de & est dite surface décomposable de classe
C* si, et seulement §’il existe une famille finie (%),.; de surfaces plongées (1)
de classe C* vérifiant les conditions :

i) Pour tout i€ I, &, est inclus dans &
ii) Pour tout (i, j)eI? tel que i # j, &N & = O;

iii) #\|J &; est une réunion finie de supports de C'-arcs paramétrés
iel

On dit alors que (%)), est une décomposition de .

Dans le cas ou & est une surface (au sens de 3.3.1) cette définition n’appelle aucune
observation : décomposable est alors un adjectif qui traduit I’existence d’une famille de
parameétrisations locales vérifiant des conditions imposées.

Mais — bien que chacun des &; qui intervient dans la définition soit une surface — ce que
nous venons d’appeler surface déecomposable n’est pas nécessairement une surface (exemple : la
frontiére d’un pavé de &). )

DEUX EXEMPLES DE SURFACES DECOMPOSABLES. — a) Une surface & plongée est une surface
décomposable qui admet la décomposition ().

b) Soient & une surface plongée de représentant (U, F), et X un compact de U tel que X\ X
soit, dans R2, une réunion finie de supports de C!-arcs paramétrés compacts. Sous réserve que X
soit un domaine (ou une réunion finie de domaines disjoints), ¥ = F(X) est une surface
décomposable.

2° Nous admettrons sans démonstration :

THEOREME ET DEFINITION. — Soit & une surface décomposable de classe C*.

S’il existe une décomposition de &, (%)), ;, pour laquelle chaque ¥ est quarrable,

(!) L'étude s’étend au cas ou les &, sont les supports de C*-nappes paramétrées réguliéres et
simples.
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alors la somme ) a(¥)) est commune & toutes les décompositions de ce type, et

lel
on dit que & est quarrable, d’aire :
a(#) =Y. al)

lel

REMARQUE. — Sans qu'’il soit question de démonstration, ce théoréme s’explique par le fait
que le support d’'un C!-arc paramétré compact de & est une partie #-négligeable de toute surface
qui le contient (cf. 4.2.1, 3°, ¢)).

Evewsrnre T A A anhduws P Ao wau on DN
L ACNVIYLE 1. ™ ﬂ‘rc u “’lc DP"C’K s Ut Iqu AN A~ U

Nous savons que & est une surface compacte et donc non plongée. Nous pouvons utiliser un
repere de fagon qu’elle admette I'équation :

x2+y*+22-R?=0.
a) Soit &; = supp (U, F), ou U est le domaine :
U={(p,0)eR}|(—t<o<mAa(0<O<m}
et ol : F(p,0) =0 + R sin 8 cos @i + R sin 8 sin ¢j + R cos 8k
(S,) est une décomposition de &. En effet :

— ¥, est une C ®-surface plongée et &, est incluse dans &;
— £\, est le support de I'arc paramétré compact ([0, n], f), avec :

f(t) =0 — Rsin ti + R cos tk.
e Comme U est un ouvert quarrable de R? et comme :
2 (0, 8) > IIFy(9,0) A Filo, O)ll = [IF (o, O)II IFg(e, O)l| = R*sin §

est bornée sur U, on constate (4.2.1, 2°) que ¥ est quérrable d'aire :
ff R?sin 8 dp d8 = 4nR2
)

Il résulte du théoréme précédent que & est une surface quarrable, d’aire 4nR2,
b) Montrons maintenant que (&; = supp (U, F))¢(1,2;» 0U U est le domaine :
U = {(x,y) € R¥x? + y* < R?}

et ol :

{x, ) =0 + xi + yi +¢./R* — x* = y’k,

vy JJ’

est une seconde décomposition de &. En effet :

— Pour tout ie {1, 2}, & est une surface cartésienne et donc plongée, incluse dans &; on a
‘Spl M 9’2 z’

f(t) = O + Rcosti + Rsin .

e Ici U est encore un ouvert quarrable de R?, mais les H/(x, y), qui s’écrivent I'une et 'autre

(x,y) ~— R/\/R* — x* — y? sont non bornées, et donc non intégrables, On constate cependant
que I'on dispose de I'intégraie double impropre (que i'on caicuie en coordonnées polaires) :

R
J‘f dxdy = 2nR2
U R2 _ x2 — y2
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EXEMPLE II. — Aire de la partie & de & définie par :
X2+ yr+z22=1) A (x%2+ (y = 1/2)% < 1/4).

& est la partie de la sphére S d’équation x? + y* + z? = 1 incluse dans « I'intérieur » du
cylindre de révolution d’équation : x? + (y — 1/2)? = 1/4.

Utilisant des propriétés de symétrie, nous nous raménerons (') au calcul de I'aire de la partie
&' de & incluse dans le « premier octant », quitte & multiplier par 4 l'aire de &’ (si elle existe).

L’étude de I'’exemple Ia) permet de montrer que &’ est une surface décomposable. Elle
s’applique intégralement 4 cela prés qu’ici :

U={(p,0eR*|0<o<n/2)A(0<8<q)}

et que L'\&; = € v €' (cf. figure 54). Il en resulte que &’ est quarrable. Finalement :

a(9)=4[[ sin0dédy = 2n — 4.

Tr
¥ ¥y

3° Angle solide. — Soient § la sphére de centre O et de rayon 1 et & une

surface décomposable incluse dans S. La partie C = |J A, de &, ou A,

med
désigne la demi-droite d’origine O qui contient m, est dite solide conique associé
a @. Dans le cas ou la surface décomposable & est quarrable, son aire est dite
angle solide du solide conique C.
On utilise alors des paramétrisations locales de S de la forme
(I x Jo, B[, F), ou I est un intervalle d’amplitude inférieure & 2m, ou

.3

O<a<P<metou:

F(¢,0) = O+ sinBcos @i + sinBsin ¢j + cos Ok (1)

(!) En utilisant implicitement le fait que le demi-cercle :
V+2=DAx=0nr@=0

est le support d'un C!-arc paramétré compact.
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On est ramené au calcul d’intégrales de la forme : j' J sin 0 do dO. Des
A
compléments seront donnés au 5.6. 6, 2°, a propos du flux.

EXEMPLE. — Etant donné y € 0, n/2[, C est 'ensemble des demi-droites d’origine O qui font
avec O + R, k un angle au plus égal & y. Ici & est la calotte sphérique qui admet la décomposition
(A, F)), avec A = ]0,2n[ x JO, y[ et F donnée par (1). On dispose de I'angle solide de C :

a(@) = ” sin 8de d6 = 2n(l — cos y).
VoA

4.2.4. Aire d’'une « surface de révolution »

On utilise un repére orthonormal direct £ = (0,1, j, k).

Soit & l'ensemble de révolution d’axe Oz (au sens de I1.7.3. 6) dont la
demi-méridienne ¥ dans le demi-plan 2 d’équation (y =0) A (x = 0) est le
support d’un C*-arc paramétré (I, f), simple et régulier, avec :

f(t)=0 4+ P(t)i+ z(t)k, P(t) >0 pour tout tel.

L’étude de & a été amorcée au 4.1.4 : il s’agit du support de la nappe
paramétrée de révolution (I x R, F) avec :

F(t, 8) = O + p(t)uy + z(t)k.

~N

FI1G. 55.

Le calcul du 4.1.4 (en fait 'orthogonalité des méridiens et des paralléles) fournit :

(4N 1 204\
)+ 270
ce qui nous apprend qu’ici la nappe est réguliere.

e Nous étudions le cas ou I est un intervalle compact [a, b], a < b. Notons
U = ]a, b[ x ]0,2x[, et observons que :

LYT TVTTY mad saemm 0K o Ze L A nion i D — (D Al
— U, '|U)Csl ullC L =IldppC pdrametirce ac suppon o, < o, reguil

et simple, et méme plongée dans le cas ou I'arc (I, f) est plongé;
S/, est la réunion de € et des paralléles des points f(a) et f(b) et donc
la réunion des supports de trois C ™ !-arcs paramétrés compacts.

€re
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Nous avons ainsi établi que & admet la décomposition (<), au sens
propre si I'arc (I, f) est plongé, et sinon au sens de ’extension de la notion de
surface décomposable qui figure au 4.2.3, 1°). Comme U est un ouvert quarrable

de R? sur lequel H est bornée (puisque continue sur U),

& est quarrable, d’aire Jj H(t, 0)dt d6. On calcule :
U

En particulier, si le parameétre est une abscisse curviligne, alors :

S2
a(¥) =2n J p(s) ds

S1

Mnémotechniquement, on retient dans tous les cas : a(¥) = 27tj p ds.
L3

e L’é¢tude vaut si (I, f) est un arc fermé simple régulier (¥\&, est ici la
réunion de € et du paralléle de f(a) = f(b).

e L’étude s’étend par fractionnement au cas ou f’ sannule un nombre fini
de fois et au cas ou p prend un nombre fini de fois la valeur O .

En revanche dans le cas ou l'arc (I,f) n’est pas simple, il faut prendre des précautions.

EXeEMPLE 1. — Ellipsoide de révolution.
On adopte ici :
I ={[-mn/2, n/2] et f(t) =0 + acosti + bsintk

% est le support d’un C®-arc simple et régulier : on a p(t) > 0, sauf aux extrémités de I’arc, en
lesquelles p(t) = 0. L’é¢tude s’applique, & est quarrable d’aire :

n/2
2n r acost /a?sin®t + b%cos? t dt
J_np )

— Sia > b, c’est-a-dire si Oz est axe non focal de ¥ (ellipsoide aplati) on pose ¢ = ,/a* — b?
et on obtient aire :

1 ab? a+c
s (a, b) = 4na [ Vbt + 2u? du = 21c|—a2 + —Log|— ﬂ
Jo L c \ b /J

— Si a < b (ellipsoide allongé) on pose ¢ = ./b* — a® et on obtient :
1 ab? c
o'(a, b) = 4na Vb — vt du = 2n| a® + — Arc sing ,
0 C
— Sia = b, on retrouve l'aire 4na’ de la sphére de rayon a.

EXeMPLEIL. — Tore a collier (éventuellement nul).
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Le lecteur reverra la définition et la figure du I1.7.3.6, 5°. Ici
I = [0, 2n] et f(t)=0+(a + Rcost)i + Rsintk (0 <R <a)

% est le support d’'un C®-arc simple fermé régulier; on a p(t) > 0 (sauf en un point si R = a).

& act *ai .
& est quarrable daire :

2n
21tf (@ + Rcost)Rdt = 4n? aR
0

T YT /MY /MO

EAERKCICULED

On se place dans un espace affine euclidien orienté &; lorsque I'on considére un
repere, on suppose qu'il est orthonormal direct.

4.01. — NaPPEs PARALLELES. — Soit £ une Cr-napp tri 1
réguliére, définie par un représentant (D, F). Pour a € R* donné, on note X, la C*~
nappe géométrique représentée par :

4 ’

F,
(D, (u,v) — F(u,v) + a

— (4, V)
|F, A F

Montrer que les normales a £ et £, aux points de méme paramétre (u, v) sont
confondues. A la classe prés, on parle de nappes parallcles.

4.02. — Rusan pe MoBius. — A partir d’un rectangle aybycqd, (avec |lagh,ll = 21,

llagdyll = 2nR et 0 < [ < R), on a « tordu » (une fois) et « uni » a, a ¢, et b, et d,, de
fagon a obtenir le support & de la nappe paramétrée :

0 0
c=(0-LI[ xR (6 — O+ <R + tsini)u9+ tcosEk).

a) Montrer que la nappe o est réguliére et qu’au point de paramétre (t, 0) elle
admet le vecteur unitaire normal N(z, 0) tel que :

0 0
N(0, 8) = — cos—ug + sin - k.
(0, 6) 0S 5 Up + Sin >

b) Montrer que & est une surface (au sens des sous-variétés) et que cette surface
n’est pas orientable : on pourra étudier la variation de N(t, 6), lorsque (¢, 8) parcourt
{0} x [o, o0 + 2m].

¢) Déterminer les deux formes quadratiques fondamentales en un point de &.

4.03. — Les notations étant celles du 4.1.1,2°, montrer que la matrice de
I'endomorphisme de Weingarten de £ au point M, dans la base 4%, , est:

T
F G M N
4.04. — Soient I une Ct-nappe géométrique simple et réguliére (k > 2), et (D, F) un

représentant canonique, i.e. tel que les arcs coordonnés soient des lignes de courbure (on
admet sans démonstration I'existence de tels représentants).
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a) Les fonctions courbures principales sont notées o, et o, de fagon que
N, = — o,F, et N, = - o, F,
Montrer qu’en tout point de £ qui n’est pas un ombilic ona :
L(u,v) = o,(u, v)E(u, v); N, v) = o, (u, v)G(u, v).

b) On suppose en outre que k > 3 et qu’aucun point de £ n’est un ombilic.

Etablir :
o o

; Ly

F'=—YF — ZF 4+ IN
v " 2E 2G

et deux égalités analogues. En déduire les égalités :

0 0
4LN = — 2(E’, + G")) + G, — Log (EG) + E,— Log (EG)
v u u ov
L L N
SO I .
E G “ E G/ "
éc, E, és, G,
- == (O'v Cu)’ - = :( u Gy)
ov ou 20U

¢) On suppose en outre qu’en un point (4, vy) de U tel que o,(uy, vy) > ©,(Ug, V),
la fonction o, atteint un maximum et la fonction o, atteint un minimum. Montrer que
la courbure totale de £ au point de paramétre (u,, v,) s'écrit :

El, + G
- (”o, Uo)

2EG

et qu'elle est négative (au sens large).

/‘n: r‘l\ 1
UJ., — LUul

“5.

4.06. — On cherche les nappes de révolution qui sont des surfaces minima (i.e. des

nappes a courbure moyenne nulle).
a) Montrer qu’une solution est la nappe (caténoide) représentée par :

(R%,(t,0) — O + ch tuy + tk).

b) Montrer qu’inversement toute solution est une sous-nappe de caténoide.

4.07. — On cherche les nappes de révolution en tous points desquelles la courbure

totale est égale 4 — 1.
a) Montrer qu’une solution est la nappe (pseudosphére) représentée par :

1
cht

®% x R, (1,6) o + (¢ — th OK).

[ E—

b) Etudier la réciproque.
c¢) Trouver les géodésiques d’une pseudosphére.
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4.08. — Soit & la surface d’équation :
x(x? — y® + z%) 4+ ayz = 0.

Le plan d’équation y = mx, m e R*, coupe & suivant la réunion de Oz et d’une
courbe ¥,. Etudier comment varie, avec m, le centre de courbure en O a C

4.09. — Lieu des centres de courbure principaux de lellipsoide & d’équation
x*/a® + y*/b® + 2%/t =1 =0

en un point qui décrit la section de % par le plan d’équation z = 0.

4.10. — Asymptotiques de la surface engendrée par une parabole tournant autour
de sa directrice. ~

411. — A

d1 symptotiques d’un tore a collier nul
4.12. — a) Asymptotiques et lignes de courbure de la nappe paramétrée définie
par :
x = a(cosv + usinv), y = a(sinv — ucos ), z=bu + ),
(a, b) e (R%)™.

b) Méme question pour la surface d'équation z = Logcos x — Logcos y; on
vérifiera en outre qu'il s'agit d’'une surface minima.

4.13. — Asymptotiques des nappes paraméirées definies par
X=1u-—u, y = u* + v? z = u? — v?;
X = uCosv, y = usin v, Z = acos2v;
x =(1 +uchuy, y=(1 —usho, zZ=u,
X=C0S u—vsin u, y=sin u+vsin u, z =e""Y;
X = sin u cos v, y = sinusin v, z =cosu + Log(tgu/2);
x = (1 + uwcosuv, y=(1 — u)cosv, z = u(l + cos ucosv)

4.14. — Soit & la surface d’équation : 2x> — 3xy + z = 0.
a) Contour apparent pour la direction Rk; b) Asymptotiques.

4.15. — Asymptotiques de la nappe engendrée par une droite qui coupe Oz sous
I'angle m/4, et rencontre la « courbe » d’équation :

(z=0) A (G +y) —x2=0)
4.16. — Asymptotiques des surfaces d’équations :
z=x, z=Log(x*+)yY); x*+y+zr=1
z(xZ + y2) — a3; ZZ(xZ + y2) — a4

4.17. — Soit T une C*-nappe géométrique réguliére orientée et M un point de X
par lequel passent deux asymptotiques. Calculer leurs torsions en M, en fonction de la
courbure totale.

4,18. — On donne deux intervalles I et J de R, deux applications U : I — E et
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V : J = E de classe C?, et un point (¥4, v,) €I x J. Pour i € N,, on note X; la nappe
géométrique représentée par (I x J,m;), ou m,(u, v) s’écrit :

O+ U®u) A V() + r V(i) A V(t)dt — r U(t) A U'(¢) de

LN Y Uy

et ou
my(u, v) = my(u,v) — 2U@W) A V()

a) Déterminer la normale a Z; au point m,(u, v).

b) Déterminer les aslymptotiques de X,

¢) Vérifier que, pour tout (u,v)el x J, la droite Aff (m,(u, v), m,(u, v)), notée
A(u, v), est tangente a T, et £,. Montrer que, lorsque les champs vectoriels U etV sont

unitaires et de classe C®, les A(u,v) sont les normales d’'une famille de surfaces
paralléles (cf. exercices 4.01).

4.19. — On considére la nappe paramétrée définie par :
b+ /b* — u?
X = Ucosv, y = usinv, z=av + /b* — u* — bLog

u
a) Montrer que les arcs C,, v = C', sont plans et que leurs plans coupent la nappe
sous des angles constants.
b) Déterminer les lignes de courbure et les rayons de courbure principaux.
¢) Déterminer les asymptotiques, leur courbure et leur torsion.

4.20. — Soit & I’hélicoide droit d’équation : ycosz — xsinz = 0.

a) Déterminer les formes quadratiques fondamentales et montrer que les rayons de
courbure principaux au point de coordonnées (x, y, z) sont égaux 3 + (x* + y* + 1).

b) Déterminer les lignes de courbure.

4.21. — Soit I un C?-arc plan régulier tracé sur une C?-nappe réguliére Z. Si la
normale a X le long de I’ fait un angle constant avec le plan de I, alors I' est une ligne
de courbure de Z.

4.22. — Trouver les arcs réguliers tracés sur le paraboloide hyperbolique &
d’équation xy = az, tels qu’en chaque point la tangente soit une bissectrice des deux

génératrices de & qui contiennent le point.
En déduire les lignes de courbure de &.
4.23. — Lignes de courbure de la surface d’équation :
a) z=Log(cosxcosy); b) Ax* + By* + Cz2 =1, (4ABC # 0)

4.24. — Soit f: 1 - R, de classe C! (I est un intervalle de R). Déterminer les
asymptotiques et les lignes de courbure de la nappe paramétrée de révolution

c=(U xR, (0) — O + p(t)uy + z(t) k)
ou :
p(t) = f'(t)sint — f(t) sin ¢t; z(t) = f'(t)cos t + f(¢) sin ¢

Déterminer f pour que par tout point de o passent deux asymptotiques
orthogonales.
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4.25. — Déterminer les géodésiques de la nappe définie par :
u u
a) x = COS U Cos v, y = cos u sin v, z = 4(sin§ — cos 5)
(Ce sont des arcs fermés; les rectifier)
b) x =vcosu; y =vsinu; Z = qu,
¢) x? + y* = 2pz =
4.26. — Soit ¥ une C*-nappe géométrique réguliére orientée (k = 2).

a) Un arc de £ qui en est & la fois ligne de courbure et géodésique est plan.

b) Un arc bi-régulier plan de X qui en est une géodésique en est aussi une ligne de
courbure.

4.27. — Soient X une nappe conique de sommet O, et I" une géodésique de T autre
qu’une génératrice.

a) Montrer que la projection de O sur les tangentes & I" sont équidistantes de O, et
qu’elles engendrent une développante de T.

b) Montrer que, sur I, y/c, rapport des fonctions torsion et courbure, est une
fonction affine de l'abscisse curviligne.

4,28. — Courbure moyenne, courbure totale et géodésique de la nappe définie par :

1
cht

x = thucosv, y = thusinv, z = + Log (th u/2)

=~

4.29. — Soit & le tore a collier engendré par la rotation autour de Oz du cercle
d’équation :

(y=0 A((x—a?+2z2=R?»,  R=asina, ae]0,n2[

a) Trouver les courbes de &% qui coupent les paralléles sous I'angle donné B.

b) Montrer que, pour B = 0o, on obtient des cercles qui se projettent
orthogonalement sur le plan z = 0 suivant des ellipses de foyer O (cercles de
Villarceau).

¢) Montrer que, pour tg p/tg o entier, on obtient des arcs fermés simples. En
déduire que sur tout tore a collier existent des arcs fermés simples sur lesquels 1a torsion
ne s’annule pas.

4.30. — Loxodromies d’un paraboloide de révolution.

4.31. — Déterminer une nappe de révolution d’axe Oz dont les loxodromies se
projettent orthogonalement sur xOy suivant des paraboles de foyer O.

4,32. — Montrer que l'arc paramétré (R, f), ou
a
f(t)=0 + E(costi + sintj + sh tk),
c

est une loxodromie de nappe de révolution.
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4.33. — Heélices relatives a la direction Rk tracées sur :

a) un paraboloide de révolution d’axe Oz;

b) une sphere de centre O;

¢) le cylindre d'équation z2 = 2py;

d) une nappe de révolution z = f(p) que I'on déterminera de fagon que les hélices

se projettent orthogonalement sur xOy suivant les développantes d’un cercle de
centre O

e) le cylindre de section droite (z = 0) A (p = ae™); étudier, dans ce cas le lieu
des centres de courbure a l'une des hélices trouvées.

® Les quatre exercices suivants font intervenir des surfaces, au sens de sous-variétés
de dimension 2 de &;.

4.34. — a) Soient & une surface connexe de classe C¥(k > 2), et %' une surface
fermée non vide de classe C* incluse dans . Montrer &' = &.

b) Soit & une surface orientée, compacte et connexe, de classe C¥(k > 3), dont
tous les points sont des ombilics. Montrer que & est une sphére.

4.35. — Soit & une surface compacte orientée, de classe C¥(k > 2). Montrer que &
admet aun moins un noint ellintigue
~ Y wfdehadeiay ufiaiaker Santiady

On considérera un point fixe b de & et on montrera que la fonction m +— ||bm||?

admet un maximum sur &, atteint en un point a tel que b appartienne 4 la normale en a

a &; on étudiera les centres de courbure principaux en a.

4.36. — Soit & une surface orientée, compacte et connexe, de classe Ck(k > 4) a
courbure totale constante.

a) En utilisant I’exercice 4.35, montrer que la courbure totale est strictement
positive.

b) En utilisant I'exercice 4.04, montrer que tous les points de & sont des ombilics
et en déduire que & est une sphére (cf. exercice 4.34)

4.37. — Soit % une surface orientée, compacte et connexe, de classe C*(k > 4), a
courbure moyenne constante et a courbure totale strictement positive. Montrer que &
est une spheére.

CALCUL D'AIRES.

4.38. — Dans R* muni de sa structure affine canonique, on considere la partie de
cylindre de révolution € d’équation :

x>+ =RH)A(0<z<a), (aReRY)>~

A tout (n, p) € (N*)?2 on associe la famille de triangles « inscrits dans & » par le
procédé suivant (le lecteur fera une figure en projection sur x0y) : on partage le cylindre
en n morceaux de hauteur commune a/n en le coupant par des plans de cotes ka/n,
k € N,. Pour chacun des morceaux, on note C et C’' les cercles qui le limitent et C” le
cercle médian.

— Dans C on inscrit un polygone régulier de 2p cotés, de sommets consécutifs
a,, ..., a,(on note a,,,, = a;). On en déduit un polygdne régulier by, . . ., b,, inscrit
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dans C” par rotation d’angle ©t/2p autour de Oz, suivie de translation &/2nk. On dispose
ainsi des 2p triangles aa,, b; et des 2p triangles bb;, a;; on obtient 4p nouveaux
triangles par symétrie par rapport au plan de C”.

a) Montrer que la somme des aires des 8np triangles ainsi inscrits dans & est :

o n [a? o
o (n, p) = 8npRsin — [— + 4R*sin* —
2p NV 4n 4p

b) Calculer : lim &/(p,p) et lim (p? p)
p—+ o p—+o

¢) Calculer l'aire de € au sens du 4.2.4.

4.39. — Soient & une surface plongée de &5 euclidien, O un point de %, et T le
tangent en 0 4 %; = désigne la projection orthogonale de &, sur G.

A tout compact quarrable X de & qui contient O, on associe son aire a(X’),
supposée non nulle, et son diametre 6(X¢").

a) Montrer que, pour 8(X") assez petit, m induit une bijection de A" sur n(X’) et que
celui-ci est un compact quarrable de G dont on désigne I'aire par m(n(X")).

a(X)
S(xfr)r—l-o m(r(A))

4.40. — Soit & une sphere de rayon 1.

a) On considére un « fuseau » de &, i.e. la partie comprise entre deux demi-plans

limités par un méme diamétre de & ; on note a € [0, n] I'angle de ces deux demi-plans.
Montrer que le fuseau est quarrable, d’aire 2a.

b) On considére trois points a, b, c de & tel que (Oa, Oc, Oc) soit un systéme libre
et on définit le « triangle sphérique », ensemble & des points m € & tels que la demi-
droite Om soit intérieure au triédre défini par les demi-droites Oa, Ob, Oc.

Désignant par o, B, v les « angles » de @, i.e. en chaque sommet I'angle des demi-
tangentes aux « coOtés », montrer que & est quarrable, d’aire o + p + v — «.

4.41. — Calculer les aires des parties de surface ainsi définies :
— Surface conique de sommet O, de directrice d’équation :
(z=p) A (- 2px =0)
limitée par la directrice et deux génératrices;
— Partie d’un tore de collier nul engendré par un cercle de rayon a tangent en O a

Oz, qui se projette orthogonalement sur xOy en l'intérieur de la cardioide d’équation
p = a(l + cos 0);

— Surface engendrée par un cercle tangent en O a Oz, s’appuyant sur la demi-
lemniscate

(z =0) A (p= ay/cos 20), ee[_EE];

4’4

— Surface engendrée par une arche de cyloide en tournant autour de sa base;
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— Partie de la surface d’équation \/i(x +3)® —32=0 qui se projette
orthogonalement sur xOy en (x > 0) A (y > 0) A (x + y < 3).

— Surface de révolution engendrée par un arc de développante de cercle en
tournant autour d’une tangente de rebroussement,

— Surface de révolution engendrée par la rotation autour de Oz de la nappe
paramétrée définie par :

x =acos’t, y=asin®t, z=acos2t;

(z=0) A (2% — a(x* — y*) = 0);

442. — Déterminer, par sa demi-méridienne € d s le demi-plan (y =0)
une surface de révolution & d’axe Oz telle que, pour tout (m, m )F(FZ Paire d

engendrée par I'arc mm’ soit proportlonnelle :
a) Au volume du «solide » limité par & et les paralléles de m et m';
b) a la longueur de la projection du segment [m, m'] sur Oz.
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INTEGRALE _
D’'UNE FORME DIFFERENTIELLE

3 Ce chapitre 5 et, en particulier, le sous-chapitre 5.6 3
consacré a l'analyse vectorielle, traitent essentiellement
de l'application des mathématiques a la physiqu. Les
programmes de mathématiques des C.P. ne prévoient que
I’étude des sous-chapitres 5.2 et 5.3 qui n’exige que les
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deja acquises aux 111.8.1.1, 10°, 111.8.1.5, 4° et 1V .4.3.1.

5.1. FORMES DIFFERENTIELLES

5.1.1. Formes différentielles de degré p

1° Rappels. — Etant donnés un R-espace vectoriel E de dimension finie
n = 1 et un entier p > 1, nous disposons de &/ ,(E), R-espace vectoriel des
formes p-linéaires alternées sur E (1.10.4); I’étude faite alors, étude & laquelle le
lecteur est prié de se reporter, nous a montré que & ,( E) est de dimension finie.
Ainsi, tout comme E, </ ,(E) a une unique structure topologique d’e.v.n,, et
dans toute la suite du chapitre E et o/ ,(E) sont munis de cette topologie.

2° DEFINITION. — Soient U un ouvert de E et k un entier naturel ; on appelle
forme différentielle de degré p, définie sur U, de classe C, toute application de
classe C¥, de U dans &/ ,(E). En abrégé, on parlera de C*-forme différentielle de
degré p définie sur U et on notera Q%(U) Fensemble des telles formes.

Rappelons que pour p = 1, &/, (E) est le dual de E, que pour p > n,
s ,(E) est réduit a zéro; ce dernier cas ne présente donc que peu d’intérét.

CONVENTION. — Nous introduisons pour p = 0, o o(E) = R; ainsi Q(U)
est Pensemble des applications de classe C* de U dans R.

ProrosiTiON. — €(U) est un R-espace vectoriel.

Il est trivial de vérifier que Qy(U) est un sous-espace de &, (E)Y. [

3° Produit extérieur de deux C*- formes différentielles. — Soient o et B
deux éléments respectivement de HU) et uq(U) D’aprés 1.10.4 nous
disposons d’une application de & (E) x o (E) dans o, (E), le produit
extérieur d’une forme p-linéaire alternée par une forme g-linéaire alternée,

qui est bilinéaire continue donc de classe C® (tous les espaces sont de
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dimensions finies). Pour tout xe U nous disposons ainsi de I’élément
a(x) A B(x) de o, (E), et, par composition, il est évident que
x +— a(x) A B(x) est une application de classe C*; nous pouvons ainsi poser :

DEFINITION. — On appelle produit extérieur des formes o et B, et on note
o A B la Ck-forme différentielle de degré p + g :

X (@ A B)x) = a(x) A B(x)

REMARQUE. — En toute rigueur, conformément a 1.10.4, dans ce qui précéde p et g sont au
moins égaux a 1. En réalité il est bien évident que la convention faite permet de définir le produit
extérieur des formes dans les cas p = 0 ou ¢ = 0; on remarque d’ailleurs qu’alors I'application
utilisée de /,(E) x o (E) dans o/ (E) est tout simplement la multiplication de I'élément de
o (E) par le réel de o/, (E) si bien que lorsque f: U — R est une application de classe C* on
notera f. P au lieu de f A B la C* forme différentielle de degré g, x +— f(x)B(x).

Propriétés. — Ultilisant 1.10.4 le lecteur établira sans difficulté :

® I'application (o, ) — o A B de QE(U) x Qi(U) dans Q. (U) est
bilinéaire.
=Ep\~J bt \ -

de Qi(U) x Q’;(U) x Q(U) :

§

) de QK (U) x ()k(m aAB=(—1DMB A«
»Y)

@AB)Ay=ar(P Ay

4° Décomposition dans une base. — Nous éliminons les cas p = 0 et
p > n(ou o (E) est soit R, soit réduit a {0}) et nous supposons 1 < p < n. Si
E est muni d’'une base e = (e, ...,e,) nous disposons d’une part de
= (e}, .. .,ey), base de E* duale de e, d’autre part d’'une base de «,(E)
constituée des C? éléments (d,),.p, avec d, = €5y A *** A edp, OU P est
ensemble des applications strictement croissantes de N, dans N,
L’étude des e.v.n. de dimension finie nous apprend que la donnée de
a € Q(U) équivaut alors 4 la donnée de C? applications, (dy),c4 de U dans R,
de classe C*, vérifiant :

-

- ~T7 -~ {ar\ {er\
VXE U UiX)

= 2 %Xegnm A T A €y (1)

€

Remarquons alors que pour tout ¢ nous disposons de I'application de E dans
A, (E), x +— e¥y A - A edy), qui en tant quapplication constante est de

classe C*® donc de classe C* pour tout k. Si, par abus de langage, nous notons

cette application e}, A * - A e¥, et si nous en prenons la restriction a U

(ceci quel que soit 'ouvert U), nous pouvons considérer ef; A *° A g

comme un élément de C(U), et (1) peut alors sécrire :

=3 oty A A el

danued

0P

décomposition de o comme combinaison linéaire a coefficients dans RV des
éléments (e A * A ebplocr de (V)
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REMARQUE. — En termes algébriques nous venons d’exprimer que Q(U) est un module sur
Panneau RY, admettant pour base la famille (esm N " A e:';(p))weg.

ExeMpLEs. — a) Prenons R3? et les notations classiques x, y, z.
Une forme différentielle de degré un s'écrit :

LG iy 13 u

a=fdx +gdy + hdz
Une forme différentielle de degré deux s’écrit :

a=fdy andz+gdz Adx + hdx A dy

(fe lecteur notera que I'on utilise dz A dx au lieu de dx A dz et que I'on ordonne la base par
(dy A dz,dz A dx,dx A dy)).
Une forme différentielle de degré 3 sécrit :

o= fdx Ady A dz

ou f (resp. g, resp. h) sont des applications de classe C* de U dans R.
b) Sur R", une forme différentielle de degré n sécrit :

a=fdx; A -+ Adx,

avec f: U - R de classe C*

Sous la forme décomposée o = ) a,d,, les opérations d’addition et de
QpEP

produit par un réel dans Q(U) sont évidentes. Il en est de méme du produit

fo, pour f: U — R de classe C¥ qui scrit fo = ) (fog)d, En ce qui
peP
concerne le produit extérieur o A P, si 'élément o de Q5(U) est décomposs, si

Pélément B de Q(U) est décomposé (pour 1 < p<net l1<qg<n)la
bilinéarité nous conduit au produit extérieur :

%k I %k *k . v *
€y N N €op) N €y N N €yq)

ou ¢ (resp. Y) est une application strictement croissante de N, (resp. N ) dans
N

n

Cet ¢lément de /,.,(E) est nul dés que les p + g entiers de N,
o(l), ..., @), v(l), ..., ¥(qg) ne sont pas tous distincts. Dans le cas contraire,
une permutation ¢ les raméne & un ordre strictement croissant et, les notant

alors o(l) < -*- <o(p +¢), on a:
edny A Aedp Aely A Aedg = el A A ey

et e51) A " A €5p+q €St un €élément de la base canonique de o/, (E). On
obtient ainsi facilement la décomposition de o A B.

(¢
o
&

o] TEe — m
LIVl L. u}

Q {raen ) a ann a
(&) t “wou | % llbbl}. y’ uiiv alJP v v
dans R. On dispose déja des deux C*-formes différentielles de degré un :
) 0 %) 0 0 )
=T P10 %60 o ag=Bax+Y4 1%
ox oy 0z ox dy 0z
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On a la C*forme différentielle de degré deux :

df A dg = (ﬂ.@_ﬂ "_-‘J)dy A d
dy 0z 0z dy
(0f dg Of dg\ (0f 8g 9f dg\
+(———-—.—])dz Adx + \—— — ——) dx A dy
0z 0x Ox 52) ox dy dy 0x

b) Soit U un ouvert de R* et f, g, h trois applications de classe C**! de U dans R. On a la C*-
forme différentielle de degré 3 :

D(f, g, h
df ndg adh=2lEM 4y A d

D(x, y, 2)

5° La différentielle extérieure.— U étant un ouvert de E nous utilisons
Pensemble des C*-formes différentielles sur U constitué par la réunion des
espaces Q(U) lorsque p décrit N.

THEOREME ET DEFINITION. — Etant donnés un ouvert U de E et un entier
k =2 1, il existe une unique application d de Pensemble des C*-formes
différentielles sur U dans I'ensemble des C*~ !-formes différentielles sur U
vérifiant les conditions suivantes :

i) la restriction de d a C¥(U) est une application linéaire de Q%(U) dans
-1
p+1(U);
ii) pour a e Qi(U) et BeQi(U):
da@ A B)=doa AP+ (— 1)a A dp;

ili) si f: U — 'R est de classe C* (f € 5 (V)), df est la différentielle de f;
iv) si f: U — R est de classe C**'(f e Q5+ 1(V)), d(df) = 0.

Cette application d est appelée différentiation extérieure.

Unicité. — Soit d une application satisfaisant aux hypothéses;
e=(e,...,e,) étant unec base de E, d’aprés 4° nous disposons de la
décomposition :

=) oedny At A el
peP

oe: U — Rest de classe C¥ et d’aprés iii), da, est la différentielle de a,,
L'utilisation de i) et ii) entraine :

— * - *
do = Y d(aekn A A e
PpeEP
avec:
d(ogegmA - Aegp)=dog AegmA - Aegptagd(eg A Aegy)
(ici nous utilisons le fait que ef;y A -+ A edp est considéré comme €lément de

QE(U)). Or pour tout i, 1 < i < n, ef est Iélément de Q{(U), x + ef quiest la
différentielle de l'application de U dans R; x +—— x; (application i-€me
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composante) ; cette derniére application, qui est de classe C ®, est en particulier
de classe C**! et d’aprés iv) d(ef) = 0. Par récurrence on déduit :

degm A . eqp) =
et donc nécessairement :
da = Y do, A el A N (1)
PpEP
O
D artatninnn D Attt 4 nrrtrcy sarzreme Aa la lnana P A . . 1A
LALENNCE., —™ L Tlalll LULlJUUlb IHHIUIl UC Id DAade C, Nnous QeElinissons p ria

formule (1); nous constatons déja que si o€ Q5 (U), dae QL1 (V).
i) et ii) se vérifient facilement et le calcul est laissé au lecteur.
iii) résulte de la définition de da.

Quant a iv), comme f est de classe C¥*! avec k + 1 > 2, elle résulte de
I'égalité : o2 f ~ o f

v ., . Nz =
) e N, 0x,0x;  0x;0x;

Ainsi (1) définit bien une application de ’ensemble des C*-formes différentielles
,T Aﬂﬁﬂ ' ﬂ“ﬂﬂml\l Aﬂﬂ Fk-— l-rf\"mﬂﬂ I'] Wﬂ"ﬂ“*!ﬂ"ﬂﬂ o ’T "ﬂ"!“‘n” 111\ ﬂ
au1 U ualid 1 UIIDUIIIUIU ULd o 1UVLLLIOD UlllCL Viiuviivo Dul U vul lllalll .I.), 11}, i) i

iv). Notons que l'unicité assure le caractére intrinséque de d bien que sa
construction ait été effectuée grace & un choix de base de E. O

(théoreme de Schwarz).

REMARQUES. — a) En toute rigueur (1) ne définit d que pour 1 € p < n, conformément aux
décompositions du 4°. En réalité pour p = 0, la définition de d est assurée par iii); pour p > n,
(V) = {0} et donc la restriction de d & Q(U) est nulle.

b) Le lecteur pourra vérifier que 'on peut obtenir d par le procédé intrinséque suivant : pour
o eQ’{,(U), o en tant qu'application de U dans o/ (E) est différentiable (car k > 1), et notant ici sa
différenticlle o', on dispose de o' : U — Z(E, o (E)).

Pour tout x € U, pour tout (y,, ...,Yy,) de E’*! on pose :

14

d“(x)‘(YO, LA yp) = Z (_ l)i(d,(X).yi).(yO, s Yi—n Vi1 oo )'p)

i=0

Ce procédé conduit malheureusement & des calculs compliqués pour vérifier i), ii), iii) et iv).

Les propriétés essentielles de I'a l-c ation d sont contenues dans la
définition méme de d. Notons en outr relation importante, conséquence
de ii):

VieQ(U) Vae(U) d(fw)=df A a+ f.da

En pratique, pour ae%(U), le calcul de do se conduit grice a la
décomposition de «, en utilisant la formule (1) et évidemment chaque élément

=1 * - * v LA .
de Q"+1(U), do, A efy A A el est alors a réexprimer dans la base de
p+ 1 (U)
Fvrabprire — m DNanea M2 ayar lag natatimne ~lacoin at v — D Av L N Ay not 1302 Allhcannat
A/ACNMIELED, Uj) LJalid v , aviv ILD 1IVLaliviln via lLlUUD, Dl K = UA T 2 Uy Cdl Uull viviivlil
de Q% (U), P et Q étant deux applications de classe C* de U dans R, alors

oP oP oQ oQ
dao=|{—dx+ —dy)]Adx+{—dx + —dy) A dy
0x oy ox oy
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et donc :

0Q 0P
doa =|— — — ]dx A dy.
ox dy

b) Dans R3, si « = Pdx + Qdy + Rdz est un élément de Q% (U), P, Q et R étant trois
applications de classe C* de U dans R, alors :

R 0Q 0P OR 0Q OP
do=|——-—])dyadz+|— ——)dzAadx +|— — —]dx A dy
oy 0z 0z  0x dx Oy

— Sia=fdy Adz +gdz A dx + hdx A dy appartient a Q(U) alors :

0 0 oh
doc—(f g+—>dx/\dy/\dz
ox dy o0z

5.1.2. Image réciproque d’une forme différentielle
par une application

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient E et F deux espaces vectoriels de
dimensions finies, U un ouvert de E, V' un ouvert de F, ¢ : U — V une
application (*) de classe C**! et o un élément de (V). Pour tout x € U on note
¢*(a)(x) l'application de E? dans R définie par :

Xy, oo, Xp) = afo(X)].(do(x).x,, ..., do(x).X,);

cette application est une forme p-linéaire alternée.
L’application ¢*(a) : x +— @*(at)(X) est un élément de O (U) qui est appelé
image réciproque de la forme différentielle o par application ¢.

— Notons d’abord que, pour x € U donné, I'application

Xy, « - o5 Xp) > (do(x). X4, ..., dO(X).X))

de EP dans F” est linéaire. Il en résulte par composition que l'application
o* ( )(x) est p-linéaire ; elle est manifestement alternée. D’ol ¢*(0)(x) € & oE).
— Ceci acquis, il résulte trivialement des hypothéses sur ¢ et a que

l’application 0*(): U — o ,(E) est de classe C". O
REMARQUES. — a) Si f: ¥ — R est un élément de Q4 (V), alors o*(f) = foo.
b) Si a: ¥V — F* est un élément de Qt(V), alors :

VxeE  @*(o)(x) = af@(x)] o do(x)

<) Pour aeQ(Metg:U — Vdeclasse C¥, k"> 1, on peut utiliser cette définition ; alors
*(a)eQ (U), ou k" = min (k, k' — 1).

(') En fait ¢ est une application de U dans F, 4 image dans V.
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2° Propriétés. — Les notations de 1° étant conservées, on établit sans
difficulté les propriétés suivantes :

a) o — @*(o) est une application linéaire de Q'(V) dans Q(U);

b)Y Pour tout (o R\c_QkIV\ X _Q"{V\ o*(a A B) = o*() A ©*(B);
vy 4w tout \Ms M)~ g\ " b AN L \FFJ»
c) S V - R est de classe C*, pour aeQ(U):

e*(fo) = (feo@)o*(0);

d) Si E, F, G sont trois espaces de dimensions finies, U, V, W des ouverts de
T s s o . TT 7 0. . I 1 ¢ 7200 DA LI I e ] 4 1 R I o,
E.F,Geto:U - V,y:V — Wdes applications de classe C alors pour

tout o de QU (W) : (W o @)*(0) = @*V*(a)].

3° Calculs pratiques. — En pratique E et F sont munis de bases
respectives e = (e, ..., e,) et £ = (f,, ..., f.); ©, application de classe C**!
de U dans V, est donnée par ses m applications composantes :

X — o) = ) o;x)f,
j=1
e N_ fixé,

M 14

j
nous pouvons déja considérer le cas ou o est f* e [(V). Par définition :

Vx,y)eU x E  o*(f)(x).y = {ff, do(x).y)
= do;(x).y

ou les @; sont des applications de U dans R de classe C***. Pour

¢ *(f
et donc, si Q désigne 'ensemble des applications strictement croissantes de N,

e o o .
dans N, pour a = "’ZQ oy fomy A - NS,y par utilisation de ) :
€

o*() = ZQ 0y © @) doyy A -+ A doy,
Ve
ce qui raméne le calcul de @*(a) & des calculs de différentielles et & des produits
extérieurs.

EXEMPLES. — Sur chaque ligne est donnée la forme o et son image réciproque @ *(a).
a) Par utilisation de ¢ : R* - R* (r,8) +— (x,y) avec x =rcosB,y = rsin0:

Pdx + Qdy ... (cos8.(P o) +sin8.(Q o9))dr + (— rsin8.(P o) + rcos8.(Q o @)) d6
xdx + ydy ... rdr
xdy — ydx ... r*de
Pdx Ady...(Po@).rdr A do
b) Par utilisation de ¢ : R* - R3, (r,8,2) +—(x,y,2) avec x =rcos8, y = rsin0 :
Pd

A A

v A A~ {D
AN UY /N UL ...

(Pogjrdr A d6 A dz

¢) Par utilisation de y : R? = R3, (r,0,9) — (X, y, 2)
avec x =rsinfcos@, y =rsinOsing et z=rcosb:
Pdx Ady Adz...(Po@)y?sin0dr A d6 A do
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4° THEOREME. — Soient E et F deux R-espaces vectoriels de dimensions
finies, U un ouvert de E, V' un ouvertde F, @ : U — V une application de classe
C**' (k = 1), alors pour tout o€ <¥(V) on a:

d(e*(a)) = ¢*(da).
On choisit une base f = (f}, ..., f,), €t avec les notations de 3° on a :

o = Z a.yf\;,';l)/\ /\f'l’lk(P)

we
h i 4

et donc :

da = 3 doy A fily Ao A Sy
Veo

Alors :
¢*(do) = ZQ e*(day) A doygy A 0 A Ay,
Ve

Or pour f: ¥V — R de classe C* o*(df) = d(f o ¢) = d(¢*(f)). En outre
pour tout Yy €Q :

e*(df) A d(P\u(l) AT A d(Pq,(p) = d(e*(f) A d(pq;(l) AT A d(P\].r(p))
puisque d(de¢,) = 0.

Il en résulte : ¢o*(da) = d[o*(e)] 0

5.1.3. Formes fermées, formes exactes

1° DeFiNTION 1. — La forme différentielle o € 5 (U) avec k > 1 est dite
fermée si, et seulement si do = 0.

DerNTION II. — La forme différentielle a € (2 (U) avec p > 1 est dite
exacte si, et seulement s'il existe A € Q4] (U) telle que d4 = a.

EXEMPLES. — a) Prenons un ouvert U = R" et « une C*forme différentielle de degré 1; o

n
séerit : o = ) o;dx; ou o;: U — R est de classe C~.

i=1

(5aj aa,.\
do = y - dx; A dx;
1$i<j<n\axi axj/
.. . . . aaj ooy
et o est fermée si, et seulement si, pour tout i # j, 3 = P .
X X .

t J
b) Le lecteur se reportera a 1V.4.3.1.

2° THEOREME I. — Pour que a € Q4 (U) avec p > 1 et k > 1 soit exacte, il
faut que o soit fermée.

Résulte du fait que d(d4) = 0. n
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THEOREME II (POINCARE). — Si o est une C*-forme différentielle de degré p
définie sur Pouvert U de E, avec p > l et k > 1 et si U est étoilé par rapport a
Pun de ses points, une condition nécessaire et suffisante pour que o soit exacte est
que o soit fermée.

Ce théoréme, qui est admis dans le cas général, a été établi pour p = 1 en
IV.4.3.1, auquel le lecteur est prié de se référer.
L’exercice 5.13 établit le théoréme pour p quelconque. O

5.1.4. Généralisations

1° Dans la théorie qui précéde, E est un R-espace vectoriel de dimension
finie n. et of (E) est eshace des formes p- linéaires alternées sur E. Le lecteur

AliiaN vy WL & ) WO 2 VOpRVY ReWiD AV LIS ARLiwWileni Wil AVvwii LiwwiS Aiw AW LW AEL

vérifiera que l’on peut remplacer .sa(p(E) par l’espace des applications p-
linéaires alternées sur E, & valeurs complexes. En fait, en pratique, si
e = (e, ...,e, est une base de E, (qui est toujours un R-espace vectoriel), celd
revient & considérer des éléments de Q(U) de la forme :

\" * c e %
2. %e€em A A €o(p)
peP

ou a, est une application de classe C* de U dans C.

2° & étant un espace affine de direction le R-espace vectoriel E, il est bien
évident que I'on peut étendre la théorie au cas des applications de classe C*
d’un ouvert U de & dans & (E). Ce cas se ramene immédiatement au cas traité
ici en utilisant un vectorialisé &, de &.

5.2. INTEGRALES CURVILIGNES

S (&, E) est un espace affine de dimension finien > 1, k est 3
un élément de N* U {+ oo}.

5.2.1. Intégrale curviligne le long d’'un arc paramétré

1° DerFINITION. — Soient y = (I, f) avec I = [a,b], a < b, un C*-arc
paramétré compact de &, et o une forme différentielle de degré un continue sur
un ouvert U de & contenant supp y. Par définition, l'intégrale de Riemann :

a

est appelée intégrale curviligne de o le long de vy, et noté f o
Y
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Justification. — L’application (x* x) — {(x*,x) de E*x E dans R est
bilinéaire, et donc ici de classe C*®. Par composition, t — a(f(t)). f'(t) est
continue, et donc intégrable.

0 D Lol AN S N . W SR d 1 DU R DU ] S
rroprieies. — qa) Yy = (4, J),avec 1 = |4,0] el a < D, elant un < -arc

&

paramétré, U étant un ouvert de & contenant supp v, lapplication oo —> | o est

une forme linéaire sur Q3(U).
Vérification immédiate. O

b) Aux hypothéses de la définition précédente on adjoint : c € ]a, b[. Alors :

Ja=j a+f o
Y Ya.c Ye.b

Vérification immédiate. O

c) Aux hypothéses de la définition précédente on adjoint : E est normé et
|llge désigne la norme induite sur E* par la norme de E (I111.3.1.2). Alors:

| “~| < anirn Hard F£EAL N As
%) & SUp (iU E)lige I @ ai
|J'y | te G,b] Ja
Par définition de ||-||z., On a en effet :
Vx*, x)e E* x E  Kx*,x)| < ||x*||g« |IXI[& O

d) Soient & et ¥ deux espaces affines, ¢ une application de classe C* d’un
ouvert U de & dans un ouvert V de F, o une forme différentielle de degré un,
continue sur V, et y = (I, f) un C*-arc de & tel que suppy < U. Si le Ct-arc
(I, o f) de F est noté @(y), alors:

[ a=[ow
®(7) Y
En effet si I = [a,b] on a:

( b

J o
o) Ja

b

= | ale(f )] ([de(f (). f (1) dt

va
b

JICENOINCEFINGE

e*(@(f(1). f () dt = f 0¥ () O
va . Y

3° Calculs pratiques. — On suppose & muni d’'un repére (O;e,, ...,e,);
'arc y est alors donné par :

t = f() =0+ Y xe
i=1
avec x; : [a,b] = R de classe C-
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On sait .

n

Vitela, b] f'() = ) xi(te

i=1

o (E), qui est E*, est alors muni de la base duale et a est supposée
décomposée dans cette base sous la forme :

n
i=1
avec o, : U — R continue.

Par définition dx; est la forme linéaire sur U, i-iéme composante et il en
résulte :

Vtel[a,b]  a(f().f' () = 2 o(f(®)xi(t)

i=1

Ainsi : J o = i J o (f()xi(e) dt.

i=1 da

EXEMPLE. — On prend & = R?, y arc t > (cos t, sin t), t € [0,2%] (son support est le cercle
de centre O de rayon 1), a la forme différentielle de degré un:

xdy — ydx
- X2+ yz

On constate tout d’abord que 7y est un arc de classe C* dont le support est contenu dans
Pouvert U = R%\{(0, 0)} ; « est une forme différentielle de classe C* sur U ce qui assure I'existence

de | o.
Y
1% procédé. — On utilise la paramétrisation de vy. Il vient :
2m (cos t)(cos t) — (sin £)(— sin t)
o= 5 — dt = 2n
Y o cos“t + sin“t

2° procédé. — On envisage lapplication ¢ de U, = R*\{(0,0)}, dans U, (,6) ~— (rcos®,
r sin 8); elle est de classe C*. Si I'on prend 'arc paramétré y,, 6 +— (1, 8) avec 8 € [0,2n], son
image est contenue dans U, (il s’agit d’'un segment) et y est P'arc o(y,).

Ainsi :
Ja=] a=] o@
4 oly,) 73
Le calcul conduit a :
@*(a) = db,
P
et donc a: J o = 27
¥

Bien qu’il soit ici de peu d’intérét, ce second procédé conduit parfois a des calculs trés
simples, a condition de choisir judicieusement ¢.



52.1 INTEGRALES CURVILIGNES 239

4° Ares C' par morceaux. — DEFINITION. — Un arc paramétré compact

= (I, f) avec I = [a,b], a < b, est dit C' par morceaux (resp. C' par

morceaux et régulier) si, et seulement s’il existe une subdivision ¢ = (¢), . ; . .. de

[a, b] telle que chacun des sous-arcs v, ., i€ N,, soit de classe C' (resp. de
classe C' et régulier); une telle subdivision est dite adaptée a larc.

REMARQUES. — a) La restriction de f a chaque [t;_,, t;], i € N, étant continue, f est elle-
méme continue, et y est bien un arc paramétré au sens de 1.2.1, 1°

b) Toute subdivision plus fine qu’une subdivision adaptée est elle-m me adaptee
b} PUUI Ull alv Pal alucuy Cl yal lllUl ucaun Ul— l\«suucl lUD lJUllllD d% p f d‘

t; sont réguliers; les autres peuvent étre réguliers ou « anguleux ».

e THEOREME ET DEFINITION. — Soient y = (I, f) un arc paramétré de classe
1

C' par morceaux avec | = [a,b], a < b, 0 = (t),<:<. une subdivision adaptee
a y et o une forme différentielle de degré un continue sur un ouvert U contenant

m
le support de y; alors la somme ) j o est indépendante de la subdivision
i=1 vy,

adaptée choisie ; on 'appelle Vintégrale curviligne de o le long de vy et elle est

Comme vy; est de classe C' Pexistence de j o est assurée par 1°.

La vérification de la proprlete est triviale : comme en 111.6.1.3,1° on

t 11 al Aa la valanir Aa ~at Nrmm

b O'A a ag
un recr ac Lu, UJ, ia vaiéur ac L«ULLU SOMine €8s

constate que si ¢ t
pour o et pour la subdivision dont 'image est obtenue en adjoignant a I'image
de o, le point c.
Ceci permet de se ramener, pour deux subdivisions quelconques G et ¢’, &
oV o. O
Le lecteur étendra sans difficuité les propriétés de I'intégrale curviligne
vues en 2° au cas des intégrales curvilignes le long d’un arc C' par morceaux ;
en ce qui concerne le calcul pratique d’une telle intégrale, par le choix d’une
subdivision adaptée il se raménera a des calculs d’intégrales curvilignes le long
d’arcs de classe C!

5° Cas des formes exactes. — THEOREME. — Soit y = (I, f) un arc
paramétré C' par morceaux avec [=[a, b], a<b, et o une forme différentielle
de degré un continue sur un ouvert U de & contenant le support de v si o est
exacte et si 'on désigne par 4 : U — R une application de classe C' telle que
dA = o alors :

j a = ALf(b)] — ALf(a)].
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Or le sous-arc y; est de classe C! et pour tout t de [t;_,, t;] 'on a (en notant
encore f la restriction de f):

a(f (). f'(t) = dAS ). (1) = (AU Q)

Il en résulte :

f o =ALf(t)] — ALS(-,)]

d’ou : J a = ALf(b)] — ALf(a)]. O

Ainsi, pour une forme exacte I'intégrale curviligne le long d’un arc ne
dépend que des extrémités de I'arc.

CoROLLAIRE. — Si a est exacte sur U alors | & = O pour tout arc fermé de

classe C!

xdy — ydx
REMARQUE. — En IV.4.3.1, 3° exemples, nous avons constaté que la forme ﬁ est
x y
fermée sur R?\{(0, 0)} mais qu’elle n'est pas exacte. Ce résultat est retrouvé ici par le fait que
J o = 27m, ol y est l'arc fermé t — (cost,sin ¢), t € [0, 2n].

Y

e Nous allons maintenant, grace aux intégrales curvilignes, compléter
I’étude faite en 1V.4.3.1, 3° et reprise en 5.1.3, 2°.

PRrOPOSITION. — Soit U un ouvert connexe de &, o une forme différentielle
de degré un continue sur U, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) o est exacte;

ii) pour tout arc fermé y, C' par morceaux dont le support est contenu dans

U,Joc=0.
Y

Preuve de i) = ii). — Il s’agit du corollaire précédent. O
D1y Ar 11} — 1) — I] act 111 nnvart rAannava Aa £ ot A’nnrnrdc
4 1C uc ll} - l}o </ wvol Uil Uuvyuwll VUIIVAL UL L] UL, u a}JLUD

IIT 3.1.2, 6°, est donc connexe par arcs; dans cette démonstration on peut
méme se limiter soit aux arcs C! par morceaux dont le support est contenu
dans U, et méme (et c’est ce qui a été fait) a des lignes polygonales (qui sont des
supports d’arcs C!' par morceaux). On suppose que l'assertion ii) est vraie.

— Considérons alors deux points x, et x, quelconques de U, et soient
¥, = ([a,, b,], 1) et v, = ([a,, b,], f,) deux arcs C' par morceaux, dont les
supports sont contenus dans U et qui ont chacun pour origine (resp. pour
extrémité) x, (resp. X,).
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Introduisons le segment [a,,b;] avec by =b, + (b, —a,) et
f:[a,,b;] — & définie par :

!Vt €[a,, b;] f@ = £0

(Ve 1by, b,] f@©) = folby + b, — ).

On constate facilement, en utilisant f(b;) = f5(b,), que v = ([a,, b;3], f)
est un arc C! par morceaux, dont le support est inclus dans U, qui est fermé

car fi(a,) = f(a,).
J a=0.

D’aprés i11), on a donc :
y
Or on a: ja=[a—f¢x,
Y Y1 Y2

d’apres :
*b, b, + b, — a,
J alf@)].f(O)dt = — J alfy(by + by — 8]. f3(b, + by — 1) dt.
b, b
Ainsi :

ra= ( o
b

— Le point x, € U ayant ét¢ arbitrairement choisi, soit x € U ; I'intégrale

[ o, ol y est un arc C' par morceaux a support inclus dans U, d’origine x, et
Jo

dzextrémité x, est donc indépendant du choix de vy, ce qui permet de la noter
A(x). On dispose ainside A : U — R, On va montrer que A4 est de classe C' et
que d4A =0, ce qui prouvera que i) est vraie.

Puisque o : U — E* est continue par hypothése, il suffit de prouver qu’en
tout xe U, A admet la différentielle dA(x) = a(x).

— Fixons donc x € U. Une norme étant choisie sur E, il existe une boule
ouverte By(x,r), r > 0, incluse dans U. Soit y un arc C!' par morceaux
d’origine x, et d’extrémité x, & support inclus dans U ; en lui « adjoignant » le
segment de droite [x, x + h], ou h € E vérifie |}h|| < r, on obtient un arc y’, C!

par morceaux, d’origine x, et d’extrémité x + h, et on constate que :

A(x + h) = A(x) + jl o(x + th).hd:

0]

1

A(x + h) — A(x) — a(x).h = J. [(x(x + th) — a(x)).h] d¢

0
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La continuité¢ de o au point x associe a tout e R* un ne]0, r[ tel que:
Vyeé lly—xll<n = |laQy) — ax)l <&
Pour tout he E tel que ||jh]] < n, on a:

Vee[0,1]  [l(e(x + th) — a(x)).h|| < & |||
et donc :
|A(x + h) — A(x) — a(x).h|| < &ffh]]. O

REMARQUE. — Si, dans le contexte des arcs paramétrés, on appelle segment tout arc
t —a + t(b — a), t€[0, 1] (pour (a, b) € £?) et ligne polygonale tout arc paramétré qui est une
« réunion » finie de segments au sens de III 3.1.1, 6° (en d’autres termes pour un segment ou une
ligne polygonale qui sont en réalité des supports on n’envisage que leurs paramétrisations qui sont
affines), le lecteur vérifiera sans peine que I'on peut remplacer ii) par :

”

ii') Pour toute ligne polygonale fermée v, incluse dans U, J o = 0. Si en outre U est étoilé

par rapport a x,, il vérifiera que 'on peut méme remplacer ii) par :

ii”) Pour tout contour y d’un triangle de sommet x,, y < U, f a=0.
Y

5.2.2. Intégrale curviligne le long
d’'un arc géométrique orienté

1° LEMME. — Soient vy = (I, f) avec I = [a,b], a < b, ¥ = (J, g) avec
J =[c,d], ¢c <d, deux arcs paramétrés C*-équivalents et 0 e Diff*(J, I)
vérifiant g =f 00, si o est une forme différentielle de degré un continue sur un
ouvert U de & contenant le support commun de y et y', alors deux cas et deux
seulement sont possibles :

i)joz=j o si 0eDiffs(J, I);
Y Y

ii) Ja= —J o si 0eDiff* (J, .
Y 14
En effet par définition :

jd =J a[f(®)].f (1) de

a

t — a[f()].f(t) est continue et u > O(u) établit un C*-
ALLCA ~ aan o~ 2aom hictme dAa Fa A1 i Ta Bl Annlianiant TJIT LT 9 20 31 yiant
daificomorpnisme de |c,aj sur | 4,0]. Appiiquant 111 06./.2, £ vient

87" (b)

J alf(@)]. f()dt = j a[f ()] f'(B()8' (u) du

a 6~ '(a)
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Or pour tout u:

alf(Ow)]. f(Ow)8 (w) = alf(B(u)]. (6w f (Ow))
= a(g(v).g'(w)

~b)
j f a(g(u)).g'(u) du
'(a)

Suivant que 9 est strictement croissant ou décroissant, on a 8~ '(a) = c et
07 '(b) =d, ou 87 (a) =d et 67'(b) = c. D’oul le résultat. O

Ainsi :

2° On déduit immédiatement du lemme :

THEOREME ET DEFINITION. — Soient F+ n C*-arc géométrique orienté, et o
I‘\

vt TJ da £ soantana
1T U UL @ wullwlviiqalitl

supp I',.. Alors j o ne dépend pas du choix du représentant y de I', ; on
Y

l’appelie intégrale curviligne de o le long de T ; on la note [ oL

Jr
[V

Résulte immédiatement de la définition d’un arc géométrique orienté.

O

L’introduction de 'intégrale curviligne le long d’un arc géométrique orienté est, encore ici, un
simple procédé d’exposition, destiné a rappeler que 'on travaille sur un arc paramétré que 'on ne
s'autorise a remplacer que par un arc positivement équivalent.

Ce qui est fondamental c’est le lemme du 1°.

5.3. THEOREME DE GREEN-RIEMANN

Lespace envisagé dans ce sous-chapitre est R? orienté
canoniquement,

5.3.1. Bord orienté d’un compact a bord dans R’

1° Notion de compact a bord. — Rappelons que les arcs-paramétrés C'
par morceaux et réguliers ont été définis au 5.2.1,4° et posons

DeriniTioN. — Un compact K de R? est dit compact a bord si, et seulement
si sa frontiere 0K — alors appelée bord de K — posséde les deux propriétés

1

.
mvantag
ULYGILIILLD

an

i) Il existe une famille finie (v;);.n, d’arcs parameétrés fermés simples, C!
par morceaux et réguliers, telle que 0K soit la réunion disjointe des supports €,
de ces arcs (ce qui signifie que €; N €; = J pour i # j);
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ii) Pour tout point régulier d’un arc vy, il existe un pavé P centré en ce point,
tel que P\OK ait deux composantes connexes, I'une constituée de points de
Pintérieur de K, lautre de points n’appartenant pas a K.

FiG. 56.

REMARQUES. — a) D’un point de vue intuitif, la seconde condition signifie qu’au voisinage de
tout point régulier de la frontiére, les points de K sont situés « d’'un méme c6té » du bord oK.

b) Notre définition d’'un compact a bord n’est pas la plus générale, mais elle suffit dans les cas
qui nous intéressent.

Orientation du bord du compact a bord K. — Les notations sont celles de la définition
précédente. Considérons un point régulier, de paramétre t, de 'un des arcs y; = (I;, f)), et un pavé
P de centre f;(t) vérifiant ii). Prenons un repére direct # d’origine f;(t), de premier vecteur de base
fi (). On montre aisément que (quitte a restreindre P) on peut d’une part restreindre P n 0K a
P N €, et, d’autre part, trouver pour le sous-arc correspondant de y; une paramétrisation
cartésienne C!-équivalente, de la forme x — (x, ¢(x)).

Les deux composantes connexes de P\0K se caractérisent ainsi, au moyen de %,
respectivement par y > @(x) et y < ¢(x). Dans ces conditions, on dit que le vecteur f/(t) est
cohérent avec K si, et seulement si la composante connexe caractérisée par y > ¢(x) est celle qui
est constituée de points de I'intérieur de K (intuitivement : au voisinage du point f(t), les points de
K sont « a gauche » de 0K). Le lecteur constatera que la propriété : « le vecteur fi(t) est cohérent
avec K » ne dépend pas du choix du deuxiéme vecteur de base de & ; en particulier, si R? est muni
de sa structure euclidienne canonique, on pourra choisir un repére # orthogonal.

Nous admettons que (quitte & remplacer y; par I'arc « opposé », obtenu par le changement de
parametre t — — t), il est possible de faire en sorte que le vecteur-dérivée premiére soit cohérent

nuyanr F an tAatd mndet vrdanliar Aa oap
aviL N Tl Wwul puljiit 1cgulict uc Y‘.

FiG. 57.

Lorsqu’il en est ainsi pour tout i € N, on dit que la réunion des arcs orientés I'; représentés
par les y, Constitue le bord orienté, noté 6K, du compact K.

En résumé d’un point de vue intuitif on est en présence d’'un compact K dont la frontiére est
une réunion finie, disjointe de supports d’arcs géométriques orientés, fermés, simples, C! par
morceaux et réguliers, tels qu'en parcourant cette frontiére dans le sens de 'orientation on ait K

i 4 a1 peivuiilal = (54 38 1) LAl % 2eila BL UL Sl 2

constamment 4 sa gauche.

REMARQUE. — Pour donner une méthode d’orientation du bord éK qui soit la méme dans
les trois cas que nous envisageons dans ce chapitre (Green-Riemann, Ostrogradski, Stokes), il
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vaudrait mieux associer au point considéré f,(t) un vecteur sortant de K, i.e. un vecteur z £ Rf(t)
auquel on puisse associer un C'-arc ([uy, u,[,g) de R? vérifiant :

i) Vue[up, u,[ guyek
ii) gluo) = f:(t), (uo) -z

......... L IV WP ~asa —h . PR R

LC VCCICUI’] ‘U) Sera alOI'S (lll COHCI'CHI avec K Sl, (19 seulemem Sl, pOUI' tout vecteur sortant z (e(
I'on constate que cette propriété ne dépend pas du choix de ce vecteur), la base (z, f(t)) est une base
directe de R2.

2° Quelques cas particuliers.

1 Cas. — Soit [a, b], a < b, un segment de R et ¢, et ¢, deux applications continues de
[a,b] dans R vérifiant :

VtE]a,b[, <P1(t) < (PZ(t)'

Draprés 111.7.3.1 nous disposons du compact quarrable :

K= {(x,»la<x< b A(ex<y<o,(x)}

\J

‘Pz(x)l

01 (x)

La frontiére de K est constituée par la réunion de quatre graphes et elle est le support de 'arc
paramétré, ainsi défini : on pose a, = a, a; = b,

a; = b + @,(b) — ¢,(0), ay = 2b + @,(b) - @,(b) — a
a, = 2b + ¢,(a) + @,(b) — ¢,(a) — ¢,(b) — a

Il s’agit de l'arc ¢t — f(t) défini par :

Poura, <t <ay: f() =(0.(1)

Poura, <t <a,: f(ty=(0t + o,b) —b)

Poura, St <ay: f(t)=(2b + ¢,(0) — ¢,(b) — 1, 02(2b + ¢;(b) — @4(b) — 1)
Poura, St < ag: f(0) = (a,2b + 9,(a) + 0;(b) — 0, (b) —a — 1)

D’un point de vue mnémotechnique il s’agit d’une part du graphe de x — @,(x), paramétré
par le choix du paramétre x (on dit qu’il est parcouru suivant les abscisses croissantes), du segment
[B, C] paramétré par y +— (b, y) (on dit qu'il est parcouru suivant les ordonnées croissantes),
du graphe de x > @,(x) paramétré par — x (on dit qu'il est parcouru suivant les abscisses
décroissantes) et enfin du segment [D, 4] paramétré par y — (a, — y) (on dit qu’il est parcouru
suivant les ordonnées décroissantes); on a mis « bout & bout » ces quatre arcs en définissant une
paramétrisation continue de [a,, a,] dans RZ On obtient ainsi un arc fermé, simple, donc
orientable.

Si I'on suppose alors en outre que ¢, et @, sont dérivables cet arc est C' par morceaux et
régulier et il est facile de constater que I'arc géométrique orienté I', ayant pour représentant vy est
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précisément le bord orienté 0K, de K qui, ici n’est constitu¢ que d’un seul arc. On peut alors
prouver que l’orientation cohérente est ici caractérisée par la propriété suivante : prenant un point
a intérieur a K et un cercle centré en a contenu dans l'intérieur de K, lorsque t +— f(t) = m décrit
JK ,, 'unique point p d’intersection de la demi-droite d’origine a contenant m et du cercle, décrit le
cercle une fois, dans le sens direct.

REMARQUE. — 1l est bien évident que l'on inclut ici le cas ou ¢,(a) = @,(a) (resp.
@,(b) = @,(b)), le sous-arc [D, A] (resp. [B, C]) étant alors réduit a un point.

2°Cas. — Soit [¢, d], ¢ < d,un segment de Ret y, et ¥, deux applications continues de [c, d]
dans R vérifiant :

Ve e d[, Vi) < ¥,(1)

R? et sa frontiére est le support d’un arc-paramétré v, obtenu en mettant « bout a bout » le graphe
de y — x = y,(y) parcouru suivant les ordonnées décroissantes, le segment [B, C] parcouru
suivant les abscisses croissantes, le graphe de y +— V,(y) parcouru suivant les ordonnées
croissantes et le segment [D, A] parcouru suivant les abscisses décroissantes.

Si 'on suppose en outre Y, et y, dérivables, 1'arc géométrique orient¢ I' ayant pour

renrdcantant v act la hard arientd AK de K ani irt encara n’act cnnctitunég ane d’un cenl are On
IvpIudLLItaill | oL IV UV VHIVIIW U 4 UV 1Y Ul 6] VIIVULV, 1 V0L VULISULUL UL U Uil Svul alv. v

constaterait que l'orientation cohérente est, ici aussi, caractérisée par la propriété citée dans le
1er cas.

3° Cas. — On envisage ici un arc paramétré y = ([a, b], f), t — (x(¢), y(t)) fermé simple, C*
par morceaux et régulier, vérifiant les deux conditions :

i) Si a (resp. B) désigne la borne inférieure (resp. supérieure) de t — x(t) sur [a, b}, il existe
deux applications continues ¢, et ¢, de [o, ] dans R telles que :

Vx e Ja, B[ @, (%) < @,(x),

et que, si ’'on introduit ’arc-paramétré y, construit avec @, et ¢, comme cela a été fait au 1°" cas,
les supports de y et y, soient les mémes.

ii) Si & (resp. €) désigne la borne inférieure (resp. supérieure) de t —— y(t) sur [a, b], 1l existe
deux applications continues Y, et Yy, de [, €] dans R telles que :

Yyeld, e[  Vi(y) < ¥,(»)

l P4 . e
t e comme cala a &té fait an 2% cac
L W W Wil 4 Wwivw Il U o D,

et que, si 'on intro
les supports de y et y, soient les mémes;

D’un point de vue intuitif, y est coupé en deux points au plus par une parallele a I'axe des
ordonnées (1csp. des abscisses) et lorsque I'intersection avec une telle paralléle est non vide, on peut

exprimer de maniére continue les ordonnées (resp. les abscisses) des points d’intersection.
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xyY

Du fait que 'on dispose d’arcs fermés simples ayant le méme support, on déduit aisément que
Y, Y, et Y, sont C°-équivalents et définissent donc le méme C°-arc géométrique. Il est facile de
constater que y, et Y, appartiennent a la méme classe d’équivalence positive et (quitte & remplacer
ypar([— b, — a), t — f(— t)), nous pouvons supposer que v, Y, et v, définissent un méme arc
géomeétrique orienté I,

Reprenant les constructions faites aux 1° et 2° on constate qu’elles conduisent au méme
compact K de R? et que I' (considéré comme de classe C! par morceaux et régulier grice au
représentant ¥) est le bord orienté dK, de K.

En réalité nous venons de rencontrer trois cas particuliers du théoréme suivant, qui est
admis :

THEOREME DE JORDAN. — Si € est le support d’un arc géométrique fermé simple I' de R?, alors
R*\% a exactement deux composantes connexes; ¥ est leur frontiére commune.

Une et une seule d’entre elles est bornée ; elle est dite intérieur de € et notée €,,;; son adhérence
K est un compact, et, si, en outre, I est C' par morceaux et régulier, alors I'une des orientations de
I est le bord orienté de K (ce bord est constitué d’'un seul arc).

ZGX?

5.3.2. Théoréme de Green-Riemann

1° Nous admettons, sous sa forme générale, le théoréme suivant :

TuEOREME DE GREEN-RIEMANN. — Soient K un compact a bord de R?, de
bord orienté 0K ., et & = P dx + Q dy une forme différentielle de degré un, de
classe C! sur un ouvert U de R? contenant K. Alors on a:

0 0
f a=” (a—Q(x,y)——P(x,y))dxdy 1)
3K, k \0X ay

Il va de soi que f est la somme (finie) des intégrales curvilignes le long des différents arcs
K,
géométriques orientés de classe C! qui constituent K , (nous sommes pour chacun d’eux, dans les
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hypothéses du 5.2.2). D’autre part la frontiére de K, réunion finie de parties #-négligeables de R?

(supports d’arcs compacts, C! par morceaux), est #Z-négligeable ; K est ainsi un compact quarrable,

opP
et la continuité de (x, y) +— a—(x, y) — a—(x, y) assure I’existence de l'intégrale double.
x y

e Nous allons cependant démontrer le théoréme dans quelques cas
particuliers qui — ainsi que le lecteur le constatera — s’étendent aux cas usuels
d’application.

a) On se place dans le 1 cas particulier du 5.3.1,2°.
Par application de 1V.7.1.2, 1°, on obtient :
oP b
- —(x,y)dxdy = | (P(x, 9,(x)) — P(x, ¢,(x))) dx 2
K ay a
Le second membre de (2) est Jr P dx, puisque les intégrales curvilignes correspondant aux
oK, 1
paramétrages des segments [B, C] et [D, A] sont nulles. Nous avons donc établi, dans ce cas
particulier I’égalité :
oP
Pdx = — —(x, y)dx dy (3)
K, k 0y
b) On se place dans le 2° cas particulier du 5.3.1,2°.
Par le méme procédé, on établit, dans ce cas particulier, 1'égalité :
0Q
Qdy = — (x, y) dx dy 4
oK, K 0x
¢) On se place dans le 3° cas particulier du 5.3.1,2°. — Comme en a):
oP p
- —dxdy = | (P(x, 9,(x)) — P(x, ¢,(x))) dx (5)
Kk 0y o
Par le changement de variable t +— %(1), le second membre de (5) s’écrit f P dx, ce qui montre

que 'on a encore I'égalité (3).
L’¢galité (4) s’¢tend de la méme fagon et, par simple addition a partir de (3) et de (4), on
obtient (1).

e Dans des cas plus généraux, on cherche a se ramener au cas qui précéde en utilisant des
droites parailéies aux axes de coordonnées, de fagon a fractionner ie compact K en sous-compacts,
quitte a introduire des intégrales curvilignes le long de segments parcourus chacun deux fois, en
sens inverse.

Les figures 62 et 63 illustrent cette méthode : les segments ajoutés (parcourus deux fois) sont
représentés par un trait pointillé; dans le second cas dK est constitué de deux arcs.

Fi1G. 62. FiG. 63.

ol
{ >
ol
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2° Liaison avec laire d’'un compact quarrable. — Ultilisant les applications

(x,y) — Px,y)=—y et (xy) — QO(xy =x

qui sont de classe C! sur R?, on obtient qu’un compact a bord, que I’on sait
déja étre quarrable, a une aire donnée par I'une des trois expressions :

1
J xdy=J —ydx=—f (xdy — ydx)
K, oK, 2 K,

Ces derniéres formuies, qui généralisent 1V.7.3.1, 1°, sont en particulier tres
utiles pour calculer l'aire d’un compact plan « intérieur & une courbe fermée
simple ».

5.4. INTEGRALE D'UNE FORME DIFFERENTIELLE
DE DEGRE DEUX

(&, E) est un espace affine de dimension 3; k est un
élément de N* U {+ oo}.

5.4.1. Intégrale d’'une forme différentielle de degré 2
sur une nappe paramétrée

1° Soient ¢ = (D, F) une C*-nappe paramétrée de &, et o une forme
différentielle de degré 2, continue sur le support ¥ de 6. Nous disposons de la
forme différentielle de degré 2, F*(a), continue sur le domaine D de R? (5.1.2).

Comme dim R? = 2, si nous notons (u, v) I'élément générique de R?, nous
disposons de la base canonique de Q3(D) constituée par la forme différentielle
de degré deux du A dv; d’ou Iexistence d’une application continue
f:D —> R telle que F*(a) = f du A do.

Avec ces notations, posons ;

DEFINITION. — Soient T une partie bornée de D, et t le morceau (')
(7, F|T) de c. La forme différentielle o est dite intégrable sur t si, et seulement

si f est intégrable sur 7. S’il en est ainsi J. J f(u, v) du dv est dite intégrale de o
T

sur 7, et noté | a.

T

(}) T n’étant pas nécessairement un domaine, le couple (7, F|T), que nous appelons morceau
de nappe paramétrée, n'est pas nécessairement une nappe paramétrée.
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Dans le cas ou D est borné, on dit, en particulier, que o est intégrable sur
c si, et seulement si f est intégrable sur D. On constate d’autre part :

ProrosiTioN. — Chacune des conditions suivantes est suffisante pour que o
soit intégrable sur 1 :

i) T est un compact quarrable de R? (on dit alors que t est un morceau
compact quarrable de ¢);

ii) 7 est une partie quarrable de R? et f est bornée sur 7.

2° Propriétés. — a) Soit T un morceau d’une nappe G. Si o et P sont des
formes différentielles de degré 2 intégrables sur t, alors, pour tout (A, p) € R?, la
forme Lo + uP est intégrable sur t et on a:

f(m+pﬁ)=xfa+gf;3
J J J

T T T

En particulier si t© = (T, F|T) est tel que T soit un compact quarrable,

Papplication de QY(%) dans R, o +—> | o est une forme linéaire.

T

Vérification immédiate sur la définition et les propriétés de F*(a). [

b) DEFINITION. — Le morceau t de o est dit #Z-négligeable par rapport a o,
si, et seulement s’il vérifie les deux conditions :

i) T est une partie %-négligeable de R?;
ii) f est bornée sur T.

Notons qu’il en est ainsi lorsque T est un compact #-négligeable de R?, et
en particulier, lorsque t est un C'-arc compact tracé sur ©.

Nous constatons que : si T est #-négligeable par rapport a a, alors o est
intégrable sur 1, d'intégrale nulle. Nous disposons ainsi de la propriété :

Si la forme différentielle a de degré 2 est intégrable sur les morceaux 1, et T,
de la nappe o, et si T, N1, est &#-négligeable par rapport a a, alors a est

intégrable sur 1, U T, et:
f {* f

J oc=Joc+Joc
T, UT, T, 1,

Il va de soi que 1, N 1, (resp. T, U 1,) désigne le morceau de o défini par la
restriction de F a T, n T, (resp. 7, v T,). On utilise 1V.6.5.4, 1°. ]

c) Soient & et F deux espaces affines de dimension 3, ¢ une application de
classe C* d’un ouvert U de & dans un ouwvert V de F, o. une forme-différentielle de
degré 2 continue sur V et ¢ = (D, F) une nappe de classe C* de & dont le support
est contenu dans U; on note ©(c) la nappe (D, @o F) de &. Alors si 1= (T, F|T)
est un morceau de o, et sous réserve que @* (o) soit intégrable sur T (ou que o soit
intégrable sur @(t)), on dispose de légalité :

f a = f(p*(oc)
o(1) T
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Par utilisation de F*(¢*(a)) = (¢ o F)*(a), ces deux intégrales conduisent

toutes deux a la méme intégrale double. ]
3° Calculs pratiques. — & est muni d’un repére (O, i, j, k) et la nappe
= (D, F) est donnée par :

(u,v) — F(u,v) =0+ X(u, v)i + Y(u, v)j + Z(u, v)k

ou X (resp. Y, resp. Z) sont des applications de classe C* de D dans R. Comme
E est muni de la base (i, j, k), on sait que pour toute partie & de & les formes
différentielles de degré 2, continues sur &, se décomposent de maniére
canonique sous la forme :

oa=Pdy Adz+ Qdz A dx + Rdx A dy

ou P, Q, R sont trois applications continues de % dans R.
F*(a) est alors la forme différentielle de degré deux, sur D :

F*()=(PoF)dY A dZ + (Q o F)dZ A dX + (R o F)dX A dY
Un calcul facile conduit a :

F*a) = {(P o F)Y.Z, — Y'Zl) + (Q o F)(Z.X', — Z'X))
+ (RoF)(X,Y, — X, Y)} du A dov

/ D(}r, Z) n/’7 V\ D(X, r)\
=(PoF- +QoF: + RoF=2"2)du A dv
D(u, v) D(u v) D(u, v)
Ainsi f est I'application de D dans R
n{iv 7\ Nn{7 Y\ nNn/{iv W
f=P°FU\l"‘}+QOF'U\L3A}+ROFU\A’I}
D(u, v) D(u, v D(u, v)
UN cAs PARTICULIER. — & = (D, F) est donnée par :

(x,y) ¥ F(x,y) = 0 + xi + yj + Z(x, y)k
Le calcul qui précéde conduit & f: D —» R:
f=—PoF.Z, —QoF.Z, + RoF

EXEMPLE. — Dans R® on considére la forme différentielle de degré 2 :

o =xdy Adz+ ydz Adx + zdx A dy

n
eLld‘iappeGﬁ(D,F)OuD={(9,¢)E ( 6 3},\ <<;><21:)}
et F: (6,p) — (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 0)

(le support de © est une demi-sphére ouverte privée d’un quart de grand cercle).
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Existence et calcul dej o.
[+3

On détermine F*(a) :
F*{o) = sin 6 cos ¢.({cos 6 sin ¢ d6 + sin 6 cos ¢ dp) A (— sin 6 d6)
+ sin 0 sin @ (— sin 8 dB) A (cos 6 cos ¢ dB8 — sin 8 sin ¢ do)
+ cos 8 (cos 6 cos ¢ d0 — sin 0 sin @ d@) A (cos 6 sin ¢ d6 + sin 6 cos ¢ do)

N \]

=sin08d6 A do

D est un ouvert quarrable de R? et (8, @) +— sin 8 est bornée sur D ce qui assure l'existence de
J sin 6 d6 do
D
Il en résulte :
o = 27
a

.4 L] L] 14 » r

5.4.2. Intégrale d’une forme différentielle de degré 2
. ”

1° LEMME. — Soient c = (D, F) et ¢’ = (A, G) deux nappes paramétrées
C*-équivalentes et 0 Diff*(A, D) tel que G = F o 6. On considére une forme
différentielle o de degré 2 continue sur le support commun & de G et o', et une
partie bornée T de D telle que la partie T' = 0~ (T) de A soit également bornée.
Alors, sous réserve que o soit intégrable sur chacun des morceaux de nappes
1=(T,FIT)ett =(T',G|T'),on a:

Jﬁ o =E Jﬂ o)
ot ¢ = 1si 0eDiff' (A, D), et e = — 1 si 8¢ Diff* (A, D).
En effet d’aprés 5.1.2 :
G* (o) = (F o 0)*() = 8*(F*(a))
Il en résulte que si F*(a) = fdu A dv avec f: D — R continue on a:
G*(a) = (f o 9)D(Jg).dA A dp

Ainsi, puisque par hypothése o est a la fois intégrable sur t et t’:

r rr
o= f(u, v) du do
[y v T
r rr
o= (f 2 0)(A, p) D(Jg)(2, p) di dp
Jr JIo (D
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Comme les deux intégrales doubles existent, par I1V.7.2.2, 1° on dispose de
Iégalité :

” f(u, v)dudo = ” (f 2O, w). DA, p)| dA dp

¥l YU 14y

Or sgn D(Jg) est la constante (A, u) +— €. O

REMARQUE. — Si l'on utilise un morceau compact quarrable de o, il est bien évident que
puisquc T est un compact quarrable de D, T" est un compact quarrable de A, et o est a la fois
lI]lUgl'leC sur t et T bl DlCIl quc lC lCIIlI[lC b appuquc sans aucune ICbCIVC rar contire bl l UI] utilise
d’autres morceaux de o, il se peut que a soit intégrable sur 1 sans I’étre sur 1’ ; nous retrouvons le

fait, déja signalé, que l'intégrale de Riemann est mal adaptée a ce genre de problémes.

2° La notion d’intégrale d’'une forme différentielle de degré 2 sur un

r

orcean de nanne CanPfrlﬂllP nrlpnfpp niig ] on nnnrralf AP{“I 1ira f"ll ]Pmmp
LIVIVVAU ULV LGP PV BuvViIlIVULIY UL V1iViIIVY, UL 1 Vil PUBLLIGIL UVUuilv u iw

ne présente que peu d’intérét. L’essentiel est le lemme du 1°.

T __a _ . —— PR

Intégrale d’une forme différentielie de degré 2
ur une surface décomposable orientée

SJ'I

N

(V)
7]

1° Cas particulier. — Soit X une C*-nappe géométrique plongée. On sait
que & = supp X est un surface plongée (au sens des sous-variétés). Fixons une
orientation &, de %, ce qui équivaut a fixer une orientation £, de X (par le
choix d’un représentant).

Soit en outre o une forme différentielle de degré 2 continue sur &.

En utilisant le lemme du 5.4.2, 1°, on obtient :

THEOREME ET DEFINITION. — On suppose qu'il existe un ceX, tel que o
soit intégrable sur E. Alors, pour tout c'e X

— ou bien a n’est pas intégrable sur o’;
— ou bien o est intégrable sur ¢’ et les intégrales de o sur G et G’ sont égales.

On est en droit de dire qu’alors o est intégrable sur %, , de définir Pintégrale

de o sur &, comme étant Pintégrale de o sur o, et de la noter a.
&L+

2° Cas dune surface décomposable orientée. — DEFINITION. — Une
surface décomposable & de & (cf. 4.2.3, 2°) est dite orientable si, et seulement si
elle est incluse dans une surface orientable &’ de & (au sens des sous-variétés).

t assez restrictive lpllp exclut. par exemnle, la frontiére
t asse 1ctl

L 1wShu v IV Vil prs Rty S

1tion es
d’un pave), mai elle n'implique pas que & soit nécessalrement une surface, ainsi que le montre,
dans R® muni de sa structure affine canonique, le cas de la surface décomposable :
S ={(x,y,2(x*> + y> + z2 = 1) A (z 2 0)}, incluse dans la surface orientable
L ={x,y.2)x*+y* + 22 =1}
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A une orientation &', de &’ correspond alors « I’orientation » &, de &
telle qu’en tout point m de &, le plan tangent orienté en m & &, (s’il existe)
coincide avec le plan tangent orienté en m & &', (qui, lui, existe toujours). On
appelle decomposition de & ., toute décomposition (supp (U;, F))) de & telle
que, pour tout ie I, (U,, F;) soit une paramétrisation de &', , i.e. représente une
sous-variété &, orientée en concordance avec &', .

(Le lecteur constatera qu’a partir de toute décomposition de &, on peut
construire une décomposition de &, .)

Nous admettrons sans démonstration :

THEOREME ET DEFINITION. — Soient & . une surface décomposable orientée
et o uue forme différenticlle de degré 2 continue sur & .. Sl existe une
décomposition de &, telle que (avec les notations précédentes) o soit intégrable

sur chaque &;,, alors la somme ) o est commune a toutes les
iel Jg&,,

décompositions de &, vérifiant la méme condition; on dit alors que o est

intégrable sur & _, d’intégrale :

foc=2j .
. iel Jg,,

Sans qu'il soit question de démonstration, ce théoréme s’explique par le fait que — ainsi que
nous I'avons vu au 5.4.1, 2° — pour toute nappe T qui le contient et pour toute forme o, un C'-arc
paramétré compact est &-négligeable par rapport 2 a.

EXEMPLE. — Dans R® muni de sa structure euclidienne canonique, la sphére & déquation
x2 + y* + 2% = 1 est orientable (3.3.4,2°). Soit &, la sphére orientée obtenue en orientant en

—_

chaque point m la normale par Om. On propose de calculer :

J‘ xdy Adz + ydz A dx + zdx A dy.
4

+

Nous avons vu (exempie I du 4.2.3, 2°) que nous disposons de la décomposition (&; = supp (U, F))
avec:

U={08,0ecR}0<b<m)A(-n<g<mn)

et
F(6, ¢) = (sin 6 cos @, sin 6 sin @, cos 6).

La surface orientée &, , représentée par (U, F), et la surface orientée &, ont la méme normale
orientée, de vecteur unitaire (0,1, 0) au point (0, 1, 0).
De la définition on déduit :

Jr o= JrJr sin 6 do de = 4n
& U

+

e A titre d’exercice le lecteur reprendra le calcul en utilisant la seconde décomposition de &
utilisée au 4.2.3,1°. Ici encore, il aura alors a utiliser des intégrales impropres.



5.5.1 THEOREMES DE STOKES ET D'OSTROGRADSKI 255

5.5. THEOREME DE STOKES;
THEOREME D’'OSTROGRADSKI

5.5.1. Théoréme d’Ostrogradski.

¢ Vd
é Lespace envisagé est R® orienté canoniquement. %

1° Notion de compact a bord dans R®. — DEFINITION. — Soit K une partie
compacte de R?; on dit que K est 4 bord si, et seulement si sa frontiére 6K

virifia lae hynanthdcac cmmivantac o
YAILEG ILD IIJPU IOV JSWUWIVAIILLYD o

a) 0K est une surface nécessairement compacte ;

b) Pour tout point m € JK, il existe un ouvert U de R* contenant m, un pavé
ouvert V' de R3, et un C!-difféomorphisme ¢ de U sur V vérifiant les deux
conditions :

i) 0K n U = ¢ *(R* x {0} n V)ce qui ne fait que traduire une partie de
a) a4 savoir que 0K est une surface de classe C' (au sens des sous-variétés);

i) KAU =0"'R: x R_ D).
Intuitivement cette deuxiéme propriété traduit Ie fait que K est « d’'un méme c6té » de JK.

4

FiG. 64.

Orientation du bord. — Supposons R*® muni de sa structure euclidienne
canonique. En tout point m de 0K, nous pouvons orienter la normale a 0K,
d’un point de vue intuitif, en choissant un vecteur directeur n « tourné vers
I'extérieur de K », d’un point de vue plus mathématique en constatant que

T\ AT

U\GK a deux composantes connexes, images par ¢ ' des deux composantes
connexes de M\@(@K N U) (2 savoir R? x RY n Vet R? x R* n V) et en
chozs:ssant un vecteur n de telle sorte que les pomts m + en appartiennent a

1(R? x R* n V) (denc n’appartiennent pas & K) pour € > 0, € « petit »;
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ainsi nous disposons d’une orientation dite canonique de la normale en tout
point de 0K et nous supposons que cette orientation en tout point permet d’en
deduire une orientation de la surface 0K : on dit que le bord du compact K est
alors canoniquement orienté, et on le note 0K,

ExXeMPLES. — a) Toute boule fermée est un compact a bord dont le bord orienté est la sphére-
frontiére, les normales orientées étant dirigées vers I'extérieur de la boule.

b) Toute boule fermée B, privée d’une boule ouverte B, dont I'adhérence est incluse dans
intérieur de B, (resp. de plusieurs telles boules), constitue un compact a bord dont le bord orienté
est la réunion de deux sphéres; sur la sphére externe, les normales sont dirigées vers 'extérieur de
B, ; sur la sphére interne, elles sont dirigées vers l'intérieur de B,.

y )

Pg
By

By

Fi1G. 65.

REMARQUES. — a) Le lecteur notera que le bord de K n’est pas nécessairement connexe.

b) On a écarté ici la possibilité d’avoir des points « anguleux » sur K en se limitant au cas ou
les bords sont des surfaces; en réalité on pourrait étendre la théorie au cas ou les bords sont des
réunions finies de surfaces dont les intersections mutuelles sont des réunions finies de C'-arcs
compacts.

¢) L’orientation de R? intervient en ce sens qu’elle permet de relier I'orientation de la normale
a celle du plan tangent, et donc & celle de JK.

d) Pour simplifier la présentation de l'orientation du bord, nous avons muni R*® de sa
structure euclidienne canonique. En fait celle-ci n’intervient pas, ainsi que l'on s’en assure :

P J TNAL ol dlcimaanmad A PIVIRy. W Py

e U\OK relativement a un repere direct de
ngent enm (correspondant a une parametrlsatlon

- SOl[ €n Consmcram le C(Jmp(.)b antes
R? construit en prenant une base du plan
locale de 0K);

— soit en utilisant (comme au 5.3.1, 1°) la notion de vecteur sortant de K.

w
"’ Q
(o]
=1
=1
('I
(I
72
C

2° UN EXEMPLE IMPORTANT. — Soit y = (I, t —(x(t), ¥(t), 0)) un C'-arc paramétré plan de
R3, régulier, fermé simple, de support ¥. Considéré comme support d’arc géométrique de R?
(identifié & R* x {0}), € limite un compact-plan noté €, ou ¥i,.. On considére deux applications
fi et f, de v, dans R, continues, vérifiant les hypothéses suivantes :

i) f; et f, sont continues, et de classe C! sur vy,

ii) Pour tout (x, y) € Yipp f1(x, ¥) < f2(x, ¥).

Posons :
K = {(x, y, 2)l((x, y)GYmt) A (filx, y) € 2 < fr(x, )}

K est un compact de R?® dont la frontiére est la réunion de :

S_ = ffxv v 2y Vi Y A (7 — fiily o} ie N
i WA Yy A V)T Tint) 7 \& JRN V))gs E = 1N
C = {(x,3 2l(x,y) € €) A (fi(x,y) < z < fr(x, Y}

(il s’agit des graphes de f; et f, et du morceau de cylindre de base €, de génératrices paralléles a
Oz, limité par S, et S,).
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b

S
y

€t

w

D

Fi1G. 66.

Notant €, = {(x, y, 2)|((x, y) € €) A (z = fi(x,y))} on vérifie facilement que K\¥, U ¥, est
une surface, de classe C!; si I'on suppose que 8K est une surface (intuitivement ceci veut dire que

ran~narda M alare K agt 11m camnnat & hard Abhasmanacahla AAant l’r\f;nv\fnf;nr\

< <
D1 Cl D) S€ « raccor uci‘u » avec \./} aluld v OOl Uil vullipa Cl a o0ra UtLullipuUdavlv Uullil 1 viiviiiatiivil

a été schématisée sur la figure.

REMARQUE. — Si l'on s’autorise des bords « anguleux » (remarque b) du 1°), on peut
évidemment supprimer I’hypothése que 0K est une surface le long de €, U €, sous réserve de
supposer que y; et v, sont de classe C! ce qui est par exemple réalisé si f, et f, sont de classe C!

T Py Sy Y

Sur un oOuveri contenant Ymt

3° Théoréme d’Ostrogradski. — THEOREME. — Soit K un compact a bord
dans R3, de bord orienté 0K, et

=Pdy Andz+ Qdz Adx + Rdx A dy

une forme différentielle de degré 2, de classe C' sur un ouvert U de R3 contenant
K; on a légalité :

{ ([ [opP

o = —(x, y, z )+ig(x,y,z)+a—R(x,y,z)\dxdydz
| P R oy o 50 9)

Ce théoréme est admis mais, comme pour le théoréme de Green-Riemann,
nous pouvons donner sa justification dans quelques cas particuliers.

a) Cas particulier étudié au 2°. — Calculons j Rdx A dy. Les paramétrisations
K

(x,¥) — (x,y, fr(x,y)) de S, et (x,y) — (x, ), fi(x, y)) de S, sont respectivement cohérente avec
orientation de 0K . et « opposée » a4 cette orientation. Par ailleurs la partie de I'intégrale relative
a C. est nulle car une paramétrisation de C est (t,u) — (x(t), y(t), v) avec:

Ve filx (0, y(1) < u < fr(x(0), y(2)

et, dans le calcul de J da, le produit extérieur dx A dy conduit a (x'(t) dt) A (y'(f)dt). On a
C.
donc :

. pr

J Rdx A dy = JJ (R(X, Vs fZ(x’ y)) - R(x’ ¥, fl(x’ y))) dx dy
K v

Yint

(car ¥, est un compact quarrable et, dans I'intégrale double on peut remplacer v, par y;,).
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D’aprés 1V.7.1.2, 1°,

H (R(x, y, f(x, y)) = R(x, , fi(x, y) dxdy = m —(x,y,z)dxdydz

Yint

b) On dispose d’un compact d bord K vérifiant simultanément les hypothéses du 2° relativement
aux trois plans de coordonnées.
Par simple addition, on obtient :

f a ”T ——(x v)z\-i—a—Q(xvz)-}-—(x” \ dx dy dz
| | P » ')

e Dans un cas plus général on cherche & décomposer K en compacts vérifiant I’hypothése de
b), quitte a introduire des morceaux de surface tels que les intégrales de o sur ces morceaux, se
détruisent deux a deux (méthode analogue a celle de 5.3.2, 1°).

4° Liaison avec le volume d’un compact cubable. — Utilisant les
applications :

Y, 2) = 2)

"7 2

qui sont de classe C® sur R?® on constate que tout compact a bord est cubable,
de volume donné par I'une des quatre expressions (qui généralisent 1V.7.3.2, 1°)

H xdy/\dz=” ydz A =” zdx A dy

J6K+ JJaK+ ‘Uam

(oW
=

1
=-3—J‘f xdy Adz + ydz Adx +zdx A dy
K,

5.5.2. Théoréme de Stokes

g (&, E) est un espace affine de dimension 3. g

1°Compact @ bord d’une surface. — DEFINITION. — Soit & une surface.
Un compact K inclus dans & est dit a bord si :

i) Il existe un nombre fini d’arcs y,, 1 < i < p, fermés, simples, C'! par
morceaux et réguliers, tels que 0K, frontiére de K dans &, soit la réunion
disjointe des supports ¥, de ces arcs.

ii) Pour tout point régulier d’un arc v, 1 < i < p, il existe un voisinage
ouvert V' de ce point dans % tel que V\0K ait deux composantes connexes,
Pune constituée de points de lintérieur de K (au sens de la topologie de %),
Fautre de points n’appartenant pas a K.
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D’un point de vue intuitif la seconde condition signifie qu’au voisinage de tout point régulier
de la frontiére 0K, les points de K sont situés « d’un méme c6té » du bord K.

REMARQUES. — a) Le lecteur notera que I’on utilise la topologie de &. Il est bien évident que
pour celle de &, K est d’intérieur vide.

b) Cette définition généralise celle donnée dans ie plan RZ.

Orientation du bord.— Supposons la surface & orientée et notons la & | ;
en tout point, de paramétre t, régulier d’'un arc y; nous disposons du vecteur
dérivé f;(t), vecteur directeur de la tangente a y;; en ce méme point, en tant que
point de <., nous disposons du plan tangent qui est orienté grace &
'orientation de % . Quitte, pour simplifier, & mettre une structure euclidienne
sur & et sans détailler I'axiomatisation (ce que nous pourrions faire en
projetant localement K sur le plan tangent) nous dirons que f;(t) est cohérent
avec K si, la demi-normale directe (déduite de la demi-tangente f;(t) + R, f;(¢)
par rotation de + m/2 dans le plan tangent) est dirigée vers l'intérieur de K.
Lorsque & est orienté, ceci signifie que si n désigne le vecteur normal 4 &, en
ce point, la demi-droite orientée f;(r) + R.n A f/(t) est «dirigée » vers
lintérieur de K.

- h]
Nous admettons que (quitte & rempl

possible de faire en sorte que le vecteur dérivée premiére soit cohérent avec K
en tout point régulier de y;. Lorsqu’il en est ainsi pour tout i € N, on dit que la
réunion des arcs orientés I'; représentés par les y; constitue le bord orienté,

noté¢ 0K _, du compact K.

REMARQUES. — a) L’orientation d’un compact a bord sur une surface orientée ne dépend
donc que de lorientation de la surface et elle est changée en son opposée si 'on change
’orientation de la surface.

b) Dans le cas particulier de la formule de Green Riemann, le compact K est contenu dans le
plan R?, canoniquement orienté, qui joue le role de & ..

¢) Ici encore la structure euclidienne n’est pas nécessaire, ainsi qu’on le constate en convenant
de dire que fi(t) est cohérent avec K :

— si pour toute base directe (fi(t), v) de la direction du plan tangent & ¥ en f(t), la demi-
droite fi(t) + R,v est dirigée vers «l'intérieur de K »,

T A mntea 0t tmovyve Foaaw

2° UN EXEMPLE IMPORTANT. — & est rapporté 4 un repére (O ; i, j, k) et & est le support d’'une
C'-nappe plongée donnée par un représentant cartésien (D, F) avec :

F(x,y) = 0 + xi +yj + f(x, pk



260 INTEGRALE D'UNE FORME DIFFERENTIELLE 55.2

On oriente & par le choix de la paramétrisation (D, F), ce qui en structure euclidienne
orientée traduit une orientation de la normale vers les « cOtes z positives ». Notons &, la nappe
orientée ainsi obtenue.

Si, identifiant le plan O + Ri + Rj a R?, nous considérons dans D un compact a bord C, de
bord 0C, comme F est un homéomorphisme de D sur &, nous disposons du compact K = F(C) et
de sa frontiére dans &, 0K = F(9C). On vérifie sans peine que K est alors un compact a bord dans
& de bord oK.

L’orientation de & , fait que par projection parallélement a k sur Vect (i, j), toute base directe
d’un plan tangent 4 &, a pour image une base de méme orientation que (i, j). Il en résulte que
Porientation de 0K est celle correspondant & dC ou en terme «imagé» que 0K, = F(0C,).

20 Thinvsm
core

o Ao C#
FrsC U i

un compact a bord K contenu dans S ., de bord orienté 0K . . Si o est une forme
différentielle de degré un, de classe C' sur un ouvert U contenant K, alors on a :

f o fda

J. e

hY

oil K . désigne K, orienté par Porientation de %, et ot J da est I'intégrale sur
K,

K. de la forme différent

K ielle de deoré deux do
+ clle e degre aeux do.

és AWwaaa AR waAEeE - G B -

Dans le cas particulier o K est un compact de &, de frontiére dans &,

0K = J, dans les mémes hypothéses j da = 0.
K

+

Ce théoréme de Stokes est admis. Faisons cependant quelques remarques
qui le justifient dans quelques cas particuliers.

a) Cas particulier étudié en 2°. — Soit ([a, b], f) un représentant de I’'un des arcs compacts qui
constituent le bord orienté dC, (dans O + Ri + Rj); ([a, bl, F o f) est un représentant de I’arc

L9 5393 ¥ ("aelie 5 AL vov

correspondant au bord orlente aK . Ainsi, en opérant sur chacun de ces arcs:

[oref ol
oK, F(éc,) oc,
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D’autre part, pour déterminer f da, nous formons F*(da), et nous savons (d’aprés le choix de
K,
l'orientation de % ,) que, si F*(da) = gdx A dy, avec g: C — R, alors:

( (f
JK da = “Cg(x, y) dx dy.

Comme F*(do) = d(F*(«)), comme O + Ri + Rj a été identifie 4 R?, le théoréme résulte du
théoréme de Green Riemann appliqué au compact C, de bord orienté dC, et & la forme de degré
un F*(x).

b) Cas particulier d’un compact « sans bord », par exemple une sphére. — La formule est
rendue vraisemblable par le fait que 'on peut décomposer cette sphére en huit triangles sphériques
dont chacun d’eux est un compact & bord d’'un support de nappe plongée du type étudié en 2° et
'on constate, en appliquant le théoréme de Stockes a chacun de ces triangles, que les intégrales
curvilignes le long des bords se détruisent deux a deux, car chacun d’eux est parcouru deux fois, en
sens Opposés.

5.5.3. Formulation générale des théorémes de Green-Riemann,
Ostrogradski et Stokes

Le lecteur a noté que les trois théorémes ont des hypothéses similaires
(liaison entre une « partie » et son « bord ») et des énoncés similaires, la
formation la plus concise étant celle du théoreme de Stokes dans laquelle
n’intervient que le compact K de la surface orientée & ,, le bord orienté de ce
compact 0K ,, la forme o et sa différentielle extérieure do. Pour donner un
énoncé similaire dans le cadre de R® (resp. R?) pour le théoréme
d’Ostrogradski (resp. de Green-Riemann), et plus généralement dans le cadre

dAvin eenace affine
Wi L1l voyuvv CLiilid

e de dimension 3 (resp. 2) muni d’'une base (O;1,j, k) qui
permet de Plidentifier & R® (resp. R?), il convient de remplacer les intégrales
multiples sur des parties de R® (resp. de R?) par des intégrales de formes
différentielles. D’un point de vue général, dans le cadre de la théorie des
variétés qu’il est hors de question d’aborder ici, il est possible de définir
I'intégrale d’'une forme différentielle de degré p sur un morceau de variété de
dimension p, orientée, ceci dans un espace affine de dimension n (avec
1 < p<n). Ici dans le cadre de R? nous savons déja que les formes

différentielles de degré 3 continues sur une partie X de R? constituent un
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module de dimension 1 sur I’anneau des applications continues de X dans R,
toute forme o s’écrivant de maniére canonique :

a=fdx Ady A dz avec f: X — R continue

Par définition si X est une partie cubable de R® nous pouvons alors poser :

[ [ o

Ceci d’'un point de vue mnémotechnique consiste a remplacer dans la notation
intégrale triple dx dy dz par dx A dy A dz et a procéder comme pour une

intégrale triple; le danger de la notation ‘UJ‘ fdx A dy A dz est que cette

X
expression dépend de P’orientation de 'espace R° (ce qui est cohérent avec la
théorie dans le cas des courbes et des surfaces); de mani€re précise si

(u, v, w) — (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u,v,w)) avec (u,v,w)ey,

est une nouvelles paramétrisation de X. sous réserve de vérifications des

wioe L% v preal AL a ANJAL  NAN  day uvu A widwia N v 2z A vv

hypothéses du théoréme de changement de variables dans les intégrales
multiples, la forme différentielle de degré 3, dx A dy A dz dans ce changement
de paramétre devient

M du A dv A dw
D(u, v, w)
et nous serions conduit au calcul de :
D(x, y, 2)
f(x(u, v, W)a y(us v, W)s Z(u’ v, W)) "~ ~ (ua v, W) du dl) dW
JJy D(u, v, w)

qui n’est :

f [ f(x,y,2)dxdydz

veywaAa

que lorsque le jacobien est strictement positif.
Se limitant alors & des changements de variable a jacobien positif, on
constate qu’avec cette convention I'écriture :

r r
J do = J o
K, oK,
rassemble aussi bien le théoréme de Stokes que celui de Green-Riemann et
d’Ostrogradski étant entendu que dans le cadre de R® ou de R? pour une
l()fme UC uegre J ou L, I\ + UCblgHC I\ COﬁSiQere comime un Lompau a DOI'Cl ae
la sous-variété R ou R? orientée par le paramétrage qui est ici I'identité, et
donc orientée par l'orientation canonique de R® ou de R? (ce qui nous a

permis d’orienter- de maniére cohérente 0K ,).
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5.6. ANALYSE VECTORIELLE

5.6.1. Quelques isomorphismes

E est un espace vectoriel euclidien (11.2.1.3). Dans la §
plupart des questions E est de dimension 3.

1° Rappelons tout d’abord quelques résultats vus en 11.2.1.3, 2° auxquels
le lecteur est pri¢ de se référer.

THEOREME. — Si E est un espace euclidien I'application x +— (. |x) de E
dans E* est un isomorphisme.

Cet isomorphisme est canonique en ce sens qu'aucune base de E
n’intervient dans sa définition.

Si nous supposons E muni d’une base e = (e,
la base duale e* = (ef, ..., ¢¥), pour tout élément
sous la forme :

.., e,) et si E* est muni de

T ae .

x* de E* qui se décompose

n
= Y oe¥, (% ... o,)eR"

x* est l'image par l'isomorphisme précédent du vecteur x de E, de
composantes covariantes (o, ...,a,) € R" dans e (2 savoir pour tout i,
o; = (¢;|x)). En particulier si e est orthonormale on a aussi :

n
lw)

X = L O(iei.
i=1

REMARQUE. — Si E est muni de la norme euclidienne, et si E* est normé canoniquement
(ITI1.3.2.1, 3°), cet isomorphisme est une isométrie.

2° On suppose ici E de dimension 3 et orienté. Pour tout x € E, on
dispose de I'application o, de E x E dans R, (y, z) — [X,y,z] ([X,y, Zz] est le
produit mixte de la famille (x, y, z), I11.2.4.1); ©, est manifestement une forme
bilinéaire alternée sur E. On a alors :

THEOREME. — L’application x +— o, de E dans I'espace ./, ( E) des formes
bilinéaires alternées sur E est un isomorphisme.

Il est tout d’abord évident que cette application est linéaire.

D’autre part pour x EE\\U;, on peut trouver U9 Z)€ E? tel que (X, y, Z)
soit une base de E, donc tel que [x, y, z] # 0. Il en résulte que X — o, est
injective.

Enfin E a pour dimension 3, ainsi que &/,(E) (1.10.4, 3°). O
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Comme au 1°, cet isomorphisme est canonique en ce sens qu’aucune base
de E n’intervient dans sa définition ; par contre il dépend de I'orientation de E,
et il est changé en son opposé si 'on change l'orientation de E. Si nous
supposons E muni d’une base orthonormale positive, (i, j, k), nous disposons
de la base de «,(E), (j* A k*, k* A i*, i* A j*); pour tout élément o de
o ,(E), se décomposant sous la forme :

= oj* A k* + Bk* A i* +7i* A §*, (B, 7)eR?,
m i X

o est

I'image par I'is
pour décomposition :

En effet :

et de méme :

(Dx(k, i) = (D(k, i), o, j) = o, j). O

REMARQUES. — a) Si E est muni de la norme euclidienne et si &/,(E) est normé
canoniquement (IIL.3.1.3,2°), cet isomorphisme est une isométrie.

b) Soit (i, j, k) une base orthonormale positive de E. Nous disposons des formes linéaires j* et
k* associées canoniquement aux vecteurs j et k de E et nous disposons donc de la forme bilinéaire

aléawen

alternée j* A k* (ici A désigne le produit extérieur). En reprenant le calcul précédent avec (q, B,
¥) = (1, 0, 0), on constate que j* A k* est associée canoniquement ai = j A k(ici A est le produit
vectoriel); 4 'aide des formules analogues pour k* A i* et i* A j* et, par bilinéarité, on en déduit
que si x* est associée a X, si y* est associée a y, X* A y* est associée 4 X A Y.

~

3° On suppose encore ici E de dimension 3 est orienté. Nous disposons
alors sur E de la forme trilinéaire alternée 9, (x,y, z) — [X,y, z]. Comme &
n’est pas la forme nulle, elle constitue une base de «/;(E), espace des formes
trilinéaires alternées sur E. On dispose alors trivialement de :

THEOREME. — L’application de R dans o/;(E), o — a8 est un
isomorphisme,

Cet isomorphisme est encore ici canonique; par contre il dépend de
l'orientation 'de E et est changé en son opposé si 'on change celle-ci. Si E est
muni d’une base orthonormale positive (i, j, k) nous disposons de la base
i* A J* A k¥ de .5243(E) et comme O(i, , k) = 1 et (i* A j* A k¥ (,j, k) = 1,
ona:d =i* A j*¥ A k* Ainsi, si ’¢lément © € o/ ;(E) se décompose sous la

forme o = ai* /\] A k¥ e R, cet élément est I'image de o par
I'isomorphisme qui précéde.

REMARQUE. — Si E est muni de la norme euclidienne et si &/,(E) est normé canoniquement
[I8]l = 1, et cet isomorphisme est une isométrie.
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5.6.2. Champ de scalaires, champ de vecteurs

1 T e provisoireme £ ™y - un [+ N or
1 1C1 plUVlbUlICI 1CI1L ( N ) €St un N-espace alime.

DEFINITION I. — On appelle champ de scalaires sur & toute fonction f de &
vers R; Def(f) est I'ensemble de définition du champ de scalaires f.

DEFINITION II. — On appelle champ de vecteurs sur & toute fonction F de &
vers E; Def(F) est ensemble de définition du champ de vecteurs F.

Une étude sommaire des champs de vecteurs sur & a été faite en I1.8.1.1,
avec l'étude plus particuliére des champs équiprojectifs.
Rappelons quelques résultats :

e [’ensemble des champs de scalaires (resp. de vecteurs) définis sur une
partie donnée U de & est un R-espace vectoriel : il s’agit de RY, (resp. EV).

e U étant une partie donnée de &, si pour @ € RY et pour f € RY (resp.
F € EY) nous définissons ¢.f (resp. ¢.F) par

(. )(m) = o(m). f(m) (resp. (¢.F)(m) = o(m)F(m),
I'ensemble des champs de scalaires (resp. de vecteurs) définis sur U a une

structure d’algébre commutative (resp. de RY module).
e Si E est un e.v.n., et en particulier lorsque E est euclidien, nous pouvons

parler de continuité, dxffcncuuabduc d’'un champ de scalaires (resp. de
vecteurs).

2° Quelques identifications. — Ici (&, E) est un espace affine euclidien.
Comme dans 5.6.1, il sera le plus souvent de dimension 3. Nous utiliserons les
résultats et les notations de 5.1.

a) Cas des champs de scalaires. — D’apreés 5.6.1, 3°, nous savons que si E
est de dimension 3 et est orienté, nous disposons d’un isomorphisme
canonique 0; de R sur «/;(E); comme en outre, dans le cas E quelconque,
nous avons posé¢ & ,(E) = R, nous disposons aussi de I'identité, notée ici 0,
de R sur o/ (E). Prenant alors un champ de scalaires f défini sur une partie U
de &, dans les conditions qui précédent, nous pouvons lui associer la forme
différentielle w de degré 0 ou de degré 3, définie sur U par:

m > o(m) = 8,(f(m).

Nous obtenons ainsi une application ®; de RY dans (&/,(E))Y,i = Ooui = 3.
Cette application ©; est trivialement un isomorphisme de R-espaces vectoriels;
elle vérifie en outre :

Vo e RY VfeRY O;9.f) = ¢0.0,(f)

D’autre part comme pour i = 0 ou i = 3, 6; est linéaire, comme les espaces
sont de dimensions finies, 6; est de classe C®; donc f et ©,(f) ont les mémes
propriétés de continuité, différentiabilité...
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Par un abus de langage classique, nous dirons que nous pouvons identifier
(et ici il ne s’agit méme pas d’une identification) les champs de scalaires sur & et
les formes différentielles de degré 0, que si E est de dimension 3 et orienté nous
pouvons identifier les champs des scalaires sur & et les formes différentielles de
degré 3.

En pratique, en ce qui concerne cette derniére identification, si (i, j, k) est
une base orthonormale positive de E, & f € RY est associée

O,(f) = fdx A dy A dz

b) Cas des champs de vecteurs. — Utilisant 5.6.1, 1° dans I’hypothése ou E
est de dimension »n quelconque, nous disposons d’un isomorphisme canonique
0, de E sur E* = o/, (E); d’apres 5.6.1, 2° lorsque E est de dimension trois et
est orienté, nous disposons d’un isomorphisme canonique 0, de E sur «/,(E).
Prenant alors un champ de vecteurs F défini sur une partie U de &, dans les
conditions qui précédent, nous pouvons lui associer la forme différentielle ® de
degré 1 ou de degré 2, définie sur U par

m +— o(m) = 0,(F(m)), i=1 ou i=2;
nous obtenons ainsi une application ®; de EY dans («,(E))".

Cette application ®; est un isomorphisme de R-espaces vectoriels et elle
vérifie en outre :

VoeRY  VFeEY O9.F) = ¢.0,(F)

Comme ici encore 6; est linéaire et comme les espaces sont de dimensions
finies, 0, est de classe C®, donc F et ®,(F) ont les mémes propriétés de
continuité, dlfferentlablhte.

Par un abus de langage classique nous dirons que, dans ’hypothése E de
dimension n quelconque, nous pouvons identifier champs de vecteurs sur & et
formes différentielles de degré un, dans I’hypothése E de dimension 3 et orienté,

nous pouvons identifier champs de vecteurs sur & et formes différentielles de

Anl"v D“ ““f)flnilﬂ na f'llll nNnNncarna ]fl ﬁrnminrn |Aﬂﬂ*|r1f\f)+1n“
GEUX. Cn pratique, €n < qui Conclrnd i1a promiCre 1Gentiication, si

= (e; e,) est une base orthonormale de E, au champ de vecteurs

F:U - E, m +— F(m) = iai(m)ei

i=1

est associée la forme différentielle de degré un,

0.(F): U — y(E), m i 0,(F)m =3 om)dx,

i=1

En ce qui concerne la seconde identification, si (i, j, k) est une base
orthonormale positive de E, au champ de vecteurs

F:U — E, m +— F(m) = P(m)i + Q(m)j + R(m)k
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est associé la forme différentielle de degré deux,

©,(F): U - o,(E),
m — O,(F)m) = P(m)dy A dz + Q(m)dz A dx + R(m)dx A dy

REMARQUE. — Toutes les identifications qui précédent sont canoniques en ce sens qu'elles ne
dépendent pas du choix d’une base de E.

3° Surfaces de niveau, lignes de champ. — Ici & est de dimension 3.

a) Surfaces de niveau. DEFINITION. — Soit /: U — R un champ de
scalaires défini sur une partie U de &. A tout A € f(U), on associe :

Fr={meU|f(m) =1}

On dit que &, est une surface de niveau (ou équipotentielle) de f.

Notons que la condition A € f(U) assure que &, est non vide, que d’autre part, par me U
donné, passe l'unique surface de niveau &, Enfin la terminologie est justifi¢e par le fait que,
lorsque U est ouvert et f de classe C*, si a est un point de &; tel que df(a) # 0, alors &, est une

surface au voisinage de a (corollaire du 3.3.1, 39).

b) Lignes de champ. — DEFINITION. — Soient U une partie de & et
F: U — E unchamp de vecteurs défini sur U et ne prenant pas la valeur 0. On
appelle ligne de champ de F tout C'-arc géométrique I a support inclus dans U,
tel que, pour un représentant (I, f) de I on ait :

viel  f'() = F(f(1)

Géométriquement, il s’agit d’'un arc I' & support inclus dans U, tel qu’en tout m € I en lequel
F(m) # 0, la tangente soit la droite m + RF(m).

5.6.3. Gradient

&, E) est un espace affine euclidien de dimension finie n,
b
pas nécessairement orienté.

1° DEFINITION I. — Soient U un ouvert de &, et f: U —» R une
application. Si [ est différentiable au point m € U, on appelle gradient de | au
point m, et on note grad f(m), I'unique vecteur de E vérifiant :
Vxe E df(m).x = (x|grad f(m)).
L’existence et I'unicité de ce vecteur résultent de : df(m) e E* (5.6.1, 1°).

DEFINITION II. — Soient U un ouvert de &, et f : U — R une application
différentiable. Le champ de vecteurs défini sur U par m +— grad f(m) est
appelé gradient de f et noté grad f.
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On notera qu’a f est alors associée une forme différentielle o, de degré O, différentiable sur U,
et que grad f est le champ de vecteurs canoniquement associ¢ a do,.

Propriétés. — Soit U un ouvert de &.
a) Si f: U — R est de classe C*, k > 1, alors grad f est de classe C*™*
sur U.

b) Le sous-ensemble de RY constituée des f: U — R différentiables au
point me U [resp. sur U] en est un sous-espace vectoriel, et Tapplication
f +— grad f(m) [resp. f > grad f] de cet espace dans E (resp. EY) est
linéaire.

c) Si f, et f, sont des applications U — R, différentiables au point me U
[resp. sur U], alors f,f, est différentiable en m [resp. sur U) et :

grad (f, fo)(m) = fz(m) grad fl(m ) + fl(m ). grad f5(m)

rranv\ ﬂl")l‘l I“ {‘
[resp. grad f,f, = f,.grad f, + f,.grad f;]

d) Soient les applications f: U — Ret @ :1 — R,oulestintervalle de R
contenant f(U); si f est différentiable au point m € U [resp. sur U] et si ¢ est
dérivable en f(m) [resp. sur I, alors @ o f est différentiable en m [resp. sur U]

et :
grad (¢ o f)(m) = @'(f(m)).grad f(m)
[resp. grad (¢ of) = (¢’ of).grad f]

e) Si Pouvert U de & est connexe, alors pour toute application f : U —» R
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) f est constante;
ii) fest différentiable et grad f est I'élément nul de EV.

Il s’agit de conséquences immédiates des propriétés mises en évidence en

II1.8 et des propriétés de 'application x +— (. |x). O
2° Liaison avec les surfaces de niveau. — On suppose ici dim & = 3.
PrOPOSITION. — Soient U un ouvert de £ et f: U — & un champ de

scalaires de classe C'. Alors pour tout m € U tel que grad f(m) # 0, la surface
de niveau contenant m, & ;. est une surface au voisinage de m, et grad f(m) est
normal a cette surface en ce point.

Résultat déja obtenu au 3.3.2, 3°. O

CONSEQUENCE. — Si f: U — & est un champ de scalaires de classe C'
défini sur un ouvert U et si grad f ne prend pas la valeur O, alors les surfaces de
niveau du champ f sont des surfaces au sens des sous-variétés, et, pour tout
m € U, grad f(m) dirige la normale en m a la surface de niveau qui contient m.

3° Expression, du gradient dans une base orthonormale. — On rapporte
& 4 un repére orthonormal (O ; e). On dispose ainsi de ® = Diff * (R", &) défini
n

par (X;, ...,x,) — 0 + Y xe,.
i=1
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Soient U un ouvert de £ et f: U — R une application. On dispose de :

fowm: (xq,...,X,) »——»f(O + ixiei)

i=1

qui est une application de 'ouvert w ~(U) de R" dans R.

Soit m = O + ) x;e; un point de U en lequel f est différentiable; alors
i=1
f ow est différentiable au point (x,,...,x,) de ® '(U) et, pour tout
(hy, ..., h)eR" on a:

df(m).(ih,-e,-) =d(f c®)(xy, ..., X,).(hy, ..., h,)

i=1

. a(f ° ®) ¥
L X15 > M)t
L olf °m)
On en déduit que —6— est la famille des coordonnées
X
covariantes de grad f(m) dans la base e; celle-ci étant orthonormale, il s’agit de
coordonnées contravariantes, et on a ainsi :
n n a oM
grad f<0 + ) x,-e,-) =) —(%——l(xl, cees X,)€; (1)
i=1 i=1 Xi

Dans la pratique, on s’autorise du difféomorphisme @ pour « identifier » &
et R, U et @ Y(U), f et fow. On écrit donc f(x,,...,x,) pour

f (O + Z x,-e,), et f pour f ow au second membre de (1).

\ i=1 /

ExXeMPLE. — En physique, 'espace & étant un espace affine euclidien de dimension 3, rapporté
a un repére orthonormal (O; i, j, k), on considére souvent des champs de scalaires f de la forme :

(x,9,2) +— o(x* + y* + 23112

ol ¢: I — R est une application, I étant un intervalle de R, (il s’agit de champs qui ne
dépendent que de la distance r du point m au point fixe O).

Lorsque I est ouvert, f est défini sur 'ouvert de & constitué par les points m de coordonnées
(x, y, 2) tels que r = (x? + y* + z%)/2 appartienne a I; si en outre @ est dérivable, alors f est
différentiable sur U et :

VmeU gradf(m)=(p—v—lan:
r

4° Potentiel scalaire. — DEFINITION. — Soient U un ouvert de &, et

L. ahaman da anéam N A3t amva B Adiving A ntontiol crnlair
F:U - Eun Chnaimp de vecteurs. On dit que r aer ive d'un potentiel scalaire

sur U si, et seulement s’il existe une application différentiable f : U — R telle
que F = grad f.
On dit alors que F dérive du potentiel scalaire f.
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REMARQUES. — a) Cette définition équivaut au fait que la forme différentielle o, de degré un,
canoniquement associée & F, est exacte et que wp = df.

b) D’'un point de vue algébrique, dans RY nous disposons de Iespace vectoriel 2 des
applications de U dans R, différentiables sur U ; comme Iapplication de 2 dans EY, f +— grad f
est linéaire, dans E U, nous disposons de I'image de 9 par cette application, qui est un sous-espace
de EVU appelé espace des champs de gradients définis sur U; F dérive d’un potentiel scalaire si, et
seulement si F appartient & cet espace. L’étude qui suit, caractérise, sous certaines conditions,
noyau et image de l'application f +— grad f.

ProprOSITION. — Si U est connexe et si F: U — E dérive du potentiel
scalaire f, alors les potentiels scalaires dont F dérive sont les g = f + o, o o
désigne une application constante de U dans R.

Simple conséquence de la propriété e) du 1°. O

e Supposons maintenant que & est rapporté a un repére orthonormal
(O;e) et notons :

F(O + i xiei) = Z Pi(xl’ . "xn)ei

i=1
1=1

Démontrons, dans ces conditions :

THEOREME. — Soit F: U — E une application de classe C!.

i) si F dérive d’'un potentiel scalaire sur U, on a:

. . 2 i J
V(i,j) e N;: =
0X; 0X;

ii) si U est un ouvert étoilé par rapport a I'un de ses points et si :

0P, 0P,

- _J
ox;  0Ox;

LI |

SN

alors F dérive d’un potentiel scalaire f sur U; f est de classe C2.

Comme la base e est orthonormale, le probléme est ainsi de savoir dans
quelles conditions la forme différentielle de degré un :

Y. P;dx;
i=1

est une différentielle exacte. Il s’agit d’'un cas particulier du théoréme de
Poincare, traité en 1V.4.3.1, 3°; le lecteur s’y reportera. ]
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5.6.4. Divergence

(6, E) est un espace affine (pas nécessairement
euclidien) de dimension finie n.

1° DEFINITION. — Soient U un ouvert de &, et F : U — E une application.
Si F est différentiable an point m € U, on appelle divergence de F au point m, et
on note div F(m), la trace () de endomorphisme dF(m) de E.

Si F est différentiable sur U, Papplication m +— div F(m) de U dans R est
appelée divergence de F et notée div F.

Propriétés. — Soit U un ouvert de &.

a) Si F: U - E est de classe C*, k > 1, alors div F est de classe C*™ 1.

b) Le sous-ensemble de EV constitué des F : U — E différentiables au
point me U [resp. sur U] en est un sous-espace vectoriel, et lapplication
F +— div F(m) [resp. F — div F] de cet espace dans R (resp. RY) est linéaire.

c) Soient les applications @ : U - R et F: U — E différentiables au
point me U, alors @.F est différentiable en m, et (si & est euclidien) :

div (@.F)(m) = ¢(m).div F(m) + (grad @(m)| F(m))

metificat 1) at h) act Avidenta n ca nnl cancarna 2 la lactanr nanrra
j 748 Jua 111w L i1 W} Wi U} WOLl WwVYINIwiilw 11 Www Hul WwAJ1lilwAwl 11 U’ 1w Ivwiv il PUULLG
faire une démonstration directe. Plus simplement, il pourra anticiper sur le

calcul qui suit et écrire :

1]

div (9. F)m) = T == (@(xs, - -, %) Pilxy, - %)

i=1
1=1

(en utilisant ici un repére orthonormal).

2° Expression de la divergence. — & n’est pas nécessairement euclidien ;
(O;e) est un repere quelconque de 6.
Soient U un ouvert de &, et F: U — E une application. On note :

F(O + i xie,-> = i Pixy, ..., x,)e;.

i=1 i=1
n

Soit m = O + ) x;e; un point de U en lequel F est différentiable ; au point

i=1
. ) , oP;
(X, ..., x,) de R" on dispose des dérivées partielles —(x,, ..., x,),
X .

J
(G,j) €(N,)?>. On déduit de II1.8.1.7,1° que, E et R" étant respectivement

(*) La trace d’'un endomorphisme a été définie au 1.12.2.1, 3°.



272 INTEGRALE D'UNE FORME DIFFERENTIELLE 564

rapportés & e et a la base canonique, la matrice représentative de
dF(m)e L(R" E) est :

oP, 1
— (Xy, - .5 X})
[ 0x; i pen
La trace de cette matrice étant celle de dF(m), on a :
n n aP
F(Q.;.V v\=T e x)
L, l l/ ya) V1 s Vs
\ i= i=1 0X; .
REMARQUE. — Ici (&£, E) est affine euclidien orienté, de dimension 3. Soit F : U = E un

champ de vecteurs différentiable sur 'ouvert U de &; & F est canoniquement associé une forme
différentielle de degré 2, o, différentiable sur U ; on dispose ainsi de dwg, forme différentielle de
degré 3 définie sur U. Le lecteur vérifiera que le champ de scalaires auguel dm.- est oannmmmmpnt

e v o MeLELAIIU SR | iy Le VR el i 8 L33 4¥] ¢ S 2 liala P oY SRRIRIUS \1 Tl MRV RS eIy

associé n’est autre que div F.

EXEMPLE. — En physique, on considére souvent un espace affine euclidien (&, E) de
dimension 3, rapporté & un repére orthonormal (O i, j, k) et des champs de vecteurs F de la forme

+zk — o((x* + y? + 22\1/2\ 0 oll © est une

Y u

»
o

=]

=2
el
®
=
o)
=

I < R, dans R.

Notant r la distance (x*> + y* + z de m au point fixe O, on constate que, lorsque I est
ouvert, F est un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de &; si en outre ¢ est dérivable, F est
différentiable ; comme F s’écrit aussi :

2)1/2

m — o(rxi + o(r)yj + o(r)zk

on a:
div F(m) = ro'(r) + 3o0(r).

Comme I est un intervalle ouvert de R,, r > 0 et les seuls champs & divergence nulle sont

sy e R

2
U < N

Wl R
[
O
[¢']

3° Laplacien. — DEFINITION. — Soient (&, E) un espace affine euclidien, U

un ouvert de &, et f: U — R une application deux fois différentiable. On
annpllp lnnlncm,n de et on note Af lnnnlmmmn m +— div (erad N(m) de U

P Yiis s n avres | a2 L] LAV \BiGRe J ) WS

dans R. Lorsque cette application Af est nulle, on dit que lapplication f est
harmonique.

Soit (O;e) un repére orthonormal de & On a vu au 5.6.3,3° que
(moyennant une identification) grad f est le champ de vecteurs :

n n a
O+ ) xe — ) —f(xl, X, e

1=1 i=la i

Il résulte du 2° que:
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5.6.5. Rotationnel

(&, E) est un espace affine euclidien de dimension 3,
orienté

NS

1° Soient U un ouvert de &, F : U — E un champ de vecteurs défini sur
U, différentiable sur U ; a F est associée une forme différentielle oy de degré un,
définie sur U, différentiable sur U. On dispose ainsi de do, forme différentielle
de degré 2 définie sur U. Dans ces conditions, on pose :

DEFINITION. — Le champ de vecteurs défini sur U, associé ¢ noniquement a
—at 11 A A ____.r 2. - - > - = LN NO L\ 4 .12 d eal
ld wrme uluerenueue ac acgr ? acux aWp (3.0.24, 27, D) €L appele rotauonnet uu

champ F et est noté rot F.

Le lecteur notera que ce champ est canoniquement associé a F, en ce sens
quaucune base de E n’intervient dans sa définition. Par contre il dépend de

Porientation de & et est changé en le champ opposé si I'on change cette
orientation.
REMARQUE. — En supposant F seulement différentiable en un point m de U, et en

prolongeant de maniére évidente la définition de la différentielle extérieure de wg en le point m
exclusivement (alors qu’elle était définie globalement sur U en 5.1.1, 5°),.on pourrait introduire par
la méme définition la notion de rotationnel de F au point me U.

Propriétés. — U est un ouvert de &.
a) Si F : U — E est de classe CX, k > 1, alorsrot F : U — E est de classe

rk—1
w .

b) Le sous-ensemble de EV constitué des F: U — E différentiables sur U en
est un sous-espace vectoriel, et I'application F + rot F de cet espace dans EY
est linéaire.

c) Soient F : U - E et @ : U - R deux applications différentiables alors
¢.F : U - E est différentiable et l'ona :

rot(¢.F) = @.rot F + (grad ¢) A F,
La propriété a) résulte de 5.6.2, 2° et de la classe de dwy;

b) est trivial.
Quant a ¢), au champ ¢. F est associé la forme ¢.w; D’aprés 5.1.1, 5° :

d(oof) = ¢.dor + do A ©f

(attention :ici A est le produit extérieur des formes différentielles). Le résultat
provient du fait qu’a ¢@.dwr est associé @.rot F et qu'a d¢ A ©; est associé
(grad @) A F (utilisation pour chaque point me U de 5.6.1, 2°, remarque b).

O
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2° Expression du rotationnel dans une base orthonormale directe. Soit
(O;i,j, k) un repére orthonormal direct de &; U étant un ouvert de & et
F : U = E un champ de vecteurs défini sur U, différentiable sur U on note :

F(m) = P(m)i + Q(m)j + R(m)k.
On identifie F a une application (notée F) d’un ouvert de R*(noté U) dans

E, et on fait de méme pour P, Q, R. On a ainsi :

Fix v 2\ = Pl{x v A1 L Dy v 7)
£\ ) ~) A CAS BN A B A I N “)

Comme (i, j, k) est une base orthonormale de E, & ce champ de vecteurs F est
canoniquement associée la forme :

or :(x,,2) +— P(x,y,2)dx + Q(x, y,z)dy + R(x, y,z)dz

P, Q et R sont différentiables sur U et dw; est la forme différentielle de degré
deux :

(aR o0Q \
(x,y,2) —>{—(x 2 ——(x2]dy A dz
\ oy 0z /
P OR
+ (——— x, 9,2 ——(x, z)) dz A dx
ox
0x Oy )

Comme (i, j, k)  est orthonormale directe, dwy est associée au champ de
vecteurs, qui est par définition rot F :

A AN /AD

00 ) oP OR.\ \.
(x,y,2) — —(x,, Z))l + (— (x,5,2) — —(x,, Z))J
0z 0z ox

/A
o

P+

(x,y,2) —

»
2|

00 oP
+ (6_ (x, ¥,2) — —(x,, Z)) k (1)
X dy

REMARQUES. — a) On pourrait définir rot F(m) directement par la formule (1) (ceci dans un
repére orthonormal direct) mais il faudrait vérifier alors, ce que le lecteur peut faire en exercice, que
ce vecteur rot F(m) ne dépend pas du choix de ce repére.

b) D’un point de vue mnémotechnique, le lecteur remarquera que (1) s’écrit aussi :

oF oF oF
rot Fm)=iA—m+jA—(m+kar—(m)
dx ay 0z
3° Formules d’analyse vectorielle. — Les propriétés qui suivent

completent celles qui ont été vues en 5.6.3 1°, 5.6.4 1° et 5.6.5 1°; U est un
ouvert de &.

PrOPRIETE 1. — Si f: U - R est deux fois différentiable, le champ de
vecteurs défini sur U, rot (grad f), est le champ nul.
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En effet si (O,1i,j,k) est un repére orthonormal direct de & nous
identifions f & une application deux fois différentiable d’'un ouvert U de R?
dans R, et nous avons

‘rad"=——l+—f afk
srad) 0x 6y'l oz

Utilisant 2°, nous constatons que la propriété résulte du théoréme de
Schwarz (I11.8.2.4). On peut la retrouver par d(df) =

O

—~a A ____ L£_°

e ezt TT o . e PSR T DU PR R
FROPRIETE 11, — D1 r | U - L €St aeux I101S auicrentiapie, 1€ ciamp
scalaires défini sur U, div (rot F), est le champ nul.

(=™
[4-]

Démonstration analogue a celle de la propriété L.

O

Autres formules. —
® Si fet gde U dans R sont deux fois différentiables :

A(fg) =f.Ag + g.Af + (grad f| grad g).
@ Si F et G de U dans E sont différentiables :
div(F A G) = (G|rot F) — (F|rotG).

4° Potentiel vecteur. — DEFINITION. — Soient U un ouvert de E, et
G : U — E un champ de vecteurs. On dit que G dérive d’un potentiel vecteur sur
U si, et seulement s’il existe une application différentiable F : U — E telle que
G = rot F.

On dit alors que G dérive du potentiel vecteur F.

D’un point de vue algébrique, dans EU les applications différentiables sur U constituent un
espace vectoriel 2; comme l'application de 2 dans EU, F +——rot F est linéaire, dans EU nous
uisposom de 1image de 2 par cette EI“JI“JucauO‘ﬂ, qul €st un sous-espace de EV appae espace des
champs de rotationnels définis sur U; G dérive d’un potentiel vecteur si et seulement si G
appartient & cet espace. L’étude qui suit caractérise, sous certaines conditions, noyau et image de

application F + rot F.

PROPOSITION. — Si U est un ouvert étoilé par rapport

I'un de ses points, et

siG: U-E dérlve du potentiel vecteur F de classe C!, alors les potentiels
vecteurs de classe C' dont G dérive sont les H = F + grad f, ou f désigne une
application de classe C> de U dans R.

Iﬁ‘

i) Soit H: U — E, de classe C', tel que rot H = G. Nécessairement
H —F: U > E est de classe C', et rot (H — F) = 0. Prenant un repére
orthonormal direct (O i, j, k) de &, avec les abus de langage déja signalés, nous

écrivons :
H—-F=Pi+ Qj + Rk

avec P, 0, R de classe C! et vérifiant

<6R_6Q> (6P_6R) (Q_Q_ §£>
_6—:\)—_5 " _6_2—__3; ox Oy
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Appliquant le théoréme du 5.6.3, 4° on sait P'existence de f: U —» R de

classe C? telle que H — F = grad . O
ii) Sans hypothése sur U, on sait que si f : U — R est de classe C2, alors
F + grad f est de classe C', et rot(F + gradf) = rot F. O

THEOREME. — Soit U un ouvert de &, G : U — E un champ de vecteurs
défini sur U.

i) Si G dérive d’un potentiel vecteur F, deux fois différentiable, alors :
divG = 0.

i) Si U est étoilé par rapport & 'un de ses points, si G : U — E est de
classe C! et si div G = 0, alors G dérive d’'un potentiel vecteur F de classe C>.

1) est une conséquence de 3° propriété II. O

ii) Prenant un repére orthonormal direct de &, (O i, j, k), nous identifions
& et R? et nous disposons de P'application G, de classe C', d’un ouvert U de
R3, dans E :

(x,,2) +— G(x,y,2) = P(x, ,2)i + Q(x,y,2)j + R(x,y, 2)k

A G nous pouvons associer la forme différentielle de degré deux, de classe C*
sur U, définie par :

(x,y,2) — wdx, y,2) = P(x,y,2)dy A dz + Q(x, y,2z)dz A dx
+ R(x,y,z)dx A dy

L’hypothése div G = 0 équivaut a do; = 0.

Ainsi wg est exacte sur U (Poincaré, 5.1.3, 2°), ce qui équivaut a I'existence
d’une forme différentielle 0, de degré un, de classe C? sur U telle que wg; = d6;
le champ de vecteurs F, canoniquement associé a 8 est un potentiel vecteur de
G, de classe C2. O

5.6.6. Circulation, flux

1° Circulation. — (&, E) est un espace affine euclidien de dimension n
quelconque. Soit F : U — E un champ de vecteurs défini et continu sur une
partie U de &; & ce champ est canoniquement associée une forme différentielle
Wy, de degré un, définie et continue sur U.

Soit I',. un arc géométrique orienté de représentant (I, f) avec I = [a, b],
a < b, qui est de classe C' par morceaux et dont le support est contenu dans

U. On dispose de wr; on pose alors :
r,

DEFINITION. — J wy porte le nom de circulation (ou encore travail) du
r,
champ de vecteurs F le long de I'arc géométrique orienté I ..
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Interprétation physique. — Quitte 2 fractionner I', en sous-arcs, nous pouvons supposer I,
de classe C'. Soit (1,f) avec I = [a,b], a< b, un représentant de I,.
Par définition :

D’aprés 5.6.1, 1°, pour tout t de [a, b], of(t)) = (.| F(f(2))). Ainsi :

j wp = _[ (FU/ @) 1S (1) de.
r a

+

Physiquement, (F(f(t))|f'(t)) dt est le produit scalaire en tout point de I'arc I",, du vecteur
champ par le déplacement élémeptaire f'(t) dt.

Calculs pratiques.— On prend une base orthonormale e = (e, ..., ¢,) de

F:U—E m > F(m= ) P{me;
i=1
on sait alors que oy est la forme différentielle de degré un, définie sur U par
m — ) P{m)dx, On est ramené aux calculs de 5.2.2.

i=1

Cas des champs dérivant d’un potentiel scalaire (ou encore cas des champs
de gradients).— Dire que F : U — E dérive du potentiel scalaire f équivaut a
dire que o, forme différentielle de degré un associée canoniquement a F, est
exacte et de maniére plus précise que o, = df (remarque de 5.6.3,4°). Les
propriétés relatives a la circulation d’un tel champ sont donc celles des
intégrales curvilignes des formes exactes. On peut ainsi citer (5.2.1, 5°) :

e La circulation d’'un champ dérivant d’un potentiel scalaire, le long d’un arc
ne dépend que des extrémités de larc.

e La circulation d’'un champ dérivant d’un potentiel scalaire le long d’un arc
fermé est nulle.

e Si U est un ouvert connexe, la condition énoncée ci-dessus est suffisante
pour quun champ, continu sur U, dérive d’'un potentiel scalaire.

2° Flux. — (&, E) est un espace affine euclidien orienté, de dimension 3.
Soient U une partie de &, et F : U — E un champ de vecteurs continu ; a F est
canoniquement associée une forme différentielle w, de degré 2, définie et
continue sur U. On pose :

DEFINITION. — Soit &, une surface décomposable orientée. Si les
conditions d’existence du théoréme du 5.4.3, 2° sont remplies, I'intégrale de o,

de vecteurs F a travers &

a g +i

Comme toute intégrale de forme différentielle de degré 2, le flux dépend de
I'orientation de la surface décomposable, mais ici en outre de celle de I'espace.
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Interprétation physique. — En utilisant une décomposition de & ,, on se rameéne au cas d’'une
nappe géométrique plongée orientée o ., de représentant (€, ®). Introduisant un repére
orthonormal direct (O; i, j, k) de &, nous disposons :

— deF: U—-E F =Pi+ Qj+ Rkou P, Q, R sont des applications continues de U dans
R,

— de wp: U - A,E) o =Pdy Adz+ Qdz A dx + Rdx A dy,

—de®:Q->& Wv) — 0+ X(u,v)i + Y(u,v)j + Z(u, v)k.

Utilisant 5.4.1, 3°, il vient :

. f' J D(Y Z) (D o M D(z, X) L (R od D(x, Y)l
Jy “F‘JJ Y0 T Y0y Y Dy

~

11 Al!
G Uv

La base (i, j, k) de E étant orthonormale, le terme entre crochets est le produit scalaire du
vecteur :

(Peo®)i + (Qo®)j + (R D)k,
qui est F(m), od m désigne le point @(u,v) de ¥ ., et du vecteur :

DY,Z), D(Z,X), DXV
D(u, v) ' D(u, v) J D(u, v)

k = (0 A D)(u,0)

Introduisant (J|®, o)t O, A @) (u, v), qui est le vecteur unitaire normal n(m) & &, au
point m = ®(u, v) on peut écrire :

j OF = jf (F(m)in(m)) d4 (1
& Q

+

ol dA désigne ||®'(u, v) A Di(u, v)]| du dv, qui est l'aire élémentaire. Ainsi, physiquement, le flux est
lintégrale sur &, du produit scalaire du vecteur champ F(m) par «le vecteur aire
elémentaire » n(m) d4. L’orientation de &, et celle de '’espace interviennent par n(m).

Complément sur langle solide.— Soient & une surface décomposable de classe C* et O un
point de £\ ; nous supposons en outre que, pour tout m € &, la demi-droite A,,, d’origine O
contenant m, ne rencontre & qu'en m. Nous disposons ainsi du solide conique C constitué par les
A,, et nous notons & = S N C, ol S est la sphére (O, 1). Rappelons que si & est une surface
décomposable quarrable, son aire est, par définition, I'angle solide « sous lequel on voit & du
point O ».

Considérons une décomposition de &, quil est commode décrire (U, O + ®));¢y, €n

—_—
introduisant Om = ®,. Il lui correspond la décomposition de @ :
(U O + ¥)ieps avec ¥, =r'o, ou re = ®l.

PAYE S 1

Si, ce que nous supposons, chaque nappe paramétrée (U, U +'¥) est quarrable, d’air

alors (4.2.3,3°) nous disposons de I'angle solide Q = ) a,
iel
Du fait que le champ vectoriel ¥, est unitaire, le champ scalaire

_|’w 0¥, aw,'l_ 1|‘ o, aq>'|
- _L

" o v |

S ILP YR Y I ou
vérifie :
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D’ou :

a; = J] IpAu, v)| du dv
U,

Avec la notation habituelle :

ov, oo e, o0,
n = A — — A —,
ou ov ou v
il vient :
D, ob, ob,
Q= Z = (u,v) - A (u, v)|| du dv (2
ielJJy INFTL/ I H\Cu ov i

— Supposons maintenant que & est en outre une surface orientable (au sens des sous-
variétés) ou une partie d’une telle surface &' (dont I'orientation induit alors une orientation sur
&), et supposons que 'orientation a €té choisie de fagon qu’en tout me & . la normale orientée
fasse un angle aigu 0 avec A,

En changeant éventuellement les nappes paramétrées (U, O + ®,), de fagon & obtenir des
représentants directs des nappes géométriques Z; . correspondants, on peut se ramener au cas ou,
pour tout i € I, la fonction (®;|n,) est & valeurs positives, ce qui permet d’écrire (®;|n;) = r; cos 8,
avec 6, a valeurs dans [0, ©/2]. On peut ainsi supprimer la valeur absolue dans (2), qui devient, en
utilisant (1) et 54.3 :

ou F désigne le champ de vecteurs défini sur £\{0} par m +— —-. L’angle solide Q est donc le
r
flux de ce champ a travers ..

REMARQUE. — Aprés avoir étudié 6.1.2, le lecteur sera conduit i :

cos 6
o [
174 r

Le lecteur pourra compléter ce qui précéde concernant les angles solides en consultant des
ouvrages de Physique.

3° Stokes, Ostrogradski. — (&, E) étant un espace affine euclidien de
dimension trois, orienté, les théorémes classiques de Stokes et d’Ostrogradski
ont une interprétation dans le contexte ici envisagé de I’Analyse vectorielle. On
obtient ainsi :

THEOREME DE STOKES. — Ktant donnée une surface orientée &%, et un
compact a bord K contenu dans & ., de bord orienté 0K ., si F est un champ de
vecteurs de classe C' sur un ouveri U de & contenant K, alors la circulation du
champ F le long du bord orienté 0K , est égale au flux du rotationnel du champ
F a travers le morceau K de la surface orientée & ..

j mr=j dog O]
K, K,
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Identifiant alors, par.le choix d’un repére orthonormé direct (O, i, j, k),
(€, E) et R? orienté canoniquement nous disposons dans (£, E) de la notion de
compact a bord. D’ou :

THEOREME D’OSTROGRADSKL. — Si K est un compact a bord de &, de bord
orienté 0K , et si F est un champ de vecteurs de classe C' sur un ouvert U de &
contenant K, alors le flux du champ F a travers la surface orientée 0K , est égal
a lintégrale triple de la divergence du champ F sur le compact K.

L.

ST . U I reprendre 1o AZL 24l ien A Mo A 11, I 1. +
11 suint IC1 ac reprenare ia acunition au nux, Cele ac ia (llVCfgCHL CL

ie
théoréme d’Ostrogradski. O

REMARQUE. — Le lecteur notera que dans ces deux théorémes le champ F est de classe C! sur
un ouvert U contenant K. Lorsque cette hypothése n’est pas satisfaite, il importe, comme sur les
exemples qui suivent, « d’isoler » les points ou F ne vérifie pas cette hypothése.

EXEMPLE I. — (&, E) est rapporté a un repére orthonormal direct. Pour tout me &, de
1

coordonnées cylindriques (p, 8, z), nous posons : F(m) = —vg. Nous définissons ainsi un champ de
p

vecteurs F de classe C® sur Pouvert U constitué de & privé de 'axe Oz. Physiquement, & une
constante multiplicative prés, il s’agit du champ créé par un fil électrique « infini » coincidant aveg
O:z. Dans le repére (0. i, j, k) 'expression du champ F est :

1
Fm) = ———(—yi+xj), avec m=0 +xi+yj+zk
x4+ y

On constate que F est, sur ouvert U, un champ a rotationnel nul

Comme nous 'avons déja remarqué cette condition est une condition nécessaire pour que F
dérive d’un potentiel scalaire, qui est suffisante si U est étoilé par rapport & I'un de ses points,
hypothése ici non vérifiée. D’ailleurs si nous considérons le C*-arc géométrique oritnté représenté
par v = (1,f), avec I = [0, 2n] et

f(t) = O + pcosti + psintj + hk, avec p>0 et heR,

(cercle d’axe Oz), la circulation de F le long de cet arc est 2m, ce qui fait que F ne dérive pas d’un
potentiel scalaire sur U.
Le théoréme de Stokes ne s’applique pas car tout morceau compact K d’une surface &, tel
que y = 0K, rencontre Oz (c’est, par exemple, le cas pour une demi-sphére de grand cercle y).
On peut alors tenir deux raisonnements :

— Considérer un ouvert U’ < U, étoilé par rapport 4 I'un de ses points (c’est le cas des points
de coordonnées cylindriques (p, 8, z) avec p > Oet a < 8 < a + 27w, a € R fixé). Sur U’, F dérive
d’un potentiel scalaire et la circulation le long de tout arc fermé, C! par morceaux, de support
contenu dans U’ est nulle.

— Raisonner de maniére plus physique, en utilisant ie théoréme de Stokes. Sans nous étendre
sur les difficultés théoriques, on voit qu'il y a deux types d’arcs fermés, simples, C' par morceaux,
de support contenu dans U :

i) ceux « n’entourant» pas Oz et pour chacun de ceux-lA on peut trouver un morceau
compact K d’une surface &, dont il soit le bord avec K < U. La circulation le long d’un tel arc
est nulle, méme §’il n’est pas inclus dans un ouvert U’ du type précédent,

i) ceux «entourant » Oz et pour lesquels tout compact K d’une surface &, dont il est le
bord, rencontre Oz. Pour un tel arc v, dans le cas ou il « entoure Oz » une seule fois, on peut
considérer un cercle ¥’ centré sur Oz, contenu dans un plan z = h, parcouru une fois, « en sens
inverse de y» et conformément a la figure 70, faire apparaitre la réunion de y et y' comme le bord
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orienté d’un morceau compact K d’une surface &, orientée, avec K < U. Le théoréme de Stokes
s'applique et la somme des circulations le long de y et ¥’ est nulle. En conclusion :

— Si y entoure Oz une fois dans le sens direct, la circulation le long de y est 2x;
— Si v entoure Oz une fois dans le sens rétrograde, la circulation est — 2n.

EXEMPLE II. — (&, E) est rapporté a un repére orthonormal direct (O, i, j, k) ce qui permet de
Pidentifier avec R® orienté canoniquement. On considére le champ de vecteurs F, de classe C® sur
&\{0} défini par :

—_—

m +— F(m) = avec r = ||Oml|

»3°
I

(Cest le champ newtonien déja vu en 5.6.4,2°).

On a déja vu que ce champ est & divergence nulle, ce qui est une condition nécessaire pour
qu’il dérive d’'un potentiel vecteur, suffisante si £\{O} était étoilé par rapport & I'un de ses points,
hypothése non réalisée ici. On laisse au lecteur le soin de vérifier que, précisément, sur £\{O0}, F ne
dérive pas d’un potentiel vecteur.

Intéressons-nous ici & un compact K de &, a bord. On voit que deux cas sont possibles :

— O est extérieur a K. Ostrogradski s’applique et le flux du champ F a travers le bord de K,
orienté conformément & 5.5.1, 1°, est nul (physiquement il s’agit du flux sortant de K).
— O est intérieur 3 K. Prenant une boule B de centre O, contenue dans K on peut,

conformément a la figure 71 ci-dessous, former un compact K’ de & dont le bord orienté soit
constitué du bord orienté de K et de la sphére correspondant a B, les normales étant orientées vers

I'intérieur de B.
N

F1G. 70. Fi1G. 71.

Le théoréme d’Ostrogradski s’applique et ainsi le flux de F a travers 0K , est I'opposé du flux
de F a travers la sphére de centre O, de rayon € > 0, orientée par ses normales dirigées vers
l'intérieur de B.

Tout revient alors & calculer le flux de F & travers cette sphére, normales cette fois ci orientées
vers l’extérieur de B. On peut, soit utiliser I'interprétation physique du flux, soit associer a F la
forme

1
wp=f—3(xdy/\dz+ydz A dx + zdx A dy)

et procéder comme en 5.4.3, 2° exemple.
On trouve ainsi que le flux de F a travers 0K, (flux sortant) est 4.
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EXERCICES

Sauf avis contraire, on se place dans R? (resp. R?), implicitement muni, si nécessaire,
de sa structure affine et aussi euclidienne canonique.

FORMES DIFFERENTIELLES.

Nous dirons, abréviativement, p-forme différentielle pour forme différentielle de
degré p.

5.01. — Dans R* on considére la 2-forme différentielle

i’j

£ ~iam potntte  pmdiouaaAdaloiiag (n — =)
/ onstants, antisymetriques \G; = — 4;j).

Q)

ondition pour que l'on ait: a A o = 0.

b) Déterminer o pour que : & A & = dx; A dx, A dx; A dx,.

5.02. — a) Dans R*, déterminer toutes les 2 formes différentielles o telles que :
o A(dx Ady +dz Adt)=dx A dy A dz A dt
b) Dans R*, déterminer une 2-forme différenticlle o telle que :

o Aa=dx Andy A dz A dt

5.03. — Dans R?", on considére la 2-forme différentielle :
=dx; Adx, +dx, Adxy + - +dxy,, A dxy,

Calculer o".

5.04. — Dans R", on considére des formes différentielles constantes et non nulles,
o et a, de degrés respectifs 1 et p. Montrer que la condition ® A o = 0 est nécessaire et
suffisante pour qu’il existe une (p — 1)-forme différentielle B telle que : o = w A B.

5.05. — Déterminer tous les automorphismes de R® qui conservent la 2-forme

oa=ady Adz 4+ bdz A dx + cdx A dy, (a, b, c: constantes données)

5.06. — Sur louvert U = {(x,),z)e R3xyz # 0}, on considére la 1-forme
différentielle :

dx dy dz

t=—+—+—-

yz zx Xy

Trouver f: U — R, de classe C!, telle que la forme fu soit fermée.
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5.07. — On considére, sur R*\{(0, 0)}, la 1-forme différentielle
(x — y)ydx + (x + y)dy
(x* + y* ’

(h > 0).

Pour quelles valeurs de h est-elle fermée 7 Est-clic alors exacte ?

5.08. — Montrer que la 1-forme différentielle :
_(ay = bz)dx + (cz — ax)dy + (bx — cy) dz
- (cz — ax)?

‘ol a, b, ¢ sont des constantes non nulles, est exacte dans chacun des demi-espaces de R?
sur lesquels elle est définie.

5.09. — On considére la 1-forme différentielle sur R : o« = ydx — xdy + dz.

a) Conditions sur les applications f et g de classe C' de R* dans R pour que la
forme a — g df soit fermée.

Montrer que f et g sont nécessairement indépendantes de z. Peut-on se donner
arbitrairement g (indépendante de z) et en déduire f ?

b) Les conditions trouvées en a) étant remplies, montrer que, pour tout x € R, les
formes linéaires df(x), dg(x), (x — g df)(x) sont indépendantes.

5.10. — Les notations étant celles du cours, on dit que o € & (U) admet un facteur
intégrant si, et seulement s’il existe f € Q5(U), ne prenant pas la valeur 0, telle que la 1-
forme fa soit exacte.

a) Montrer que, s’il en est ainsi : o A do = 0.

b) Soit ¢ (resp. ¥) une appilication de ciasse C* d’un intervalle réel I (resp. J) dans
R. On adopte E=R3 U=1xJ x Ret:

o =dx + xdy + ze(x)¥(y) dz
Comment choisir (I, @) et (J, §), les intervalles étant maximaux et les fonctions non
nuiles pour que : & A da = 0?
a étant ainsi déterminée, montrer que o posséde effectivement un facteur intégrant
f, et déterminer u € QP (U) telle que fo = du.

5.11. — Soient P, Q, R trois fonctions homogénes de degré m, définies sur R>.
On suppose que le champ de scalaires
OR 00 0P dR 0Q oP Co
Pl— ——)+ Q|— — — ) + R|— — — ] est nul (ce qui signifie que le champ
dy 0z 0z  0x ox dy/) -

(P, Q, R) est orthogonal a son rotationnel). Montrer que si la fonction Px + Qy + Rz
ne prend pas la valeur 0, la 1-forme différentielle « = Pdx + Q dy + R dz admet le
facteur intégrant 1/(Px + Qy + Rz).

5.12. — Soient I un intervalle ouvert de R et ¥ un ouvert de R% Sur ouvert
U=V x I de R?® on considére une 1-forme différentielle :

o = P(x,y,2z)dx + Q(x, y,2)dy + R(x, y, z) dz.

N2 na L acencia P l:

e: V- R? (x, ) — (x, 5, f(x, )

Condition sur f pour que la forme ¢*(a) soit fermée.
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5.13. — E est un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0, U est un ouvert de
E étoilé par rapport a 0.

a) A tout couple (o, x)e(Y;,(U) x U, p 2 1, on associe I'application :

k(o)(x): E*~' - R

(X4 ooy Xpoy) f P aex).(x, xy, .., x,—q) dE.

ivalsaavava

k(@): U - o, (E) x > k(a)(x)
est de classe C*
b) On définit une application k : Q(U) — Q@ _,(U) par:
— Si p 21, et si aeQ(U), k(o) est application introduite en a.
— Si feQE(U), k(f) est O.
o) Montrer que k est linéaire.
B) Pour a e Q(U), p > 1 et k > 1, montrer :

d(k(a)) + k(da) = a.
¥) Pour feQ(U), et k = 1 montrer :

kdf =f - fo
ou f, est 'application constante, de valeur f(0), de U dans R.
AN Fn Addnira la thiardma Aa PAinansd
I./} sl AwULLLG IV VIWVIVILIV UV L VldlIvdlLl b,

INTEGRALES D'UNE FORME DIFFERENTIELLE.

514. — Soit a = Zaijxi dx; une 1-forme différenticlle sur R (les a;; sont des
ij

constantes non toutes nulles).

a) Montrer qu’il existe un vecteur w tel que I'intégrale curviligne de a le long de
tout arc paramétré fermé de R3 C! par morceaux, & support inclus dans un plan
quelconque paralléle & w soit nulle.

b) Calculer I'intégrale curviligne de o le long d’une ellipse de centre O. Conditions
sur o pour qu’une telle intégrale soit toujours nulle.

5.15. — Dans R>, on considére la 2-forme différentielle :
=ady Adz + bdz A dx + cdx A dy,

{a, b, c¢: constantes non toutes nuiies).
Montrer qu’il existe un unique vecteur w tei que, pour tout morceau quarrable t
d’un plan quelconque paraliéle & w, 'intégrale de o sur 1 soit nulle.

5.16. — Calculer I'intégrale curviligne [ x?>dy + y?dx, ol vy est larc paramétré
vy
simple de R?, arbitrairement orienté, de support (avec a > 0 et b > 0) :
x? y? x2 y* 2x 2y

@ x4y -ax=0; b) S+ L IZtm TS
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(x = ydx + (x + y)dy
x* + y?
C! par morceaux, orienté, dont le support est le carré de sommets consécutifs : (a, a),

(—a,a), (—a, — a), (a, — a).

8.17. — Calculer J ou v est 'arc paramétré simple de R?,

5.18. — Calculer J(e" cos y + xy?)dx — (¢*sin y + x%y)dy, ou ¥ est larc

0 € [O,r/4] de la lemniscate p = /cos 20 de R2

5.19. — Calculer Jr (y* + 2% dx + (22 + x¥)dy + (x* + y*) dz, ou vy est I'arc
paramétré simple de R{ arbitrairement orienté, de support :
(x> + y* = 2pz) A (ux + vy + wz + h = 0).
5.20. — Soit f une application de R dans R, de classe C!, telle que f(i) = 1.
a) Déterminer f pour que la 2-forme différentielle sur R :

o =xdy Adz + yf(y)dz A dx — 2zf(y)dx A dy

P+ +22=)A(z>= \/5/2),
orientée de fagon que la normale soit dirigée vers 'extérieur de la sphére.
b) Déterminer f pour qu’il existe une forme différentielle :

o = P(x,y,z)dx + R(x, y, z) dy, avec P(x,y,0) = Q(x,»,00 =0
vérifiant do = a.

Calculer alors J o oi I', est le cercle (x> + y* +22=1) A (z = ﬁ/2),

Jr,
orienté de fagon a étre le bord orienté de & ,.

5.21. — Dans R®; on considére la demi-boule K (resp. 'hémisphére &) :
x> + y* + z2 < R*> (resp. = R?), z>0.

a) Calculer :

f (x> + z)dx A dy + x*dy A dz — 3x*’ydz A dx
&y

(la normale & &, étant dirigée vers 'extérieur de K).
b) Retrouver le résultat en considérant %, comme une partie du bord 0K,.

5§22. — Dans R? on considére la 2-forme différentielle

(xdy — ydx) A dz

w2 o 2 o 22
X*+y +2z
a) Calculer ¢*(2) et ¢*(da) ou ¢ est définie par

X = r sin 0 cos @, y = rsin 0 sin @, z=rcosb
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b) Calculer de deux maniéres j o, ou &, est la sphére (O, 1) munie de
&
I'orientation habituelle.

5.23. — Dans R? on considére la boule K (resp. la sphére %) de centre O, de
rayon R. Soit & la 2-forme différentielle définie sur R*\{(0, 0, 0)} par :

o = Log(x?2 + y?> + z%) [xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy]

J(R) = | da est convergente et la calculer.
K

5.24. — Soit &, le tore a collier défini par :
x = (a + Rcost)cos 0, y = (a + R cos t) sin 0, z = Rsint

avec: 0 < R< a, 0 e€[0,2n[, t € [0,2r[, la normale au point (0, t) étant orientée par

zdx A dyet f x dy A dz sont égales au volume

Montrer que les intégrale J
&

&,
du tore.

ANALYSE VECTORIELLE.

5.25. — On donne le réel o et les deux droite 2, et 2, de &, d’équations :
(@) x=D)A(p=22+1); (2,) ¢y=DAalx=z-3)

A tout me &, on associe ses projections orthogonales m; sur 2,, i e N,. Calculer la

circulation du champ de vecteurs: m +—> mm, + amm, sur le cercle d’équation
(x2 +y2 4+ 22 =9) A (x + y + z = 0), arbitrairement orienté.

5.26. — Soit F le champ de vecteurs de R® de composantes :

2 2

P(x,y,2) = x* — yz; O(x, y,2) = y* — zx; R(x,y,2) =z — xy

a) Dérive-t-il d’un potentiel scalaire ?
b) Calculer le flux du champ F sortant de la sphére d’¢quation

x>+ y* +22—2R(x+y+2 +2R*=0, (R>0).

5.27. — Expression générale des champs de vecteurs de R*> qui dérivent d’'un
potentiel scalaire et admettent pour surfaces de niveau les sphéres tangentes en O au
plan xOy.

5.28. — Déterminer une application ¢ de R dans R telle que le champ de vecteurs
G: R® — R*® défini par:

O + xi+yj+zk — (1 + xH)o(x)i + 2xye(x)j — 3zk

dérive d’un potentiel vecteur F.
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Déterminer alors F, en lui imposant la condition : (F |k) = 0.
Calculer la circulation de F le long du cercle (x* + y* = 1) A (z = 1).
Retrouver ce dernier résultat par la formule de Stokes.

5.29. — Dans un plan £ de &, on donne une droite & et deux points a et b tels
que 2' = Aff(a, b) soit distincte de 2. On étudie le champ scalaire :

f:€ - R m — d(m,a) + d(m, b) + d(m, D)

ou d(m, a), d(m, b), d(m, 2) sont les distances de m & q, b, 2.
a) Etudier le champ grad f. Préciser en particulier les points ot f est minimale.
b) Dans le cas ou les droites 2 et 2’ sont orthogonales, étudier I'ensemble :

{me&|f(m) = 2d(b, D) — da, D)}

5.30. — Dans &,, on donne deux boules ouvertes disjointes & et &', de frontiéres
— —_—

€ et €'; on définit 'application f de &,\(# U #’') dans R par : f(m) = ||mt]|| + ||mt’]],
ou t et t' sont les points de contact de tangentes & ¥ et € qui contiennent m.

Montrer que f admet une borne inférieure, et que celle-ci est atteinte en un, ou
plusieurs points que I'on déterminera.

5.31. — Soit f un champ de scalaires de R?. On lui associe le champ de vecteurs F
tel que, pour tout m € R?, F(m) se déduise de grad f(m) par la rotation d’angle donné «.
Condition sur f pour que F soit un champ de gradients.

§.32. — Soit F le champ de vecteurs de R*® de composantes :

- 2xz° — 2yz3 3z2
P(xsy,z)=—x—2"———2')"2‘; Q(X,y,z) =2 22’ R(x’y’z) =1+

(
Vérifier qu’il s’agit
de champ.

5.33. — Soit G le champ de vecteurs de R® de composantes :
P(x,y, 2) = yz; Q(x, y,2) = — xz; R(x,y,2) = x* + xy

a) Vérifier que c’est un champ de rotationnels, et trouver un potentiel vecteur de la
forme

b) Calculer le flux du champ de vecteurs G a travers le demi-ellipsoide
x2 y2 22
—+—2+—2—1=O, z20
a b c

c¢) Soient f une application de classe C' de R dans R, et & la surface d’équation
xz = f(x + y). On désigne par I(y) la circulation du champ G sur le Ct-arc y tracé
sur <.

— Montrer que si y est fermé, alors I(y) = 0;

— Peut-on choisir f pour que 'on ait I(y) = 0 pour tout arc y fermé ou non ?
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5.34. — On reprend le tore orienté &%, introduit a I'exercice 5.24. Calculer le flux
du champ de vecteurs m s ||Om||"'.Om a travers & .

5.35. — Déterminer deux fonctions f(6, r) et g(6, r) vérifiant les trois conditions

nnnnnnn tao -
sSulvaliiey

a) f est une fonction harmonique,
b) Le champ de scalaires défini, au moyen des coordonnées cylindriques (6, p, 2)
par :

u(m) = pzf(es Z) - 2229(99 .D)

TN

est une fonction harmonique.
¢) La fonction g — f sécrit g — f = F(f).
On commencera a montrer que, f étant une fonction harmonique arbitrairement
of

choisie, la condition b) s’écrit : g = f + p ™ et qu’elle implique que g est harmonique.
p
5.36. — Soit &, la portion du plan x = 1 définie par :
v +2z22<1, z4y=20;, z—-y=0
(la normale étant orientée par le vecteur i)

a) Calculer le flux a travers &%, du champ de vecteur de composantes : -

P(X, Y, Z) = x(yZ - Zz); Q(X, Vs Z) = y(Zz - x2);

R(x,y,2) = 2(x* — y?)
b) Retrouver le résultat en se ramenant a une intégrale curviligne.

5.37. — a) En utilisant des considérations d’angle solide, montrer que (sous
certaines conditions de régularité) l'aire de la surface*¥’ homologue de la surface &

A 1 s An mAla N ab Aa mcciccnnmn 2 act Aanla A .
adns 11nversion dac poiv v ¢ UcC puldydliite d Odl LEdiC d .

a4
—dA
jy)"“

b) En déduire l'aire de la surface d’é¢quation :
(P +y* + 22 =a’(x* —y) A (y>0)

¢) Retrouver cette aire par un calcul direct.

[

5.38. — Dans R? on considére I'intégrale I = | Pdx + Rdy, ou
Y

P(x, y) =xz—+y2(XSiny — y€os y);

X

X,y) = ————(xcosy + ysin
Q(x, y) x2+y2( y + ysiny)

et oli y est un arc simple de R?, C! par morceaux, entourant l'origine, parcouru dans le
sens direct.
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, oP
a) Vérifier — = —- On pose :
dy  0x

Pl(x, y) = P(x, y) + Ty 9 et Pl(oo 0) = 0;
x- Ty

-

0.(x, ) = Q(x, ) — ;—"—— e

Montrer que les fonctions P, et Q, sont continues sur RZ

Lan Aidwnvira « T — Vr
il JuUouulle . I — L.

b) Retrouver ce résultat en transformant I en coordonnées polaires et en intégrant
sur un cercle de centre O, dont on fera tendre le rayon vers 0.

5.39. — Soit K un compact a bord de R? tel que 0K = & + &, oll & est un

surface décomposable et &’ un morceau de surface conique de sommet 0. Montrer q ue
le volume de K est, avec un choix convenable de l'orientation de & :
1
- xdy Adz+ ydz A dx 4+ zdx A dy
3Je,
5.40. — INEGALITE ISOPERIMETRIQUE. — a) Soit f une application 2n-périodique et

de classe C? de R dans R, telle que J f()de = 0.
0

En utilisant les résultats de 1V.3.5, montrer :

J (f’(t))zdtzj (f (1) dt
Y 0

avec égalité si, et seulement si, f(t) = acost + bsint, (a, b) e R%
b) Soit y = (I f), avec I = [a,b] et a < b, un Ck-arc paramétré fermé simple

‘r‘“guucr de &, On a admis qu'un tel arc limite un domaine intérieur, Cim, dont
I'adhérence est un compact quarrable de &,. Montrer :

((y)? = 4na(C.)

ou I(y) est la longueur de v et a(a) I'aire de a, avec égalité si, et seulement si, y est un
cercle.



6
MASSES, CENTRES

ET MOMENTS D’INERTIE

3 L'étude de ce chapitre ne figure pas dans le programme
de mathématiques des C.P.

A

Position du probléme. — Le lecteur a déja rencontré en Physique la notion
de masse, de centre et de moment d’inertie d’un systéme fini de points
matériels. Nous allons généraliser ces notions au cas des fils, des plaques et des
solides d’un espace affine euclidien (&, E) de dimension 3. Pour des questions
de commodité (&, E) sera supposé orienté, bien que les résultats ne dépendent

pas de lorientation choisie.

6.1. INTEGRALE SUR UN SYSTEME MATERIEL

6.1.1. Intégrale le long d’un fil

1° DErFNiTION. — On appelle fil de &, tout couple (%, p) dans lequel :

— b, dit support du fil, est le support d’un arc paramétré compact y = (I, f)
avec I = [a,b], a < b, qui est simple (éventuellement fermé simple), C' par
morceaux et régulier (cf. 5.2.1, 4°);

— p est une application continue de € dans R, appelée densité linéaire du
fil.

Lorsque p est une application constante, le fil est dit homogeéne.

Pour un fil donné, I'arc paramétré qui intervient dans sa définition n’est
pas unique; on dit qu'il est un représentant du support du fil.

2° THEOREME ET DEFINITION. — Soient (%, p) un fil de &, et ¢ : ¥ —» G une
application continue de % dans un R-espace de Banach G. Pour tout représentant
du support du fil, y = (I,f) avec I = [a, b], a < b, et pour toute subdivision
6 = (a;)oci<, Ge [a, b] adaptée a vy, notons :

™M=

>, . =

1,0

j (). PO )] de

i=1
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Alors X, ; ne dépend ni de v, ni de c. On l'appelle intégrale de l'application ¢ le

long du fil (4, p); on la note J @(m).p(m) ds.
€

Indifférence du choix de ¢ pour y donné. — Remarquons tout d’abord que,
par définition de o, la restriction de f'a& tout segment [a;_,,a;], 1 < i < p, est
de classe C!, ce qui assure que lapplication t — @(f(¢).p (f(2).|f (@)l est
continue sur [ga;_,, a;], donc intégrable, et justifie 'existence de X, .. D’autre
part, si ¢ est une subdivision de [a, b] adaptée a vy, pour tout réel ¢ de [a, b]
nous pouvons former la subdivision adaptée o, donc I'image est celle de o a
laquelle on adjoint c. Le théoréme de Chasles montre alors que X, , = X, .
Prenons deux subdivisions o et ¢’ quelconques de [a, b], toutes deux adaptées

a v;en utilisant ¢ v o, et en itérant la propriété qui précéde, nous constatons
que X =X . O
Indifférence du choix de y. — Nous ne traitons que le cas ou % est

représenté par des arcs simples (le lecteur étudiera le cas d’arcs fermés
simples). Considérons donc deux représentants de €,y = (I,f) avec I = [a, b]
et a<b, vy =(J,g) avec J = [c,d] et ¢ < d. Les applications continues et
injectives f et g induisent des homéomorphismes de I et J sur ¢; d’ou
I'existence d’'un homéomorphisme 0 de J sur I, tel que g = fo 0.

Soient 6 = (@)p<i<, €t O = (Cogicy

En remplagant éventuellement y par y" = (— I, h), avec h(t) = f( t), et

ate

o par 6” = (— a,_)ocigp € qQui donne X.. .. = X, ;, on consta

'on peut se ramener au cas ou 0 est croissant.

En « enrichissant » I'image de & par les 0(c;), et celle de ¢’ par les 0~ ' (a)),
ce qui ne change ni £, ni X, -on peut d’autre part supposer que p = p’ et que,
pour tout i, a; = 8(c;). Les sous-arcs vy, , €t y._ ., sont, pour tout i, plongés et
de méme image, ce qui prouve que 8 induit un C'-difféomorphisme de
[c;—1, ¢;] sur [a;_,,a]. Par un changement de variable, on a donc:

Jﬁ ©(g).p(g).llg' W)l du = J | e @) . p(f(®) - ILf @Il dt

a-y

Par addition, on en déduit ) = ). O
7,0 Yo'
Propriétés de Ulintégrale le long d’'un fil. — Ce sont des simples

conséquences des propriétés des intégrales vues en II1.6. D’un point de vue
pratique, nous utiliserons essentiellement le fait que Ilapplication

¢ — | o(m)p(m)ds est lin€aire.
€

REMARQUE. — Dans la notation J o(m)p(m) ds, pour des questions de commodité nous
€
avons noté ds l'élément de longueur ||f'(t)|| dt. Cet élément de longueur ne dépend en aucun cas

d’une éventuelle orientation de €.
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3° Notion de réunion de deux fils. — Soient (¢, p)unfilde &,y = (I,f) un
représentant de €, et ¢ € ]a, b[. Considérons les deux arcs paramétrés y, = v, .
et Y, = Y. ainsi que les restrictions p, et p, de p a [a, c] et a [c, b]. Nous
disposons des deux fils (¢,, p,) et (%5, p,), ou ¥, et ¥, sont respectivement
représentés par y, et v,. On dit que le fil (%, p) est la réunion des fils (¢, p,) et
(¢,, p,); on constate aisément :

j oim).pmyds = 3 | om).pmds.
€

i=1JE,
pour toute application continue ¢ de ¢ dans G.

e Inversement on peut se ramener a cette situation & partir de deux fils
(%, p;), i€ N,, dont les supports n‘ont en commun qu’'un point qui est une
extrémité pour chacun d’eux, et en lequel p, et p, prennent la méme valeur (ou,
a la rigueur, qui ont en commun deux tels points).

6.1.2. Intégrale sur une plaque

1° DerFINITION. — On appelle plaque de &, tout couple (&, p) dans lequel :

— &, dit support de la plaque, est une surface décomposable (au sens de
4.2.3,1°), compacte dans &, pour laquelle il existe au moins une décomposition
(Fi(U));er telle que chaque ouvert U; de R? soit quarrable, et que chacune des
applications

oF

— (, v)

OF,
U, - R (u, v)n—»“(a—u'(u, V) A P

soit bornée,

— p est une application continue de &% dans R, appelée densité
superficielle de la plaque.

Lorsque p est une application constante, la plaque est dite homogeéne.

Pour une plaque donnée, la subdivision qui intervient dans sa définition
n’est pas unique; on dit qu'elle est un représentant du support de la plaque.

REMARQUES. — a) Les conditions qui lui sont imposées font que & est une surface
décomposable quarrable, d’aire :
rr larp
UI'I'
Y JJ —(u, v) A — (u, V)|| du dv
iel oy, Ju

b) Dans le cas d’un fil, le support est toujours connexe. Dans le cas d’'une plaque, la connexité
du support n’est pas automatiquement assurée; dans la pratique elle sera cependant toujours
réalisée :

2° THEOREME ET DEFINITION. — Soient (&, p) une plaque de &, et @ une
application continue de % dans un R-espace de Banach G. Si (F;(U)));; est un
représentant du support & de la plaque, la somme :
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OF,
J]‘ ¢o(F,(u, v)).p(F,;(u, v)). H— (u, v) A — (u, v)|| du dv
iel U, ov
ne dépend pas de cette décomposition; on Fappelle intégrale de application ¢

P Ry X 2 T e

S (:7 est supposé compacte) il en est de méme pou
ouvert quarrable U,,

(u, v) > (p(Fl( H

est continue et est bornée, ce qui assure l'existence des intégrales doubles.
L’indépendance relativement & la décomposition est admise, les raisons qui la
rendent vraisemblable étant les mémes que celles évoquées en 4.2.3 et 5.4.3.

[

Propriétés de Ulintégrale sur une plaque. — Ce sont de simples
conséquences de celles des intégrales multiples vues en IV.6. D’un point de vue
pratique nous utiliserons essentiellement le fait que IPapplication

¢ r— Ji[ @(m)p(m) dA est linéaire.
L4

REMARQUE. — Comme pour les aires, bien que I'on utilise le produit vectoriel, il est évident

que Jf @(m)p(m) dA ne dépend pas de l'orientation de l'espace.
¥

3° Notion de réunion de deux p’aques. — On considére deux plaques
(L1, P1) €t (Z,, py) telles quil existe une décomposition adaptée au support
&> (Fi(U))icr, €t une décomposition adaptée au support %5, (G;(V)))jes
vérifiant :

VG, el x J,  F(U) nG(V) = &.

On suppose en outre que p, et p, coincident sur &, N %,. Prenant
=% vFyetp: ¥ - R, telle que p restreinte & &, (resp. &,) soit p,
(resp. p,), on constate que (&, p) esu une plaque qui est dite réunion des
plaques (<%, p;) et (<5, p,). On peut évidemment procéder en sens inverse, en
partant d’une plaque (¥, p) et en prenant une partition de I, pour une
décomposition (F;(U))),.; adaptée au support &.
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En utilisant une décomposition adaptée au support & de la plaque on
établit facilement que :

2

ijf e(mp(m)dA = ). f f @ (m)py(m) dA

s i=1JJg,

pour toute application continue ¢ de & dans G.

REMARQUE. — Nécessairement &, N &, est inclus dans une réunion finie de C'-arcs
paramétrés compacts.

6.1.3. Intégrale sur un solide

1° LEMME. — Soient (O i, j, k) un repére orthonormal de & et 0 ia bijection
affine de & sur R qui 2 m € & fait correspondre (x, y, z) de R3, coordonnées de m
dans le repére envisagé. Si o/ est une partie bornée de &, si A = 0(%) est la
partie bornée correspondante de R> et si f : &/ — G, ol G est un R-Banach est
une application, Pexistence et la valeur de l'intégrale triple

J:U fO '(x, y, 2)) dx dy dz

ne dépendent pas du repére envisagé ; lorsque cette intégrale existe on dit que f
ree

est intégrable sur o et par définition I'intégrale de f sur o/, notée J JJ f(m)dv,
o

est la valeur commune
”( f07'(x, y, 2)) dx dy dz
JJdJA

Un changement de repére orthonormal de & induit une application
¢ :R3 > R3 qui est une isométrie affine de R> Cette isométrie affine

transforme parties bornées en parties bornées et ensembles #Z-négligeables en
ensembles #-nécliceables. ce qui assure les existences simultanées des

ARSI ALE VR VT RAV mi i my WA AWS,

intégrales triples; comme d’autre part |det(gp) = 1, le théoréme du
changement de variables dans les intégrales multiples assure que toutes ces
intégrales ont la méme valeur. O

Il résulte de ce lemme qu’en adoptant l’application f de valeur constante 1,
1ous (llprbOIlb au pdbbdge UC ld IlUllOIl UC parue cuoume UC @ et UC ld HUtlUIl
de volume d’une telle partie. En pratique, on se raméne systématiquement a R?

par le choix d’un repére orthonormal.

2° DErFINITION. — On appelle solide de &, tout couple (£, p), dans lequel

/4 LYY

— X dit support du solide, est un compact cubable de &,

— p est une application continue de ¥ dans R, appelée densité spatiale du
solide.

Lorsque p est une application constante, le solide est dit homogeéne.
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REMARQUE. — En pratique nous ne considérerons que des solides de supports d’intérieur non
vide, i.e. de volume strictement positif. Ils seront en outre en général connexes.

3° THEOREME ET DEFINITION. — Soient (", p) un solidede et : 4 —» G
une application continue de X" dans le R-Banach G. Alors I'application @.p est

intégrable sur " et J Jj @(m).p(m) dV porte le nom d’intégrale de Papplication
b4

¢ sur le solide (.1, p).

En effet pour un choix de repére orthonormal quelconque, I'application
(@.p) o0~ ! est continue sur le compact cubable de R3, K = (). O

Propriétés de lintégrale sur un solide. — Ce sont celles des integrales

3° Notion de réunion de deux solides. — Soieqt (A |, p,) et (X ,, p,) deux
solides de & ; on suppose que S, N X", est un compact #-négligeable de & et
que sur X, nA, p, et p, coincident. Posant S = X", U A, et
p: A — R, telle que p restreinte & A", (resp. X ,) soit p, (resp. p,), on
constate que (X', p) est un solide de & dit réunion des solides (X |, p,) et
(X5, p,). Ici aussi on peut procéder en sens inverse en effectuant une partition,

a un Z%-négligeable prés, d’un compact cubable ) de & en deux compacts
cubables ¥ . et ¥,

w Uiwi v ] WL ve 3.

Les propriétés des intégrales triples montrent facilement que :

Jﬂ <P(m)P(m)dV=Hf <P(m)Pl(m)dV+HJ @(m)py(m) dV

pour toute application continue ¢ : X — G.

6.1.4. Notion de systéme matériel ;
masse d’'un systéme matériel

1° Afin d’éviter des redites nous appellerons systéme matériel de & tout
couple (M, p) ou (M, p) est soit un fil, soit une plaque, soit un solide de &.
Dorénavant nous citerons des définitions et des propriétés s’appliquant aux
systémes matériels de &, mais le lecteur notera que nous serons parfois amenés
a distinguer pour certaines propriétés s’il s’agit d’un fil, d’une plaque ou d’un
solide.

Etant donné un systéme matériel (I, p) de & et fl‘me application continue

@ :IM > G, ou G est un R-Banach, le symbole J @(m).p(m).dp désigne
m
I'intégrale sur ce systéme (conformément aux définitions de 6.1.1, 6.1.2 et 6.1.3)

de l'application continue @.
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REMARQUE. — Fils, plaques et solides sont des cas particuliers de systémes matériels de & ; il
n’est pas question ici d’aborder une théorie générale des systémes matériels.

2° Image d’un systéme matériel par une bijection affine. — Soit d : & —» &
une bijection affine de partie linéaire lg; étant donné un systéme matériel
(M, p) de & nous disposons de la partie M = (M) de &, et de I'application
continue v = p o ®~! de M dans R, ; il est aisé de vérifier que (I, v) est un
systéme matériel de & de méme nature (fil, plaque ou solide) que (M, p); on dit
alors que (M, v) est le systéme matériel image du systéme matériel (M, p) par la
bijection affine ®. En particulier, si (9, v) coincide avec (MM, p) on dit que
(MM, p) est invariant par @ ; il s’agit du cas ou les deux conditions suivantes sont
remplies :

— O(M) = M, 1.e. M est invariant par O;

. Nl SR D H
- V= pow , 1.C. 14 UCII>

[
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e Revenant au cas général de (M, p) et de son image (M, v) par
I'application affine ®, considérons une application continue ¢ : I — G ou

est un R-Banach; nous disposons de I'application continue ¢ o ®~ ! de W
dans G et, anvant la nature du systéme, les intégrales de ¢ et de @ o ®~ L sur

el 12883 vea LWLV, AVD 1LtV el laVo hA SR L A 4 Lo

(M, p) et (EIR,V) sont données par :
Cas d’'un fil (notations de 6.1.1) :

J, (@ o @) (m).v(m).ds = } J e(f(1). p(f (D). lllalf (®)I| dt

i=1
a4,

Cas d’'une plaque (notations de 6.1.2) :

H @(m).p(m)dA

Jf (@ o @~ 1)(m).v(m).dA

5 (oF
L,“ O (Fi(u, v)). p(F;(u, v)) Hlok—(u v)) Ao | =

Cas dun solzde : aprés utilisation du théoréme du changement de
variables dans les intégrales triples :

JJJ ’((PO(D_l)(m),v(m),dV [det l“"JJ @(m).p(m)dV

(On rappelle que v désigne p o @ 1),
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Propriétés de symétrie. — PROPOSITION. — Avec les notations que nous
venons d’introduire, on a Pégalité :
f (@ o @™ Y)(m).v(m)dp = f ®(m).p(m) dp (1)
m m

dans chacun des cas suivants :

— (M, p) est quelconque et O est une isométrie (en particulier une symétrie
orthogonale) ;

— (M, p) est un solide et |det [,] = 1, ce qui est acquis lorsque ® est une
symétrie quelconque ;

— (M, p) est une plaque plane, et ® est une symétrie quelconque par
rapport & une droite du plan de la plaque.

drimnn NmmoRAAIIAR A

dans les deux premiers cas. Dans le dernier cas, on désigne par (%, F) le plan
du support de la plaque, et on constate :

VW, W)eF?  llo(W) A lo(W)ll = |lw A W

: OF, ; : .
que 'on peut appliquer & w = a—‘(u, v) et W = a—’(u, v), qui sont évidemment
u v

des vecteurs de F. O

e

< p-3 Py 4 PRSI 1. S A U axyatAsae o

d“-x Sysieri mes mawneu - UH LUIlblUCIC UCU)& SYSLCIICS
matériels (M,, p,) et (M,, p,) qui sont de méme nature a savoir tous deux des
fils, tous deux des plaques ou tous deux des solides et qui vérifient en outre,
soient les hypothéses de 6.1.1.3° soient les hypothéses de 6.1.2.3°, soient les
hypothéses de 6.1.3.3°. En utilisant précisément ces trois sous-paragraphes,
on constate que I’'on peut alors former le systéme matériel réunion (IR, p) qui
est soit le fil réunion, soit la plaque réunion, soit le solide réunion. Pour toute
application continue @ de M dans un R-Banach G, on a alors :

[ @ (m)p(m) dy - @(m)p, (m) dp + r @ (m)p,(m) dp

4° Masse d’un systéme matériel. — DEFINITION. — On appelle masse du

systeme matériel (I, p) l'intégrale f p(m) dp.
Jm
On reconnait I'intégrale sur (MM, p) de l'application constante m — 1 qui
est, bien sir, continue; la masse est un réel positif.
Dans le cas particulier d’un systéme homogéne on constate en désignant

’
r n la valenr canctante de 1a dancitd Aane 1a maccge "
i y 1A vaiLul LUIISwalile Uy 1a GUliloi LU, Huu 1d lddsu eS8t i P

pa
— de la longueur du support dans le cas d’un fil;
— de l'aire du support dans le cas d’une plaque;

— du volume du support dans le cas d’un solide.
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Propriétés de symétries. — PROPOSITION. — Soient @ une bijection affine de
&, (M, p) un systéme matériel, et (', v) son image par ® (cf. 2°). Dans chacun
des cas suivants, les deux systémes (N, p) et (P, v) ont méme masse :

— (M, p) est quelconque et @ est une isométrie (en particulier une symétrie
orthogonale);
— (M, p) est un solide et |det ly| = 1, ce qui est acquis lorsque ® est une
symétrie quelconque ;
— (MM, p) est une plaque plane, et @ est une symétrie quelconque par
an de la

rapport 3 une droite du plan de la plaque.
C’est un cas particulier de la proposition du 2°, O

Le lecteur poursuivra la comparaison des masses dans le cas ou @ est une
affinité (resp. une homothétie).

Masse d’une réunion de systémes. — Il est évident que les masses
s’ajoutent.

Calcul des masses.— On utilise souvent des considérations de symétries.

6.2. CENTRE D’INERTIE D'UN SYSTEME MATERIEL

g Dorénavant tous les systémes matériels considérés ont §
$  une masse strictement positive. S

6.2.1. Centre d’inertie d’un systéme matériel

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soit (IR, p) un systéme matériel de masse
M strictement positive; il existe un unique point g de & tel que :

gm.p(m).dy = 0 (1)

On l'appelle centre d’inertie du systéme matériel (I, p); pour tout O € &, il
vérifie :

1 [ —
Og = —; f Om.p(m).dpn (2)
M Joy

—

Pour tout point p de &, l'application m > pm est une application
continue de & dans E, ce qui assure l’existence de lintégrale de cette
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application sur le systéeme (9, p). On a en outre pour O € &, quelconque :
J pm.p(m).dy = J Om.p(m).dp — M Op
m m

Comme M > 0, cette relation prouve I’existence et 1’'unicité d’un point g de &
vérifiant (1); il est donné par (2).

Remarquons que si le systéme matériel (I, p) est homogéne, son centre
d’inertie ne dépend pas de la valeur constante de ’'application m > p(m), qui
pourra donc toujours €tre supposée de valeur 1. O

ProrosiTION I. — Si (IR, p) est un systéme matériel dont le support I est
contenu dans une variété linéaire affine & de &, alors son centre d’inertie g
appartient a %.

En effet prenant O dans &, pour tout m de I, om appartient a F

.
(direction de %), et donc Og appartient aussi a F. O

En particulier si un fil est rectiligne (resp. plan), a savoir de support inclus
dans une droite (resp. un plan), son centre d’inertie appartient a cette droite
(resp. ce plan); si une plaque est plane, a savoir de support inclus dans un plan,
son centre d’inertie appartient & ce plan.

Propriétés de symétrie. — ProposiTION II. — Soient @ une bijection affine
de &, (I, p) un systéme matériel (I, v) son image par @, g et g’ les centres
d’inertie de (M, p) et VU, v). Dans chacun des cas suivants, on a g' = O(g) :

— (M, p) est quelconque et O est une isométrie (en particulier une symétrie
orthogonale) ;

— (M, p) est un solide et |det [,| = 1, ce qui est acquis lorsque ® est une
symétrie quelconque ;

— (M, p) est une plaque plane, et @ est une symétrie quelconque par
rapport & une droite du plan de la plaque.

Par définition de g : " gm.p(m)dp = 0, ce qui entraine :
Jm

lo U gm. p(m) du) =o. 3)

En utilisant I11.6.2.2, 3° dans le cas d’un fil et 1V.6.5.2, 3° dans celui d’une
plaque ou d’un volume, (3) s’écrit :

J lo (gm). p(m) dp. = O.
m

ou encore, en posant ®(g) = g” :

J g"®(m).p(m)dp = 0 4)
m
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Comme nous sommes dans les conditions de validité de la formule (1) du
6.1.4, 2°, (4) s’écrit :

f g'_’n;.v(m) dp =0

Jor
ce qui caractérise le fait que g” est le centre d’inertie de (W', v). O
COROLLAIRE. — Soient @ une bijection affine de &, (M, p) un systéme

matériel invariant par @, et g le centre d’inertie de (9, p). Alors, dans chacun des
cas énumérés dans I’énoncé de la proposition II, on a ®(g) = g.

Dans la pratique, on utilise souvent le corollaire dans le cas ou le systéme
matériel (M, p) est homogeéne, I'invariance par ® se traduisant alors par la
seule condition ®(WM) = IN. Retenons :

Soit (M, p) un systéme matériel homogene, de centre d’inertie g :

— Si M admet un centre de symétrie O, alors g = O;

— Si M admet un axe 2 (resp. un plan P) de symétrie orthogonale, alors
g € 9 (resp. g € ). En particulier si M est un ensemble de révolution d’axe 2 (au
sens de 11.7.3.6), alors g€ 2.

— Si M est un compact cubable qui admet un axe & (resp. un plan P) de
symétrie quelconque, alors g€ 2 (resp. g € P).

— Si M est une surface plane qui admet, dans son plan, un axe de symétrie
9, alors ge 9.

3° Associativité du centre d’inertie. — ProrosiTION. — Soit (I, p) un
syst¢éme matériel qui est la réunion de deux systémes matériels (M, p)), i e N,.
On note M, M,, M, les masses respectives de (M, p), (M, p,), (M,, p,), et g,
g1, g, leurs centres d’inertie. Alors g est le barycentre de g, et g,, respectivement
affectés des coefficients M, et M,.

Nous avons déja vu que M = M, + M,.
Par définition, on a :

[ —
J gm.p(m).du = 0.
m

D’aprés 6.1.4.3°, on a donc :

— {' —
e v () A L A o~ ) A — 0
J y"l- Pl\"lv} u}«l T J yl'l. 'Jz\l’lv} “ -_—-
m, nm,
Introduisant g, et g,, on en déduit :
| [ gm o |
gg9,-| pi(mydu + | gim.p;(m).du +gg, | py(m)du

m, m, m,
+ | gym.py(mydp =0

n,
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ce qui, compte tenu des définitions de g, et g, se réduita :

Migg, + Mygg, =0 Ol
T & lartanr nAanrra nA“él‘ﬂ‘;ﬂnf‘ ratta nrnnnoitinm A 11na rhnninn finie Aa cuctdmaag
LA Ivuvilv UL lJUul 1a sbllblallb\il L > A PlUPUBltlU 1Ia 1V 1VUILIIVUIL 111116 UC ByblUl 10D
r e
matériels.

EXEMPLE. — Centre d’inertie du solide homogéne (M, p) de &, ou M est la boule fermée de
centre a, de rayon R > 0, privée de la « cavité » constituée par la boule ouverte de centre b, de rayon
—_

s N gaoes o kil

r ~ U uveo . “uU“ T P < R.

Le lecteur est prié de faire une figure.

IR est manifestement un compact cubable de &.

Introduisons alors les solides homogeénes, de méme densité spatiale, de supports respectifs, la
boule fermée de centre a et de rayon R, notée B, et la boule fermée de centre b, de rayon r notée B'.
B est la réunion de M et de B’, au #A-négligeable prés constitué par la sphére de centre b et de
rayon r. Comme tous les solides envisagés sont homogénes de densité spatiale 1, ie systéme
matériel (B, 1) est la réunion des systémes matériels (IR, 1) et (B, 1). Ainsi a, centre d’inertie de
(B, 1) puisque centre de symétrie de B, est le barycentre de g et de b, centre d’inertie de (B, 1),
affecté des coefficients respectifs R® — r3 et r3, proportionnels aux volumes. Ainsi :

(R® — r¥ag + riab = 0.
D’ou :

ag = ———ba

ce qui détermine la position de g en fonction de a, b, R etr.

4° Détermination pratiqgue d’un centre d’inertie. — Etant donné un
systéme matériel (I, p) de &, pour déterminer son centre d’inertie g on procéde
en général de maniére analytique par utilisation de la formule :

4 fod
—

0g = Jsm Om . p(m). dy (1)

Si & est rapporté a un repére orthonormal (O} i, j, k), en utilisant le point O,
cette formule permet de déterminer par projection, les coordonnées du point g.
Cependant, dans de nombreux cas avant d’appliquer (1), des considérations
géométriques permettent, sinon de déterminer g, tout au moins de préciser la
position de g (appartenance & une droite, & un plan...), ce qui limite les calculs;
d’autre part il est parfois intéressant d’utiliser des réunions de systémes
matériels (comme dans I’exemple de 3°), ou des théorémes auxiliaires tels les
théorémes de Guldin dont nous parlerons au 6.2.2.

EXeEMPLES. — a) Soit (I, p) un systéme matériel homogéne constitué d’une plaque plane
triangulaire, de sommets A4, B, C. Désignant par A, B', C’ les milieux respectifs des cOtés BC, CA et
AB, on constate que la symétrie oblique, d’axe la droite 44’, parallélement a la droite BC est une

v bteia Ay nlan rantanaont la gninnare + AW Aa 1o nlan laoiggoant inyaria nt ra crinnart Al a cantr

Dylllclllc uu Plall vuiiciiallin lC DUPPUIL S0 UC la Pla\.l‘l.lc, lalbballl 1uva.uauL v D‘U»IJPUIL nlllbl y \.Cuue
d’inertie de cette plaque appartient a la droite A4’. En opérant de méme avec BB’ on constate que
g est I'isobarycentre du triangle ABC.

On notera par contre que si 'on considére le fil homogéne (I, p), ou M est constitué par les
trois cOtés du triangle, alors le centre d’inertie de (M, p), qui est le barycentre de 4', B, C’ affecté
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des coefficients llBal, IICZH, ||A§|| n’appartient en général pas aux médianes du triangle, qui sont
pourtant encore axes de symétrie oblique de k.

A partir du centre d’inertie d’'une plaque plane triangulaire homogéne, par associativité, on
peut déterminer le centre d’inertie de toute plaque plane homogéne limitée par un polygone.

b) En procédant comme en a) le lecteur pourra prouver que le centre d’inertie d’'un tétraédre
homogéne (solide) est I'isobarycentre des 4 sommets.

Par associativité il pourra aussi en déduire le centre d’inertie de toute pyramide homogéne a
base polygonale.

¢) Centre dinertie d’'un arc de cercle homogéne. 11 s’agit d’un fil plan et le centre d’inertie
appartient au plan du cercle; d’autre part la droite joignant O, centre du cercle, et I milieu de I'arc
est un axe de symétrie orthogonale pour le support du fil; le centre d’inertie g appartient donc a
cette droite. Soit (O; i, j) le repére orthonormal du plan du cercle tel que OI = Ri (ou R est le
rayon). Nous constatons qu’un représentant du support € du fil est de la forme ([ — o, &, f), ou
ae€]0,n], et f(t) =0 + Rcosti + Rsintj.

On sait déja que y, = 0. On calcule x, par

1
X, =— x(m). p(m) ds.
= J% (m). p(m)
Le fil étant homogéne, on adopte p(m) = 1 pour tout me %. Ainsi :

1

a sin «
X, = =% R cos t.R dt = R .
LK J_a o 4
\}
B
/
!
1/
~a .
| 3\ 1!
\\O (s
\
\
\
A
Fi1G. 72.

d) Centre d’inertie d’'un secteur circulaire homogéne. — 1l s’agit ici d’une plaque plane. On a les
mémes considérations de symétries qu’en c); on adopte les mémes notations. Le support & de la
plaque admet la décomposition ((U, F)) avec :

U={06,peR(—a<B8<a)a(0<p<R)
et F(0, p) =0 + p cos 6i + p sin 6j

1
Le centre d'inertie étant ici noté g', on a: y, =0 et x, = o Jj x(m). p(m) dA.
&
On adopte encore p(m) = 1 pour tout 'me .%. Ainsi:

~ .

I

J J 6.0 db d 2 R sin o
Xy =—— p cos 0.p =- R ——
9 ar? Jp P=3 o
—_— 2—»
En comparant les résultats obtenus en c), on constate : Og' = - Og.
e) Centre d’inertie d’un demi-ellipsoide homogéne. — On considére le solide homogéne (K, p)

ou K est défini, par rapport a un repére orthonormal (0} i, j, k) de & par :

X2y g
(?+b—2+;<1>/\(z>0)’ a >0, b >0, c>0.
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K est évidemment un compact cubable de &. Le solide étant homogeéne, le centre d’inertie g

appartient & Oz qui est un axe de symétrie (d’ailleurs orthogonale) de K.
Sa cote z, est donnée par :

Y M JJJ,r

Prenant encore p(m) = 1 pour tout me 4, on obtient :

1
= — dx dy d
i 2/3.nabc J:UK faxdya

. 3x2 y: z?
ou K={(xy 2eR +—+—2\1 Az 20}

Le calcul donne : z, = 3¢/8.

6.2.2. Les théorémes de Guldin

On utilise un repére orthonormal direct (O; i, j, k) de &.

1° Premier théoréme de Guldin. — La notation est celle du 424 : & est la surface
décomposable quarrable, de révolution dont la demi-méridienne dans le demi-plan 2 (y=0) A(x >0)
est le support ¢ d’'un C*-arc géométrique simple et régulier (I,f), avec I = [a, b], a < b, et :

f(t) = 0 + p(t)i + z(o)k, p(t) > 0 pour tout tel.

Considérons le fil homogeéne (¥, 1), dont le centre d’inertie g est situé dans &, d’abscisse x, donnée
par :

1
X, = r(g) L x(m) ds.

On calcule :
b
J x(m) ds = I p(t) /p2(t) + z3(¢) dt.
€ a
Compte tenu du calcul de l'aire de & fait au 4.2.4 on constate :

a(¥)=2n J x(m) ds, et a(¥) = 2nx,.1(¥)
€

ce qui permet d’énoncer :

THEOREME. — Dans les conditions que nous venons de préciser, l'aire d’'une surface de
révolution est le produit de la longueur d’'une demi-méridienne par la longueur de la circonférence
décrite par le centre d’inertie de cette demi-méridienne, supposée homogéne, en tournant autour de
Paxe de révolution.

REMARQUE. — Comme pour l'aire des surfaces de révolution on étend au cas ou ¥ est un arc
fermé simple, et au cas ou p prend un nombre fini de fois la valeur O sur I.

EXEMPLES. — a) Aire du tore a collier.
% est le cercle d’équation :

(y =0 A ((x —a)* + 22 = RY, O0<R<a



304 MASSES, CENTRES ET MOMENTS D'INERTIE 6.2.2

La théorie s’applique. Ici g est le centre de €. On trouve :
a(¥) = 4n’Ra
(résultat déja obtenu au 4.2.4).

b) Recherche d’un centre d'inertie.

& est la zone sphérique engendrée par la rotation autour de Oz de 'arc de cercle € support de

n
Parc (I,f), avec | = [—a,a], 0 < a si et :

o~
-

rne
EANER VLV Iy 3

{1\
J\YJ

0+
La théorie s’applique. On connait :
a(¥) = 4nR? sin o et (%) = 2aR.

On en déduit :

(cas particulier d’un résultat déja obtenu au 6.2.1,4° exemple c)).

2° Deuxiéme thépréme de Guldin. — On donne un segment [a,b] de R, a < b, et deux
applications continues g, et g, de [a,b] dans R vérifiant :
Vze[a,b] 0<g,(2 < g,(2)
3z € [a, b] 9.1(2) < g,(2).
On désigne par & le compact quarrable (d'intérieur non vide) du demi-plan & d¢quations
(y =0 A (x = 0) defini comme P'ensemble des points de £ dont les coordonnées vérifient :
=0 A(@a<z<b) Ag(2) < x<gy(2)

On constate que (&, 1) est une plaque plane, dont le support % admet le représentant (U, F)), tel
que :

F\F(U)est en effet une réunion finie d’arcs compacts (pas nécessairement de classe C!, mais les
graphes des applications continues g, et g, sont #-négligeables pour la théorie des intégrales
doubles). Le centre de gravité g de la plaque (&, 1) a pour abscisse :

(.

Yo = aen ), X

IL un

ce qui sécrit :
X 2 2))*] dz
"= 20 j [g2(2)* — (g,(2)7]
— On désigne par ) I’ensemble de révolution dont une demi-méridienne est &. En utilisant

1V.7.3.2, 2° on constate (par difference de sous-ensembles cubables de &) que (X, 1) est un solide de
volume

b
Vi) =m= j [(g2(2)* — (9,(2)’] dz

ce qui permet d’énoncer :

THEOREME. — Dans les conditions que nous venons de préciser, 'aire d’un solide de révolution
est le produit de I'aire d’une demi-méridienne par la longueur de la circonférence décrite par le centre
d'inertie de cette demi-méridienne, supposée homogéne, en tournant autour de 'axe de révolution.
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REMARQUE. — Comme pour le théoréme de Green-Riemann, le lecteur pourra généraliser ce
qui précéde dans le cas ol ¥ est le« compact intérieur » 4 une courbe fermée, simple, de classe C!

par morceaux du demi-plan (x = 0) A (y = 0).
EXEMPLES. — a) Volume du tore a collier.

& est le disque d’équation :

V=0 A((x—-—a*+22<R?), O<R<x<a

La théorie s’applique avec :
/R? — 7 g,(2)=a+ J/R* —2*, ze[- R R]

A {7\ — A
yll"’ — V FaN
Ici g est le centre de &. On trouve : V(X)) = 2n2aR? (résultat déja obtenu au 1V.7.3.2,2°).

b) Recherche d’un centre d’inertie :
X est icl la boule engendrée par la rotation autour de Oz du demi-disque & d’équation :

(y =0 A (x 2 0) A (x* + y> < RY).
La théorie s’applique. On connait :

V(X)) = 4/3.7R3,

On en déduit : x, = 4R/3n (cas particulier d’'un résultat obtenu en 6.2.1, 4°, exemple d)).

a(¥) = 1/2.nR%

6.3. MOMENTS D’INERTIE D'UN SYSTEME MATERIEL

6.3.1. Moments d’inertie

1° DEFINITION. — Soient (M, p) un systéme matériel de &, # une variété
affine de & et m — d(m, %), lapplication de & dans R_., qui & m fait
correspondre la distance de m a & (I11.6.2.1, 1°); on appelle moment d’inertie du
systéeme matériel (MM, p) par rapport a la variété F, Pintégrale :

»

I,=J d*(m, F).p(m).dp
m

L’existence de cette intégrale est assurée par le fait que m +— d*(m, ) est
continue; il s’agit évidemment d’un réel positif. Si le systéme matériel (N, p) est
homogéne et si p désigne la valeur constante de l'application m +— p(m)

ona:

Ig=p [ d*(m, F).du

v e

et le quotient Is/M, o M est la masse de (MM, p), ne dépend pas de p.
Suivant la nature de %, on parle de moment d’inertie par rapport a un

point, par rapport a une droite, par rapport a un plan.
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2° Moments d’inertie par rapport a deux variétés perpendiculaires. —
THEOREME. — Soient (I, p) un systéeme matériel de & et (#, F) et (¥4, G) deux
variétés affines de & qui sont perpendiculaires (I1.6.1.1, 5°). Alors & N ¥ est une
variété affine de & et, avec les notations du 1°, entre les différents moments
d’inertie de (I, p), on dispose de Pégalité :

lg g=1s+ 14

On a établi en 11.6.1.1, 5° que & N ¥ # J, ce qui entraine que F N ¥
est une variété affine de & de direction F n G.

Effectuons la démonstration dans ’hypothése ou la dimension de & est n,
étant entendu qu’ici n = 3. Puisque F! < G, en complétant une base
orthonormale de F' en une base orthonormale de G il est possible de trouver

une base orthonormale de E, e = (e, .. ., ¢,), et une décomposition de N, en
trois sous-ensembles disjoints I, J, K tels aue on ait:

SA s a3 a 1% by S N S “.-. .

F+ = Vect (ei)iels G = Vect (ei)iel u s Gt = Vect (ei)ieK
Par utilisation de (F{)* = F et de propriétés évidentes, on a alors :

F = Vect (e)..; , x F n G = Vect (e),.,, (F n G)t = Vect (e),;

i/ieg U R’ i< \JK

Soient m un point de &, et h la projection orthogonale de m sur # N %;

— . N 57 .
hm, qui appartient a (F n G)* sécrit :

_)
hm =u + v, avec ue Ft et ve Gt

D’aprés he & et veF, le point m; = h + v appartient a %. Comme

_—

m,;m = u appartient 3 FL, m, est la projection orthogonale de m sur #. Le
point m, = h + u est de méme la projection orthogonale de m sur 4. Comme

u et v sont orthogonaux. on en déduit. par Pvthagore :

A s lu iy Wil waa M uiyy P L Jriidima v .

Imh||> = lmhy||* + |Imh, |
Ainsi
Vm € &, d*(mF n%) = d*m, F) + d*(m, 9)
Reste a utiliser la linéarité de l'intégrale. O

On déduit de ce théoréme que si &# et ¥ sont deux variétés affines
supplémentaires orthogonales alors le moment d’inertie de (M, p) par rapport
au point & N ¥ est la somme des moments d’inertie de (M, p) par rapport a
F et par rapport a 9.

Reégles pratiques. — (I, p) étant un systéme matériel de & :

® le moment d’inertie par rapport a une droite est la somme des moments

h) .
Ainovtio nar rannnrt A doux nlane novnondiculaivee rowntonant cetto dvoite
“w lrlbb' v l.lu' 1 u’ll[u' [ “w wo A ‘Ilu'bﬂ ‘.IO' ‘ID'LWD\/WIMI' L) UL Citeri e v ree I Ulrlv‘/,

e le moment d’inertie par rapport a un point est la somme des moments
d’inertie par rapport d un plan et a une droite orthogonale a ce plan, contenant
tous deux le point.
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On déduit alors :

e le moment d’inertie par rapport d un point est :

— la somme des moments d'inertie par rapport a trois plans

ndissdainoe Ao, Ao fo3a muat
gicuiaires aeux u aeux, contenant ce yuuu,

perpen
— la demi-somme des moments d’inertie par rapport a trois droites, deux d

deux orthogonales, contenant ce point.

3° Théoréme de Huyghens. — THEOREME. — Soient (0, p) un systéme
matériel de &, F une variété affine de &, g le centre d’inertie de (M, p), # la
variété affine de &, paralléle 2 &, passant par g; M désignant la masse de
(MM, p), d la distance des variétés paralléeles # et & (11.6.2.1, 1°) on dispose, avec
les notations de 1°, de Pégalité :

T T . AXI2

1g = ly, + vid
On note g’ la projection orthogonale de g sur & ; pour tout me &, on
note h et i’ les projections orthogonales de m sur & et & respectivement. On

97
—_ —
constate ite que / h' est la projection orthogonale de h sur & et que hh'=gg’. De

—

mh' = mh+hh’ on déduit alors : mh’ = mh + gg et

lmi' || = llmh|[*> + llgg'll* + 2(gg’|mh)

(99 Imh) = (gg'\mh + hg) = (g9', mg).
Ainsi :
&P(m, F) = d*(m. F) + d* — 2(gg lgm)
et, par linéarit¢ de I'intégrale :

Ig=lf‘+Md2_2I

u — (gg'ju), et 1V.6.5.2, 3°:
= (94| f gm . p(m) dp)
J ot

La définition méme du centre d’inertie montre que I = 0. ]

Ce théoréme raméne tout calcul de moment d’inertie & un calcul de moment d’inertie par
rapport a une variété affine contenant le centre d’inertie.

EXEMPLE. — On considére un cercle ¥, de centre O, de rayon R > 0 support d’un fil
homogéne, (%, p). Le calcul du moment d’inertie de € par rapport a O est trivial : il s’agit de
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2npR3; en introduisant la masse M = 2npR de (¥,p) : I, = MR2 Par rapport a un point a
quelconque de &, ona:

I, = MR? + M||Oa]

Remarquons que le moment d’inertie de (%, p) par rapport a n’importe quel diamétre de € est le
méme ; prenant deux diamétres orthogonaux on en déduit que le moment d’inertie de (%, p) par
rapport a un diamétre est : 1/2. MR?,

4° Calculs pratiques de moments d’inertie. — La définition raméne le
calcul d’'un moment d’inertie & un calcul d’intégrale. Bien entendu avant tout
calcul, T'utilisation du théoréme de Huyghens ou des considérations de
symétries peuvent éventuellement simplifier les calculs.

Dans la pratique, ce sont les moments d’inertie par rapport a des droites
qui sont le plus utiles.

EXEMPLES. — On utilise un repére orthonormal (O;i, j, k) donné.

a) Moments d’inertie d’une ellipse homogéne, pleine.

De fagon plus précise, on donne une plaque homogéne (<, p), ou
= {0 + xi + yj + zki(z = 0) A (— ’—2 1)} (a, b) € (R%)>.

On cherche d’abord I,, ou A a pour équation : (y = 0) A (z = 0).
On constate que &% admet la décomposition (U, F)), avec :

U={®6 nNeR}0<8<2m) A0 <r<l)
et : F(®, r) = O + ar cos 8i + br sin 0j

Dot : Ip = pJJ b%r? sin® 0.abr dO dr
U

On trouve I, = npab3/4. Comme la masse de (&, p) est M = npab, il vient : I, = Mb?/4.
2 2
a +b

— Si A’ est lautre axe de & : I, = Ma?*/4. Dou I, =M

— En particulier, pour un disque homogéne de rayon R, le moment d’inertie par rapport a
un diamétre (resp. au centre) est MR%/4 (resp. MR?)2).
b) Moments d'inertie d’'une boule homogéne.

On donne le solide homogéne (£, p), ou

H = {0 + xi + yj + zk|x* + y* + z* € R?}

qui est manifestement un compact cubable de RS>,
On a:

Ip = p‘” (x> + y? + z) dx dx dz
X

Un calcul en coordonnées sphériques donne I, = 4n/5.pR>. Comme la masse de (¢, p) est
M = 4n/3.pR3, il vient : I, = 3/5.MR? Dou :

— Pour tout plan diamétral 2 : I, = 1/5. MR2,
— Pour tout diamétre 92 : I5 = 2/5. MR
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6.3.2. Matrice d’inertie d’'un systéme matériel,
en un point

1° Position du probléme. — On se donne un systéme matériel (I, p) et un
point O de &. Une droite & de &, contenant O est caractérisée par sa direction
Ru, u € E\{0}; on se propose d’étudier le moment d’inertie I,, de (M, p) par

rapport a 2, en fonction de cette direction.

Calcul de 1, — Etant donné un point m e &, d’aprés 11.6.3.2, 2°, on sait
I ’ | ’ b
que :
5 1 —
d*(m, 2) = — ||lOm A u]?
[Jull
= — ([u]|*.]|Om||* — (u|Om)*).

[Jul]

Ainsi ;

lull*. 15 = f (2. [Om]> — @IOm)?). p(m).dp

Jm,

Introduisons alors l'application de E x E dans R :

Uy, u;) — o, uy) = [ (@, ,)|[Om|> — (u,]0m). (u,]Om)}p(m) dn

an
v an

Il est facile de voir que ¢ est bilinéaire, symétrique et que P'application
u — |[u||?>.], est la forme quadratique associée a .
Nous pouvons donc poser :

2° DeFINITION. — Etant donnés un systéme matériel (9%, p) et un point O
de &, on appelle matrice d’inertie de (M, p) en O, relative a2 une base
orthonormale (i, j, k) de E, la matrice qui représente dans cette base la forme
quadratique u — |ju||>. 1, g

Recherchons les coefficients d’une telle matrice. Nous notons, pour tous
uceE et meé:

u=oai+ Bj + vk, m=0 + xi + yj + zk.
Un calcul simple, laissé au lecteur, donne :
ul|?.1,, e = A2® + BB® + CP? — 2DBy — 2Eya — 2Fap

ou A, B, C désignent respectivement I,, I,, I, et ou:

Y

D= er yzp(m) dy;  E = er xp(m) dp; Jm xyp(m) dp

On dit que D est le produit d’inertie du syst¢éme matériel (M, p) par
rapport au plan de coordonnées d’équations x = 0, et ainsi de suite.
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La matrice d’inertie de (M, p) en O, relative a (i, j, k) est ainsi :

A —F —E
— F B —-D
L—E —-D C 1

3° Repére principal d’inertie.— Comme pour toute forme quadratique sur
un espace euclidien, il est possible de trouver une base orthonormale (i, j, k) de
E, dans laquelle la matrice de la forme quadratique u +— |ju||®.1,, g, soit
diagonale. Le repére (O i, j, k) est alors dit repére principal d’inertie, les droites
O + Ri, O + Rj, 0 + Rk étant alors dites axes principaux d’inertie du systéme
matériel (M, p) en O. Un cas particulier important est celui ou O est le centre
d’inertie de (I, p).

En ce qui concerne les applications de cette théorie (en particulier a I'étude des gyroscopes)
nous renvoyons le lecteur & un cours de Mécanique.

EXERCICES

&, (n = 2 ou 3) est un espace affine euclidien; tous les repéres sont orthonormaux.

6.01. — Masse et centre d’iner f
paramétré ([0, /2], 6 > O + cos Bu, + sin
de paramétre 0 est cos 0.

6.02. — Centre d’inertie d’un sous-arc homogéne d’une parabole, d’une chainette,
d’une spirale logarithmique, d’une hélice circulaire.

6.03. — Lieu du centre d’inertie d’'un sous-arc homogéne d’un cercle dont une
extrémité est fixe et dont 'autre extrémité décrit (€ventuellement plusieurs fois) le cercle.

6.04. — Soit y = (I, f) un Ck-arc simple et régulier de &;, k > 1, paramétré au
moyen d’une absc S 3C c.urvmgl“le unﬂxe S € I; on note ¥s = Vss sis = 50 ety, = Vsso S

s < Sg; soit €, = supp ¥, On définit g : I — & par : g(sy) = f(so) et, si s € I\{s,}, (s)
est le centre d’inertie du fil (%, 1).

a) Montrer que (I, g) est un arc paramétré admettant la droite Aff (f(s), g(s)) pour
tangente en tout point de paramétre s tel que g(s) # f(s).

b) On suppose ici k > 3. Trouver la limite, quand s tend vers s,, du triédre de
Serret-Frenet de (I, g) au point de paramétre s.

¢) On suppose ici k = 2. A toute application ¢ :J — I (J :intervalle de R), de
classe C2, on peut associer les mouvements ponctuels F =fogp et G =g oq.

d*F dG
Déterminer ¢ de fagon qu’a tout instant t € J, les vecteurs et — soient colinéaires.
Déterminer ¢ de fagon q , les vecte 5 et ent co re
dt dt
6.05. — Masse d’une plaque carrée, a densité superficielle proportionnelle a la

distance au centre (resp. au carr€ de la distance au centre).
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6.06. — Centre d’inertie d’'une plaque plane homogéne limitée par :

— une arche de cycloide et sa base;

— une cardioide;

— une boucle de lemmiscate ou de strophoide;

— une spirale logarithmique p = ae™ et deux rayons vecteurs issus de O;
— une conique et une droite passant par un foyer;

— une parabole et une droite perpendiculaire i I'axe;

— une ellipse et 'un de ses axes de symétrie.

6.07. — a) Montrer que toute application continue f :[0, ] — R, telle que

j f(0) sin 6 d6 =0, et f f(8) cos 6 4O = 0,
0 0
admet au moins deux zéros sur J0, n[.

h\ Soient € un CPC-arc fermé simple de £ : on note g le centre d’i
2 ’ AR AANJ VW u i A d A l -

m
WAwiiy W QLV IVI1ILW Silllpiv s ALiwk G piayuv

plane homogene limitée par €. On suppose que toute droite de &, qu contient g coupe
% exactement en deux points. Montrer qu’il existe au moins trois cordes de € dont g
soit le milieu.

ertie de la nlaaue
A ViAW W

6.08. — Centre d’inertie du solide homogéne constitué par un quart de tore a
collier, plein, limité & deux plans méridiens orthogonaux.

6.09. — Centre d’inertie du solide homogéne limité par la surface obtenue en
faisant tourner une cardioide (resp. une boucle de lemniscate de Bernoulli) autour de
son axe de symétrie.

6.10. — Centre d’inertie du solide homogéne limité par les surfaces d’équations :

a) x>+ y*=3az et 3x + 4z = 12a;

b) x2+y2 +z22=0a> et x?+y?—2ax=0;

c) x2+2y =az e z=y+a;

d) z=0 e z22=2ax et x?+ y*®=ax;
R

e) ;—+E;—'c—2—1=0 et z=190 et z=c

6.11. — Soit (X, p) un solide de &, pas nécessairement homogéne. Montrer que si
le compact X" est convexe, le centre d’inertie du solide est un point de X

6.12. — On remplit progressivement un vase pesant avec un liquide, pas
nécessairement homogéne. On désigne par ¢(z) la cote du centre d’inertie vase-liquide
lorsque la céte de la surface qui limite le liquide est z.
onction { passe par un

minimum, atteint pour une valeur de z telle que (p(z) =

6.13. — Soit X" un cone de sommet O et de base plane & ; G est le centre d’inertie

—_

du solide (o, 1), g est celui de la plaque (&, 1). Montrer : OG = 3/4.5g>.
6.14. — Dans le plan xOz = &5, on considére les deux parties :

(0\ \2(1)/\(0\ \a_Z/Z)
et (—a2<z2<0)A(0<x<.Ja* -4z
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En tournant autour de Oz, elles engendrent respectivement un cone C et un demi-
ellipsoide aplati E, que I'on considére comme des solides separ¢ément homogenes, de
masses respectives m et M (faire une figure).

a) Déterminer le centre d’inertie du solide C U E.

b) Etudier la stabilité de la position d’équilibre sur le plan horizontal, dans
laquelle I'axe de révolution est vertical, et le solide repose sur la partie ellipsoidale.

6.15. — Moment d’inertie par rapport a O d’une plaque homogéne limitée par
a) La cardioide p = a(l + cos6), 0 e[ — &, n];

—— [ = n]
b) La boucle de lemniscate p = a,/cos 26, 6 eL— Z,Z_I

6.16. — Moment d’inertie d’'un hémisphére plein, homogéne, par rapport a une
tangente au grand cercle qui le limite.

6.17. — Matrice d’inertie en O, relative a la base (i, j, k), du solide homogéne
(A, p), ou A est défini par :

P+ +2Z2<SRHYAxZ20A(20A(z=0)

Matrice principale d’inertie en O; centre d’inertic du solide.

6.18. — Utiliser la théorie de la matrice d’inertie au calcul du moment d’inertie :

— d’une plaque elliptique homogéne par rapport & la tangente en l'un des
sommets ;

— d’une plaque plane homogeéne, limitée par un triangle équilatéral, par rapport a
une droite de son plan, puis par rapport a3 un sommet,

— d’un tétraédre régulier plein, homogéne, par rapport a une aréte;

— d’un cylindre de révolution, solide homogeéne limité a4 deux sections droites, par
rapport a une tangente a la partie cylindrique de son bord.

6.19. — Un coOne, solide homogeéne, est iimité a son sommet et a une section par un
plan perpendiculaire a une génératrice A. Dans le cas ou cette section est un disque,
calculer le moment d’inertie par rapport a A.

6.20. — a) Trouver tous les champs de vecteurs dont le flux est nul a travers toute
ortion de la surface d’un cone auelconaue de sommet donné,

a2 NSNsaivw bl“vnv L [>102 39939 LY

b) Dans toute la suite, on donne un compact a bord ', inclus dans une surface de
&, dont la frontiére est le support € d’un arc fermé simple, C' par morceaux.
Soit a € &, tel que toute droite issue de a coupe  en un point au plus. On note A,

le compact de &, engendré par le segment [a, m] lorsque m décrit A" et on désigne par
I, le moment d’inertie par rapport a a du solide homogéne (A, 1). Montrer que I, est

égal au flux a travers & du champ de vecteurs m — 1/5.||am||2.am.

c¢) On considére les points a(x, B, 0), b(— o, B, 0), c(— o, — B, 0), d(o, — B, 0) et on
définit 1, I,, I, I, comme ci-dessus. En se limitant au cas ou A, A,, A, A, sont tous
quatre dans le demi-espace z > 0, vérifier :

Ia—1b+Ic—Id=deZ
€

ou P est une application de &, dans R que 'on déterminera.
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