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INTRODUCTION.

Q UELQUES personnes, qui ont bien voulu
guider mes premiers pas dans la carriere
des sciences , et parmi Iesquelles je cite-
rai avec reconnaissance MM. Laplace et
Poisson, ayant témoigné le desir de me
voir publier le Cours d’analyse de TEcole
royale ppolytechnique, je me suis décidé
a mettre ce Cours-par écrit pour la plus
grande utilité des éléves. J’en offre icila pre-
miére partie connue sous e nom &’ Analyse
algebrique, et dans laquelle je traite suc-

cessivement des diverses especes de fonc-
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tions réelles ou imaginaires, des séries
convergentes ou divergentes, de Ja résolu-
tion des équations, et de Ia décomposition
des fractions rationnelles. En parlant de
Ia continuité des fonctions, je n’ai pu me
dispenser de faire connaftre les propriétcs
principales des quantités infiniment pe-
tites , propriétés qui servent de base au
calcul infinitésimal. Enfin, dans les préli-
minaires et dans quelques notes placées a
Ia fin du volume, jai preésenté des déve-
Ioppemens qui peuvent étre utiles soit aux
Professeurs et aux Eleves des Colleges
royaux, soit a ceux qui veulent faire une
étude spéciale de I'analyse.

Quant aux méthodes, J'ai cherch¢ a leur
donner toute fa rigueur qu’on exige en
géomeétrie, de maniere 4 ne jamais recou-
rir aux raisons tirées de la généralite de
Yalgebre. Les raisons de cette espece , quoi-

que assez communément admises, sur-tout
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INTRODUCTION, ii

dans Ie passage des scéries convergentes
aux séries divergentes, et des guantités
réclles aux expressions imaginaires, ne peu-
vent étre considérées, ce me semble, que
comme des inductions propres a faire pres-
sentir quelquefois la vérite, mais qui s’ac-
cordent peu avec I'exactitude si vantée des
sciences mathématiques. On doit méme
observer qu’elles tendent a faire attribuer
aux formules algebriques une étendue in-
déefinie, tandis que, dans Ia réalité, la plu-
part de ces formules subsistent uniquement
sous certaines conditions, et pour certaines
valeurs des quantités qu’elles renferment.
En déterminant ces conditions et ces va-
leurs, et en fixant d’'une maniére précise le
sens des notations dont je me sers, je fais
disparaitre toute incertitude ; et alors Ies
differentes formules ne présentent plus que
des relations entre les quantites réelles, re-

lations qu’il est toujours facile de verifier
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par Ia substitution des nombres aux quan-
tités elles-mémes. I est vrai que, pour
rester constamment fidele a ces principes,
je me suis vu forcé d’admettre plusieurs
propositions qui paraitront peut-étre un
peu dures au premier abord. Par exemple,
jénonce dans le chapitre VI, qu'une serie
divergente n’a pas de somme ; dans le cha-
pitre VII, qu'une équation imaginaire est
seulement la representation symbolique
de deux equations entre quantites reelles ;
dans Ie chapitre 1X, que, si des constantes
ou des variables comprises dans une fonc-
tion , aprés avoir c¢te supposéees rcelles ,
deviennent imaginaires , la notation a
Vaide de laquelle la fonction se trouvait
exprimee, ne peut étre conservee dans le
calcul qu’en vertu d’une convention nou-
velle propre a fixer le sens de cette nota-
tion dans la derniere hypothese ; &c. Mais

ceux qui liront mon ouvrage reconnaitront,
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je Tespere, que les propositions de cette
nature, entrainant I'heureuse nécessité
de mettre plus de précision dans les théo-
ries, et d’apporter des restrictions utiles a
des assertions trop étendues, tournent au
profit de I'analyse, et fournissent plusieurs
sujets de recherches qui ne sont pas sans
importance. Ainsi, avant d’cffectuer la
sommation d’aucune série, j'ai di examiner
dans quels cas Ies séries peuvent étre som-
mces, ou, en d'autres termes, quelles sont
les conditions de leur convergence ; et
yai, a ce sujet, établi des régles générales
qui me paraissent mériter quelque atten-
tion. ’

Au reste, si jai cherché, d’'une part, a
perfectionner T'analyse mathématique, de
I'autre, je suis loin de prétendre que cette
analyse doive suffire a toutes les sciences
de raisonnement. Sans doute, dans Ies

sciences qu'on nomme naturelles, lIa seule
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méthode qu'on puisse employer avec succes
consiste a observer les faits et & soumettre
ensuite les observations au calcul. Mais ce
serait une erreur grave de penser qu'on ne
trauve la certitude que dans les démonstra-
tions géométriques, ou dans le témoignage
des sens ; et quoique personne jusqu'a ce
jour n’ait essayé de prouver par I'analyse
Pexistence d’Auguste ou celle de Louis X1V,
tout homme sens¢ conviendra que cette
existence est aussi certaine pour lui que Ie
carré de Thypothénuse ou le théoréme de
Maclaurin. Je dirai plus ; la démonstration
de ce dernier théoreme est a la portée d’un
petit nombre d’esprits, et Ies savans eux-
mémes ne sont pas tous d’accord sur I'¢-
tendue qu’on doit lui attribuer ; tandis que
toutlemondesait fort bien par quiia France
a été gouvernée dans le dix-septi¢me siccle,
et qu’il ne peut s'élever a ce sujet ancune

contestation raisonnable. Ce que je dis ici
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d’un fait historique peut s'appliquer égale-
ment & une foule de questions, en religion,
en morale, en politique. Soyons done per-
suadés qu'il existe des vérités autres que fes
verités de I'algebre, des réalités autres que
les objets sensibles. Cultivons avec ardeur
Ies sciences mathématiques, sans vouloir les
¢tendre au-dela de leur domaince; et n’al-
lIons pas nous imaginer qu’on puisse atta-
quer Thistoire avec des formules, ni don-
ner poursanction a Ia morale des théoremes
L’algebre ou de caleul intégral.

En terminant cette Introduction, je ne
puis me dispenser de reconnaitre que les
fumitres et Tes conseils de plusieurs per-
sonnes m'ont été fort utiles, particuliere-
ment ceux de MM. Poisson, Ampeére et
Coriolis. Je dois a ce dernier, entre autres
choses, la regle sur Ia convergence des
produits composés d'un nombre infini de

facteurs, et j'ai profite plusieurs fois des
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observations de M. Ampeére, ainsi que des
méthodes qu’il développe dans ses Legons

d’analyse.

NN BT

Foan o RS R SR ANR AL AN AL Al LR Ll llll‘!Nl|'l"'l"“l'r--"'nu EETTRUT LIRS U



IX

TABLE DES MATIERES

CONTENUES DANS CE VOLUME.

PRELIMINAIRES DU COURS D ANALYSE.

R EVUE des diverses espéces de quantites
réelles que U'on consideére, soit en algébre , soit
en trigonométrie, et des nolations a laide
desquelles on les représente. Des moyennes
entre plusieurs quantités............. Pag.

PREMIERE PARTIE.
ANALYSE ALGEBRIQUE.
Caap. L Des fonctions réelles.

§. 1.7 Considérations generales sur les fonctions.
§. 2.¢ Des fonctions simples. .. .. eeins

........

§. 3. Des fonctions composées

Cuar. II. Des quantités infiniment petites ou
infiniment grandes, et de la continuiteé des
Fonetions. Valeurs singuliéres des fonctions
dans quelques cas particuliers.

§. 1. Des quantités infiniment petites et infini-
ment grandes. . ... i
5. 2.¢ De la continuité des fonctions............

§. 3.* Valeurs singulieres des fonetions dans quel-
ques cas particuliers. ..., o iiiii i

19,
22.
23.

26.
34.



X TABLE

Cuar. Il Des fonctions symetriques et des fonc-
tions alternées. Usage de ces fonctions pour la
résolution des cquations du premier degre a
un nombre quelconque d'inconnues. Des fonc-
tions homogenes.

§. 1.<* Des fonctions symétriques. ....... .. Pag. 70.
§. 2.¢ Des fonctions alternées................. 73.
5. 3.¢ Des fonctions homogénes. .............. 82.

Cuap. IV. Delermination des fonctions entieres,
d'aprés un certain nombre de valeurs particu-
licres supposées connues. Applications.

§. 1.* Recherche des fonctions entiercs d'une
seule variable, pour lesquelles on connait un cer-
tain nombre de valeurs particuliéres.......... ! 85.
§. 2.¢ Détermination des fonctions enti¢res de plu-
sieurs variables , d’apres un certain nombre de
valeurs particuliéres supposées connues....... 93.

§. 3. Applications............ e 97.

CraP. V. Deétermination des fonctions continues
d’une seule variable propres a 'uc'r{ﬁer cer-
taines condilions.

§. 1.er Recherche d'une fonction continue formce
de telle maniére que deux semblables fonctions
de quantités variables , €tant ajoutées ou multi-
plices entre elles, donnent pour somme ou pour
produit une fonction semblable de la somme ou
du produit de ces variables................. 103.

§. 2.° Recherche d'une fonction continuc formec
de telle maniére qu'en muliipliant deux sem-
blables fonctions de quantites variables, et dou-
blant {e produit, on trouve un reésultat égat &
celui. qu'on obtiendrait en ajoutant les fonctions

L R R T R A R R JATN LT LA T T LAR ] nummnmu""nr-unnn LERE T E TR



DES MATIERES.

semblablés de Ia somme et de la difference de
ces variables. ....... . 00050000000, Pag.

Cuap. VI Des séries (réelles) convergentes et
divergentes. Rigles sur la convergence des
séries. Sommation de quelques séries conver-
gentes.

§. 1.¢* Considerations genérales sur lIes series. ..
5. 2.¢ Des séries dont tous les termes sont positifs.

§. 3.¢ Des series ‘qui renferment des termes posi-
tifs et des termes négatifs....... PPN

§.-4.¢ Des séries ordonnées suivant les puissances
ascendantes et enti¢res d’'une variable. .......

Cuaar. VII. Des expressions imaginaires et de
leurs modules.

§. 1.c* Considérations genérales sur les expressiens

IMAZINAIES. i ¢t vereensnriruoronnsoannons

5. 2. Sur les modules des expressions imaginaires
et sur les expressions réduites. .............

§. 3.¢ Sur les racines réelles on imaginaires des

deux quantites -1, — 1, et sur leurs puis-
sances fractionnaires. ............. cevienen

§. 4. Sur les racines des expressions imaginaires,
et sur leurs puissances fractionnaires et irration-
nelles......ooovvnn.. e e

§. 5.¢ Applications des principes établis dans les

paragraphes précedens........... e

Cuar. VIIL Des variables et des fonctions ima-
ginaires.

§. 1.7 Consideérations generales sur- les variables

et les fonctions imaginaires.................

§. 2.¢ Sur les expressions imaginaires miiniment

X

113.

123.
132.

142.

150.

173.

182,

196.

217.

230.

240.



Xij TABLE
petites, et sur la continuite des fonctions imagi-
DAITES.. ... vuuivrrarnanennnns. a.. Pag. 250

§. 3.© Des fonctions imaginaires symétriques , al-
ternées, ou homogénes. ................... 253.

5. 4. Sur les fonctions imaginaires et entieres
"d'une ou de plusieurs variables........... ... 254,

§. 5.¢ Détermination des fonctions imaginaires con-
tinues d'une seule variable propres & vérifier
certaines conditions......... e ve... 261,

CHAP. IX. Des séries imaginaires convergentes
et divergentes. Sommation de quelques series
fmaginaires tonvergentes. Notations em-
ployces pour représenter quelques fonctions
tmaginaires auxquelles on se trouve conduit
par la sommation de ces mémes series.

§. 1.c* Considérations génerales sur les series ima-
ginaires. ...... Y £ 3

§. 2.¢ Des series imaginaires ordonnces suivant les
puissances ascendantes et entiéres d'une variable. 245. .

5. 3.¢ Notations employées pour représenter quel-
ques fonctions imaginaires auxquclles on est con-
duit par la sommation des séries convergentes.
Propriétés de ces mémes fonctions........... 308.

Cuar. X. Sur les racines réelles ou imaginaires
des équations algcbriques dont le premier
membre est une fonction rationnelle et entiére
d'une seule variable. Résolution de 9uelgucs
. . . sy oa
équations de celle espece par Ualgtbre ou la
trigonomctrie.

§. 1.7 On peut satisfaive i toute equation dont fe

premier membre est une fonction rationnelle et
entiere de la variable x par des valeurs réelles

Eoppe g RN R R TN LRI AL g LR l!ll!"'“"N!ltll!nrw-w--- rremwars oy ow



DES MATIERRS. - Xiij

ou imaginaires de cette variable, Décomposition
des polynomes en facteurs du premier et du se-
cond degré. Représentation géométrique des fac-
teurs réels du second degré............ Pag. 329.

§. 2.¢ Résolution algebrique ou trigonomeétrique des
équations binomes et de quelques €quations tri-
nomes. Théorémes de Moivre et de Cores.... 348.

5. 3.¢ Résolution algebrique ou trigonometrique
des €quations du troisiéme et du quatri¢me degré. 354.

CHAP. XI. Décomposition des fractions ration-
nelles.

. §. 1.« Décomposition d’'une fraction rationnelle en
deux autres fractions de méme espéce........ 365.

§. 2.¢ Décomposition d'une fraction rationnelle
dont le dénominateur est le produit de plusieurs
facteurs lincaires inégaux, en fractions simples
qui aient pour dénominateurs respectifs ces
mémes facteurs linéaires, et des numérateurs
CONSLANS. « o vvnvaneoronronancannns eeeons . 371,

§. 3.¢ Décomposition d'une fraction rationnelle
donnée en d’autres plus simples qui aient pour
dénominateurs respectifs les facteurs linéaires
du dénominateur de Ia premiere ou des puis-
sances de ces mémes facteurs, et pour nume-
rateurs des constantes.......... ceseeneeaa. 380

Cuap. XII. Des séries récurrentes.
§. 1,47 Considérations genérales sur les séries re-

currentes.......... BN .. Pag. 389.
5. 2.¢ Développement des fractions rationnelles en

SETIES TECUITENEES. « oo v vvervvenarsansnnssns 391
§. 3.c Sommation des séries récurrentes, et fixa-

tion de leurs termes,geENEraux. v.vveeviva.. 400



xiv TABLE DES MATIERES.

NOTES SUR L'ANALYSE ALGEBRIQUE.

Note L' Sur la théorie des quantites positives
et ne'gatz'ucs ...................... Pag. 403.
NotE II. Sur les formules qut résultent de l'em-

ploi du signe > ou <, et sur les moyennes
entre plusieurs quantites. ............. 438.

Note llI. Sur la résolution numerique des
EQUALIONS . oot v e nen e e anaanennnns 460.

Note IV. Sur le developpement de la fonction
alternee :
(y—r) % (z—z) (z=y) x ... x (v=r) (v—y) (v—2) ... (v=—u).
cteeseseestesseaansasenrnan P 1

Note V. Sur la formule de Lagrange relative
a Uinterpolation. ...... .............. 525

NoTE VI. Des nombres figurés............ 530
Note VIL Des séries doubles.. ........... 537

Note VIIL. Sur les formules qui servent a con-
vertir les sinus ou cosinus des multiples d'un
arc en polynomes dont les differens termes
ont pour facteurs les puissances ascendantes
du sinus ou cosinus de ce méme arc....... 548,

Note IX. Sur les produits composés dun
nombre infini de facteurs. .............. 561

FIN DE LA TABLE.

NI IR T U T ALY TR -vmmnmnlm""r"""”" LA LU AL



ERRATA.

PAGES. [LIGNES. FAUTES., CORRECTIONS.
10. | 12 =7 T
(fa}) (=)
14. 1 la limite ¥, fa limite zéro,
33, 2. a” aa"
33. | 19. - L
11!1 am
46. | 1. a’ x4
7. | 14 & L.
() ©)
r/) . 3
83. 23. > _—,
AR
(=) %)
100. 19. x(x+1). . (Tdn—2) x2(241). . (24n—2)
1.3.2.,.(n—1) 1.2.3...(n—1)
101. 4. A ¥
T 2
. xn—z xﬂ—l
1bia. 13. 2.2, .(n—2) 1.2.3...(n—2)
126. 17. supérieure inférieure
177. 17. (ad+Eyy/D). (a4 €») /=5,
937. |7 et 10, ("i') (m—“)
3 a
260. 5. =€, V= e TR Y pury
]
266 | 17. - (z ) ¢) @ (;L ¢)
1—2zcos.) zsin, §
278. 2. 1e—2zc08.§+z* 1—25C05.f43°
302. | o £ z
1.2 1.2




PAGES, | LIGNES. PAVTES. CORRECTIONS.
305. 18, =__, 2=y
310. 7. | —cos.x—/isin. =, =cos.x—/"isin.x,
317. 3. 6= 8y/=
330 ] arc tang. &) /=5 =€\ /=
X . rc tang. — Y= arc tang. — ‘/—l
y ¥ '
387. | 19. FTavan =
443, 9. du 4.c théoreme du 6.¢ théorime
a45. | 92, H K
526, 12. “—ol- Xl” Xx. Xo ' XIP 1",,
536. 9. n—f—m'-—l n+m—
ay 2y 2 -1y
574. | 16 e LT re
2 2

[ RN AR PIRSE L 0t LPTRITRenQre e neragiem lnlummunlnunrnunnu LEEEECL L UL I



COURS D'ANALYSE

L'ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE.

A
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PRELIMINAIRES.

Revue des diverses espéces de quantités réelles
que l'on considére, soit en algébre , soit en trigo-
nomeétrie, et des notations a l'aide desquelles on
les représente. Des moyennes entre plusieurs
quantites.

POUR éviter toute espéce de confusion dans le
langage et l'écriture algébriques, nous allons fixer
dans ces préliminaires la valeur de plusieurs termes
et de plusieurs notations que nous emprunterons
soit & l'algébre ordinaire, soit & la trigonométrie.
Les explications que nous donnerons a ce sujet
sont nécessaires, pour que nous ayons la certitude
d’étre parfaitement compris de ceux qui liront cet
ouvrage. Nous allons indiquer d'abord quelle idée
il nous paroit convenable dattacher a ces deux
mots, nombre et quantite.

Nous prendrons toujours la dénomination de
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nombres dans le sens ol on lemploie en arithmé-
tique, en faisant naitre les nombres de la mesure
absolue des grandeurs; et nous appliquerons um-
quement la dénomination de quantites aux quan—
tités réelles positives ou négatives, cest-a-dire,
aux nombres précédés des sxgnes + ou —. De
p[us, nous regarderons les quantltes comme des-
tinées a cxprimer des accroisscmens ou des dimi-
nutions; en sorte qu'une grandeur donnée scra
simplement l'cprescntce par un nombre, si 'on se
‘contente de la comparer une autre glandeur de
méme espece prise pour. unité, et par ce nombre
‘precedc du signe + ou du signe —, si on la consi-
‘dére comme devant servir & l'accroissement ou 2
la diminution d’une grandeur fixe de la méme es-
péce. Cela posé, le signe + ou — placé devant
un nombre en modifiera la signification, a-peu-pres
comme un adjectif modifie celle du substantif. Nous
appellerons valeur numérique d'une quantité le
nombre qui en fait la base, quantités égales celles
qui ont le méme signe avec la méme valeur numé-
rique, et quantités opposées deux quantités égales
quant a leurs valeurs numériques , mais affectées de
signes coritraires. En partant de ces principes, il est
facile de rendre compte des diverses apérations que
Yon peut faire subir aux quantités. Par exemple,
deux quantités étant données, on pourra toujours
en trouver une troisiéme qui, prise pour accroisse-
ment d'un nombre fixe, si elle est positive, et pour
diminution dans Ie cas contraire,-conduise au méme
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PRELIMINAIRES, 3

résultat que les deux quantités données, 'empvloyées
lune aprés Pautre a pareil usage. Cette trojsieme
quantité, qui ﬁ&eﬂe seule produit le méme effet que
les deux autres, est ce quon appelle leur somme.
Aimsi les deux quantités — 10 et + 7 ont pour
somme — 3, attendu quune diminution de 10 uni-
tés, jointe & une augmentation de 7 unités, équi-
vaut 2 une diminution de 3 unités. Ajouter deux
quantités, cest former feur somme. La différence
entre une premicre quantité et une seconde, cest
une troisiéme quantité- qui, ajoutée a la seconde,
reproduit la premiére. Enfin, on dit qu'une quan-
tité est plus grande ou plus petite qu'une autre ,
survant que la différence de la premiére a la seconde
est positive ou négative. D'aprés cette définition,
les quantités positives surpassent tou jours les quan-
tités négatives, et celles-ci doivent étre considérées
comme d’autant plus petites que leurs valeurs nu-
mériques sont plus grandes.

En ‘algébre, on représente non - seulement les
nombres, mais aussi les quantités, par des lettres.
Com:r_ie an est convenu de ranger les nombres
absolus dans la classe des quantités positives , on
peut désigner la quantité positive qui a’ pour valeur
numérique le nombre A, soit par+ 4, soit par 4
seulement, tandis que la quantité négative opposde
se trouve représentée par — 4. De méme, dans le
cas ou la lettre 2 représente une quantité, on est
convenu de regarder comme synonymes les deux
expressions a et +a, et de représenter par— a
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la quantité opposée & +a. Ces remarques suffisent
pour établir ce qu'on appelle la régle des signes
[voyez la note L™ ].

On nomme quantité variable celle que I'on con-
sidére comme devant recevoir successivement plu-
sicurs valeurs différentes les unes des autres. On
désigne une semblable quantité par une lettre prise
ordinairement parmi les dernicres de Talphabet.
On appelle au contraire quantité constante, et on
désigne ordinairement par une des premicres lettres
de Talphabet toute quantité qui recoit une valeur
fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successive-
ment attribuées a une méme variable s'approchent
indéfiniment d'une valeur fixe, de maniére a finir
par en différer aussi peu que I'on voudra, cette
derniére est appelée la lLmite de toutes les autres.
Ainsi, par exemple, un nombre irrationnel est la
limite des diverses fractions qui cn fournissent des
valeurs de plus en plus approchées. En géométrie,
la surface du cercle est la limite vers laquelle con-
vergent les surfaces des polygones inscrits, tandis
que le nombre de leurs cétés croit de plus en plus;
&e....

Lorsque les valeurs numériques successives d'une
méme variable décroissent indéfiniment, de maniére
4 s'abaisser au-dessous de tout nombre donné, cette
variable devient ce qu'on nomme un infiniment petit
ou une quantité :nfiniment petite. Une variable de
cette espéce a zéro pour limite.

Lorsque les valeurs numériques successives
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PRELIMINAIRES. 5
d’'une méme variable eroissent de:plus en plus, de
meniére a s'élever au-dessus de tout nombre donné,
on dit que cette variable a pour limite Pinfini positif,
indiqué par le signe oo, sil sagit dune variable
positive, et Finfini negatif, indiqué par la notation
— oo, sil s'agit dune variable négative. Les infinis
positif et négatif sont désignés conjointement sous
le nom de gquantités ipfinies.

Les quantités qui se présentent, dans le calcul,
comme résultats d’opérations faites sur une ou plu-
steurs autres quantités constantes ou variables, pen-
vent étre divisées en plusieurs espéces suivant. la
nature des opérations qui les produisent. Clest ainst
que fon distingue en algébre les sommes et diflé-
rences, les produits et quotiens, les puissances et
racines, les exponentielles et les logarithmes; en
trigonométrie, les sinus et ‘cosinus, sécantes ct co-
sécantes, tangentes et cotangenies, et Jes arcs de
cercle dont une ligne trigonométrique est donnée,
Pour bien comprendre ce qui est relatif & ces der-
niéres espéces de quantités, il est nécessaire de se.
rappeler les principes suivans.

Une longueur, comptée sur une ligne droite ou
courbe, peut étre, comme toute espece de grandeurs,
représentée soit par un nombre, soit par une quan-
tité, savoir: par un nombre, forsqu'on a simplement.
égard a Ja mesure de cette longueur, et par une
quantité, cest-a-dire, par un nombre précédeé du
signe + ou —, lorsque fon considére la longuenr
dont il s'agit comme portée , & partir dun point fixe,
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sur la ligne donnée dans un sens ou dans un autre,
pour servir soit & l'augmentation soit a la diminu-
tion dune autre longueur constante aboutissant a
ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question,
et & partir duquel on doit porter les longueurs va-
riables désignées par des quantités, est ce qu'en ap-
pelle l'origine de ces mémes Iongueurs. Deux lon-
gucurs comptées i partir d'une origine commune,,
mais en sens contraires , doivent étre representees
par des quantités de signes différens. On peut choisir
a volonté le sens dans lequel on doit compter les
longueurs désignées par des quantités positives ;
mais, ce choix une fois fait, il faudra nécessairement
compter dans le sens opposé les longueurs qui
seront désignées par des quantités négatives.
Dans un cercle dont le plan est supposé verti-
cal, on prend ordinairement pour erigine des arcs
Textrémité du rayon tiré horizontalement de gauche
a droite; et cest en s'élevant au-dessus de ce point
que lon compte les arcs positifs, c'est-a-dire, ceux
que T'on désigne par des quantités positives. Dans
le méme cercle, lorsque le rayon se réduit a f'unité,
le sinus dun arc, clest-a-dire, la projection sur le
diametre vertical du rayon qui passe par l'extrémité
de cet arc, se compte positivement de bas en haut
ct négativement en scns contraire, & partir du centre
du cercle pris pour origine des sinus. La tangente
se compte positivement dans le méme sens que le
sinus, mais a partir de lorigine des arcs et sur la-
verticale menée par cette origine. Enfin, la sécante
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PRELIMINAIRES. 7
se compte a partir du centre sur le rayon mené a
Pextrémité de T'arc que Ton considére, et positive-
ment dans le sens de ce rayon.

Souvent le résultat dune opération effectuée sur
unc quantité¢ peut avoir plusieurs valeurs différentes
les unes des autres. Lorsque nous voudrons dési-
gner indistinctement une qudconque de ces valeurs,
nous nous servirons de notations dans lesquelles Ia
quantité¢ sera entourée de doubles traits ou de
doubles parenthéscs; et nous réserverons la notation
ordinaire pour la vanur la plus simple ou celle qui
paraitra mériter davantage d'étre remarquée. Ainsi,
par exemple, a étant une quantité positive, la racine
carrée de cette quantité aura deux valeurs nume-
riquement égales , mais de signes contraires, dont
T'une quelconque sera exprimée par fa notation

1
(@) ou wa,
tandis que la valeur positive seule sera représentée
par
T
a ou ya,

en sorte qu'on aura

(1) wa==%ya,
ou, ce qui revient au méme,
B () ==at

De méme encore, si 'on représente par @ une quan-
tité positive on négative, la notation

arc sin. ((I)) Ou arc tang. ((a))
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désignera un quelconque des arcs qui ont la quan-
tité a pour sinus ou pour tangente, tandis que fa
notation

arc sin. (a) ou arc tang. (a)

indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus
petite valeur numérique. A laide de ces conven-
tions, on évite la confusion que pourrait entrainer
Pemploi de signes dont la valeur n'aurait pas été dé-
terminée d'une maniére assez précise. Afin de lever
a cet égard toute difficulté, je vais présenter ici le
tableau des notations dont nous ferons usage pour
exprimer les résultats des opérations algébriques ou
trigonométriques.

La somme de deux quantités sera indiquée alor-
dinaire par la juxtaposition de ces deux quantités,
chacune delles étant exprimée par une fettre p‘réeé-
dée du signe + ou —, que lon pourra supprimer
(i Clest le signe +) devant la premiere letire seu-
lement. Ainsi

+a+b au Simplement a+b

désignera la somme des deux quantités+e, +b;
et

~+a—>b ou simplement a— &

désigners Ia somme des deux quantités +a, —8,
équivalente & la différence des deux quantités +a,
b,

On indiquera T'égalité des deux quantités a et b
par le signe = interposé entre elles, comme il suit,

e (R RCSNER R RN TN UL LR A AL LI ) ll'lullv!"lﬂﬂ"'lT!‘rrln"ivuum.ﬂ“ B L



PRELIMINAIRES. 9
a=2b;
et 'on exprimera que la premiére surpasse la se-

conde, cest-a-dire, que la différence @ — & est po-
sitive, en écrivant

a>b ou b<a.
Nous représenterons encore i l'ordinaire par
~+a x +b, ou simplement .5, ou ab
le produit des deux quantités +a, + 5 et par

a
< ou a:b

leur quotient.

Soient maintenant m et » deux nombres entiers,
A un nombre quelconque, et @, b deux quantités
quelconques positives ou négatives.

A", A% ={/A, A%, 4

représenteront les quantités positives qu'on obtient
en élevant le nombre 4 3 des puissances respecti-
vement marquées par les exposans

¥ m
m, o E s b

et

a:bm

la quantité positive ou négative que produit T'éfé-
vation de la quantité a a la puissance = . Quant
aux notations

(@) =wa, (a)*7,



10 COURS D'ANALYSE.

NouUs NOUS en Servirons pour exprimer non-seule-
ment les valeurs positives ou négatives, lorsqu'il en
existe, des puissances de la quantité @ marquées par
les exposans

1 m
— =+ —
’ n

n r

mais encore les valeurs imaginaires de ces mémes
puissances [voyez ci-aprés, chap. VII, ce quon
entend par expressions imaginaires |. 11 est bon
d'observer que, si T'on désigne par A la valeur nu-

mérique de a, et si lon suppose la fraction ™= ré-
q ’ n

duite a sa plus simple expression, la puissance

e

()
aura une seule valeur réelle positive ou négative,
savoir,

n ™
+~ A% ou — A7,

m . » . - .
lorsque —- sera une fraetion de dénominateur impair;

tandis qu'elle admettra les deux valeurs réelles dont
on vient de parler, ou qu'clle n'en admettra aucune,

si — est une fraction de dénominateur pair. On peut
n

faire une semblable remarque a Tégard de lexpres-
sion

L g\ — 7
(@)™
Dans le cas particulier ou, la quantité a étant posi-

tiv wppose = = -, Texpression (@)« n'a
ive, on suppese — = —, lexp )
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que deux valeurs réelles 'une et Vautre, et données

par la formule (2), ou, ce qui revient au méme,
par la formule (1)
Les notations

I(B), L(B), L'(B), &e....

indiqueront les logarithmes réels du nombre B dans

différens systémes ; tandis que chacune des sui-
vantes

L(o), L(8), L' (b)) &c....
pourra servir 4 désigner, outre le logarithme réel
de Ia quantité 5, lorsquiil existe, un quelconque des
logarithmes imaginaires de cette méme quantité
[voy. ci-aprés, chap. IX, ce qu'on entend par loga-
rithmes imaginaires-].

En trigonométrie,

sin. @, cos.@, tang. &, cot.@, séc.d, coséc.a,
siv. @, cosiv. @,
exprimeront respectivement le sinus, le cosinus,
Ya tangente, la cotangente, la sécante, Ja coscécante,

le sinus verse ou le cosinus verse de Tarc a; et les
notations

gre sin. ((a)) s ArC COoS. ((a)), arc tang. ((a)), arc cot. ((a)),

are sec. ((a)), arc cosec. ((a)) ,
indiqueront un quelconque des arcs qui ont la
quantité a pour sinus, ou cosinus, ou tangente,
ou cotangente, ou sécante, ou cosécante. Nous
nous servirons des notations simpfes
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arc sin. (@), arc cos. (@), arc tang. (a), arc cot. (a),

arc sec. (a) , Arc coséc. (a) ’

ou méme, en supprimant tout-a-fait les parenthéses,
des notations suivantes

arcsin. &, arccos. &, arctang. &, arccot. @,

arc séc. @, arc cosec. @,

Torsque, parmi les arcs dont une ligne trigonomé-
trique est égale & @, nous voudrons désigner celut
qui a [a plus petite valeur numérique, ou, si ces
arcs sont deux & deux égauxet de signes contraires,
celui qui a la plus petite valeur positive. En con-
séquence,

arcsin. @, arctang. @, arccot. @, arc coséc. @,

indiqueront des arcs positifs ou négatifs , mais com-
pris entre les limites
ks

x
- T

7 désignant la demi-circonférence dans le cercle
qui a pour rayon l'unité; tandis que
arc cos. &, arcseéc. &,

indiqueront des arcs positifs compris entre les limites
oclm.

En vertu des eonventions que l'on vient d'établir,
si I'on désigne par £ un nombre entier arbitraire, on
aura évidemment , pour des valeurs quelconques
positives ou négatives de la quantité a,
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k.4

ure sin, ((a) = i(;——arc sin. a) *r2k7w,

)
arc cos. ((a))
)

i‘arccos.a:tzk’?l',

(3) arc tang. ((a) —arctang. @ == kn s

. x
arc cos. 4 —+arc sin. @ — —,
2

&rc Coséc. @ — ar¢seéc, d =

»lq

On trouvera de plus, pour desvaleurs positives de a,

(4) arc cot, & ~+ arctang. @ =T ’

2

et, pour des valeurs négatives de a,
v
(;) arc cot. a—{—arctang.a:——-T.

Lorsqu'une_quantité variable converge vers une
limite fixe, il est souvent utile d'indiquer cette limite
par une notation particuliére ; cest ce que nous
ferons, en placant Pabréviation

’ plac

lim.

devant la quantité variable dont il s'agit. Quelque-
fois, tandis qu'une ou plusieurs variables convergent
vers des limites fixes, une expression qui renferme
ces variables converge a-la-fois vers plusieurs
limites différentes les unes des autres. Nous ‘indique-
rons alors une quelconque de ces derniéres limites ,
a T'aide de doubles parenthéses placées 4 la suite de
P'abréviation lim., de maniére a entourer Texpres-
sion que Ton considére. Supposons, pour: fixer fes
idées, qu'une variable positive ou négative repré-
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sentée .par x converge vers la limite 1, et disi-

gnons par 4 un nombre constant : il sera facile de
sassurer que chacune des expressions

lim. (A7), lm. (sin. z)
a une valeur unique déterminée par {'équation
lim. (A") =1,
ou /m. (sin. .2:) = 0,

tandis que Texpression

i ()

admet deux valeurs, savoir, + o0, — o, et

lim. (( sin. —L))

une infinité de valeurs comprises entre les limites
— 1 et + 1.

Nousallons terminer ces préliminaires en présen-
tant, sur les quantités moyennes, plusieurs théo-
réemes dont la connaissance nous sera fort utile
dans la suite de cet ouvrage. On appelle gioyenne
entre plusieurs quantités données une nouvelle
quantité comprise entre la plus petite et-la plus
grande de celles que l'on considére. D'aprés cette
définition, il est clair quil existe une infinité de
moyennes entre plusieurs quantités inégales , et
que la moyenne entre plusieurs quantités égales se
confond avec chacune delles. Cela posé¢, on éta-
blira facilement, ainsi qu'on peut e voir dans la
note IL*, les propositions suwivantcs:

toE ey LRI R AL L LA AL A LI L l"l""“"”ll'“l’rl"'"“" LALLAL L LA



PRELIMINAIRES. 15

1. THEOREME. Soient 4,4, b".... plusieurs
quantités de méme signe en nombre.n, et a, a', d'...
des quantités quelconques en nombre egal a celus
des premiéres. La fraction

2+ a +a' + &e. ..
b0 + b 4 &e.. ..

sera moyenne enire les suivantes

a a’ a”
T’ »bT 9 7 ? &c- » e

CoroLraIrE. Silon suppose
=b=0"...=1,
on conclura du théoréme précédent que la quantité

a+4a +a" +&c...
n

-est moyenne entre les suivantes

a, a,ad ... &c.

Cette espéce particuliére de moyenne est ce qu'on
nomme une moyenne arithmetique.
2.° THEOREME. Sotent 4, 4', 4" ‘B, B,

ceve g
1

B' .... deux suites de nombres pris a volonté; et
formons avec ces deux suites, que nous supposons
venfermer chacune un nombre n de termes, les
racines

B B’ B”

vAa, vA', yA', &e...:
B+-B'+8"... .
]// AAA"... sera une nouvelle racine

moycnne entre toules les autres.
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Cororr4IRE. Si Ton prend
B=B=B"...=1,
on trouvera que {a‘quantité positive
est moyenne entre les suivantes
A, A, A" ....

Cette moyenne, d'une espéce particuliére, est celle
que Ton nomme moyenne géometrique.
3.° THEOREME Les mémes choses étant posées

que dans le theoréme 1., st ay, &', a" .... dé-
signent encore des quantités de méme signe, la

fraction
eat+a'a +a”a” +&c....
ab+ o b 4 a’ b’ - &c....

sera moyenne entre les suivantes

a a' a”
T’ —b—,—, ’bT, &C....‘

CororLr4IRE. Silon suppose
b:blzb”....z I,
on conclura du théoréme précédent que la somme
aa +da +a'a + &ec....
est équivalente au produitl de
a+a +a" + &e....

par une moyenne entre l¢s quantités g, a', a’, &c...
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Pour abréger, lorsque nous, voudrons désigner

une moyenne entre plusieurs quantités @, @/, a" ...,
nous nous servirons de la notation

/ ] '
M(a, a, a ....)
Cela posé, les théorémes qui précédent et leurs
corollaires se trouveront compris dans les formules

a4+ a +a” 4 &.... @ a' a’ )
(6) b - b7 - &c. ... =M (T’ b be&c...) !

C

(7) a»{—a"—-i—ll""‘_&c""' :M<a’ a’, a” ...o))

BB 4-B"...

g o B B B
O = ada T =mlya, y4, l/A"...),
O/ Add A . =M, 4, 4" ....),

\eatadyatdld. .. e o a
(10} vazvarear—=M(3+ 5 )

(11) aa+a'a'+a"g"+. =(a+a'+a"..\M(a,d',a"..).
Dans ces formules ,

a,d,a ..;b0,0,0 .. a,a,a"....
représentent trois suites de quantités, et’

’ u . ’ ]

4,4, 4" ..., B, B, ....
deux suites de nombres formées chacune de 2
termes différens. La troisiéme suite est, ainsi que la
seconde , uniquement composée de quantités de
méme signe.

La notation que nous venons dadopter fournit
le moyen d'exprimer qu'une quantité est comprise
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entre deux kmites données. En eflet, toute guantité
comprise entre les limites @, & érant uue moyenne
entre ces mémes:limites , on pourra la désigner par

M(a, D).

Ainsi, par exemple, toute quantité posiave pourra
étre représentée par M (o, oo ), toute quantité né-
gative par M (— oo, 0), et toute quantité réelle
puw M (— oo, + oo ). Lorsque nous voucrons
indiquer indistinctement une quelconque des quan-
tités renfermées entre les limites @ et &, nous dou-
blerons les parenthéses, et nous écrirons

M (a, v).

Par exeinple, si l on suppose que la variable 2 con-
verge vers zéro , Ton aura

im. (((sin. =) =M (— 1, +1);

attendu que Texpression lim. (< sin. —;—)) admettra

une infinité de valeurs comprises entre les valems
extrémes — 1 et 4+ 1.
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CHAPITRE I*

DES FONCTIONS REELLES.

§. 1.°° Considérations generales sur les Fonctions.

LorsQUE des quantités variables sont tellement
liées entre elles que, la valeur de 'une d'elles étant
donnée, on puisse en conclure les valeurs de toutes
fes autres, on concoit d'ordinaire ces diverses quan-
tités exprimées au moyen de I'une dentre elles, qui
prend alors le nom de variable indépendante; et les
autres quantités exprimées au moyen de la variable
indépendante sont ce qu'on appelle des fonctions de
cette variable.

Lorsilue des quantités variables sont tellement
lices entre elles que, les valeurs de quelques-unes
étant données, on puisse en conclure celles de
toutes les autres, on concoit ces diverses quantités
exprimées au moyen de plusieurs d’entre elles, qui
prennent alors le nom de variables independantes;
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et les quantités restantes, exprimées au moyen des
variables indépendantes., sont ce quon appelle des
fonctions de ces mémes variables.

Les diverses cxpressions que fournissent I'algébre
et la trigonométrie, lorsqu’elles renferment des va-
riables considérées comme indépendantes, sont
autant de fonctions de ces mémes variables. Ainsi,
par exemple,

L (.x), sin. , &c....,
sont des fonctions de la variable z ;
z+y, ¥, xyz, &e...,

des fonctions des variables x et ¥, ou z, y et 3, &c...
Lorsque des fonctions d'une ou de plusieurs va-
riables se trouvent, comme dans les exemples pré-
cédens, immédiatement exprimées au moyen de ces
mémes variables, clles sont nommées fonctions ex-
plicites. Mais, lorsqu'on donne seulement les refa-
tions entre les fonctions et les variables, c'est-d-dire,
Jes équations auxquelles ces quantités doivent satis-
faire , tant que ces équations ne sont pas résolues
algébriquement, les fonctions, n'étant pas exprimées
immédiatement au moyen des variables, sont appe-
lées _fonctions implicites. Pour fes rendre explicites,
il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équa-
tions qui les déterminent. Par exemple; y étant une
fonction implicite de déterminée par l'équation

L(y)==,
si Ton nomme A la base du systéme de logarithmes
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que T'on considére , la méme fonction, devenue

explicite par la résolution de 'équation donnée, sera
y=4d".

Lorsqu'on veut désigner une fonction explicite

d'une seule variable 2 ou de plusieurs variables z,

¥, 3 ..., sans déterminer la nature de cette fonc-
tion, on emploie 'une des notations

f(x), F(x), 9(z), x (2), $(2), w(), ... &e.....
Sz, y, 2., Flz, y, 5..), ®(z, y, 5...), &co..
Powr qu'une fonction d'une seule variable soit
complétement déterminée, il est nécessaire et il
suffit que de chaque valeur particuliére attribuée a
la variable on puisse déduire la valeur correspon-
dante de la fonction. Quclquefois, pour chaque
valeur de la variable, la fonction donnée en obtient
plusicurs différentes les unes des autres. Confor-
mément aux conventions adoptées dans les préli-
minaires, nous désignerons d’ordinaire ces valeurs
multiples d'une fonction par des notations dans les-
quelles la variable sera entourée de doubles traits
ou de doubles parenthéses. Ainsi, par exemple,

arc sinv. ((.v))

indiquera un quelconque des arcs qui ont 2 pour
sinus ,

u/ X — == 1/ X
Pune quelconque des deux racines carrées de la
variable # supposée positive, &c....
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§.2.° Des Fonctions simples.

Parmi les fonctions. d'une variable =, on appelle
simples celles qui résultent d'une scule opération
effectuée sur cette variable. Les fonctions simples
que Ton considére ordinairement en analyse sont
en trés-petit nombre, et se rapportent les unes a
Talgébre, les autres a la trigonométrie. L'addition
et la soustraction, la multiplication et la division,
T'élévation aux puissances et extraction des racines,
enfin la formation des exponentielles et des loga-
rithmes, produisent les fonctions simples qui se
rapportent a l'algébre. En conséquence, si Ton dé-
signe par A4 un nombre constant, et para==A
une quantité constante , les fonctions algébriques
simples de la variable = seront

a+z, a—=zx, ar, —:—, z*, A%, L(x).

Nous ne tenons pas ici compte des racines, parce
qu'on peut toujours les ramener aux puissances.
Quant aux fonctions simples qui se rapportent  la
trigonométric, on pourrait en eompter un grand
nombre, si I'on rangeait parmi les fonctions simples
toutes les lignes trigonométriques, et les arcs qui
correspondent a ces mémes- lignes ; mais nous les.
réduirons aux quatre suivantes

sin. X, cos. I,

RTC Sin. . ,-&rc cos. £ ;
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etnous mettrons au nombre des fonctions composées
les autres lignes trigonométriques tang. z, séc. z, &e.
avec les arcs correspondans | arc tang. x, arc sée. z,
&c.....; attendu que ces dernicres lignes peuvent
toujours étre exprimées par le moyen du sinus et
du cosinus. Nous pourrions méme, a la rigueur, ré-
duire Ics deux fonctions simples sin. et cos. x 2
une scule, puisquelles sont lides entre elles par
Iéquation sin.* & 4+ cos.* # = 1 ; mais Temploi de
ces deux fonctions est si fréquent, qu'il est utile de
les conserver toutes deux a-la-fois dans le caleul
comme fonctions simples.

§. 3.° Des Fonctions composdes.

Les fonctions qui se déduisent d'une variable &
Taide de plusieurs opérations prennent le nom de
Jonctions composées ; et Ton, distingue parmi ces der-
nieres les fonctions de fonctions qui résultent de
plusieurs opérations successives, la premicre opé-
ration étant eflfectuce sur la variable , et chacune
des auntres sur e résultat de Fopération précédente.
En vertu de ces définitions,

1&2
x*, Yy, —, &e....
sont des fonctions composées de la variable .z ; et

l(sin. x), 1(005. .r), &e. ...

des fonctions de fonctions, dont chacune résulte de
deux opérations successives.
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Les fonctions composées se distinguent les unes
des autres par la nature des opérations qui les pro-
duisent. Il semble que 'on devrait nommer fonctions
algebriques toutes celles que fournissent les opéra-
tions de Palgébre ; mais on a réservé particuliérement
ce nom 4 celles que I'on forme en n'employant que
les premiéres opérations algébriques, savoir, lad-
dition et la soustraction, la multiplication et la di-
vision , enfin ['élévation & des puissances fixes; et,
dés qu'une fonction renferme des exposans variables
ou des logarithmes, elle prend le nom de forction
exponentielle ou logarithmique.

Les fonctions que 'on nomme algébriques se
divisent en_ fonctions rationnelles et fbnctions rra-
tionnelles. Les fonctions rationnelles sont celles dans
lesqueltes la variable ne se trouve élevée qua des
puissances entiéres. On appelle en particulier fonc-
tion entiére tout polynome qui ne renferme que des
puissances entiéres de la variable, par exemple,

a+br+cax’ + &ec....,

et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le
quotient de deux semblables polynomes. Le degre
d'une fonction enticre de z est exposant de. la'plus
haute puissance de x dans cette méme fonction: La
fonction entiére du premier degré; savoir,

a+bx

sappelle aussi fonction linéaire, parce que, dans
Tapplication a la géométrie, on S'en sert pour re-
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présenter l'ordonnée d’une ligne dreite. Toute fonc-
tion entiére ou fractionnairc est par cela méme
rationnelle, et toute autre espice de fonction algé-
brique est irrationnelle.

Les fonctions que produisent les -opérations de
Ia trigonométrie sont désignées sous le nom de
ﬁmctions trigonometriques ou. circulaires.

Les divers noms, que l'on vient dattribuer aux
fonctions composées d'une seule variable, sappli-
guent également aux fonctions de plusieurs va-
riables, lorsque ces derniéres fonctions jouissent,
par rapport & chacune des variables qu'elles ren-
ferment , des propriétés que supposent les noms
dont il s'agit. Ainsi, par excmple, tout polynome,
qui ne contiendra que des puissances entiéres des
variables z, y, z ..., sera une fonction entiére de
ces variables. On appelle degré de cette fonction
enticre la somme des exposans des variables dans
le terme ou cette somme est la plus grande. Une
fonction entiére du premier degré, telle que

a+bx +cy+dz+&e....,

pl‘e,ud_ le nom de fonetion linéaire.
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CHAPITRE IL

Des Quantités infiniment petites ou infiniment
grandes, et de la continuité des Fonctions.
Valeurs singuliéres des Fonctions dans quelques
eas particuliers.

§. 1.°° Des Quantites infiniment petites et infiniment
grandes.

ON dit quune quantité variable devient infins-
ment petite, lorsque sa valeur numérique décroit
indéfiniment de manicre a converger vers la limite
zéro. Il est bon de remarquer a- ce sujet qu'on ne
doit pas confondre un décroissement constant avec
un décroissement indéfini. La surface d'un polygone
régulier circonscrit a un cercle donné décroit cons-
tamment, & mesure (ue le nombre des cétés aug-
mente, mais non pas indéfiniment , puisquelle a
pour limite la surface du cercle. De méme encore,
une variable, qui nadmettrait pour valeurs succes-
sives que les diftérens termes de la suite

prolongée a l'infini, décroitrait constamment, mais
non pas indéfiniment, puisque ses valeurs succes-
sives convergeraient vers la limite 1. Au contraire,
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une variable, qui n'aurait pour valcurs successives
que les différens termes de la suite

SR A R
prolongée alinfini, ne décroitrait pas constamment,
puisque fa différence entre deux termes conséeutifs
de cette suite est alternativement positive et néga-
tive ; et néanmoins elle décroitrait indéfiniment,
puisque sa valeur finirait par sabaisser au-dessous
de tout nombre donné.

On dit qu'une quantité variable devient infini-
ment grande , lorsque sa valeur numeérique croit
indéfiniment de maniére a converger vers la limite
co. Il est encore cssentiel d’observer ici quon ne
doit pas_confondre une variable qui croit indéfini-
ment avec une variable qui croit constamment. La
surface d'un .polygone régulier inscrit 4 un cercle
donné croit constamment, mais non pasindéﬁniment,
a mesure que le nombre des cotés augmente. Les.
termes de la suite naturelle des nombres entiers

1, 2, 3,4, 5, &c....

croissent constamment et indéfiniment.

Les quantités infiniment petites et infiniment
grandes jouissent de plusicurs propriétés, qui con-
duisent a la solntion de questions importantes , et
que je vais exposer en peu de mots.

Soit ¢ une quantité mﬁmmentpetxte c’est-a-dire,
une variable dont fa valeur numérique décroisse
indéfiniment. Lorsque dans un méme calcul on fait
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entrer les diverses puissances entiéres de &, savoir,
a, ', a’, &ec....,

ces diverses puissances sont respectivement dési-
gnées sous le nom d'infiniment petits du premaer,
du second, du troisiéme ordre, &c.... En général,
on appelle infiniment petit du premier ordre toute
quantité variable dont le rapport avec a converge,
tandis que la valeur numérique de « diminue, vers
une limite finie différente de zéro; infiniment petit
du second ordre toute quantité variable avec «, et
dont le rapport avec o’ converge vers une fimite
finie différente de zéro, &e.... Cela posé, si fon
désigne par & une quantité finie différente de zéro,
et par ¢ un nombre variable qui décraisse indéfi-
niment avec la valeur numérique de «, fa forme
générale des quantités infiniment petites du premier
ordre sera

ka oudumoins ka(1=e),

la forme générale des quantités infiniment petites
du second ordre

ko' oudu moins ka'(1==¢),
&e.. ..,

enfin la forme générale des infiniment petits de
Tordre » (n représentant un nombre entier ) sera

ka® ou du moins ka” (1 =€)

On peut facilement établir, a Végard de ces divers
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ordres de quantités infiniment petites , {es théo-
rémes suivans. A

1." THEOREME. Si lon compare l'un a lautre
deux infiniment petits d’ordres différens , pendant
que tous les deux convergeront vers lu limite
zéro, celui qui est de l'ordre le plus elevé finira
par obtenir constamment la plus petite valeur nu-
merique.

DEmonsTrRATION. Soient en effet

kar(1%e), k'a* (1z¢')
deux infiniment petits, Iun de Yordre n, Vautre de
Tordre »', et supposons »' > n; le rapport entre le
sccond de ces infiniment petits et le premier, savoir,

14 - 1
k 1

convergera indéfiniment avec « vers fa limite zéro:.
ce qui ne peut avoir lien quautant que la valeur
numérique du second finit par devenir constam-
ment inférieure a celle du premier.

2.° THEOREME. Unr infiniment petz't de lordre
n, Cest-a-dire, de la forme

ka® (1x¢),

change de signe avec o, toutes les fois que n est
un nombre i zmpatr , et conserve pour de trés- petztes
valeurs numeriques de = le méme szg'ne qiie la
quantité k, lorsque n est un nombre pair.
DEimonstrarion. En effet, dans la premicre
hypothése, o change de signe avec ; et dans la
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seconde, a” est toujours positif. De plus, le signe
du produit k(1 == ¢) est le méme que cetui de #,
forsque € est trés-petit.

3.° THEOREME. La somme de plusicurs infini-
ment petits des ordres

’ ]
n, n, m, ....

' ] r e . .
(n', n" ... désignant des nombres supérieurs a =),
est un nouvel infimiment petit de Uordre n.

DimonsTratioN. En effet,

ka(1xe)+kam (1£¢)+Ka” (1x6")+&c. ..
—_—_kab"[ [==E—+ »:: a™ (1 ts')—r——l;— a™ (1 :*:é")—g—&c.]
=ka"(1=xe,),

¢, étant un nombre qui converge avec o vers la
limite zéro.

Des principes qu'on vient d'énoncer on déduit
aisément, comme on va le voir, plusieurs proposi-
tions remarquables qui se rapportent a des poly-
nomes ordonnés suivant les puissances ascendantes
d'une quantité infiniment petite a.

4.° TaiorEME. Tout polynome ordonné suivant
les puissances ascendantes de o, par exemple

a+ba+ca®+&c....
ou plus généralement,
aa” +ba” +ca™+&e...,

(les nombres n, ', n" ... formant une suite crois-
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sante), Sfinit par étre, pour de tres-petztes raleurs
numerzques de «, constamment dv méme signe que
son premzer terne

a ou aa”,

Dironstrarion. En effet, la somme faite du
second terme et de ceux qui le suivent est, dans
le premier cas, un infiniment petit du premier ordre,
dont fa valeur numérique fimt par étre inférieure a
celle de la quantité finie @, et, dans le second cas,
un infiniment petit de Tordre »', qui finit par ob-
tenir constamment une valeur numérique inférieure
a celle d’'un infiniment petit de Tordre 7.

5.° THEOREME. Lorsque, dans le polynome

sl

aa* +ba” +~ca™ +&ec....

ordonné sulvant les puissances ascendantes de « ,
le degré n' du second terme est un nombre impair,
ce po[ ynome, pour de lrés- petites valeurs numeé-
rigues de «, est tanidt supérieur et tantot infericur
a son premier terme aa”, swivant que la variable
« et le coefficient b sont de méme signe ou de
signes contraires.

Dimonstrarrion. En effet, dans Thypothése
admise, la somme des termes qui suivent le premier,
savoir,

nlt

ba” 4+ ca™ 4+ &e. ..

sera, pour de trés-petites valeurs numériques de «,
de éme sig ne que chacun des deux produits ba”’

ba.
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6." THEOREME. Lorsque, dans le polynome

i
& e, ..

at+ba” +c
ordonné suivant les puissances ascendantes de «,
le degré n' du second terme est un nombre pair,
ce polynome, pour de trés-petites valeurs numé-
riques de a«, finit par devenir constamment supé-
rieur @ son premucr terme, toutes les fois que b
est posiig'f , et constamment inferieur , toutes les
Jois que b est négattf.

DimonsTraTION. En effet, dans Phypothése
admise, la somme des termes qui suivent le pre-
mier aura, pour de trés-petites valeurs numériques
de @, le signe du produit ba™, et par suitc le
signe de &. v

Cororraire. En supposant, dans le théoreme
qui précéde, n =o, on obtiendra la proposition
survante.

7.© THEOREME. Si, dans le polynome

nll

a+ba”+ca™ +~&e¢....

ordonné suivant les puissances ascendantes de «.,
n' désigne un nombre pair; parmi les valeurs de
ce polynome correspondantes a des valeurs infini-
ment petites de «, celle qui correspond & «=o,
cest-a-dire a, sera toujours la plus petite, lors-
que b sera positif , et la plus grande, lorsque b
sera négatif.

Cette valeurparticuliére du polynome, plus grande
ou plus petite que toutes les valeurs voisines, est ce
qu'on appelle un mazimum ou un minimum.,
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Les propriétés des quantités infiniment petites
étant établies, on en déduit les propriétés ana-
logues des quantités infiniment grandes, en obser-
vant que toute quantité variable de cette derniére
espéce peut étre représentée par i, @ désignant
une quantité infiniment petite. Ainsi, par exemple,
lorsque, dans le polynome

ar” +bx" " +~cx""* + &e.... + hx - &

ordonné suivant les puissances descendantes de la
variable z, cette variable devient infiniment grande;
en la mettant sous la forme i , on réduit le poly-
nome dont il s'agit &

a

Larfa +ia*+. +tam L gm),
an +z a . % ud')’

et Pon reconnait alors immédiatement que, pour
de trés-petites valeurs numériques de a, ou, ce
qui revient au méme, pour de trés-grandes valeurs
numériques de x, ce polynome est de méme signe
que son premier terme

T "
;—(ll‘.

Comme cette remarque subsiste dans le cas méme
ou quelques-unes des quantités b, c ... &, k se
réduisent 4 zéro, il en résulte quon peut énoncer
le théoréme suivant.

8.° THEOREME. Lorsque, dans un polynome
ordonné suivant les puissances descendantes de la
variable z, on fait croitre indéfiniment la valeur
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numerique de cette variable, le polynome finit par
étre constamment de méme signe que son premier
terme.

§. 2.* Dc la continuite des Fonctions.

Parmi les objets qui se rattachent a la considé-
ration des infiniment petits, on doit placer les no-
tions relatives a la continuité ou a la discontinuité
des fonctions. Examinons d’abord sous ce point de
vue les fonctions d'une seule variable.

Soit f(.r) une fonction de la variable =, et
supposons que, pour chaque valeur de z intermé-
diaire cntre deux limites données, cette fonction
admette constamment une valeur unique et finie.
Si, en partant d'une valeur de z comprise entre ces
limites, on attribue a la variable # un accroissement
infiniment petit a, la fonction elle-méme recevra
pour accroissement la différence

S(z+a)—f(2),
qui dépendra en méme temps de la nouvelle va-
riable « et de la valeur de . Cela posé, la fonction
f(x) sera, éntre les deux limites assignées a la va-
riable x, fonction continue de cette variable, si,
pour chaque valeur de z intermédiaire entre ces
limites, la valeur numérique de la différence

Sflz+a)—f(z)
décroit indéfiniment avec celle de . En dautres
termes, la fonction f(z) restera continue par rap-
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port: a z entre les limites données , si, entre~ces
limites, un accroissement infiniment. petit de la va-
riable produit towjours un accroissement infiniment
petit de la fonction elle-méme.

On dit encore que la fonction f{a) est, dans
le voisinage d'une valeur particulicre attribuée a
Ia variable z, fonction continue de cette variable,
toutes les fois qu'elle est continue entre deux limites
de x, méme trés-rapprochées , qui renferment la
valeur dont il s'agit.

Enfin, lorsqu'une fonction f(z) cesse d'étre con-
tinue dans le voisinage d’'une valeur particuliére de
la variable z, on dit qu'elle devient alors discon-
tinue, et quil y a pour cette valeur particuliére
solution de continuite.

D'apreés ces explications, il sera facile de recon-
naitre entre quelles limites une fonction donnée
de la variable z est continue par rapport a cette
variable. Ainsi, par exemple, la fonction sin. z,
admettant pour chaque valeur particuliere de la
variable x une valeur unique et finie, sera continue
entie deux limites quelconques de cette variable,
attendu que la valeur numérique de sin. (1), et
par suite celle de la différence

sin. (.Z‘—I—d.) — sin. £ = 2 sin. (*:_—d.) cos. (.l‘ -+ d,),

décroisspnt indéfiniment avec celle de «, quelle que
soit d'ailleurs Ia valeur finie que T'on attribue a .
En général, si Yon envisage sous le rapport de Ia
continuité les onze fonctions simples que nous avons
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considérées ci-dessus ( chap. L, §. 2), savoir,

a P .
a+zx, a—zx, ax, _—, x°, A", Lz,

sin. .r, cos. T, arcsin. X, arccos..T,

on trouvera que chacune de ces fonctions reste
continue entre deux limites finies de {a variable x,
toutes les fois qu'étant constamment réelle entre
ces deux limites elle ne devient pas infinie dans
T'intervalle.

Par suite, chacune de ces fonctions sera continue
dans le voisinage d'une valeur finie attribuée a la
variable z, si cette valeur finie se trouve comprise
pour les fonctions

a—+x

a—x

ax L.
A+ entre les limites. ., =—o00 , T=+00;
sin, X
cos. .U
pour la fonction

, 1.° entre les limites...r=—o00, r=o0,

s 2.° entre les limites... x =0, x =00 ;

pour les fonctions
z*
L(z)

enfin pour fes fonctions

entre les limites... x=o0, x=o0;

arc sin. X ) ..
entre les limites..,.o=—1, x=-+1.
arc cos. JJ
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Il est bon d'observer que, dans le cas ou Ton sup-
pose @ === m (m désignant un nombre entier),
la fonction simple

xd

est toujours continue dans le voisinage fune valeur
finie de la variable #, pourvu que cette valeur soit
comprise ,

si a=-+m, entre les limites. .. r=—o00, 2=+,
entre les limites,..x=—oc, x=o0,
sia:—m, " ou bien

entre les suivantes...r—=0, r =oc.

Parmi les onze fonctions que Fon vient de citer,
deux seulement deviennent discontinues pour une
valeur de = comprise dans lintervalle des limites
entre lesquelles ces mémes fonetions restent réelles.
Les deux fonctions dont il s'agit sont

a . —_

— et z° (lorsque a=—m).
L'une et l'autre deviennent infinies, et par consé-
quent discontinues, pour z = o.

Soit maintenant

f(‘”f Yr 5y nn)

une fonction de plusieurs variables z, y, z...;
et supposons que, dans le voisinage de valeurs par-
ticulieres X, Y, Z .... attribuées a ces variables,
Sz, y, 5 ...) soit a-la-fois fonction continue de z,
fonction continue de y, fonction continue de z, &c.
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On prouvera aisément que, si I'on désigne par a,
€, v...des quantités infiniment petites, et si fon
attribue & z, y, 5 ... les valeurs X, ¥, Z ...., ou
des valeurs trés-voisines, la différence

Sf(z+a, y+G, z+v)—f(z,y,3...)
sera elle-méme infiniment petite. En effet, il est
clair que, dans hypothése précédente, les valeurs
numcriques des différences

flz+a, y, s, ...)—f(x, 9,2 ...),

[ (z+a, y+C, 2. —f(zva, y, 2 ...),

S(z+a, y+C, 24y o )—f (T, y+c, Z ),

&c....
décroitront indéfiniment avec celles des quantités
variables a, €, v ..., savoir, la valeur numérique
de la premiére différence avec la valeur numérique
de a, celle de la seconde différence avec la valeur
numérique de G, celle de la troisiéme avec fa va-
leur numérique de v, et ainsi de suite. On doit en
conclure que la somme de toutes ces différences,
.savoir,

flr+a, _1/+C, 2+, ) —f(x, ¥ 3 ..)

convergera vers la limite zéro, sia, 6, ... con-
vergent vers ceite méme limite. En d’autres termes,

flz+a, y—i—C, S4+Y...)
aura pour limite
Sflz, vy, z...)

La proposition quon vient de démontrer subsiste
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évidemment dans le cas méme ot Fon établirait
entre les nouvelles variables a, €, ¥ ..... cer-
taines relations. Il suffit que ces relations permettent
aux nouvelles variables de converger toutes en
méme temps vers la limite zéro.

Lorsque, dans la méme proposition, on remplace
Yy, s..prX,Y, Z. etxvra, y+6, z+y...
par x, ¥, ..., on obtient I'énoncé suivant.

1. THEOREME. Si les variables =, y, z ... ont
pour limiles respectives les quantités fizes et de-
terminées X, Y, Z ..., et que la fonction f(z,y, z...)
soit continue par rapport a chacune des variables
%, y, z .... dans le voisinage du systéme des valeurs
particuliéres

x=X, y=Y, s3=2 ...,
f(z, 9, 2....) aura pour imite f(x,v,z..).

Comme, dans ce second énoncé, les variables « ,
€, v ... sc trouvent remplacées par z—X, y—Y,
z—Z,&c...., les relations qu'on pouvait établir,
dans le premier énoncé, entre a, € y..., pourront
étre établies, dans le second, entre les quantités
z—X, y—Y, 3—Z; et il en résulte que la fonc-
tion /(x, y, z...) aura pour limite /(X ¥V, Z ..),
dans le cas méme ol les variables 2, », z ....
scraient assujetties a certaines relations, pourvu
que ces relations leur permettent de sapprocher
indéfiniment des limites X, Y, Z ....

Supposons , pour fixer les idées, que , %, = ...
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soient fonctions d'unc méme variable ¢ considérée
comme indépendante, et continues par rapport &
cette variable dans le voisinage de la valeur parti-
culiére

t=T.

Si I'on fait, pour plus de commodité,

flz,y,5...)=x,
u sera ce quon appelle une fonction composée de
fa variable ¢; et, si

X, Y, Z...U
désignent respectivement ce que deviennent
T, Y, 5 ... 8

dans le cas ol T'on suppose ¢=T, il est clair, dune
part, qu'une valeur de ¢ trés-voisine de T fournira
pour z une valeur unique et finie; d’autre part, qu'il
suffira de faire converger ¢ vers la limite 7", pour
que les variables », ¥, z... convergent vers les
fimites X, Y, Z ..... , et par suite la fonction
u=f(z,y,5...)verslalimite U= f(X, Y, Z...).
On prouverait absolument de fa méme maniére que,
si I'on attribue a ¢ une valeur trésvoisine de T, la
valeur correspondante de la fonetion u sera fa limite
de laquelle cette fonction s'approchera indéfiniment,
tandis que ¢ convergera vers la valeur donnée; et
T'on doit conclure que u sera fonction continue de ¢
dans le voisinage de ¢=7". On peut donc énoncer
le théoréme suivant.
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2.* THEOREME. Désignons par
X, Y, Zoe...
plusieurs fonctions de la variable t, qui soient
continues par rapport a ceile variable dans le
voisinage de la valeur particuliére ¢ =r. Soient,

de plus,

X, Y, Z...

les valeurs particuliéres de z, y, z ... correspon-
dantes a t=1; et supposons que, dans le voisi-
nage de ces valeurs particuliéres, la fonction

v=f(z, y, 5...)
soit en méme temps continue par rapport a z,
continue par rapport @ y, continue par rapport a
z, &c...: u, considérée comme fonction de ¢, sera
encore continue par rapport a t dans le voisinage
de la valeur particuliére t =T,

Si, dans le théoréme précédent, on réduit les
quantités variables #, y, z ... a une seule, x, on
obtiendra un nouveau théoréme, qu'on peut énoncer
comme il suit,

3. THEOREME. Supposons que, dans I'équation

w = f (.r) ,
la variable = soit fonction d’'une autre variable t.
Concevons de plus que la variable = soit fonction
continue de t dans le voisinage de la valeur par-
ticuliére t=T, et u fonction continue de = dans le
voisinage de la valeur particuliére r=Xx corres-
pondante a t=T. La quantité u, considérée comme
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Jonction de ¢, sera encore continue par rapport &
cette variable dans le vaisinage de la valeur par-
ticuliére t—=r.

Supposens, par exemple,

u=axr et r=t",
a désignant unc quantité constante, et z un nombre
entier. On conclurg du 3. théaréme que

u=—alt"

est, entre des limites quelconques de la variable ¢,
fonction continue de cette variable.
De méme, si Lon fait

X
U—=—, r=sin.t =cos. I
v : Y ’
on conclura du 2.° théoréme que la fonction
2 == tang. ¢

est continue par rapport a £ dans le voisinage d’'une
valeur finie quelconque de cette variable, toutes les
fois que la valeur dont il s'agit n'est pas comprise
dans la formule

t==*2kmxl,

k désignant un nombre entier; cest-a-dire, toutes
les fois qu'a cette valeur de ¢ correspond une valeur
finie de tang. . Au contraire , la fonction tang. £
admettra une solution de continuité, en devenant
infinie , pour chacune des valeurs de ¢ comprises
dans la formule précédente.

Supposons encore
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u=a+r+y+3+&ec....
x=bt, y=ct' &c....,

a, b, c...désignant des quantités constantes. Alors,
u étant fonction continue de z, y, z ... entre des
limites quelconques de ces variables , et x, y, z...
fonctions continues de la variable ¢ entre des limites
quelconques de cette derniére, on conclura du
théoréeme 3.© que la fonction

u=a-+bt+ect'+&c....

est elle-méme continue par rapport a ¢ entre des
limites quelconques. Par suite, comme ¢= o donne
u=a, si l'on fait converger ¢ vers la limite zéro,
la fonction u convergera vers la limite @, et finira
par obtenir le méme signe que cette limite ; ce qui
saccorde avec le 4.° théoréme du §. 1.

Une propriété remarquable des fonctions conti-
nues d'une seule variable, cest de pouvoir servir
a représenter en géométrie les ordonnées de lignes
continues droites ou courbes. De cette remarque
on déduit facilement la proposition suivante.

4.° THEOREME. S7 la fonction f(z) est continue
par rapport a la variable = entre les imites ==,
z=X, et que l'on désigne par b une quantité inter-
médiaire entre f(z,) et f (X), on pourra toujours
satisfaire a l'équation

S(z)=28
par une ou plusieurs valeurs réelles de = comprises
entre z, et X.
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DEmonsTrarion. Pour établir la proposition
précédente, il suffit de faire voir que la courbe qui
a pour équation

y=f(r)
rencontrera une ou plusicurs fois la droite qui a
pour équation

y=>=

dans Tintervalle compris entre les-ordonnées qui
correspondent aux abscisses .z, et X : or clest évi-
demment ce qui aura lien dans I'hypothese admise.
En effet, la fonction f(x) étant continue entre les
limites x=w,, £=X, la courbe qui a pour équa-
tion g/:f(x), et qui passe 1.° par le point corres-
pondant aux coordonnées z,, f(x,), 2.° par le
point correspondant aux coordonnées X et f(X),
sera continue entre ces deux points : et, comme lor-
donnée constante & de la droite qui a pour équation
y =10 se trouve comprise entre les ordonnées f(x.),
f(X) des deux points que Yon considére, la droite
passera nécessairement entre ces deux points, ce
qu'elle ne peut faire sans rencontrer dans linter-
valle Ia courbe ci-dessus mentionnée.

On peut, au reste, comme on le fera dans Ja
note III, démontrer lc 4.° théoréme par une mé-
thode directe et purement analytique, qui a méme
Pavantage de fournir la résolution numérique de

T'équation
Sf(x)=6.
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. 3.° Valeurs singulié¢res des Fonctions dans quelques
gu
cas particulz'ers.

Lorsque, pour un systeme de valeurs attribuées
aux variables qu'elle renferme , une fonction d’une
ou de plusieurs variables n'admet qu'une scule va-
leur, cette valeur unique se déduit ordinairement
de la définition méme de la fonction. Sil se pré-
sente un cas particulier dans lequel la définition
donnée ne puisse plus fournir immédiatement la
valeur de la fonction que Ton considere, on cherche.
la fimite ou les limites vers lesquelles cette fonction
converge, tandis que les variables sapprochent in-
définiment des valeurs particuliéres qui leur sont
assignées ; et, s’il existe une ou plusicurs limites de
cette espece, elles sont regardées comme autant de
valeurs de la fonction dans lhypothése admise. Nous
nommerons valeurs singuliéres de la fonction pro-
posée celles qui se trouvent déterminées comme on
vient de le dire. Telles sont, par exemple, celles
qu'on obtient en attribuant aux variables des valeurs
infinies,, et souvent aussi celles qui correspondent
a des solutions de continuité. La recherche des
valeurs singuli¢res des fonctions est une des ques-
tions les plus importantes et les plus délicates de
l'analyse : elle offre plus ou moins de difficultés,
suivant la nature des fonctions et le nombre des
variables qu'clles renferment.

Si, dabord, on considére les fonctions simples
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d'une seule variable, on trouvera qu'il est facile de
fixer leurs valeurs singuliéres. Ces valeurs corres-
pondent toujours & l'une des trois hypothéses

r——oo, =0, IT= 00,
et sont respectivement,

pour fa fonction-
8+ (a designant une quantité quelconque)  @-+00==00. . ,8— OO=—00,

a—z {a désignant unc quantité quelconque) &—20=—C0. .. a—(—OO):Cb ,
a désignant une quantité positive @ X OO==00. . .8 x —QO=—00,

4 désignant une quantité négative 8 X OO===—00,..8 x —O0O=020,

« désignant une quantite négative

« disignant une quantité positive sses..... 07==0, OC%=00,
{ & désignant unc quantité négative .. .. ve.. O'=00, 00'=o0,
A désignant un nombre sup. il'unit AP =0, A°=1, AP =00,
{ A désignant un nombre inf. 3 I'unit A™® =00, 4°=i, AR =0,
1a base du syst. de log. étant sup. & Funite L(0)==—00, L(o0)=c0,
L % 1a base éunt inférieure & Iunité....... L (g)=-+00, L(co)=—00,
sin. x...... sin.(—oc)=M({—1,41)), sin.(oc)) _M((r..x,_q_,))
€0s. x...... cos.(—oc)=M(—1,41)), cos.((oo))_M(—,,+ 1).
La notation M (—1,-+1)) désigne ici, comme dans
les préliminaires , une quelconque des quantités
moyennes entre les deux limites

—1 et +1.

Il est bon d'observer que, dans le cas ou fon
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suppose a === m (m désignant un hombre entier),
la fonction simple

x‘
admet constamment trois valeurs singulicres, savoir,

lorsque z m étant un nombre pair (—.&3 )’" =co, 0"=0, co"=00,

a==—+m | m éant impair (_-oo)"':—co, o"=0, oc"=00,
et lorsque] ™ étant pair (—oe)™"=0; 0""=2¢c, 00" "=:0,
8=—m | méunt impair (oo "==0, ((o))""’=:too , co"=0q.

Considérons maintenant les fonctions composées
d'une seule variable x. Quelquefois il est aisé de
trouver leurs valeurs singulicres. Ainsi, par exemple,
si l'on désigne par £ un nombre entier quelconque,
on reconnaitra sans peine que la fonction composée

sin. x
ng, £ — ———
ta g tos. x

a ses valeurs singuliéres comprises dans les trois
lormules

tang. (oc)=M (—o0,+cc), tang. (( krt _”_»= 00,
tang. ((—oo)) = M((—c0,+00);

tandis que les valeurs singuliéres de Ia fonction
inverse

x.
arc tang. x¥ == arc sin. —~==———.

Vi—zt

sont respectiveinent

T T
arc tang. (—co) = — " arctang. {co) = =

Mais souvent aussi dé semblables questions pré-
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sentent de véritables difficultés. Par exemple, on
n'apercoit pas immédiatement comment on peut dé-
terminer la valeur singuliere de la fonction

x*,
lorsqu’on y suppose x=20; ou celle de {a fonction

2
T x?

lorsqu'on prend x=oc. Pour donner une idée des
méthodes qui conduisent a la solution des questions
de cette espece, je vais établir ici deux théoréines
a laide desquels on peut, dans un grand nombre
de cas, déterminer les valeurs singuli¢res que re-
coivent fes deux fonctions

L fa)],
lorsqu’on y suppose x = oo.

1. THEOREME. S¢, pour des valeurs croissantes
de z, la difference

Sfloz+1)—f(z)

converge vers une certaine limite k, la fraction
f(2)

——

z
convergera en méme temps vers la méme limite.
DEMONSTRATION. Supposons d'abord que Ia
quantité & ait une valeur finie, et désignons par ¢
un nombre aussi petit que I'on voudra. Puisque des
valeurs croissantes de = font converger la diff¢rence

Sflar1)—f(=)
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vers la limite 4, on pourra donner au nombre 4
une valeur assez considérable pour que, z étant
€gal ou supéricur a A, la diiférence dont il sagit
soit constamment comprise entre les limites

k—e, ke

Cela posé, si Ton désigne par » un nombre entier
quelconque, chacune des quantités

S (1) = f(R),
S(hr2)=f(h+a),
&e....
S (lrn) = f(hrn—1),
et par suite leur moyenne arithmétique, savoir,

S} — f(4)

n y
se trouvera comprise entre les limites A—e, ka-¢.
On aura donc

S (hm)—f (4)

=k+a,
n

o étant une quantité comprise entre les limites —¢ ,
-+~ ¢. Soit maintenant
han=ux

L'é¢quation précédente deviendry

(1) ADEY Gy

et I'on en conclura
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S&)= f(R)+ (x—h) (k+a),

(2) —[-E:—) :Liﬂ—o- (1——%) (k+a).

De plus, pour faire croitre indéfiniment la valeur
de x, il sufhra de faire croitre indéfiniment le
nombre entier 2, sans changer la valeur de £. Sup-
posons, en conséquence, que dans I'équation (2)
on considére 4 comme une quantité constante, et
x comme une quantité variable qui converge vers
la limite co. Les quantités

O

= ' oz
renfermées dans le second membre, convergeront
vers la limite zéro, et lc second membre lui-méme

vers une limite de la forme

k+a,

a étant toujours compris entre —e et +¢. Par
suite, le rapport
FACIE
X

aura pour limite une quantité comprise entre £ —¢
et k +¢. Cetie conclusion devant subsister, quelle
que soit la petitesse du nombre ¢, il en résulte que
la limite en question sera précisément la quantité £.
En d'autres termes, on aura

(3) lz'm.%i: f=lim. [ f(x+1)—f(1)].

Supposons, cnsecond licu, £=oco. En désignant
alors par H un nombre aussi grand que P'on voudra,
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on pourra toujours attribuer au nombre /4 une valeur
assez considérable, pour que, = étant égal ou supé-
rieur 3 4, la différence

flavrr)=fla),

qui converge vers la limite co , devienne constam-
ment supérieure & H; ct, en raisonnant comme ci-
dessus, on établira la formule

SUAm —f(8) | pr

Si maintenant on pose A+ n=x, on trouvera, au
lieu de I'équation (2), la formule suivante

1), S0 g (b,

x

de laquelle on conclnra, en faisant converger x vers
la limite oo,

lim. L2 5 H.

La limite du rapport
fl=)

x

sera donc supérieure au nombre £, quelque grand
quil soit. Cette limite supérieure a tout nombre
assignable nc peut étre que linfini positif.

Supposons enfin £ = — oco. Pour ramener ce
dernier cas au précédent, il suffira d'observer que,
la différence

Sz +1)—f()

ayant pout limite — oo, la suivante
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[—f(a+r1)]=[=f(2)]

aura pour limite +~o0. On en conclura que la limite

de ”—f;-(i)- est égale a + oo, et parsuite celle de

CoroLrAIRE 1. Pour montrer une application
du théorcme précédent, supposons
f (z)=L (1,') ,
L étant la caractéristique des logarithmes dans un
systeme dont la base surpasse I'unité. O trouvera

Sle+1)—flo)=L{v+ )= L{x)=L ( +--),
et par suite
k - L (l+é) :L(I):O.
On peut donc aflirmer que, 2 venant a croitre indé-
finiment, le rapport

L(z)

<

convergera vers la limite zéro; et il en résulte que,
dans un systéeme dont la base est superieure a l'u-
nité, les logarithmes des nombres croissent beau-
coup moins rapidement que les nombres euzx-mémes.

COROLLAIRE 2. Supposons, cn second lieu,
flx)=4",
A désignant un nombre supérieur a ['unité. On
trouvera

S@1)—f ()= — A= (A=),
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et par suite
A‘:Aw (A— i ):oo
On peut donc aflirmer que, x venant a croitre indé-
finiment , le rapport

Ax

X

converge vers fa limite oo ; et il en résulte que
Uexponentielle 4%, lorsque le nombre 4 surpasse
Uunité, finit par croitre beaucoup plus rapidement
que la variable x.

Cororr4iRE 3. On doit observer, au reste,
quil n'y a lieu a chercher par le théoreme 1. la
valeur du-rapport

S (=]

x

correspondante & x=oo, que dans le cas ou Ia
fonction f(x) devient infinie avee la variable .
Si cette fonction restait finie pour 2= oo , le rap-
Fix)

{
x

port aurait évidemment zéro pour limite.
Je passe au théoréme qui sert & déterminer dans

plusieurs cas la valeur de

ST
pour z=oco. Voici en quoi il consiste :
2.° THEOREME. 87, la fonction f{x) étant positive
pour de trés-grandes valeurs de z, le rapport
i)
J(#)
converge, tandis que x croit indéfiniment, vers la
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limite k, l'expression

[f(z) ]
convergera en méme lemps vers la méme limite.
DEMONSTRATION. Supposons d'abord que la
quantité &, nécessaircment positive, ait une valeur
finie, et désignons par ¢ un nombre aussi petit que
Ton voudra. Puisque des valeurs croissantes de x
font converger le rapport

Slz+1)
S(=)
vers la limite £, on pourra donner au nombre 4 une
valeur assez considérable pour que, x étant égal ou
supérieur a %, le rapport dont il sagit’soit cons-
tamment compris entre les limites

k—e, ke
Cela posé, si l'on désigne par » un nombre entier

quelconque, chacune des quantités

Slh+1) S(h+2) Sh-n)
SRy flhsma) T Slhn—)
et par suite leur moyennc géométrique, saveir,
[ (A1) ] 5
, Tk
se trouvera comprise entre les limites k—¢, & +¢.
On aura donc
L] "
0 =k+a,
a étant une quantité comprise entre les limites —¢,
-+ ¢. Soit maintenant
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h+n=ua

L'équation précédente deviendra
@ [T =k
et I'on en conclura
Sy =f(h).(F+a)* .
G) U@ =LW] (k+a)"=

De plus, pour faire croitre indéfiniment fa valeur de
z, it suffira de faire eroitre indéfiniment Ie nombre
entier 7, sans changer fa valeur de 4. Supposons, en
conséquence, que dans I'équation (5) I'on considére
£ comme une quantité constante, et - comme une
quantité variable qui converge vers la limite oo.
Les quantités

-

B, 1 =4

renfermées dans fe sccond membre, convergeront
vers la limite 1, et le second membre lui-méme vers
une limite de la forme

k+a,

a étant toujours compris entre — ¢ et —+ ¢. Par
suite, Fexpression

[f()T*

aura pour limite une quantité comprise entre £ —¢
et k+¢. Cette conclusion devant subsister, quelle
que soit la petitesse du nombre ¢, il en résulte que
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Ja limite en question sera précisément fa quantité k.
En dautres termes, on aura
. L . Sflr—+1

(6)  lm [f(@)) =k =lim LSO

Supposons, en second lieu, fa quantité £ infinie,
Cest-alire, puisque cette quantitéest positive, £ =oo.
En désignant alors par i un nombre aussi grand
que Ton voudra , en pourra toujours attribuer au
nombre % une valeur assez considérable pour que,
z étant égal ou supéricur a &, le rapport

S(z+1)

Slz)y
quI converge vers fa limite oo, devienne constam-
ment supérieur a f1; et, en raisonnant comme ci-

dessus, on ¢tablira la formule
T
flhen)
1| > H
[ S (k)
Si maintenant on posc & +n=.r, on tronvera, au
lieu de I'¢quation (5), la formule suivante

1 r h
AR E =z
Sy > H =
de {aquelle on conclura, en faisant CONVErger . vers
la limite oo ,

lim. [ f(2)]" > H.

La limite du rapport

()]

sera donc supéricure au nombre H, quelque grand
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qu'il soit. Cette limite, supérieure & tout nombre
assignable, ne peut étre que l'infini positif.

Nota. On pourrait facilement démontrer 'équa-
tion (6), en cherchant par le théoréme 1.* la limite
vers laquelle converge le logarithme

L Lf(e)

L f{e)]" = —%
et repassant ensuite des logarithmes aux nombres.
Cororrirg 1" Pour donner une application
du 2.7 théoreme, supposons

S(z)==;

on aura
Slr+1) x4 1
fe) - T T T
et par suite, en passant aux limites ,
k=1.

Donc, si Ton fait croitre indéfiniment la variable «,
{a fonction

K=

x

eonvergera vers la limite 1.
CoROLLAIRE 2. Soit, en second lieu,

Sfl&)=ax" +br™ + cax™* + &e.... = P,

en sorte que P désigne un polynome en = du degré
5. On trouvera

N\ b i\ ¢ \"*
f<z+r>_”(‘+2) +x(‘+2> 'FF(“%) Hae.
S(=) 4

[
a4 -+ &...,
x x
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et, en passant aux limites,

/c:—Z—:x.

Si donc P représente un polynome entier quel-

conque , P aura pour limite 1.
CoROLLAIRE 3. Soit enfin
S(x)=L (z).
On trouvera
flz+1) _ L(zany _ Ln)+L{1+1}
J=)y T L(x) T L (z)
L(1+2)

:l+—L(x) ’

et, en passant aux limites ,

k=r1.

Par suite, [ L ()] *a encore pour limite [unité.
Les théorémes 1. et 2.° subsistent évidemment
dans le cas méme ou la variable x est considérée
comme ne pouvant admettre que des valeurs en-
tieres. En effet, pour rendre applicables a ce cas
particulier les démonstrations que nous avons don-
nées des deux théorémes, il suflit de concevoir que
la quantité désignée par & dans chacune de ces
démonstrations devienne un nombre entier trés-
considérable. Si, dansle méme cas, on représente les
valeurs successives de fa fonction f(.r) correspon-
dantes aux diverses valeurs entiéres de x, savoir,
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SO f@)s fB) wonn fn),

4, A4,, A4, ..... A,,
on obtiendra a la place des théorémes 1. et 2.
les propositions suivantes.

3. THEOREME. S: la suite des quantités
A, A, A, ... A,, &ec. ...

est telle que la différence entre deux termes con-
sécutifs de cette suite, savoir,

All+l - An
converge constamment, pour des valeurs croissantes
de n, vers une limite Sixe 4, le rapport
A,

n

par

convergera en méme temps vers la méme limite.

4.c THEOREME. 87 la suite des nombres
A, A, A, ..... A,, &ec. ...
est telle que le rapport entre deux termes conse-
cutifs, savoir,
A i

converge constamment, pour des valeurs croissantes
de n, vers une limite fire 4, Uexpression

(4.)

convergera en méme temps vers la méme Limste.

kS
"
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Pour montrer une application du dernier théoreme,
supposons

.A,,:I.Z.}...n.
La suite 4., 4,, ... &c. ... deviendra

1, 1.2, 1.2.3, &c... 1.2.3 .. (—1)n, &e.oj

et le rapport entre deux termes consécutifs de la
méme suite, savoir,

A 1.2.3...n(n—+1)
tr — =n—+1,
Ay L2,

convergera évidemment , pour des valeurs crois-
santes de 7, vers la limite co. Par suite, Texpres-
sion

ajm

(A,)" =(1.2.3...n)
converge vers la méme limite.

On trouverait, au contraire, que I'expression

f n
(=)

converge, pour des valeurs croissantes de », vers
la limite zéro.

Souvent, a laide des théorémes 1.5 et 2.%, on
peut déterminer la valeur singuliére que recoit une
fonction composée de la variable , tandis que cette
variable s'évanouit. Ainsi, par exemple, si fon veut
obtenir la valeur singuliére de 2* correspondante a
x=o0, il suffira de chercher la limite vers laquelle
converge, pour des valeurs croissantes de z, lex-
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1

pression (—;) = "LI . Cette limite, en vertu du
27
théoréme 2.° (corollaire 1.7), est égale a T'unité.
De méme, on conclurait du théoréme 1. (corol-
faire 1.") que la fonction
xL (r)
sévanouit avec la variable .
Lorsque les deux termes d'une fraction sont des
quantités infiniment petites, dont les valeurs nu-
meriques décroissent indéfimiment avec celle de la
variable o, la valeur singuliére gque recoit cette
Jraction, pour o = o, est tantdt finie, tantét nulle
ou infinie. En effet, désignons par &, &' deux cons-
tantes finfes qui ne soient pas nulles, et par ¢, ¢’
deux nombres variables qui convergent avec « vers
la limite zéro. Deux infiniment petits, Tun del'ordre
n, lautre de I'ordre »', pourront étre représentés
respectivement par

ka(vxe), ka™'(1xe');
et lenr rapport, savoir,

ka™ (1€ oo d — ’
S ) = —X Xd.v'z’ T =y
ka"(12z¢) k 1£e k7 ouke T a™m

aura évidemment pour limite

K e r__
o si Ton suppose n'=n,
o, si 'on suppose n>n,

& oo, si I'on suppose n <n
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On prouverait de méme que la limite vers laquelle
converge le rapport de deux quantités infiniment
grandes, tandis que leurs valeurs numeériques crois-
sent indéfiniment avec celle d'une méme variable z,
peut étre nulle, finie, ou infinie. Seulement, cette
limite a un signe déterminé, constamment égal au
produit des signes des deux quantités que Fon con-
sidére.

Parmi les fractions, dont les deux termes conver-
gent avec la variable « vers la limite zéro, on doit
placer la suivante

flzta) —f(2)
a ’
toutes les fois qu'on attribuc a la variable z une
valeur dans le voisinage de laquelle la fonction f{.r)
reste continue. En effet, dans cette hypothése, la
différence

S(z+a)—f(r)
est une quantité infiniment petite. On peut mémeo
remarquer qu'elle est en général un infiniment petit

du premier ordre, en sorte que le rapport

Sflr+a)—fiz)
a

converge ordinairement , tandis que la valeur nu-
mérique de o diminue, vers une limite finie diffé-
rente de zéro. Cette limite sera, par exemple,

3

2z, silonprend f(z)==z

et ——, sifon prend f(z)=-—.
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Dans e cas particulier ou I'on suppose # == o, le
rapport Sl —fn (H_“l —ftx)
Sla)—f(o)

a

se rédult a cet autre

.

Parmi les rapports de cette derniére espéce, nous

Iy

nous bornerons ici & considérer le suivant

sin. a
&

Comme il peut étre mis sous la forme

sin. (—a)

S,
sa limite restera la méme, quel que soit e signe de
a. Cela posé, concevons que Tarc « regoive une
valeur positive trés-petite. La corde de T'arc double
2 @ étant représentée par 2 sin. &, on aura évidem-
ment 2 & >2sin. &, et par suite

o > sin. a.

De plus, Ja somme des tangentes menées aux cx-
trémités de I'arc 2 étant représentée par 2 tang. «.,
et formant une portion de polygone qui enveloppe
cet arc, on aura encore 2 tang. & >2d, et par
conséquent

tang. o > .

En réunissant les deux formules qu'on vient d'éta-
blic, on trouvera

sin, & < & < tang. & ;

puis » €N remettant pour tang. & sa valeur,
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sin. &

sin, & < A& < ——— ,
cos. &

et par suite
a 1
1< sin. & < cos. a '

sin. &
I > — > cos. &.

Or, tandis que a diminue, cos. & converge vers
Ia limite 1 : i en sera donc de méme &for{iori du

rapport i toujours compris centre 1 et cos. @,
en sorte qu'on aurs
. in. &
(7) lLim. ———Sma = 1.

La recherche des limites vers lesquelles convergent

les rapports f‘,”'_aa) —/lx) , Sl :ﬂo‘) étant un

des principaux objets du calcul infinitésimal, nous
ne uous y arréterons pas davantage.

Il nous reste a examiner les valeurs singulicres
des fonctions de plusicurs variables. Quelquetois ces
valeurs sont complétement déterminées, et indé-
pendantes des relations que l'on pourrait établir entre
fes variables. Ainsi, par exemple, si I'on désigne par

a, 6, 2, Y.
quatre variables positives, dont les deux premicres
convergent vers la limite zéro, et les deux dernicres
vers la limite oo , on reconnaitra sans peine que les
expressions

a
“C’ XY, 7 , a”, x7,

LI
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ont pour limites respectives

0, c©, 0, 0, 0, o0,

Mais Ie plus souvent fa valeur singuliére d’'une fonc-
tion de plusieurs variables ne peut étre entiérement
déterminée que danslc cas particulier ou, en faisant
converger ces variables vers leurs limites respec-
tives, on établit entre elles certaines relations ; et,
tant que ces relations ne sont pas fixées, la valeur
singulicre dont il sagit est une quantité ou to-
talement indéterminée , ou seulement assujettie a
rester comprise entre des limites connucs. Ainsi,
comme on I'a remarqué plus haut, la valcur singu-
licre a laquelle se réduit le rapport de deux variables
infiniment petites, dans le cas ot chacune de ces va-
riables s'évanouit, peut étre une quantité quelconque
finic, nulle ou nfinie. En d’autres termes, cette
valeur singuliére sera complétement indéterminée.
Si, au licu de deux variables infiiment petites, on
considere deux variables infmiment grandes, on
trouvera que le rapport de ces dernicres , tandis
que leurs valeurs numériques croissentindéfiniment,
converge encore vers unc limite arbitraire, mais
positive ou négative, suivant que les deux variables
sont de méme signe ou de signes contraires. Il est
également facile de sassurer que le produit d'une
variable infiniment petite par une variable infiniment
grande a pour limite une quantité¢ complétement
indéterminée.

Afin de présenter une derniére application des
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principes qu'on vient d'établir, cherchons quelles
valeurs il faut attribuer aux variables z et ¥ pour
que la valeur de la fonction

1

y x
devienne indéterminée. Si I'on désigne par 4 un
nombre supérieur a l'unité, et par L la caractéris-

tique des logarithmes dans le systeme dont la base
est A, on aura évidemment

L{r)
y=4 ",
et par suite
I Liy)
Y =4 =
Or, il est clair que T'expression
L(r)
A=

convergera vers une limite indéterminée, lorsque

le rapport
L (y)

X

convergera lui-méme vers une semblable limite, ce
qui arrivera dans deux cas différens, savoir, 1.°lors-
que L (y) et = seront deux quantités infiniment
petites, cest-a-dire, lorsque x et y auront pour
limites respectives o et 1; 2.° lorsque L (y) et =
seront deux quantités infiniment grandes, clest-a-
dire, lorsque x ayant une limite infinie, y aura pour
limite o ou oo. If est bon d'observer que, dans 'un
et lautre cas, la limite indéterminée de l'expression
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Liy)

A =Y
sera nécessairement positive. Il peut méme arriver
que cette limite soit assujettie & demeurer comprise
entre les valeurs extrémes o et 1, ou bien entre
les suivantes, 1 et co. Concevons, par cxemple,
que chacune des variables .z et y converge vers la
limite co. Dans ce cas, la limite du rapport

’ rapp
L (y)

x

1
x

étant une quantité positive quelconque, celle de
1 L

Y* — A - ne pourra étre qu'une quantité

moyenne entre 1 et co. Cette moyenae sera duil-

leurs indéterminée , tant que Pon .n'établira pas

entre les variables infiniment grandes x et y de

relation particuliére. Mais si Pon suppose

y=f(x),

S () désignant une fonction qui croisse indéfini-
ment avec la variable .z, alors la moyenne dont il
sagit, nw'étant autre chese que la limite de

[f(=)],

obtiendra une valeur déterminée, que f'on pourra
souvent calculer 4 l'aide du théoréme 2.¢

Si, au lieu de la fonction 3/5“ , on eut considéré
la suivante
¥,
on aurait trouvé que cette derniére devient indéter-
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minée, 1.° lorsque la variable y converge vers la
limite 1, et la variable x vers 'une des suivantes,
— o0, + 00 ; 2.° lorsque, la variable x ayant zéro
pour limite; y converge vers zéro ou vers Pinfini
positif.

Quelquefois on rencontre dans le calcul des ex-
pressions singuliéres qui ne peuvent étre considérées
gue comme des limites vers lesquelles convergent
des fonctions de plusieurs variables, tandis que ces
mémes variables deviennent infiniment petites ou
infiniment grandes, ou méme, plus généralement,
convergent vers des limites fixes. Telles sont, par
exemple, les expressions

ox0. =, coxoo, X oxoo, 0°, 1%, &
y o ' oo ’ » 1, &C....

parmi lesquelles on doit regarder les deux premiéres
comme les limites vers lesquelles convergent e pro-
d,uit et le rapport de deux variables infiniment pe-
tites, les deux suivant  comme les limites du produit
et du rapport de deux variables positives infiniment
grandes, &c.... Si on consideére en particulier les
expressions singuliéres que produisent les fonctions

S

x

T4y, 2y, T Y Y

on trouvera que les valeurs de ces mémes expres-
sions, lorsque les variables restent indépendantes,
peuvent étre aisément fixées par ce qui précede. Les
équations qui serviront & déterminer ces valeurs
seront respectxvement
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pour la fonction

L4+Y... 00400 =00, 00 —co=M{—00, + oc});

ox0=0, 0x0=0x—co=M([(—o0, “+oof);
XY...
oo}

XN —=— O X—00=00, QX ——0C0=— QO]
oo =00
© Mo, +oc), 2= elzo, =TT =+ 00,
r o} oo =00 (o} o]
¥ "o —o co =00
g-—*“—/”((o,oc)), T—;—M((’—O0,0)))
R o’=oa’=AM(jo, o)), 0¥ =c0"® =0,
y o o—°°=oo°°=oo, lmzx“sz((O. oo)),
0%==00°==0 o0 00, 0 R =00 -® =M(o, 1}
1
Yooy L L
0™% =00 % = M(1, oo), 1 o=Mo, oo}
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CHAPITRE IIL

Des Fonctions symétriques et des Fonctions alter-
nées. Usage de ces fonctions pour la résolution
des équations du premicr degré a un nombre
quelconque d'inconnues. Des Fonctions homo-

génes.

§. 1. Des Fonctions symetriques.

UNE fonction symeétrigue de plusieurs quantités
est celle qui conserve la méme valeur et le méme
signe aprés un échange quelconque opéré entre ces
quantités. Ainsi, par exemple, chacune des fonctions

x4y, x7+y’, TYZ, sin. T+ sin. y+sin. 3, &c...
est symétrique par rapport aux variables qu'elle ren-
ferme, tandis que

r—y, x7, &c....
sont des fonctions non symétriques des variables x
et y. Dc méme encore
b+ec, b+, be, &e...
sont des fonctions symétriques des dcux quantités
b: ¢y
b+c+d, b*+c*+d*, be+-bd+cd, bed

sont des fonctions symétriques des trois quantités
b,c,d, &ec....
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Parmi les fonctions symétriques de plusieurs
quantités b, c...g, %, on doit distinguer celles qui
servent de coefliciens aux diverses puissances de a
dans le développement du produit

(e—b)(a—c).....(a—g) (a—h),

et dont les propriétés conduisent a une solution trés-
élégante de plusieurs équations da premicr degré
entre n variables ., y, 3...u, v, lorsque ces équa-
tions sont de la forme

T4+ Y + 2 +...+ u + v =k,
axr+by+ cz+...+gu+hv==~F,

(1)) @x+by+ez+...+gurhv="rF,

a0 Y B g U R =R,
En effet, soient

A, ,=—(b+e+&ec....+g+h),

A, =bcr...+-bg+bh+ ...+ cg+ch+.. .+ gk,

Aozibc....gﬁ
les fouctions symétriques dont i s'agit, en sorte
qu'on ait

a'+A, a7 +.. +Aa+A=(a—b)(a—c)(a—d)...

Si, dans cette derniére formule, on remplace suc-
cessivement a par b, par ¢, &c...., par g, par £,
on trouvera
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b+ A, b+ &e...+Ab+A =0,

4, "+ & +Ac+A,=o0,

&e.....
g+ A, _ g +&e...+Ag+A4,=0,
R+ A, R+ &e...+Ah+A,=o0.

Si I'on ajoute ensuite membre i membre les équa-
tions (1), apres avoir multiplié la premicre par A,,
la seconde par 4, , &ec..., Pavant-derniére par 4,_,,
et la derniére par funité, on obtiendra la suivante

(a7 +A4, a7 +&e....+4,a+A,)x

=k _+A_k_ +&c...+Ak +Ak,;

et l'on en conclura

(2) K
\
ko (b gt lik,_ e -bbgbh. Acgch Aghk, ,—&c.Ebe..gh k,
w—b)la—cy ... (=g, (a—1t).

On déterminerait par un procédé analdgue les va-
leurs des autres mconnues y, 3

Lorsque, dans les équations (1), on substitue aux
constantes

..U, v

koo Loy Ky ook

2 71=1 3

les puissances enticres successives d'une méine quan-
tité 4, savoir,

ki=1, A‘, k... A‘ﬂh:,

fa valeur trouvdée pour x se réduit a
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(kb)) (k—o)....(k—g) (k—4)
(3) ¥ = (a—b)(a—c).. . (a—g)(a—h) °

§. 2.° Des Fonctions alternées.

Une fonction alternée de plusieurs quantités est
celle qui change de signe, mais en conscrvant au
signe pres la méme valeur, lorsqu'on échange deux
de ces quantités entre elles; en sorte que, par une
suite de scmblables échanges, la fonction devienne
alternativement positive et négative, D’aprés cette
définition ,

r—y, xy—xy, L (%) , sin.x—sin. y , &ec...

sont des fonctions alternées des deux variables =
et ¥,
(z—y)(x—3)(y—3)

est unc fonction alternée des trois variables z, y,
z; et ainsi de suite,

Parmi les fonctions alternées de plusieurs va-
riables

X, Y, T ..U, v,

on doit distinguer celles qui sont rationnelles et en-
ticres par rapport & chacune de ces mémes variables.
Supposons une semblable fonction développée et
mise sous la forme d'un polynome, Un de ses termes,

pris au hasard, sera de la forme

ka?yds .. u e,
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Pr ¢, 7 ..., t désignant des nombres entiers, et
k un coeflicient quelconque. De plus, la fonction
devant changer de signe, mais conserver au signe
prés la méme valeur, aprés 'échange mutuel des
deux variables x et i, il faudra de toute nécessité
qu'au terme dont il sagit corresponde un autre
terme de signe contraire

déduit du premier en vertu de cet échange. La
fonction se composera donc de termes alternative-
ment positifs et négatifs, qui, réunis deux a deux,
produiront des binomes de ia forme

karylzr . wv' —kxly 7. v

L. 4

=k(xPy! —xfy? )3 ... u "

Dans chaque binome de cette espece, p, ¢ seront

nécessairement deux nombres entiers distincts I'un
de Tautre; et, comme la différence

a? y’_.. xf yl’

est évidemment divisible par ¥ —x, ou, ce qui re-
vient au méme, par z —y, il en résulte que chaque
hinome et par suite la somme des binomes ou la
fonction proposée sera divisible par

= (y—z).
Comme on peut dailleurs, dans fes raisonnemens
qui précédent, substituer aux variables - et y deux
autres variables quelconques z et z,0u-y et z, &c..,
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on obtiendra définitivement les conclusions sui-
vantes :

1.* Une fonction alternée, mais entiére, de plu-
sieurs variables x, y, z ..... u, v, est composée
de termes alternativement gpositifs et négatifs, dans
chacun desquels les diverses variables ont toutes
des exposans différens ;

2.” Une semblable fonction est divisible par le
produit des différences

* (y—a), £(z—2), .. & (u

(u—
+(z—y), .= (u—
=(

x), = (v—a),
) =(v—y),
) =(v

(1) &e. ...

L x(v—u),

prises chacune avec tel signe que F'on voudra.

Le produit dont il est ici question, ainsi qu'on
peut aisément le reconnaitre, est lui-méme une fonc-
tion alternée des variables que l'on considére. Pour
le prouver, il suffit de faire voir que ce produit
change de ‘sigr'xe , en conservant au signe prés la.
méme valeur, aprés 'échange mutuel de deux va-
riables, x et y par exemple. Or cn effet, suivant
que l'on adopte pour chaque différence le signe +-
ou le signe —, ce produit se trouve égal soit & +,
soit 4 — @, la valeur de @ étant déterminée par 'é-
quation

(2) P =

(y—2) (mat). () (9 % (3 ). - () (5= % % (90
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et, comme il est évident que cette valeur de @ change
seulement de signe en vertu de I'échange mutuel
des variables et y, on peut conclure quil en sera
de méme d'une fonction équivalente soit & +Q@,
soit & — Q.

Concevons, pour fixer les idées, que fon prenne
chacune des différences (1) avec le signe +. Le
produit de toutes ces différences sera la fonction @
déterminée par l'équation (2), ou, ce qui revient
au méme, par la suivante

(3) Q=

(y—r) x (32) (59) xoerrx (9mm2) (9—y) (92 ). (3—u).

Si, de plus, on appelle » le nombre des variables
Z,Y, 3 ...u, v; n—1 sera évidlemment le nombre
des différences qui renferment unc méme variable :
et par suite, dans chaque terme de la fonction @
développée et mise sous la forme d’'un polynome,
'exposant d'une variable quelconque ne pourra sur-
passcr z— 1. Enfin, comme dans un méme terme
les différentes variables devront étre affectées d'ex-
posans différens, il est clair que ces divers exposans
seront respectivement égaux aux nombres

0, 1, 2, 3, «ouu. 2—1.

Chaque terme, abstraction faite du signe et du coef-
ficient numérique , sera donc équivalent au produit
des diverses variables rangées dans un ordre quel-
conque, et respectivement clevées aux puissances
marquées parlesnombres o, 1, 2, 3,... n—1. Ondeit
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ajouter que chaque produit de cetie espéce se trou-
vera compris une seule fois , tantot avec le signe +,
tantot avec le signe —, dans le developpement de
la fonction @. Par exemple, le produit

2yt e ™

ne pourra étre formé que par la multiplication des
premiéres lettres des facteurs binomes qui compo-
sent le second membre de I'équation (3)-

A Taide des principes que nous venons d’établir,
il est facile de construire en entier le développement
de la fonction @, et de démontrer ses diverses pro-
priétés [ voyez a ce sujet la note IV ]. Nous alfons
maintenant faire voir comment on se trouve conduit,
par la considération d'un semblable développement,
a la résolution des équations générales du premier
degré a plusieurs variables.

Soient

(a,x+by+c,z+...+g,u+h,v=Fk,,

ax+b y+es+...+gurhv==rk,,

(4), a.x+b.y+cz+...+gu+hv=k,,
&e.....
a, x+b, y+c, .. +g,_u+h _v==k_,

n équations linéaires entre les » variables ou incon-
nues

X, Y, 3 ...u, v,

et les constantes
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a, b, ¢, &c.... g, h,, k.,
a, b, ¢, &.... g, Rk, k,
a,, b, c,, &c.... g, k., £k

2

an—l b bn—! b cn—l ? &C... gn—x ? ku—x 1 kﬂ—l ]

choisies arbitrairement. Représentons, en outre, par
P ce que devient la fonction @ lorsqu'on y rem-
place les variables

T, Y, 3 ...u, v
par les lettres

a, b, ¢ ... g, k
considérées comme autant de nouvelles quantités ;
en sorte qu'on ait

(5) P =

(b—a) x (c—a)(c—b)x...x (h—a) (k—b) (h—c)..... (h—g>.

Le produit P sera la fonction alternée la plus
simple des quantités @, b, ¢ ... g, h; et, si fon
développe cette fonction par la multiplication algé-
brique de ses facteurs binomes, chaque terme du.
développement sera équivalent, au signe prés, au
produit de ces mémes quantités rangées dans un
certain ordre, et respectivement élevées a des puis-
sances marquées par les exposans o, 1, 2, 3y B—1.
Cela posé, concevons que dans chaque terme on
remplace les exposans des lettres par des indices,
en écrivant, par exemple,

a b c, ..... Gur
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au lien du terme

ab c..... g kg
et désignons par D ce que devient alors le dévelop-
pement du produit P. La quantité D aura évidem-
ment, tout comme le produit P, la propriété de
changer de signe, lorsqu'on échangera entre elles
deux des lettres données, par exemple, les deux
lettres a et b. 1 est ais¢ d’en conclure que la valeur
de D sera réduite a zéro, si l'on écrit dans tous ses
termes la lettre & a la place de la lettre @, sans
écrire en méme temps a a la place de 4. Il en serait
de méme si 'on écrivait par-tout a la place de la
lettre a Tune des lettres c.... g, A. Par suite, si,
dans le polynome D, on désigne la somme des termes
qui ont @, pour facteur commun par 4,q,, la
somme des termes qui renferment le facteur a, par’
A.a,, &ec..... ; enfin la somme des termes qui ont
pour facteur a,_, par 4,_.a, ., en sorte que- la
valeur de D soit donnée par l'équation

(6) D=Ad,a+A,a+A,a+&c.+A,  a

on trouvera, en écrivant successivement dans le
second membre de cette équation les lettres &, c...
& h, ala place de la lettre a,

o=Ab+Ab+Ab+...+A,_ b

o=A.c,+A,c,+Ae,+...+A,_ ¢

7n~11%

n—r1 9

=19

o :Aog°+A,g,+A,g;+...+A,,_,g,,_, ,
o=Ahk+Ar+Ah+...+~A _ }

=1 n—1*
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Supposons maintenant quon ajoute membre &
membre les équations (4), aprés avoir multiplié¢ la
premiére par A,, la seconde par 4,, la troisieme
On verra, dans cette
addition, les coefficiens des inconnues y, 5 ...
disparaitre d'cux-mémes en vertu des formules (7),

par A4, ... la derniére par 4

f—1"

et 'on obtiendra définitivement léquation
Dr=Ak+Ak~+A k+&e..+A4,

de laquelle on conclura

k

(8) r — Au“u+A;If.+A;k,+&C-~-+A,,_x I‘u

D

Comme dailleurs des deux quantités

Doet Ak, +~A bk +~Ak +~....+A,_ k,_,

la premiére est ce que devient le développement

du produit

(b—a)x(c—a)(c—b)x...x (h—a)(h—b)h—c).. {h—g),

lorsque dans ce développement on remplace les ex-
posans des lettres par des indices, et la seconde, ce
que devient la quantité D, équivalente au sccond
membre de Ia formule (6), lorsqu'on y substitue la
lettre £ a la lettre a; il en résulte que la valeur de

x peut étre censée déterminée par I'équation

(9) x =

(<]

(b—k)x (e—k)(ce—8)x..x (h—k)(h—b)(h—c) ...(h—
(h

(b—a)x{e—a}{c—b)x.. . x(h—a) h—b){h—c)...

pourvu que Pon convienne de développer les d
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termes de la fraction qui forme le second membre,
et de remplacer dans chaque développement fes
exposans des lettres par des indices. La valeur que
Péquation (9) prise a la lettre semble fournir pour
l'incounue ¢, n'étant pas exacte et ne pouvant le
devenir que par suite des modifications énoneces,
est ce que nous nommerons unc valeur symbolique
de cette inconnue.

La méthode qui nous a conduits 4 la valeur sym-
bolique de .« fournirait également cclles des autres
inconnues. Pour montrer une application de cette
méthode, supposons qu'il s'agisse de résoudre les
équations linéaires

a,x +by+c,z==k,,
(1o) {a,x+ b,y +c,z=4Fk,
a,x+by+cz==F,.
On trouvera dans cette hypothése, pour la valeur
symbolique de linconnue x,

(b—hk)(e—K)(c—1b)
Fw(c—a)(e—b)
RV — kb - Kb et — Kbt 4 B2 — ke

T a’b'er—albie! + a'bic’— a'bcr 4 atooc'— athie ?

(11) z=

et par suite, la valeur véritable de ia méme incon-
nue sera

kb, ~k b e kb, c~kbe,+k b —k,bc,
2 &€X== = - 2 -
( ! ') v abc,—ab,c4ab co—abe,+a,b.c—a,bc,

Nota. Lorsque, dans les équatious (4), on rem-
place les indices des lettres @, 6, ¢ ... g, &, k par des
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exposans, la valgur symbolique de z donnée par
Péquation (g) devient évidemment la valeur véri.
table, et coincide, comme on devait s’y attendre,
avec celle que fournit {a formule (3) du §. 1.

§. 3.° Des Fonctions homogeénes.

Une fonction de plusieurs variables z, y, z ...
est homogéne, lorsque, ¢ désignant une_ nouvelle
variable indépendante des premicres, le changcment
de x en tx, dey en ty, de z en tz... fait varier
cette fonction dans le rapport de P'unité a une puis-
sance déterminée de ¢; et Iexposant de cette puis-
sance est ce quon nomme le degré de la fonction
homogéne. En d'autres termes,

flx, y, = el

sera une fonction homogéne du degré a par rapport
aux variables z, y, 5..., si fon a, quel que soit ¢,

(1) Sf(tx, ty, tz...)=t*f(z, y, 2...)

Ainsi, par exemple,
T +ry+y, Vizy), ly—lx,

sont trois fonctions homogenes des variables « et y,
la premiére du second degré, la deusicme du pre-
mier degré, et la troisiéme d’'un degré¢ nul. Une
fonction enticre des variables x, ¥, z ... composée
de termes tellement choisis, que la somme des ex-
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posans des diverses variables soit la méme dans tous
les termes, est évidemment homogéne.

Si, dans la formule (1), on fait t:::—, on en

conclura

(2) f(.r,y,z...):.z"f('l, Z,;—)

Cette derniére équation établit une propriété des
fonctions homogenes quon peut énoncer de la ma-
niére suivante :

Lorsqu'une fonction de plusieurs variables =,
Y, z.... est homogéne , elle équivaut au produit
de l'une quelconque des variables elevee a une cer-
taine puissance parune, ﬁmctz'on des rapports entre
ces mémes variables combinees deux a deu.r.

On peut ajouter que cette propriété appartient
exclusivement aux fonctions homogenes. Et, en
effet , supposons f(x, y, 2 ....) cyuivalente au
produit de x* par une fonction des rapporis entre
les variables z, y, z.... combinées deux a deux.
Comme on pourra exprimer tous ces rapports au
moyen de ceux qui ont x pour dénominateur, en

. . - z
écrivant par cxemple, au lieu de o

()"

il en résulte que la valeur de f(x, y, 5 ...) sera
donnée par une équation de la forme
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Sflz, vy, z...):.r"Q)(%—, %)

Cctte équation devra subsister, quelles que soient
les valeurs de x, v, z...; et, si l'on y remplace

x par fx, yparity, sparis...,

elle deviendra

fltx, ty, ta ...):t“.x“cp(%, Z )

Par suite, on aura, quel que soit ¢, dans I'hypo-
thése admise,

Sz, ty, tz.. )= f(z, y, 5...);
ou, en d'autres termcs,

flz, y, z.....)

sera une fonction homogéne du degré @ par rap-
port aux variables z, v, 5 .
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CHAPITRE 1IV.
Deétermination des Fonctions entiéres, d' aprés un
certain nombre de valeurs particultéres suppo-
sées connues. Applications.

§. 1.7 Recherche des Fonctions entieéres d'une seule
variable , pour lesquelles on connait un certain
nombre de valeurs particuliéres.

DETERMINER une fonction d'aprés un certain
nombre de valeurs particuliéres supposées connues,
cest ce quon appelle inferpoler. Lorsquil sagit
d’'une fonction d'une ou de deux variables, cette
fonction peut étre considérée comme Tordonnée
d'une courbe ou d'une surface; ct e probleme de
Vinterpolation consiste a fixer la valeur générale
de cette ordonnée, daprés un certain nombre de
valeurs particulicres, cest-a-dive, a faire passer
la courbe ou 1a surface par un certain nombre de
points. Cette question peut étre résolue d'une infi-
nité de maniéres ; et en général le probleme de
Iinterpolation est indéterminé. Toutefois Tindéter-
mination cessera, si a la connaissance des valeurs
particulieres de la fonction cherchée on ajoute la
condition expresse que cette fonction soit enticre,
et d'un degré tel que le nombre de ses termes de-
vienne précisément égal an nombre des valeurs
particuliéres donndes.
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Supposons, pour fixer les idées, que l'on con-
sidére d’'abord les fonctions entiéres d'une seule
variable . On établira facilement & leur égard les
propositions suivantes.

1. THEOREME. i une fonction entiére de la
variable z s’ évanouit pour une valeur particuliére
de cette variable, par exemple, pour z=z,, elle
sera diwisible algeébriquement par z—=,.

2.° THEOREME. Si une fonction entiére de la
variable = s'évanouit pour chacune des valeurs de
z comprises dans la suite

Toy T,y T, «ov T,

n désignant un nombre entier quelconque, elle sera
nécessairement divisible par le produit

(x—2z,) (—2)) (z—2)) ... (x—z,_).

Soient maintenant () et () deux fonctions
enticres de la variable z, lune et l'autre du degré
n—1, ct qui deviennent égales entre elles pour
chacune des » valeurs particuliéres de = comprises
dans la suite z,, x , x ...z _ . Je dis que ces
deux fonctions seront identiquement égales, cest-
a-dire, qu'on aura, quel que soit z,

()= (2):

ct en cffet, si cette égalité n'avait pas lieu, on trou-

verait dans la différence

$(2) = ()

un polynome entier dont le degré ne surpasserait
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pas n—1, mais qui, s'évanouissant pour chacune
des valeurs de x ci-dessus mentionnées, serait pour-
tant divisible par le produit

(2—2x,)(z—2z,) (x—2.) ... (2—2 ),
c'est-a-dire, par un polynome du degré n; ce qui
est .absurde. On serait assuré @ fortiori de Fégalité
absolue des deux fonctions ¢ () et (), si f'on
savait quelles deviennent égales entre elles pour un
nombre de valeurs de 2 supérieur 2 ». On peut
donc énoncer te théoréme suivant.

3. THEOREME. S7 deux fonctions entiéres de ln
variable = deviennent égales pour un nombre de
valeurs de cette variable supérieur au degré de
chacune des deux fonctions, elles seront identique-
ment égales, quel que soit =.

On en déduit comme corollaire cet autre théo-
réme :

4.° THEOREME. Deux fonctions entiéres de la
variable z sont identiquement égales toutes les Sfois
qi'clles deviennent égales pour des valeurs en-
tiéres quelconques de cette variable, ou méme pour
toutes les valeurs entiéres qui surpassent une limite
donnée.

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de
z, pour lesquelles les deux fonctions deviennent
égales, est indéfini.

I suit du théoréme 3.° qu'une fonction entiére
u du degré n—1 sera complétement déterminée,
si I'on connait ses valeurs particulieres
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0, wu ., u, ... Uu

n—i

correspondantes aux valeurs

° 1

Xry, X, & ... X
2

n=I

de la variable 2. Cherchons dans cette hypothése
la valeur générale de la fonction . Si Ton suppose
d’abord que les valeurs particuliéres #,, « ...%, _ se
réduisent toutes a zéro, a I'exception de la premicre
u,, la fonction, devantalors sévanouir pourr=r,,
pour x=uw,, &ec. ... enfin pour x=x__ , scra

divisible par fe produit

(z—x)(z—2) ... (2—2x,. ),
et sera par couséquent de la forme
w=rk(z—z ) (r—zx)...(t—2, ),

k ne pouvant étre quune quantité constante. De
plus, « devant se réduire & w, pour x=.r,, on en

conclura
N/ N
u" - A r\d“’—xt / "\'r°—-‘rz> cct ("vo-‘xn—x ) 4
ct par suite
r—x 3 flx—zx,) ... (2 —a,
t=1u ( : S - o)
° (IO—“V]. L'lvo—'rx/ .. \IO_""H—I/I

De méme, si les valeurs particu}iéres Uy, U, U, ..
u,_, se réduisent toutes a zéro, a lexception de la

scconde 2 , on trouvera

(g —x,) (x—2x,) ... (2 —a _

U=1u,
(1‘,-—1‘0) (In—'l‘)) cee (F=aly,

&ec. ...
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Enfin, si elles se réduisent toutes & zéro , a Tex-
ception de la derniére «___, on trouvera

(£— %) (z—2,) ... (z—1,,)

U = U
- ; N7 . .
=t \le—l_Io/\‘trx—x_‘rx)" '('Tu—l xn—z)

En réunissant les diverses valeurs de u correspon-
dantes aux diverses hypothéses qu'on vient de faire,
on obtiendra pour somme un polynome cn z du
degré n— 1, qui aura évidemment fa propriété de
s¢ rédwire a u, pour r=ux,, a u, pour r=x ,
&c..... au pour x =x__ . Ce polynome sera
-1 7—1I
done la valeur générale de u qui résout la ques-
tion ])roposée; en sorte que cette valeur générale

se trouvera déterminde par la formule

e —
(2 —x,)(x—x2)..... (2 —z, )
I o Y p
=+ &c.....
‘- (e—z) (2—x)..... (z—x,_,) )

= (=T ) (T, ), —E L)
On pourrait déduire directement la méme formule
de la méthode que nous avons employée ci-dessus
(chap. 11, §. 1) pour résoudre dans un cas parti-
-culier des équations lindaires 4 plusicurs variables ;
[voyez a ce sujet la note V I8

Si, en désignant par @ une quantité¢ constante,
on remplace dans {a formule (1) la fonction 2 par
la fonction u—aq, qui sera évidemmment de méme
degré , et les valeurs particulieres de w par les va-
leurs particuli¢res de w—ea, on obticudra l'équation
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(2 —2,) (z—2:). . (5 —240)

(Zo—a,) (F5—22) . (T0 —Fpey)

(2) v—a=(u—a)

(x=—x,)(x—z,)... (2 —T, )

(J’,—ID)(J’,“—-I‘). . '(zx—'rn—l)

+ (4 —a)

+ &e.. ...

(x—2,)(g—2,) (£ —Fpa) .
+ (o= @) e e T e

et, en comparant cctte équation & la formule (1),
on trouvera la suivante

(3) ;= ;(J.‘—-—.t,)(.z‘——.t;)....(-f—-t,__ll
(Io—xl)('ro._'tx)‘"(IO—IH—I)
(z—z)(z—x2).. (z—2x,,)

(‘tl""o)(’l_‘t;)--'(zl-‘ru-l)
+&c.....

(x“'zo)(,‘t'_'rl)' "“(I—I-—x)

(‘zn—u—xc) (xﬂ—-l—‘tl)' . '(Ii—l_“r.—x) ’

-+

Cette dernicre équation est identique, et subsiste
quel que soit z.

Les équations (1) et (2) peuvent servir Tune et
l'autre 4 résoudre, pour les fonctions enticres, le
probléme de linterpolation ; mais il convient en
général de préférer pour cet objet Téquation (2),
attendu qu'on peut y faire disparaitre f'un des terines
du second membre, en prenant la constante a équi-
valente 2 'une des quantités

Uy, U,y U, ... U

n—1"°
Supposons, par exemple, qu'il sagisse de faire
pposons, p il $ag .
passer une droitc par deux points donnés. Dési-
gnons par z,, y, les coordonnées rectangulaires
du premier point, par z,, y, celles du second, et

LR R R AR LA AR AL LI llll‘!ll||"Illﬂ"l'rlvnlntl EERNE 1 LTSRS (]



L™ PARTIE. CHAP. 1V. 91
par y Tordonnée variable de la droite. En rempla-
cant dans la formule (2) la lettre « par la lettre y,
puis faisant n=1, et a=y,, on trouvera pour Té-
quation de la droite

4) Y=y =(y,—y) ="
Supposons, en second lieu, qu'il sagisse de faire
passer par trois points donnés une parabole dont
l'axe soit paralléle a 'axe des y. Nommons

r ety , x ety , z ety
Ies coordonnées rectangulaires des trois points. Soit
de plus y Pordonnée variable de la parabole. En
remplacant toujours, dans la formule (2), la lettre
w par la lettre y, puis faisant n =2, et a=y,, on
trouvera pour I'équation de la parabole

(z—x)(xr—=.)

) v—v=0—v) e

(£ —zo)(x—2z,)

+ (0 —y) ey
ou, ce qui revient au méme,

_x—=x, Lo—X, r—zx,
(6) Y —‘Z/[—Iz_xo [(y° _y‘> X, —x, + <y‘_y‘> T,—x, ] N
Lorsque dans I'équation (1) on prend u=2",
(m désignant un nombre entier inférieur a n), les
valeurs particuliéres de u représentées par

Upy Uy U ....ou_

se rédulsent évidemment A

m

" m »
X, ', &,7, & .

a “s e fa—1
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On a done, pour les valeurs entiéres de m qui ne

surpasscnt pas z-——1, ,
m ___ n ('r_‘rl)('t—'rl)"'(‘r—rn—l)
(7) = (IO—‘II)(IO—II)"'(IO_J;)!—I)

n (-T_Iu)(x—l'z)....(I—Iﬁ_ll

-+ X - - -
f (‘tl—‘to)(‘tl_'tx)'"'(‘rx—‘tl—x)
+ &e.. ...
4T m{I’_In)('T'—‘ry)'-‘-'cr_‘rn-z)
n=t (""n—x_":cx‘rn—x—rx)' e (In—l_xn—x)

Cette derniére formule comprend comme cas par-
ticulier 'équation (3). De plus, si Fon observe que
chaque puissance de x, et en particulier fa puis-
sance x", doit nécessairement avoir le méme coef-
ficient dans les deux membres de la formule (7).
on trouvera,

1.> En supposant m<n — 1,

8) o= <

S Y C N NN |

m

”
X,

(r,—2,) (£,—23). 0 (&, —2,,)
+ &L

-+ Trm y
; — T )
('tn-—l-‘to/] (‘l n—l_‘rx)‘ R :x—l—:n-—z)

2.* En supposant m—n—1,

no-s

— To
(9) e R R R N
-
T e (r—we). e, — 1)
+ &co.nn.
(2,0
T S D S

R I B Y RO RR FE T IR T T IT AL LY TR unnunu-cnunuur-u"uu sarewewmrs o



L™ PARTIE. CHAP. 1V. 93
H est bon de remarquer que la formule (8) subsiste

dans le cas méme ou 'on suppose m=o, et devient
alors

1
([O) 0= (xo—x,) (2, —x2). . (Xo—x,_,)

1
=

(z,—a,) (2, —23).0. (2, —x,_.)
+ &ec... ..

T

+ (‘rn—x_‘zﬂ)(‘tn—l-‘rl)" (‘zn—-l—'rn—z) :

§. 2.° Détermination des Fonctions entiéres de plusieurs
variables , d’apres un certain nombre de valeurs
particuliéres supposées connues.

Les méthodes par lesquelles on détermine les
fonctions d'une seule variable, d’aprés un certain
nombre de valeurs particuliéres supposées connues,
peuvent étre facilement étendues, comme on va le
voir, aux fonctions de plusicurs variables.

Considérons d’abord, pour fixer les idées, des
fonctions de deux variables x et y. Soient ¢ (=, ),
«L(.z‘, y), deux semblables fonctions, 'une et lautre
du degré n— 1 par rapport a chacune des variables,
et qui deviennent égales entre clles, toutes les fois
quen attribuant a la variable # unc des valeurs
particuliéres

Loy Tyy &y oo &,

on attribue en méme temps a la variable y l'une
des suivantes

y" y:’ yz""yn—l'
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@ (2., ), 4 (., y) seront deux fonctions de la
seule variable y, qui deviendront égales entre elles
pour n valeurs particulieres de cette variable. Par
suite, (en vertu du 3.° théoréme, §. 1.°"), ces deux
fonctions seront constamment égales, quel que soit
y. On aura donc identiquement

Pz, )= (7, y)

On trouvera de méme
(2, y)=(z, ¥)
(., y)=+(x, y)

(e, s y)=(z,_ y)

D'ailleurs, les premiers membres des » équations
précédentes sont autant de valeurs particuliéres de
la fonction @(z, y) dans le cas ou I'on y considére
x seul comme variable ; et les seconds memnbres
représentent les valeurs particuliéres correspon-
dantes de Ia fonction . (z, y). Les deux fonctions

P (z, ), (=, ¥),

lorsqu'on y attribue 4 y une valeur constante choisie
arbitrairement, deviennent donc égales pour n va-
leurs particuliéres de x; et, comme elles sont toutes
deux du degré n —1 par rapport a .z, il en ré-
sulte qu'elles resteront égales, non-seulement pour
une valeur quelconque attribuée a la variable 7,
mais encore pour une valeur quelconque de x. On
serait assuré, a fortiori, de Pégalité absolue des
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deux fonctions @ {x, y), 4 (=, y), si Ton savait
qu'elles deviennent égales toutes les fois que les
valeurs des variables x et y sont respectivement
prises dans deux suites composées chacune de plus
de n termes différens. On peut donc énoncer la
proposition suivante.

1. THEOREME. S¢ deux fonctions entiéres des
variables = et y deviennent eégales toutcs les fois
que les valeurs de ces dewx variables sont respec-
tivement prises dans deux suites qui renferinent
lune et ' autre un nombre e termes supérievr aux
exposans les plus élevés de = et de y dans ces
mémes fonctions, elles seront identiguement égales.

On en déduit, comme corollaire, cet autre théo-
réme :

2.° THEOREME, Deur fonctions entiéres des va-
riables = et y sont identiquement egales , toutes les
Jois qu’elles deviennent égales pour des valeurs
entiéres quelconques de ces variables, ou méme
pour toutes les valeurs entiéres qui surpassent une
limite donnée.

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de
z et de y pour lesquelles les deux fonctions devien-
nent égales est indéfini.

I suit du théoreme 1. que, si la fonction @(z, %)
est supposce entiére et du degré n—1 par rapport
& chacune des variables x et y, cette fonction sera
complétement déterminée, deés que Pon connaitra
les valeurs particuliéres quelle recoit, lorsqu'en pre-
nant pour valeur de x Fune des quantités
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T, X, X .....x

a C Y ner ?
a 1
on prend en méme temps pour valeur de y 'une des
suivantes

.1/0’ Z/x’ .7/1 e yn—l'

Dans la méme hypothese, la valeur générale de
Ia fonction pourra étre facilement déduite de 1a for-
mule (1) du paragraphe précédent. En effet, si Fon
rlenplace dans cette formule « par ¢(.r, y), on en
tircra

(r— 1 ~=T2])000re —Z .,
(=, y)= <j —z,)ﬁ; —Ix}\ (I__i_‘)‘ (7., ¥)

1/

0/ \

e ). e,y PV Y

(r—z ) (x—x). . le—x,_ ) ‘
(1) )
1
+ &e. ...

(r—x,) (t—x:). .. (fr—ax

IR T g e — "—;_Z)CP(L,,_HJ)

\
et on aura de plus, en désignant par 2 un des
nombres entiers

I, 2,3.-..72—[,

_ (y=y ) =y (y—y,.)
Q(‘rm) ./) yo-—yu(yo—yz)~ ,/o—J"_) Q\‘ZM)‘/)

(y—yo) (—ya)..... (4—Y )
Ty (5—ye) ) PEn 9,)
+ &ec. ...

(y—yo) (¥y—y1)- . . . (4—¥,,)
Y nes Yo Y nmr =¥ ) (yn-, yn-Z)CT’( m,/,,_.)~

On conclura immédiatement des deux équations qui
précédent la valeur générale de @ (x, 7). On trou-
vera, par exemple, en supposant n =2,
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(7, y) = S 9 ()
’ T g (p )
(3) e g

+ sy @ (Ea )

r—z, ¥ — Yy,
+ oy e @ (F0 g
Si Ton considérait des fonctions de trois ou d'un
plus grand nombre de variables, on obtiendrait des
résultats entierement semblables a ceux auxquels
on vient de parvenir pour des fonctions de deux va-
riubles seulement. On trouverait, par exemple, a la
place du 2.°¢ théoréme, Ia proposition suivante :
3.c TuizoriME. Dewx fonctions entiéres de plu-
sieurs variables =, y, z..... sont identiquement
égales, toutes les fois qu'elles deviennent égales
pour des valeurs entiéres quelcongues de ces va-
riables, ou méme pour toutes les valeurs entiéres
qui surpassent une lLimite donnce.

§. 3.° Applications.

Pour appliquer les principes établis dans les pa-
ragraphes précédens, considérons en particulier des
produits formés par la multiplication de facteurs
successifs dont chacun surpassc le suivant d’une
unité, le premier facteur étant Pune des variables
Z, Yy, 5 ...; et cherchons a exprimer, au moyen de
ces sortes de produits, le produit tout semblable
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qu'on obtiendrait en prenant pour premier facteur
la somme des variables données, savoir,

r+y+z+&ec....

Si f'on réduit toutes les variables & deux, le pro-
bléme quil s'agit de résoudre pourra sénoncer
comme 1l suit.

1. PROBLEME. Exprimer le produit

(1) (z+y) (v+y—1) (24+y—2)...(0+g—n+1),
dans lequel n designe un nombre entier quelcongue,
par le moyen des produits suivans

z(x—1)(x—2)... (z—n-+1),

y(y—1)(g—2).. . (y—m+1),
et de tous ceur qu'on peut en deduire, em chan-
geant seulement la valeur de =.

SorurroN. Pour résoudre plus facilement Ix
question précédente, supposons d'abord que z et
y soient des nombres entiers égaux ou supérieurs a
n. Alors le produit (1) ne sera autre chose que le
numeérateur de la fraction qui exprime le nombre
des combinaisons possibles de x-+y lettres prises
n a n, puisque ce nombre est précisément

(z+y) (F+y=1) (s+y—2).. (s+y—nt1)
l.z.;.....n

Cela posé, concevons que, les lettres

a, b,c, ...p,q, ...

étant en nombre -égal & 2-+y, on les divise en deux
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groupes , de telle maniére que les lettres @, b, ¢ .. .
du premier groupe soient en nombre éga] axz,et
les lettres p, ¢, 7 ... du second groupe en nombre
égal a y. Parmi les combinaisons formées avec ces
différentes lettres, Ies unes renfermeront seulement
des lettres prises dans le premier groupe. Le nombre
des combinaisons de cette espéce sera
z(z—1)(x—2)...(xz—n+1)
1.2, 3 s
D'autres renfermeront »— 1 lettres prises dans le
premier groupe, et une lettre prise dans le second..
On déterminera facilement le nombre des combi-
naisons de cette seconde espéce, et Pon verra qu'il
est égal a

z{z—1)(z—2)..(s—n42) y
L2 eeue =1 T

On trouvera de méme pour le nombre des combi-
naisons qui renferment n— 2 lettres prises dans le
premier groupe, et deux letires prises dans le second,
F(z—1) (g=2). . (g=at+3) y(y—1) .
1.3.3....(rn—2) 1.2 )
&c. ..; enfin, pour le nombre des combinaisons qui
renferment seulement des lettres prises dans le der-
nier groupe,
y(y—1) (y—2)...(y—n+1)

1.2.3....n

La somme des nombres des combinaisons de chaque
espéce devant reproduire le nombre total des com-

binaisons des -+ y lettres données prises z & , on
en conclura
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(z+y) (z+ry—1)..... (z4+y—n+1)
I.Z.J‘..‘.TL
x (z—1).. . (x—n+1) T(r—i)...(z—nt2) gy
( ) - ( 1:2.3...m tez.3...(i—1)  * 1
z
g(g—1)....(r=n+3) yly—1)
-+ ) e + &ec...
4+ = y(y=n)...(y—n+2) 4 Y= . (y=ntn) ]
1 1.2.3...(a~1) 1.2.3...7

L'équation précédente, étant ainsi démontréc
pour le cas ou les variables z et y obticnnent des
valeurs entiéres supéricures a n, subsistera, en vertu
du 2.° théoreme [ §. 2], pour des valeurs quelconques
de ces variables; et la valeur du produit (1) tirée de
la méme équation sera

(x4y) (z+y—1)..... (rt+y—n—+1)

= x(x—1)....(T=n+1) —|—'1.r(a:——1). co(T=na42).y

(3) - n(n—r1)

- z(z—rt)....(z—n+3).y (y—1) +&...

n
+T .Y (y+1)e oo (y=n42) 4y (y—1)....(y~n-41).

CororrasrE 1.7 Si dans Téquation (2) on
remplace 2 par — et y par —y, on obtiendra I«
sulvante

(x4+y) (zyt-1)o.... (r+y+n—1)

P2

.j....ll

z (r41). . (rdn—1)} " I(-r+|},..'.::+11-iz) . y
(4) 1.2.3...7 vo2oz2.. . {n—y) I
l{r+4+ ., (r+n—73) Yy

-+ o . ) 4+ &e....

Vo2, (n—2) 1.2

T y {(v41). . y4-n—2 (y+1)...(y+n—1
S At ha) (i ), ¥y (y )
i Feze3e. . {n—1) 1.2.3,..8
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COROLLAIRE 2. Si dans I'équation (2) on rem-

place & par = ety parL, on trouvera

(r+y) (x+y—z)..... (x4+y—2n-42)

Lan) 2.4.6.. (an—2) 1

2.4.6....(2n)
\ z(x—a) (r—2n4-2) - Z (z—2). . .(r—2n+4) v
} + &¢

!

\

%__x_ ¥ (y—2). . .(y=—2n+44) 4 3 (g=2).  (y=anie)
2.4.6...(2n—2) 2.4.6...(2n)

Cororrarre 3 En développant les deux
membres de Péquation (2), et ne conservant de part
et dautre que les termes dans lesquels la somme des

exposans des variables est égale 4 7, on obtiendra
la formule

(z+y)" xn x™t y
= + - s
f.2.3...7 t.2.3...2 |.z.3.._«:n-—|) 1
2 ?
(6> -+ _ Ll - &e
1.2 (n—2) .2
x y™ y"
+ I, Y Yy

U S - 1.2.3...m "
La valeur de (x—+y)" tirée de cette derniére for-
mule est précisément celle que fournit le bznome de
Newton.

Les formules qu'on vient d'obtenir peuvent étre
tacilement étendues au cas ou Pon considere plus de
deux variables; et la méthode qui nous a conduits
a la solution du premier probléme se trouve égale-
ment applicable a Ia question suivante :

2.° PROBLEME. z, y, z ... désignant des variables
en nombre quelconque, exprimer le prodiait
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(F+y+z...) (@4+y+3...—1) (x+y+z...—2). . (B4 . o—m1)
en fonction des suivans
z{z—1)(z—2)...(x—n+1),
yy—1)(y—2)...(y—n+1),
2{z—1)(z—2)...(z—n+1),

&ec.....

etde tous ceux qu on peut en deduire , en changeant
la valeur de .

On commencera par résoudre le probleme daus

fe cas ot 7, y, 5 ... désignent des nombres entiers
supérieurs a n, en partant de ce principe, que la
fraction
(T+y+z...) (zhy+z...—1) (54y+z...—2). . (E4y4-5. .. —n+1)
.2, ; FIRS (1

est égale au nombre des combinaisons que 'on peut
former avec x+y+z ... lettres prises n a n. Puis,
on passera au cas ol les variables », y, z ... de-
viennent des quantités quelconques, en sappuyant
sur le 3.° théoreme du §. 2. Lorsquel'on aura ainsi
démontré la formule quirésout la question proposée,
on en déduira sans peine la valeur de la puissance

(#+y+z...)m

On y parviendra, en effet, en développant les deux
membres de la formule trouvée, et ne conservant de
part et d'autre que les termes dans lesquels les ex-
posans réunis des variables z, y, z ... forment une
somme égale a n.
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CHAPITRE V.

Deétermination des Fonctions continues d'une seule
variable propres a verifier certaines conditions.

§. 1.°° Recherche d’une Fonction continue formée de
telle maniere que deux semblables Fonctions de
quaniites variables, etant ajoutées ou multiplices
entre elles, donnent pour somme ou pour produit
une Fonction semblable de la somme ou du produit
de ces variables.

LORSQUE, au licu de fonctions entiéres, on con-
sidére des fonctions queclconques, dont on laisse la
forme entiérement arbitraire, on ne peut plus réussir
a les déterminer d’aprés un certain nombre de va-
leurs particulieres, quelque grand que soit ce niéme
nombre; mais on y parvient quelquefois dans le cas
ou l'on suppose connues certaines propriétés géné-
rales de ces fonctions. Par exemple, une. fonction
continue de z, représentée par @ (), peut étre
complétement déterminée, lorsqu’elle est assujettie
a vérifier, pour toutes les valeurs pessibles des va-
riables = et y, I'une des équations

(1) P(x+y)=9(2)+P(y),
(2) P(z+y)=9 () x P(y);

ou bien, pour toutes les valeurs réelles et positives
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des mémes. variables, T'une des équations suivantes
G) 9lry)=9(x) =9 (),
(4) P{zy)=(x)x(y)
La résolution de ces quatre équations présente
quatrc problémes différens que nous allons traiter
Pun apres Pautre.
1.* ProBLiEME. Déterminer la fonction o(z), de
manicre qu'clle reste continue entre deux limites

réelles quelconques de la variable z, ct que Uon ait
pour toutes les valeurs reelles des variables x et y

(1) P(e+y)=0(2)+P(y)

SorvTron. Si dans léquation (1) on remplace
successivement y par y +3, s par 3+u, &c. ...,
on en tirera

Q(x4+y+z+u+..... )
=¢(2)+P(y)+P(s5)+P(u)+&e....,

quel que soit le nombre des vaviables x, 4, z, u, &ec.:

si, de plus on désigne par m ce méme nombre, par
: .. ,

@ une constante positive, et que l'on fasse

I =y=z=u....=a,
Ia formule que Ton vient de trouver deviendra
Q(ma)=m@(a).

Pour étendre cette derniere équation au cas ou le
nombre entier 7 se trouve remplacé par un nombre
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fractionnaire %, ou méme par un nombre quel-
conque @, on fera, en premier lieu,

=" u,
m et n désignant deux nombres entiers; et on en
conclura
nb=ma,
7.9 (C) = m. P(a),
PE)=9(Fa) =T ):

. . m .
puis, en supposant que la fraction — varie de ma-

nicre & converger vers un nombre quelconque x,
et passant aux limites, on trouvera

P(na)=ne(a)
Si maintenant on prend =1, on aura, pour toutes
fes valeurs positives de w,

(5) (m) =pme (1),
et par suite, en faisant converger u vers la limite
Z€ro,

(P(O) = o.

Dailleurs , si dans I'équation (1) on pose & = u
y=—— /4, OD en tirera

P(=n)=9() = (w)=—ne(1).

L'équation (5) subsistera donc, lorsqu'on y chan-
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gera u en —u. En dautres termes , on aura, pou:
des valeurs quelconques positives ou négatives de la
variable x,

(6) P(xy==x9 (1)

Il suit de fa formule (6) que toute fonction @ (),
qui, demeurant continue entre des limites quelcon-
ques de la variable, vérifie I'équation (1), est néces-
sairement de la forme

7))  e(e)=axz,

a désignant une quantité constante. J'ajoute que la
fonction a.r jouira des propriétés énoncées, quelle
que soit la valeur de la constantc a. En effet, le
produit ax est, entre des limites quelconques de la
variable z, fonction continue de cette variable; et,
de plus, la supposition @ (x) = @ change I'équa-
tion (1) en cette autre

a(z+y)=axr+ay,

laquelle est évidemment foujours identique. La for-
mulc (7) fournit donc une solution de la question
proposée, quelle que soit la valeur attribuée a la
constante a. La faculté que I'on a de choisir arbitrai-
rement cette constante, lui a fait donner le nom de
constante arbitraire.

2.° PROBLEME. Determiner la_fonction o (z), de
maniére qu'elle reste continue entre deur limites
réelles quelconques de la variable z, et que l'on ait
pour toutes les valeurs réelles des variables = et y

ERRT RO ER N RN TR AL AT I LA TR ummumnmnnrnmnu LRRLE L L L
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(2) ¢ (z+y)=(2).P(y)
SoruTion. U est d'abord facile de s'assurer que
la fonction @ (), assujettie a vérifier 'équation (2),
n'admet que des valeurs positives : et en effet, si
dans Téquation (2) on fait y=ux, on trouvera

¢(22)=[(2)]";
puis on en conclura, en éerivant £z au lieu de ,
N ‘ 1
¢(z)=[o( =) ]"
La fonckion ¢ («r) est donc toujours équivalente a
un carré, par conséquent toujours positive. Cela
posé, concevons que dans I'équation (2) onremplace

successivement y par ¥y + 3, 3 par 3 +u, &
on en tirera

QP (T+y+zau...) = P (x) P(y) P2) Pu)...,

quel que soit e nombre des variables z,y, z, u ...
Si, de plus, on désigne par m ce méme nombre, par
@ une constante positive, et que 'on fasse

r=y=z—=u....=a,
la formule que Ton vient de trouver deviendra
P(ma)= [Cp(a,)]”’.

Pour étendre cette derniére formule au cas ou le
nhombre entier m se trouve remplacé par un nombre

fractionnaire %, ou méme par un nombre quelcon-

que u, on fera, en premier lieu,
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C="a
— Tn

m et n désignant deux nombres entiers; et fon en
conclura

n€ = ma,
[9(6) ] =[o(a)]",
() =0(Za)=[9(a)]

. . m .
puis, eh supposant que la fraction — varie de ma-

=
n

.
.

niére & converger vers un nombre quelconque
et passant aux limites, on trouvera

”»
P(na)=[P(a)].
Si maintenant on prend & =1, on aura pour toutes
les valeurs positives de u

(8) (m) =[],

et par suite, en faisant converger u vers la limite
zéro,

< (o) = 1.
D'ailleurs , si dans 'équation (2) on pose x=p,
y=—u, on en conclura

q’('—f") = :((;)) = [cp(l)]—ﬁ'

Y.'équation (8) subsistera donc, lorsqu'on y changera
w en —u. En d'autres termes, on aura pour des
valeurs quelconques positives ou négatives de la va-
riable &

PRETC 0 LR g ey nen ayirm -nmmu-ynun'nru.m.‘. Trreneman - oy
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(9) @) =[o(1)]"
H suit de 'équation (9) que toute fonction @ (r)

propre & résoudre le second probléme est nécessai-
rement de la forme

(10) (z)y=4",
A désignant une constante positive. J ajoute qu’on
peut attribuer a cette constaunte une valeur que[-
conque entre les limites o et co. En effet, pour toute
valeur positive de 4, la fonction 4~ reste continue
depuis z=— o0 jusqu'a £ =+ oo, et [équation

Ay =A*. A

est identique. La quantité 4 est donc une constante
arbitraire qui n’admet que des vaieurs positives.
Nota. On pourrait arriver tres-simplement a I'é-
quation (9), de la maniére suivante.
Si l'on prend les logarithmes des deux membres

de Téquation (2) dans un systéme quelconque, on
trouvera

Lo(z+y)=Lo(x)+Lo(y):
ct fon en conclura [voyez le 1.* probléeme ]
Lo(z)==x.Lg(1),
puis, en repassant des logarithimes aux nombres |
?(x)=[o(1)]"

3.° PROBLEME. Déterminer la fonction o(z) de
manmére qu’elle reste continue entre deux limites
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posttives quelconques de la variable =, et que I'on

ait, pour loutes les valeurs positives des variubles
cely,

(3) P(ry)=P(x)+(y).

SoLuTron. 1l serait facile d'appliquer aIa solution
du 3.° probléme une méthode semblable a cclle que
nous avons employée pour résoudre le premier ; mais
on arrive plus promptement a la solution cherchée,
en mettant Jéquation (3), ainsi qu'on va le faire, sous
une forme analogue 4 celle de l'équation (1).

SiTon désigne par 4 un nombre quelconque, et
par L la caractéristique des logarithmes dans le sys-
téme dont la base est A4, on aura, pour toutes les
valeurs positives des variables « et y,

Lx Ly

r=A , y=A4",

en sorte que I'équation (3) deviendra

(47 ) =0 (4”) w0 (4”).

Comme, dans cette derniére formule, les quantités
variables Lz, Ly admettent des valeurs quelcon-
ques positives ou négatives, il en résulte qu'on aura,
pour toutes les valeurs réelles possibles des variables
zety,

Lyx4Ly

(A7) =0 (4")+ 9 (47).
On en conclura [voyez le 1. probléme, équat. (6)]

P47 = 2 (A") = o (4),

N R BT R T l|'l”!"l'll""""l‘l'l"lllﬂ'll!'"l'l"""r'""”" EETE T T F TE RN



L™ . PARTIE. CHAP. V. 111
et par suite

¢(4")=9(4).Lx,
ou, ce qui revient au méme,
(11) P(z)=¢(4). L=
1l suit de la formule (11), que toute fonction

@ (), propre a résoudre le 3. probléme, est néces-
sairement de la forme

{12) ¢ (z)==al(x),
a désignant une constante. 1 est daifleurs aisé de
sassurer, 1. que la constante a demeure entiérement
arbitraire, 2.° qu'en choisissant convenablement le
nombre A, qui est lui-méme arbitraire, on peut
la réduire a l'unité.

4.° PROBLEME. Déterminer la fonction ¢(z) de
maniére qu'elle reste continue entre deux limites
positives quelconques de la variable =, et que Von
ait, pour toutes les valeurs positives des variables
vety,

(4) P(xy)=P(x). P(y)

Sorurion. T serait facile d'appliquer a la solution
du 4.° probléme une méthode semblable a celle que
nous avons employée pour résoudre le second. Mais
on arrivera plus promptement a la solution cherchée,
si I'on observe qu'en désignant par L la caractéris-
tique des logarithmes dans le systéme dont la base
est 4, en peut mettre I'équation (§) sous la forme
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¢ (A" ) =0 (4").9(4").

Commc, dans cette derniére équation, les quantifés
variables L (.r), L/y), admettront des valeurs quel-
conques positives ou négatives, il en résulte quon
aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des
variables z et y,

D (A7) = (47)-9(47).
On en conclura [voy. le 2.7 probléme, équat. (9) ]
@ (A7) =[o(4)]",
et par suite,

@ l4”)=[a ()] =1,

ou, ce qui revient au méme,

(13) P (z) ==
1l résulte de Téquation (13) que toute fonction

& (), propre i résoudre le 4.° probléme, est néces-
sairement de la forme

() 9(a)=ar
a désignant une constante. Il est d'ailleurs aisé de
Sassurer que cette constante doit demeurer enti¢re-

Le(A)

ment arbitraire.
Les quatre valeurs de ¢ () qui satisfont respec-
tivement aux équations (1), (2), (3), (4), savoir,
ar, A", alLzx, x*,

ont cela de commun, que chacune delles renferme
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une constante arbitraire a ou 4. On doit en con-
clure qu'il y a une grande différence entre les ques-
tions ou il s'agit de calculer les valeurs Inconnues
de certaines quantités, et les questions dans les-
quelles on se propose de découvrir la nature incon-
nue de certaines fonctions d’apres des propriétés
données. En effet, dans le premier cas, les valeurs
des quantités inconnues se trouvent finalement ex-
primées par le moyen d'autres quantités connues et
déterminées, tandis que dans le second cas les fonc-
tions inconnues peuvent, comme on le voit ici,
admettre dans leur expression des constantes arbi-
traires.

§. 2.° Recherche d'une Fonction continue formée de
telle manitre qu'en multipliant deux semblables
Fonctions de quantités variables, et doublant le
produit, on trouve un résullat égal a celui qu'on
obtiendrait en ajoutant les Fonctions semblables de
la somme et de la différence de ces variables.

'Dans chacun des problémes du paragraphe pré-
cédent , T'équation & résoudre renfermait, avec la
fonction inconnue ¢ (), deux autres fonctions sem-
blables, savoir, @ (y) et @(z—+y) ou @(zy). Nous
allons maintenant nous proposer un nouveau pro-
bléme du méme genre , mais dans lequel I'équation
de condition, que la fonction ¢(x) doit vérifier, ren-
ferme quatre fonctions semblables au lieu de trois.
Voici en quoti il consiste,
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PROBLEME. Déterminer la fonction ¢ (<) de
maniére qu'elle reste continue entre deux limites
réelles quelconques de la variable =, et quc U'on
ait, pour toutes les valeurs réelles des variables
zety,

() W(y+x)+ Py—2) =2 P(x). 9(y).

Sorurion. Si dans 'équation (1) on fait x=o0,
on en tirera

@ (o) =1.
La fonction @ (z) se réduit donc a T'unité, pour la
valeur particuliere 2 = o; et puisqu'on la suppose
continue entre des limites quelconques, il est clair
quelle sera, dans le voisinage de cette valeur parti-
culiére, trés-peu différente de I'unité, par conséquent
positive. (n pourra donc, cn désignant par « un
nombre trés-petit, choisir ce nombre de telle maniére
que la fonction @ (z) reste coustammment positive
entre les limites
r=o0, r=a.

Cela posé, il arrivera de deux choses Tune. Ou la
valeur positive de @ () sera comprise entre les
limites o et 1, ou cette valeur sera supérieure  I'u-
nits. Nous allons examiner snccessivement ces deux

hypotheses.

Concevons d'abord que @(«) ait une valeur com-
prise entre les limites o et 1. On pourra représenter

cette valeur par le cosinus d'un certain arc 0 ren-

. ) . s . X ,
fermeentve les limites o, — ; et poser en conséquence
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P (a) = cos. b.
De plus, si, dans I'équation (1) mise sous la forme
P (y+2) = 29 (x) P{y)—P(y—2),
on fait successivement
r=a, y=ada,
T=a, y=2da,
F=d, y=3a,
&e. ...,
on en déduira I'une apres Pautre les formules
P(2a) = 2 cos.* 0 — 1 = cos. 28,
@ (3 @) = 2 cos. 8. c0s. 20 — cos. § = cos. 38,
P4a) = 2 cos. B.cos. 38 —cos. 20=cos. 46,
et an général, m désignant un nombre entier quel-
conque ,
P(ma)=12cos.8. cos.(m—1 b—cos.(m—2 )8 =cos.m.
Jajoute que la formule ‘
@ (ma) = cos.mb

subsistera encore, si fon y remplace le noambre en-
tier m par une fraction, ou méme par un nombre
quelconque w. Cest cc que 'on prouvera facifeent,
ainsi quil suit.

Si dans I'équatipn (1) on fait x =
onh eri tirera

@, y=

i~

2 aj
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[Q(%d.)]’: w(o)—:@(ﬂ) — I+:os-9 =[cos._;_9]-;

puis , en extrayant les racines positives des deux
membres, et observant que les deux fonctions ¢ (),
cos.. Testent positives, la premiére entre les limites
r=o0, r=a, la seconde entre les limites »=o,
xr="Y, on trouvera
@ (sa) = cos. 1.
De méme, si dans Péquation (1) on fait
— 1t
T = Td' y y = ;6 3
on en tirera

()] =T = el = [oon 6]

puis, en extrayant de part et d’autre les racines
positives,
Q (%d,) = cos.%e.
Par des raisonnemens semblables, on obtiendra suc-
cessivement les formules
0} (-:‘;a, ) = cos.%e ;
q}(—l'-(-;d,) = cos..;ée .
&e. ...,
et cn général, n désignant un nombre entier quel-
conque,
1 1
¢ (—”- @) = cos. — -~ 6.

Si l'on opére sur fa valeur précédente de <p(—:; ¢.)
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pour cn déduire celle de @ (i” a,) , comme on a

opéré sur la valeur de @ (a) pour en déduire celle
de @(ma), on trouvera

@(zmn ):cos.—’:;e;

. . m .
puis, en supposant que la fraction —- varie de ma-

niére a sapprocher indéfiniment du nombre w , et
passant aux limites, on obtiendra 'équation

(2) P () = cos. .
De plus, si dans {a formule (1) on fait
T=pa, y=0,
on en conclura
P(—ma)=[2P(0)—1 |P(uat)=cos. ub=cos.(—mxH).

L'équation (2) subsistera donc, lorsqu’on y rempla-
cera w par — . En d'autres termes, on aura, pour
des valeurs quelconques positives ou négatives de
[a variable =,

(3) <P(d«-1') = cos.e.z‘.

Si dans cette derniére formule on change « en %,

elle donnera

(4) <¢ (.z‘) = cos.—%—x = cos. (— —i~ X r)

La valeur prééédente de () est relative au cas
ou la auantité positive @(a) reste comprise entre lcs
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limites o et 1. Supposons maintenant cette méme
quantité supérieure a T'unité. I est facile de voir que,
dans cetté s¢conde hypothése, on pourra satisfaire
par une valeur positive de r a 'équation

P (a) =1 (r+—:~).
Il suffira, en effet, de prendre
r=9(@- (@] —1}".
Cela posé, si dans 'équation (1) on fait successi-

vement
L=, y=a,

r=a, y=2a,
r=a, y=34a,
&e....,
on en déduira l'une aprés I'autre les formules
P (2a) :1;(1'_._;,_)’ — 2%(r.+%)<
96 =17 (") =3 (+7)
o= (ro ) ()= ()

__l 4 1
=5 (" +5)

&e....,

et en général, m désignant un nombre entier quel—
eonque,

I TR R T I LU T T T T TR ll|l|0l|0v"|ll""nr-v-"n'wm-ovn.qv e
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<p(ma,)=—;—(r + %) (r"’"q— —;,.—,'_—)—— %(1"‘” +
R (r —+— —m
Jajoute que la formule

P(ma)= —; (r”'—o—.—r’;"-)

subsistera encore, si 'on y remplace le nombre en-
tier 7 par une fraction, ou méme par un nombre
quelconque . Cest ce que 'on prouvera facilement,
ainsi qu'il suit.

Si dans Iéquation (1) on fait r=1a, y=1a,
on en tirera

N 1 13
' s p()+ofe) 1 +1(r+7)
[@(3a)]= , = 2
1 L —1y\*
= T(rz + 7 ) ;

puis, en extrayant les racines positives des deux

membres, et observant que la fonction @ (z) reste
positive entre les limites =0, x=a, on trouvera

@(%a):%(ri—r—r'%)

De méme , si dans I'équation (1) on fait

— ! R
r=za, y=za,

on en tirera

1 1
1 L (rTerTE)

[Pl5a)] =220 =

= (1“*—!—-1‘ *) M
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puis, en extrayant de part et dautre les racines
positives ,

93e) =4 (rir?).

Par des raisonnemens semblables, on obtiendra
successivement les formules

1 1
cp(%w)::%(ri +r"'§),
/1 1 L -
\1‘(,‘1’)_? T'o—4-r 116},

&e. ...,

et en général, n désignant un nombre entier quel-
conque,

O(ma) =2 (-7 +r 7).

Si 'on opére sur la valeur précédente de <p( 1'_ CL) ,

pour en déduire celle de ¢ (1'_—4,), comme on a
2

opéré sur la valeur de ¢ («), pour en déduire celle
¢ (ma), on trouvera

q)(:’: aL) =< (r;mT+r a :

. . m .
puis, en supposant que la fraction ~x varie de ma-

niére a sapprocher indéfiniment du nombre w, et
passant aux limites, on obtiendra I'équation

) ewma=1("+r).
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De plus, si dans la formule (1) on fait

T =Mma, Y=0,

on en conclura
(—pa)=[29(0)—1]@ua)=1 (r"+r"),

L/équation (5) subsistera donc, lorsqu'on y rempla-
cera u par — . En d'autres termes, on aura, pour

des valeurs quelconques positives ou négatives de la
variable x,

(6) Plax)= (rr—i—r-x).

. .o X
Si dans cette derniére formule on change x en —
elle donnera

x

(7) @@ =1(r"+r")

Lorsqu'on fait, dans Péquation (4), = —S; —a, et,

+ L
dans Téquation (7), r “=4A, ces équations pren-
nent respectivement les formes suivantes

(8) (‘P(x) = cos.ax,
(9) P(z) = (4"+ A7)

Si donc l'on désigne par @ une quantité constante,
et par 4 un nombre constant, toute fonction QP(x)
qui, demeurant continue entre des limites quelcon-
ques de la variable, vérifiera I'équation (1), sera
nécessairement comprise sous I'une des deux formes
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qu'on vient de rapporter. Il est dailleurs facile de
sassurer que les valeurs de @ (.r) fournies par les
équations (8) et (9) résolvent fa question proposée,
quelles que soient les valeurs attribuées a la quan-
tité a et au nombre 4. Ce nombre et cette quantité
sont donc deux constantes arbitraires, dont 'une
ne peut admettre que des valeurs positives.

D’apreés ce qu'on vient de dire, les deux fonctions

cos. a.r, %(A’ -+ A_’),

ont la propriété commune de satisfaire a 'équation
(1), ce qui établit entre elles une analogie remar-
quable. L'une et T'autre de ces deux fonctions se ré-
duisent encore a l'unité pour z—=o. Mais une diffé-
rence essentielle entre la premicre et la seconde,
Cest que la valeur numérique de la premiére est
constamment au-dessous de la limite 1, lorsqu'elle
n'atteint pas cette limite ; tandis que, dans la méme
hypothese, la valeur numérique de la seconde est
constamment au-dessus.

TR TR R TN L LT T I L LR nmvwiuulruurrwmuu [RILT T TR



1. PARTIE. CHAP. VI, 123

CHAPITRE V1

Des Series convergentes et divergentes. Régles sur
{a convergence des Series. Sommation de quelques
Séries convergentes.

§. 1. Considérations gencrales sur les Séries.

O~ appelle série une suite indéfinie de quantités

&e. ...

uo’ uz’ uz’ lts’

qui dérivent les unes des autres suivant une loi dé-

terminée. Ces quantités elles-mémes sontles différens
termes de la série que Pon considére. Soit

S, S U AU AU AU,

la somme des n premiers termes, n disignant un
nombre entier quelconque. Si, pour des valeurs do
n toujours croissantes , la somme s, sapproche indé-
finiment d'une certaine limite s; la série sera dite
convergente, et la limite en question sappeilera fa
somme de la sérre. Au contraire, si, tandis que n
croit indéfiniment, la somme s, ne sapproche d'au-
cune limite fixe, la série sera divergente, et n'aura
plus de somme. Dans Pun et Pautre cas, le terme qui.
correspond 4 l'indice n, savoir u,, sera ce quon
nomme le terme general. 1l suffit que 'on donne ce
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terme géncéral en fonction de l'indice », pour que la
série soit complétement déterminée.

L'une des séries les plus simples est la progres-
sion géométrique

1, r, ', 2%, &ec....

qui a pour terme général z”, cest-a-dire, la puis-
sance ».™ de la quantité z. Si dans cette série on
fait la somme des » premiers termes, on trouvera

3 - xn
T o 2" = —— — 5
b —T 1—x

et, commc pour des valeurs croissantes de » la

.. - z*
valeur numérique de la fraction — converge vers

x
Ja limite zéro, ou croit au-dela de toute limite,
suivant qu'on suppose la valeur numérique de x
inféricure ou supérieure & l'unité , on doit conclure
que dans la premiére hypothése la progression

1, r, ', 3, &c....

est une série convergente qui a pour somme ! -,

P

tandis que dans la seconde hypothése la méme pro-
gression est une série divergente qui n'a plus de
somme.

D’aprés les principes ci-dessus établis, pour que
Ia série

(1) U, U, U, ..U, U, &l

soit convergente,, il est nécessaire et il suffit que des
valeurs croissantes de » fassent converger indéfini-
ment la somme

LRERRR R AR N R LA LLAA 10 A0 LA LR L] lnlh-monluunpr-unnwnwu-n- o
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S, = U, +u, +u +&C...+u,

vers une limite fixe s : en d’autres termes, il est né-
cessaire et il suffit que, pour des valeurs infiniment
grandes du nombre 7, les sommes

sr!) sn+z’ Sn-y:’ &C....-

différent de Ia limite s, et par conséquent entre elles,
de quantités infiniment petites. D'ailleurs, les diffé-
rences successives entre la premiére somme s, et
chacune des suivantes sont respectivement détermi-
nées par les équations

Sper — 8, = U,,

srz-ra -—’Sn = un -+ urr+l ?

Spwy =8, = U, Uy, U,

&e.....

Donc, pour que la série (1) soit convergente, il est
d'abord nécessaire que le terme général «, décroisse
indéfiniment, tandis que » augmente ; mais cette
condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour
des valeurs croissantes de =, les différentes somnics

un -+ uﬂ-\\-l b
ult + ufu-l -+ z‘nq—z ?
&e.....

cest-d-dire,, les sommes des quantités

, U &e. ...

t+ra Y
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prises, & partir de la premiére, en tel nombre que
T'on voudra, finissent par obtenir constamment des
valeurs numériques inférieures a toute limite assi-
gnable. Réciproquement, lorsque ces diverses con-
ditions sont remplies, la convergence de la série est
assurée.

Prenons pour exemple la progression géométrique

(2) 1, x, 2, 2}, &c....

Si fa valeur numérique de x est supérieure a I'unité,
celle du terme général " croitra indéfiniment avec
n, et cette seule remarque suffira pour constater la
divergence de la série. La série sera eneore diver-
gente, si I'on suppose z = == 1, parce qualors la
valeur numérique du terme général z”, se réduisant
a P'unité, ne décroitra pas indéfiniment pour des va~
leurs croissantes de ». Mais, si la valeur numérique
de x est supérieurea l'unité, les sommes des termes
de la série pris a partir de £” en tel nomhre que
fon voudra, savoir,

n

z",
&" 4 ™ =zt LT
- - t—az
Tt X" T =" v — 1}
i —zx ?
&e....

se trouvant toutes comprises entre les limites

z®
]

xﬂ
’ 1—2x

chacune delles deviendra infiniment petite pour des

ERTRENER] IR T T AL L “"""""”"’""I""""" sreameans oy
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valeurs de # infiniment grandes ; et par suite la série
sera convergente, ce que 'on savait déja.

Prenons pour second exemple la série numérique

. &e....

. 1

(3) I, 2! _3_i Z U T ma?
Le terme général de cette série, savoir, ﬁ dé-
croit indéfiniment & mesure que » augmente, et ce-
pendantla série n'est pas convergente; car fa sonme

faite du terme et de ccux qui le suivent jus-

n 41
s . .
qu’au terme i lllCillSlVCmGIlt, savolr,
1 s 1 1 1

—+ +.... 4+ -+,
n -~ L n-+ 2 an—1 zn

reste constamment supérieure, quel que soit z, au
produit

n x = —,
2n 2

et par suite, cette somme ne décroit pas indéfini-
ment pour des valeurs croissantes de 7, ainsi que cela
aurait lieu si la séric était convergente. Ajoutons
que, si lon désigne par s, la somme des » premiers
termes de la série (3), et par 2™ la plus haute puis-
sance de 2 renfermée dans 21, on trouvera

— LIS . L LI
S”—I‘f‘:+3+...+n+[>I—r—z+<3+4‘)

e AT e =
T3 g 7 el 27 gy 2"

et a fortiore
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v 1 1 ] n
S, > 1'+;+;+:+--.+:=I+T.

On en conclura que la somme s, croit indéfiniment
avec lec nombre entier mz, et par cons¢quent avee 2,
ce qui est une nouvelle preuve de la divergence de
fa série.
Considérons encore la séric numérique,
4 1, -, =, = . . , &c...

I 1.2 2.3 77T 2.3

Les termes de cette séric qui occupent un rang su-
> " | s
pericur & 2, savolr,

2.y, T raz3een(m)? o2l w(n )ndea) ?

&ec..,

seront respectivement inférieurs aux termes corres-
pondans de la progression géométrique
1 ] 1 )

]
, oy —— L —, &e....
l.l.}...ﬂ l.l.j...ﬂ n l.l.}...ﬂ n

Par suite, la somme des premiers termes pris en tel
nombre que P'on voudra sera toujours inférieure
la somme des termes correspondans de la progres-
sion géométrique, qui est une série convergente, et
a plus forte raison, a lasomme de cette progression,
c'est-a-dire, a

A 1230 .. (n=1) " a—1 °

1,2,

;..
Comme eette derniére somtne décroft indéfiniment

& mesure que 2 augmente, il .en résulte que fa sé-
rie (4) est elle-méme convergente. On est convenu
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de désigner par a lettre ¢ la somme de cette série,
En ajoutant les » premiers termes, on obtiendra
pour valeur approchée du nombre e

.
P2 1.2.3

1
b+ kR

-2.3...(n—1) )
et, daprés ce qu'on vient de dire, T'erreur commise

sera inférieure au produit du ».™ terme par —— .
—_1

Ainsi, par exemple, si 'on suppose z =11, on
trouvera pour la valeur approchée de ¢

(5) e=2.7182818...;

et Terreur commise dans cette hypothése sera infé-

rieure au produit de la fraction !
'-1-;-4-5-6-7.8.9.“)

' T . ' )
par —, cest-a-dire, a S 8Toos» €N sorte qu elle

n'altérera pas la 7.¢ décimale.

Le nombre e, déterminé comme on vient de le
dire, sera souvent employé dans la sommation des
suites et dans le calcul infinitésimal. Les logarithmes
pris dans le systéme qui a ce nombre pour base
sappellent Neperiens, du nom de Neper, inventeur
des logarithmes, ou Ayperboliques, parce qu'ils ser-
vent amesurer les diverses parties de I'aire comprise
entre Thyperbole équilatére et ses asymptotes.

On indique généralement la somme d'une série
convergente par la somme de ses premiers termes

suivie d'un &e. ... Ainsi, lorsque la série
u,, u,, u

U, ...
a? 3
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cst convergente , la somme de cette série est repré-
sentée par

w, +u +u, +u +&c.....
En vertu de cette convention , la valeur du nombre e
se trouvera déterminée par 'équation

]
+ &ec...;

/ — LI I
'\6) e=1-+ i +|.z+|.z.‘;+|.z.3.4

et, si l'on considére la progression géométrique
2 3
i, £, x, x°, &c....,
on aura, pour des valeurs numériques de z infé-
rieures a l'unité,

.
1 —

(7) L+ +2 +2 +&e.... =
La série
uo). u:) ux) u}, &C.-..

étant supposée convergente, si 'on désigne sa somme
par s, et par s, la somme de ses » premiers termes,

on trouvera
ST UAU AU AU, “+~u,+u,, +&c,...
=s§,+u, +u,, +&....,
et par suite
§—S,=u,+u,,+~&c..,.

De cette derniére équation il résulte -que les quan-
tités
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u u u &e.. ...

n’ n+19 n+a)

formeront une nouvelle série convergente dont la
somme sera équivalente & s —s,. Si T'on représente
cette méme somme par 7,, on aura

S§=s$,+7r,,

et r, sera ce qu'on appelle le reste de la série (1)
i partir du ».™ terme.

Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une
méme variable x, cette série est convergente, et ses
différens termes fonctions continues de ., dans le
voisinage d'une valeur particuliére attribuée a cette
variable ;

s,, 71, et s

sont encore trois fonctions de la variable =, dont la
premiére est évidemment continue par rapport a
daus le voisinage de la valeur particuliére dont il
s'agit. Cela posé, considérons les accroissemens que
recoivent ces trois fonctions, lorsqu'on fait croitre
x d'nne quantité infiniment petite a. L'accroisse-
ment de s, sera, pour toutes les valeurs possibles
de n, une quantité infiniment petite; et celui de r,
deviendra insensible en méme temps que 7, si I'on
attribue & z une valeur trés-considérable. Par suite,
Paccroissement de la fonction s ne pourra étre qu'une
quantité infiniment petite. De cette remarque on
déduit immédiatement la proposition suivante.

1. THEOREME. Lorsque les differens termes dela
~érie (1) sont des fonctions d une meme variable z,
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continues par rapport  cetle variable dans le voi-
sinage d’'une valeur particuliére pour laquelle la
série est convergenite, la somme s de lg serie est
aussi, dans le voisinage de cette valeur particu-
liére, fonction continue de .

En vertu de ce théoréme, la somme de la série (2)
devra rester fonction continue dc la variable x, cntre
les limites z=—1, x=1; ce qu'on peut vérifier 4
Tinspection de la valeur de s donnée par ['équation

t
S =

V—x

§. 2.° Des Series dont tous les termes sont positif.

Lorsque la série

(1) w,, u, u, ....u,, &c. ...

a tous ses termes positifs , on peut ordinairesicnt
décider si elle cst convergente ou divergente, &
l'aide du théoréme suivant.

1.c- TakorEME. Cherches lalimite ou les limites
vers lesquelles converge , tandis que n croit inde-
finiment, lexpression (u,,)'?; et designez par k la
plus grande de ces limites, ou , en d’autres termes,
la limite des plus grandes valeurs de lexpression
dont il 8’ agit. La série (1) sera convergente, si Lon
a k<1, etdivergente, si lon a k> 1.

DEMONSTRATION. Supposons dabord £ < 1, et
choisissons a volonté entre les deux nombres 1 et /&
un troisitme nombre U, en sorte gu'on ait

DR AL prest "'l|"U""'"""!l""ll“ l"l!‘l!U"lll"l‘l'rl!‘lnun LERLET LIRS S [
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k< U< 1.

n venant & croitre au-dela de toute limite assignable,

les plus grandes valeurs de ( u,,)i" ne pourront sap-
procher indéfiniment de la limite £, sans finir par
étre constamment inférieures & 7. Par suite , il sera
possible d’attribuer au nombre entier 2 une valeur
assez considérable, pour que, 7 obtenant cette méme
valeur ou une valeur plus grande encore, on ait
constamment

(u,)" <U, u,<U"
Il en résulte que les termes de la série

u,, U, U, ... .U u &e. ...

n+t Y n+a2 Y

finiront par étre toujours inférieurs aux termes cor-
respondans de la progression géométrique

WU, o, ..U, U™, U™, &e...;

Y

et , comme cette progression est convergente (a
cause de U< 1), on peut de la remarque précédente
eonclure a fortiors la convergence de la série (1).

Supposons, en second lieu, &> 1; et placons
encore entre les deux nombres 1 et £ un troisiéme
nombre I/, en sorte qu'on ait

k>U> 1.

Si 2 vient a croitre au-dela de toute limite, les plus

1

grandes valeurs de (u,)", en sapprochant indéfi-
niment de %, finiront par devenir supérieures a U
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On pourra donc satisfaire a la condition

(u,)" > U,
ou, ce qui revient au méme, a la suivante
> U,
par des valeurs de n aussi considérables que T'on
voudra ; et par suite, on trouvera dans la série

124

n

u uxru:""un) un-o-l? un-v;i &c"'~

° Y

un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes
correspondans de la progression géométrique

1, U, U, ... U, U™, U™, &....

Comme cette progression est divergente (4 cause
de U>1), et qu'en conséquence ses différens termes
croissent a linfini, la remarque que fon vient de
faire suffira pour établir la divergence de la série (1),

Dans un grand nombre de circonstances, on peut
déterminer la valeur de la quantité 4, a l'aide du
théoréme 4.° [ chap.II, §. 3. ]. En effet, en vertu

de ce théoréme, toutes les fois que le rapport —-=~
u

convergera vers une limite fixe, cette [imite sera
précisément la valeur de 4. On peut donc énoncer
fa proposition suivante.

2.© THEOREME. St, pour des valeurs crotssantes

de n, le rapport

Up

converge vers une limite fixe k, la série (1) sera
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convergente toutes les fois que Lon aura k<1, et
divergente toutes les fois que Fon aura %> 1.

Concevons, par exemple, que l'on considére la série

L ] 1 1
) T 1.2 ! 1.2.3 17 3. ? &e...:

on trouvera

Uppr 1.2.3...0 . 1 If"‘"l—_‘o

uy 1.2.3...0(n41) a3’ o ’

et par conséquent la série sera convergente, ce que
Ton savait déja.

Le premier des deux théorémes qu'on vient d’é-
tablir ne laisse d'incertitude sur la convergence ou
la divergence d'une série dont tous les termes sont
positifs, que dans le cas particulier ou la quantité
représentée par £ devient égale a P'unité. Dans ce
cas particulier, il n'est pas toujours facile de décider
la question. Toutefois, nous allons démontrer ici
deux nouvelles propositions a l'aide desquelles on
peut souvent y parvenir.

3°. THEOREME. Lorsque dans lasérie (1) chague
terme est inferieur & celui qui le précéde, cette
serie et la sutvante

(2) u,, 2u, 4u,, 8u,, 16u, , &c..

sont en méme temps convergentes ou dz'vergcntes.

DimonsTRATION. Supposons d'abord la série
(1) convergente, et désignons sa somme par 5. On
aura
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uw = uo)

2u, —2u,,

fu,<2u, + 2u,,

8u7< 2u, + 2u

&e....;

- 2U - 2U,,

et par suite, la somme des termes de la série (2),
pris en tel nombre que I'on voudra, sera inférieure &

u, - 2u, + 2u, + 2u, +2u, +8C.... = 25—u,.

3
Il en résulte que la série (2) sera convergente.

Supposons , en second lieu, la série (1) diver-
gente. La somme de ses termes pris en trés-grand
nombre finira par surpasser toute {imite assignable :
et, comme on aura

uo == uo‘!

2u, > u + U,

fu, >u 4 v, +u U,

Su,>u, +u+u U, U, U U U,

&e. ...,
on devra conclure que la somme des quantités

v,, 2u,, 4u;, 8u,, &c....

prises en trés-grand nombre finit elle-méme par
devenir supérieure a toute quantité donnée. La série
(2) sera donc alors divergente, conformément aun
théoreme énoncé.

RO ER KT T T LU R U LA A LU L AT U L R o
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CGROLLAIRE. Si pour la série (1) on prend la
suivante
1 1 1
(3) r, —, }—‘F, —4;—,&(:....,

p désignant une quantité quelconque, la série (2)
deviendra

I, 2%, 47, 87+, &ec.....

Cette derniére est une progression géométrique ,
convergente lorsqu’on suppose n> 1, et divergente
dans le cas contraire. Par suite, la série (3) sera.
elile-méme convergente, si w est un nombre supé-
rieur & f'unité; et divergente, sifona w=1 ou
w < 1. Par exemple, des trois séries

@) 1 e e e e,

la premiére sera convergente, et les deux autres
divergentes.

4. THEOREME. Supposons que l'on désigne par
L la caractéristique des logarithmes dans un sys-
téme quelconque, et que, pour des valeurs crois-.
santes de n, le rapport

L(u)
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converge vers une limite finie h. La série (1) sera
convergente, si lon a k> 1, et divergente, si ['on
ah<i.

DEmonsTRATION. Supposons d'abord 2> 1, €t
choisissons a volonté entre les deux quantités 1 et 4
une troisiéme quantité @, en sorte qu'on ait

h>a>1.

Le rapport L""— , ou son égal
()

£(5)

1
—
n)

L

finira par étre, pour de trés-grandes valeurs de »,
constamment supérieur a la quantité a. En d'autres
termes, n venant a croitre au-dela d'une certaine
limite, on aura toujours
£ (%)
Uy

L (n;

->a,
ou, ce qui revient au méme,

L(+)>aL(n)

et par suite,

Il en résulte que les termes de la série (1) finiront
par étre constamment inférieurs aux termes corres-
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pondans de la suivante
1 1 1 1 1

I, yat] ?, F...—’;‘—, m, &c....,
et, comme cette derniére sera convergente (i cause
de a>1), on pourra de !a remarque précédente
conclure a fortior: la convergence de la série (1).

Supposons, en second lieu, A< 1; et placons en-
core entre les quantités 1 et A une troisiéme quan-
tité @, en sorte qu'on ait

h<a<i.

On finira par avoir constamment, pour de trés
grandes valeurs de 7,

L(

%7 <a
L(n < ?

I
)
ou, ce qui revient au méme ,
I
L("—"') < aL(n)‘,

et par suite

Il en résulte que les termes de 1a série (1) finiront
par étre constamment supérieurs aux termes corres-
pondans de la suivante

1 1 i 1 i
’ PR Sa, _4"—”'_117" (n—+—|)“’&c""

et comme cette derniére sera divergente (4 cause
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de a<1), on pourra de la remarque qu'on vient
de faire conclure a Sfortiori la divergenee de la
série (1).

Etant données deux séries convergentes dont tous
les termes sont positifs , on peut, en ajoutant ou
multipliant ces mémes termes , former unc nouvelle
série dont fa somme résulte de I'addition ou de la
muitiplication des sommes des deux premiéres. Nous
établirons a ce sujct les deux théorémes suivans :

3.* THEOREME. Soient

124

7!

Vo, U, U, ... ¥

w, u, ...u,, &...,

&e. ..,

nY

deur scries convergentes , qui, uniquement compo-
sées de termes positifs, aient respectivement pour
sommes s et s :

8) wu+v, wuv,, u+v,, ... u+v,, &c..

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme s—+s'.

DimoxsTrarron. Si lon fait

S, = U, U AU, ...+ U

n—17

=0, 4V, +V, ...V

foem1 )

s, et s’, convergeront respectivement, pour des
valeurs croissantes de 7, vers les limitcs s et s'. Par
suite, s,+s',, c'est-a-dire, la somme des 7 premiers
termes de la série (8), convergera vers la limite s+s';
¢e qui suffit pour établir le théoréme énoncé.

ITEIE! |-’r||lunulu""!unnnu‘-uqn-m-"ﬂw-urr-"...."n...,...,. I
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6.° THEOREME. Les mémes choses étant posees
que dans le theoréme précédent,

UV, UVAU, Y, UV UV, +UD,,....

‘9)

e UV AUV, U,V 0, , &,

f1e1

sera une nouvelle série convergente, qui aura
pour somme ss'.

DEMONSTRATION. Soient toujours s,, s', les
sommes des » premiers termes des deux séries (7).
et désignons en outre par ', la somme des » pre-
miers termes de la série (9). Si Ton représente par

n— 1

m le plus grand nombre entier compris dans ,

n—1

n— 2

cest-a-dire, lorsque » est impair, et

dans le cas contraire, on aura évidemment
oV o—t(1o? U Vo) e o o (U 0 ¥, . U, Y 1T,
< (Uou, .o iu,_ ) (vo+v, 4. et v, )
et > (Ut et Uy) (Vo ¥, e g )
ou, en d'autres termes,

s, < s, 8,

7

et > ¢ !

m+1 o met *

Concevons maintenant que Ton fasse croitre 2 au-
dela de toute limite. Le nombre

——

wi=

m —

2

croitra [ui-méme Indéfiniment ; et les deux sommes
$us Sp.. convergeront vers la Himite s, tandis que
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s, et s’ convergeront vers la limite s'. Par suite,
les deux produits ¢, ,, S,.. 8 n.:, €t la somme
s", comprise entre ces deux produits, convergeront
vers la limite ss’ : ce qui suffit pour établir le théo-
réme 6.°

§. 3.° Des Series qui renferment des termes posilifs
et des lermes negatifs.

Supposons que la série
(1) w,, u,, u,....u,, &c....

se compose de termes, tantot positifs, tantét néga-
tifs : et soient respectivement

(2) Pos Pir Pun-ee Pur &eol,
les valeurs numériques de ces mémes termes, en
sorte qu'on ait

u,==*p, u,==*p, u==tp, ... u===%p, &e...
La valeur numérique de la somme
Uy U, U, e U,
ne pouvant jamais surpasser
R A A
il en resulte que la convergence de la série (2) en-
trainera toujours celle de la série (1). On doit ajouter

que la série (1) sera divergente, si quelques termes
de la sénie {2) finissent par croitre au-dela de toute

ORTTRU RN R AR AL LA TR AR LR Il'l‘illﬂI'l'lll'lnrhsnﬂntl—n--w-qr— v
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limite assignable. Ce dernier cas se présente lomque

les plus grandes valeurs de (p,) " convergent, pour
des valeurs croissantes de z, vers une limite supé-
ricure a funité. Au contraire, lorsque cette limite
devient inférieure a Tunité, la série (2) est toujours
convergente. On peut, en conséquence, énoncer le
théoréme suivant:

1.« TREOREME. Soif p, la valeur numérique du
terme general v, de la série (1); et designons par
k la limite vers laquelle convergent, tandis que
a croit indéfiniment, les plus grandes valeurs de
Pexpression (,) %, La série (1) sera convergente,
st lon a k<1, et divergente, si Fon a k> 1.
Pues

»

n

Lorsque la fraction , Cest-d-dire, la valeur

"n* 13
Un

numérique du rapport , COnvergera vers une

limite fixe, cette limite sera, en vertu du 4.° theo-
reme [chap.II, §. 3.°], la valeur cherchée de #.
Cette remarque conduit 4 la proposition que je vais
écrire.

2. TREOREME. St, pour des valeurs croissantes
de n, la valeur numérique du rapport

Ypar

converge vers une limite fixe k, la série (1) sera
convergente, toutes les fois que.lon aura k<1, et
divergente, toutes les fois que l'on aura k>1.

Par exemple, si 'on considére la série
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1 1 A\l

1, — —+ vl B W y -"‘&C...,

u, 7+t

d'ot il résulte que la série sera convergente.

Le premier des deux théorémes qu'on vient d'é-
tablir ne laisse d'incertitude sur la convergence ou
la divergence d'une série que dans le cas particulier
ol la quantité représentée par & devient égale a
T'unité. Dans ce cas particulier, on peut quelquefois
constater la convergence de la série proposée, soit
en sassurant que les valeurs numériques de ses
différens termes forment unc séric convergente, soit
en ayant égard au théoréme suivant.

3. THEOREME. i dans la serie (1) la valeur nu-
merique du terme géneral «, decroit constamment
et indefiniment, pour des valeurs croissantes de »,
st de plus les différens termes sont alternativement
positifs et négatifs, la seric sera convergente.

Considérons, par exemple, la série

i [ ' t '
(3) 1,———;‘, +T,—‘z,—|“&c..:‘::, $7::-l,&€.

La somme des termes dont le rang surpasse n, si
on les suppose pris en nombre égal & m, sera

1 : 1 1 ;
= — — -+ ———— & s —/— *
n+1 42 n43 4 Cove n+ne )

Or la valeur numérique de cette somme, savoir,

R IR R R IR L T L e -mmlHmnmm-r-mv'" tireme: cp oW c
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1 Y 1 1 T
———e e — - &, .. L 2
n+1 n+4z n+3 44 n+m

1 1 b 1 1
=i~ (e )~ Ga ) — &

_ () ) e
a1 n4z n+3 a4 nt+5 6 e

étant évidemment comprise entre

T 1 1

n -1 ¢ ” 41 n4-2 '’

décroitra indéfiniment pour des valeurs croissantes
de =, quel que soit m, ce qui suflit pour établir la
¢onvergence de la série proposée. Les mémes rai-
sonnemens peuvent évidemment sappliquer a toutes
les séries de ce genre. Je citerai, entre autres, la
suivante ,

(4) L, ——5,.—’ ““‘—;T.,‘y ‘“"Z‘T, &e....,
laquelle, en vertu du théoréme 3.°, restera conver-
gente pour toutes les valeurs positives de .

Si dans la série (4) on supprime le signe — de-
vant chacun des termes de rang pair, on obtiendra
fa série (3) du §. 2.°, qui est divergente toutes les
fois que T'on suppose u=1 ou p<1. Par suite, pour
transformer une séric convergente en série diver-
gente, ou réciproquement, il suffit quelquefois de
changer les signes de certains termes. Au reste,
cette remarque est uniquement applicable aux séries
pour lesquelles la quantité désignée par % dans le
2.° théoréme se réduit 4 unité.
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Etant donnée une série convergente dont tous
les termes sont positifs, on ne peut quaugmenter
Ia convergence en diminuant les valeurs numériques
de ces mémes termes , et changeant les signes de
quelques-uns. Il est bon dobserver qu'on produira
ce double effet, si Yon multiplie chaque terme par
un sinus ou par un cosinus; et cette observation
suffit pour établir la proposition suivante.

4.° THEOREME. Lorsque la série

(2) Por Ly Pay oo Pu, &e....,

uniquement formée de termes positifs, est conver-
gente, chacune des swivantes

(5>§ f,cos,9,, f,cos.e, s _p,cos.@,, .. .f,,cos.@,,, &e. ..,

lfosin.eo, f,sin.e, y f’,sin.e,, .. .f,,sin.e,,, &e....
Uest pareillement, quelles que soient les valeurs
des arcs 9,,9,,%, ...¢8,, &c....

CoroLLAIRE. St lon suppose généralement

8, = nd,

6 désignant un arc quelconque, les séries (5) de-
viendront respectivement

(6){ Po>r f,cos.e y Pa cos. 26, ...f,cos.ne , &ec...,

Ces deux derniéres seront donc toujours conver-
gentes en méme temps que la série (2).
Si lon copsidére a-a-fois deux- séries dont cha-

P sin. 8 v Pa sin.ze, «ss Pasin. nf , &ec.....
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cune renferme des termes positifs et des termes né-
gatifs, on démontrera facilement a leur égard les
théorémes 5.° et 6.° du second paragraphe , ainsi
qu'on va le faire voir.

5. THEOREME. Soient

Suo, u, #, .... u,, &....,

(7) l

Vey U,y U, ... v, &c..,.,

deux séries convergentes qui aient. respectivement
pour sommes sets ;

(8) u+v,, u+v,, uv,,...u+v,, &c...
sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme s—+5'.

DimonsrraTion. Si Ton fait

S, =U,+ U+ U, 4 ...4U

n=—-117

S, =v, v, v, .,

s, et s', convergeront respectivement, pour des va-
leurs croissantes de 7, vers les limites s et s'. Par
suite, §,+s',, Cest-i-dire, la somme des 7 premiers
termes de la série (8) convergera vers la limite
s-+s'; ce qui suffit pour établir le théoréme énoncé.
6.° THEOREME. Les mémes choses étant posées
que dans le théoréme précédent, si chacune des
series (77) reste convergente, lorsqu’on réduit ses
différens iermes & leurs vaieurs numériques,

(9)

uﬂ vo) uovx+ux vo’ uhvl._'-ztl vl+u:v

0) *e v

e U YAV, AU, 00,0, &,
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sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour
somme ss'.

DEMONSTRATION. Soient toujours s,, ', les
sommes des n premiers termes des deux séries (7),
et désignons en outre par s', la somme des » pre-
miers termes de la série (9). On trouvera

’ "
$,8,—8 =u,_ v, (U, v, ,+u, v, )+..
O (2T L VN SRR T8 Rt T T N

De plus, le théoréme 6.¢ ayant été démontré dans le
second paragraphe pour le cas ou les séries (7) ne
renferment que des termes positifs, il en résulte que
dans cette hypothése chacune des quantités s,s',,
s", converge, pour des valeurs croissantes de », vers
la limite s, et, par suite, la différence s,5',—s',,
ou, ce qui revient au méme , la somme

U, U, (1, v UV,

Ve = UV, 2D, )

e O T

pet
vers la limite zéro.

~ Concevons maintenant que, les termes des séries
(7) étant les uns positifs et les autres négatifs, on dé-
signe respectivement par

(fo’ f.y f,’ ...f’,, &C....,
(1o)j S ’
fu’f!,f:) ---f”, &C....,

les valeurs numériques de ces différens termes. Sup-
posons de plus, conformément a T'énoncé du théo-
réme, que les séries (10), composées de ces mémes

IRITRIN l"ll'l'l"'!'ll""""“lill-'HIH'WWH'H"NI!!'-""" ok oy 0
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valeurs numériques , soient toutes deux conver-

gentes. En vertu de fa remarque qu'on vient de faire,
la somme

Pt P ot (Pt Prams ™ Prs Plas) v v enen
ot (Prs i Pas Plat e PPl s PP )

convergera, pour des valeurs croissantes de 7z, vers
la limite zéro : et, comme la valeur numérique de
cette somme sera évidemment supérieure a celle de
[a suivante

u v +(u v, ., 1

=3

=3 ¥ 1 i1 Uﬂ_,)—i- cana .

e (U VAU, VAU, UYL,

il en résulte que cette derniére, ou, ce qui revient
au méme, la différence s,s',—s", convergera elle-
méme vers la limite zéro. Par suite, ss', qui est la
limite du produit s,s’,, sera encore celle de s”,. En
d'autres termes , la série (9) sera convergente, et
aura pour somme le produit ss'.

ScHOLIE. Le théoréme précédent pourrait ne
plus subsister, si les séries (7), supposées conver-
gentes, cessaient de Pétre aprés la réduction de cha-
que terme & sa valeur numérique. Concevons, par

exemple, que pour chacune des séries (7) on prenne
fa suivante

¥ 1 ] 1
(1) 1, ——=, +—=, =5, +—, —&c...
22

La séric {9) deviendra
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() ~(Frvar)
_ (W“‘V,:*V:s“’ﬁ) + &¢....

Cetfe derniére est divergente. Car son terme géné-
ral, savoir,

(12){

+( 1 -+ 1 - 1 -+ -+ 1 - 1)
N2 iy Y=z ¥ a(r=s) ¥

a une valeur numérique évidemment supérieure a

N

n _ 4n }
n (n D i n—+2 ’
{5
2 2
lorsque n est pair, et &
n 2z2n
n—41\? § n4-1
H(=
lorsque 7 est impair; c'est-d-dire, dans tous les cas
possibles, une valeur numérique supérieure a Punité.
Cependant la série (11) est convergente. Mais on
doit observer qu'elle cesse de I'étre , Jorsqu’on réduit

chaque terme 4 sa valeur numérique , puisqu'elle se
change alors en la série (6) du §. 2.°

M=

§. 4.° Des Scries ordonnces suwivant les Puissances
N . .
ascendantes et enticres d'une variable.

Soit

(v) a,, ar, azx',...a,x", &c...
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une série ordonnée suivant les pumssances entiéres
e: ascendantes de la variable z,

(2) a,, a,, G,y ....a,, &c....

désignant des coeflicicns constans positifs ou Réga-
tifs. Soit de plus 4 ce que devient pour la série (2)
la quantité & du paragraphe précédent[voy.le§. 3,
2.¢ théoréme ]. La méme quantité, calculée pour la
série (1), sera équivalente a la valenr numérigue du
produit

Az,

Par suite, la série (1) sera convergente , si cette
valeur numérique est inférieure a l'unité, cest-a-dire,
en d'autres termes, si la valeur numérique de la va-
riable z est inférieure a _;T . Au contraire,, la série (i)

sera divergentc, si la valeur numérique de  surpasse

' 7 . . -
o On peutdonc énoncer la Pr GPOSIHOII suivante.

1. THEOREME. Soit 4 la limite vers laquelle
converge, pour des valeurs croissantes de » , lu ra-
cine n.™ des plus grandes valeurs numeriques de
a,. La série (1) sera convergenie pour toutes les
valeurs de =z comprises entre les limiles

T 1
T=— =, =+,

et divergente pour toutes les valeurs de x situées
hors des mémes limites.

-, 4 _‘. a'l -1
Lorsque la valeur numérique du rapport —s
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converge vers une limite fixe, cette limite est [en
vertu du 4.¢ théorcine, chapitre II, §. 3 ] la valeur
cherchée de 4. Cette remarque conduit a unc nou-
velle proposition que je vais écrire.

2.© THEOREME. 8¢, pour des valeurs croissantes
de n, la valeur numérique du rapport

Cpar

an

converge vers la limite 4, la série (1) sera con-
vergenle pour toutes les valeurs de z comprises
entre les limites

1 1
—4 Ta

et divergente pour toutes les valeurs de » situégs
hors des mémes limites.

COROLLAIRE 1" Prenons pour exemple la série
(3) 1, 20, 32, 42°, ... (n+1)x”, &e...

Comme on trouvera dans cette hypothese

a,., n 42

1
= =1+ —,
a, 741 n—41

et par suite,
A=1,
on en conclura que la séric (3) est convergente pour
toutes les valeurs de x renfermées entre les limites
r=—1, =41,

et divergente pour les valeurs de x situées hors de
ces limites.
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COROLLAIRE 2. Prenons pour second exemple
la série

3 n
) L2 e

dans laquelle le terme constant est censé réduit &
zéro. On trouvera dans cette hypothése

a,,, n 1

an | n-1 PR

et par suite .4 = 1. La série (4) sera donc encoge
convergente ou divergente, suivant que la valeur
numérique de x sera inférieure ou supérieure a ['u-
nité.

CoroLLAIRE 3. Si pour fa série (1) on prend

la suivante,
L, Mg, ALK e

(5) I3 1.2
pr— =) () &

1.2.3.0....7 » RCooo

g e e o e

p. désignant une quantité quelconque, on trouvera

By p—n 4

a, 7%~ 1 ?

et par suite,

[—_}_‘- '[___C:J_
. n
.A:lzm. ; — =1,
PR
n co

On en conclura que la série (5) est, comme les sé-
ries (3) et (4), convergente ou divergente, suivant
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que Pon attribue 4 la variable x une valeur numé-

rique inféricure ou supérieure a l'unité,
CoRroLLAIRE 4.° Considérons encore la série

6 1, =, =, i e ——— | &C...

1 1.2 1.2.3 |.1.5...n

Comme on aura dans ce cas

&, ., 1

" @n | A !
et par suite,

1

A=g=o,
on en conclura que [a série est convergente -entre
les limites

X=—f=—00, T=-+ =+ 00,

c'est-a-dire, pour toutes les valeurs réelles possibles
de la variable .

CoroLLAIRE ;.* Considérons enfin la série
(7) 11z, 2.2, 1.2.3.2% 01230027 &e...

En lui appliquant le théoréme 2.°, on trouvera

Zpar

a,

=n4+1, A= o0
, .

et Ton aura par suite,

— =o.

On en conclura que la série (7) est toujours diver-
gente, exccpté lorsqu’on suppose x —=o, auquel cas,
elle se réduit 2 son premier terme 1.
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En examinant les résultats qu'on vient d'obtenir,
on reconnait immédiatement que, parmi les séries
ordonnées suivant les puissances ascendantes et en-
tieres de la variable x, les unes sont tantét con-
vergentes, tantot divergentes, selon la valeur attri-
buée a cette variable, tandis que dautres restent
toujours convergentes, quel que soit =, et d'autres
toujours divergentes, excepté pour z=o. On peut
ajouter que le théoreme 1. ne laisse d'incertitude
sur la convergence d'une semblable série que dans
le cas ot la valeur numérique de z devient égale
a fa constante positive représentée par —}1—, cest-i-
dire, lorsquon suppose
T = i% .
Dans ce cas particulier, la série est tantét conver-
gente, tantét divergente, et la convergence dépend
quelquefois du signe de la variable . Par exemple,

st dans la série (4), pour laquelle 4 = 1, on fait
successivement

r=1, r=—1,

on obtiendra les deux suivantes

(8) I, %’ —l'v

; R —;—, &e....

L

4
T I | I 4

(9) - I, +—z—, ——;, +'Z, ...:’:T, &C...,

dont la premiére est divergente [voyez dans le §. 2
Ic coroflaire du 3. théoréme], ct la scconde eonver-
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gente, ainsi que cela résulte du 3.° théoréme [ §. 3]

Il est encore essentiel de remarquer que par suite
du premier théoréme, lorsqu’une série ordonnée
suivant les puissances ascendantes et entiéres d'une
variable & sera convergente pour une valeur nu-
mérique de z différente de zéro , elle restera con-
vergente, si 'on vient a diminuer cette valeur numé-
rique, ou méme 4 la faire décroitre indéfiniment.

Lorsque deux séries ordonnées suivant les puis-
sances ascendantes et entiéres de la variable x sont
convergentes pour une méme valeur de la variable,
on peut leur appliquer les théorémes 5 et 6 du §. 3.
Cette remarque suffit pour établir les deux propo-
sitions que je vais énoncer.

3. THEOREME. Supposons que les deux séries

a,, ar, ar, ...aq,z", &c. ..,

(o)}

2
o bz, b2, ... 0,27, &e...,
étant a-la-fois convergentes, lorsqu’on attribue-a
la variable = une certaine valeur, aient alors pour
sommes respeclives s et s ;

(11) a+b,(a,-+b,)x, (a~+b)r,. (a-+b,)z", &

sera, dans le méme cas, une nowvelle série conver-
genle, qui aura pour somme s+-s.
Cororrarrge. On étendra facilement cc théo-

réme 4 tant de séries que l'on voudra. Par exemple,
si les trois séries
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1> PARTIE. CHAP. VI. 157
e, axr, ax, &c...,
b,, bz, b, x*, &e....,
¢, c¢,xr, cx, &c....,
sont convergentes pour une méme valeur attribuée

a la variable z, et que I'on désigne par s, s, s"
leurs sommes respectives ,

a+b+c,, (a,+b,+c)z, (@, +b,+c)x*, &c...

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme  §—+§' —+s".

4.* THEOREME. Les mémes choses étant posées
que dans le théoréme précédent, si de plus chacune
des séries (10) reste convergente, lorsqu’on réduit
ses differens termes a leurs valeurs numeriques,

$aobo, (ab,+ab)xr, (ab+ab+ab)r, ..

12
| ... (ab,+a.b

11 n—1

+..+a, b+ab)r", &ec...

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme ss'.

CoROLLAIRE 1" Le théoréme précédent se
trouve compris dans la formule

. (aota, z4a, x4+ &c...) (bo+b,x+b,2*+&e..\)

(13)

qui subsiste dans le cas ou chacune des séries (10)
reste convergente lors méme qu'on réduit ses diffé-
rens termes a leurs valeurs numériques, et qui sert

= aoby+(achi+a,b)r 4+ (a.b,+a.b,+a,b,)r*+&c.. .
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a développer dans cette hypothése le produit des
sommes des deux séries en une nouvelle série de
méme forme:

CoroLL4IRE 2 En répétant plusieurs fois de
suite l'opération indiquée par I'équation (13), on
pourrait multiplier entre elles les sommes de trois
ou d'un plus grand nombre de séries semblables
aux séries (10), et dont chacune resterait conver-
gente apres la réduction de ses différens termes a
leurs valeurs numériques. Le produit obtenu serait
la somme d'une nouvelle série convergente ordon-
née suivant les puissances ascendantes et enticres de
Ia variable x.

CoroLrAIrE 3.° Si dans les deux corollaires pré-
cédens on suppose que toutes les séries dont on
multiplie les sommes deviennent égales, on obtien-
dra pour produit une puissance entiére de la somme
de chacune d'elles ; et cette puissance sc trouvera
encore représentée par fa somme dune série du
méme genre. Par exemple, si dans I'équation (13)
on fait a,=b_, a,=¥,, a,=b,, &c..., on en tircra

(14)

Cororrarre 4. Si l'on prend pour termes gé-
néraux des séries (10)
p{p—t)(p—2)....(pp—=n+1)
I.Z.j... « 7

L) (=) (B =) e

l.l.}..-..ﬂ

t
’

A

et
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@, n' désignant deux quantités quelconques, et la
variable x étant renfermée entre les limites £ =—1,
x=+ 1, chacune des séries (10) restera conver-
gente méme lorsqu'on réduira ses différens termes
& leurs valeurs numériques, et le terme général de
la série (12) deviendra

[,u(,u—;),..(y—n-m ) u(p-=1). . (p—ni-2) u
-+ —
LI W P 1.2.3...(n—1) i

~+..
L M () () +/‘(#’—-)---(/4’~n+l)]x.
1 1.2.3...(n—1) 1.2.3...0

_ () (e 1) (M ) (ke p —nn)
- 1.2.3.....0 -

Cela posé, siTon appelle @ (x) la somme de fa
premicre des séries (10) dans Thypothese que Fon
vient de faire , Cest-a-dire, si on pose

(15) q>(,u.):1+" x+———————“(l’fz_')x‘+&i:...,

fes sommes des séries (10) et (12) seront respecti-
vement désignées, dans la méme hypothése, par

P(m), P(m') et P(m—+p'); en sorte que Fé-
quation (1 3) deviendra

(16)  @(m).(w) = P(u+p).

Lorsque dans Téquation (13) on remplace la
somme de la série

b,, bx, b,zx*, &ec.....

par un polynome composé d'un nombre fini de
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termes, on obtient une formule qui ne cesse jamais
d'étre exacte, tant que la série

a,, a,r, ax', &c.....
demeure convergente. Cest ce que nous allons
prouver directement, en établissant le thcéoréme
qui suit.
5.° THEOREME. Si, la serie (1) étant conver-
gente, on multiplie la somme de cette serie par le
polynome

(17) ka"+lz" " +&ec....+pr+q,

dans lequel m deésigne un nombre entier, on 0b-
tiendra pour produit la somme d’une nouvelle serie
convergente de méme formie, dont le terme geéneral
sera

(ga,+pa, .+ ... la,_, +ka,,)z",

pourve que Lon considére comme nulles dans les
])remiers termes celles des quantites

Apiy Cus cove Cp iy Cupy

. » X » » .
qui se trouveront affectées d'indices negatgf.'s' :en
d’autres termes, on aura

(kz"4-12" 4= .. +p2+q) x (@, +a,z+a, '+ &e...)

=qa,+(qa,+pao).1:+,..+(qam+pam_,+...+la.+ka,):"
(I 8) 4 &e.....

+ (g8, pa, e ke, )8 e L
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DEmoNsTRaTION. Pour multiplier la somme
de la série (1) par le polynome (17), il suffira de
la multiplier successivement parles différens termes
de ce polynome. On aura donc

(k"4 12" .. pr—+q) (@o+ar+a,x* 4 &e..,)
=q(a.+a,x+a,x’ +&..)+pr(a,+a,x+a,z’+&...)
-+ &c....

—+ 12" (agta, 2+ a,&7+,..) + ka" (ag+ e, x+ a,x7+ &e.. )

Comme on a de plus, pour des valeurs entiéres
P )
quelconques de 7,

g(as+a,s4a, 3>+ ..... ~+a,  x"")

= qa,+ga, x+ga,x+ ..... ~+ga, 2",

on en conclura, en faisant croitre » indéfiniment,
et passant aux limites,

g (a,+a c4a,x’+&.....) =90, -+ qa,24qa,x*+&c.. . .
On trouvera de méme

px (@c+tax+a,2'+&e.. . .) = pa,ztpas ' +pa,cii&e...,

&c.. ..

™ (aota, rta, 2 4&e.. ) = la, 2™ +la, 2", 2™ + &e... ,

kx™ (aotax+a,x748e., .. ) = ka 2" +-ka 2™ ka2 e
Sifon ajoute ces derniéres équations, et qu'en for-
mant la somme des seconds membres on réunisse les
coefficiens des puissances semblables de la variable
x, on obtiendra précisément la formule (1 8).

Concevons maintenant que dans la série (1) on
fasse varier la valeur de .« par degrés insensibles.
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Tant que la série restera convergente, cest-a-dire,
tant que la valeur de x demeurera comprise entre

les limites
1 1

— A
la somme de la séric sera [ en vertu du 1. théo-
réme, §. 1] une fonction continue de la variable .
Soit @ () cette fonction continue. L'équation

P(x)=a,+ar+ar +&c....
subsistera pour toutes les valeurs de x renfermées

, -+—3 ce que nous indi-

T 14
A A
querons, en écrivant ces limites a cété de la série,
comme on le voit ici

entre les limites —

t

.Z'=—7
!

(19)  Q(@)=d,+a,x+azx'+&ec...

.Z':-l‘-z

Lorsque la série est supposée connue, on peut
quelquefois en déduire la valeur de la fonction @ (z)
sous forme finie; et c'est-la ce qu'on appelle sommer
la série. Mais le plus souvent la fonction @ () est
donnée, ct Ton se propose de revenir de cette fonc-
tion a la série, ou, en d'autres termes, de developper
la fonction en série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes et entiéres de la variable
.  est facile d’établir a ce sujet la proposition que
je vais énoncer.

6. THEOREME. Une fonction continue de la va-
riable z ne peut étre developpée que d'une seule
maniére en série convergente ordonnee suivant les
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prissances ascendantes et entiéres de cette va-
riable,

DEMoNsTRATION. En effet, supposons qu'on
ait développé par deux méthodes différentes la fonc-
tion @ (z); et soient

3
a, ax, a,x ...a,2z", &c...,
b,, bx, b2 ... b, 2", &e...,

les deux développemens, clest-a-dire, deux séries
dont chacune, étant convergente pour des valeurs
de x différentes de zéro, ait pour somme, tant
qu'elle demeure convergente, la fonction Q@ (). Ces
deux séries étant constamment convergentes pour
de trés-petites valeurs numériques de x, on aura,
pour de semblables valeurs,

a+a . r+ax' +&e... = b+b x+b r'+&e...

Comme, en faisant évanouir z, on tire de I'é-
quation précédente

a =5b,
# en résulte qu'on peut la réduire généralement a
ar+a .z +&e.=b x+ba'+&e...,
ou, ce qui revient au méme, &
z(a+a.x+&c.. J=xz(b+b,z + &e.. .-
Si Ton multiplie par % les deux membres de cette
derniére équation, on obtiendra la suivante

a, +a x+&c...=b, + b &+ &ec.
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qui devra encore subsister pour de trés-petites va-
leurs numériques de la variable .z, et de laquelle on
conclura, en posant x = o,

a = b,

En continuant de méme, on ferait voir que les cons-
tanics a,, a,, a,, &c... sont mspectivement égales
aux constantes b,, b,, b,, &c...; d'ou il suit que
les deux développemens de la fonction @ () sont
identiques.

Le calcul différentiel fournit des méthodes trés-
expéditives pour dévclopper les fonctions en séries.
Nous exposerons plus tard ces méthodes ; et nous
nous bornerons pour lnstant a faire connaitre, avec
le développement de la fonction (1 +x)*, dans
laquelle u désigne une quantité¢ quelconque, deux
autres développemens que T'on raméne facilement
au premier , savoir, ceux des fonctions

A" et L(1+x),

A désignant une constante positive, et L la carac-
téristique des logarithmes dans un systéme choisi a
volonté. En conséquence , nous allons résoudre f'un
aprés l'autre les trois problémes qui suivent.

1. PROBLEME. Deévelopper, lorsque cela se
peut, la fonction

(r+ )

en série convergente ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes et enticres de la variable .

[ R R | L R R R AL L AL AL LI l!lmmuunwuulrnmun ARELEUT RIS " [
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SorurioN. Si d'abord on suppese u=m, m

désignant un nombre entier quelconque, on aura,
par la formule de Newton ,

m m(m o~ 1
(1 +z" =1 +—‘~x+‘l—z) r+&ec....

La série dont la somme constitue Ie second membre
de cette formule est toujours composée d’'un nombre
fini de termes : mais, si l'on y remplace le nombre
entier m par une quantité quelconque w, fa nouvelle
série que Ton obtiendra, savoir,

(s) 1, Log, £E=D) e &e.....

1 1.2
se trouvera composée en général d'un nombre indé-
fini de termes, et sera convergente seulement pour
des valeurs numériques de & inférieures & Tunité.

Soit, dans cette hypothése, @ () la somme de la
nouvelle série; en sorte qu'on ait
(15) cp(,u,):H——":-.z- 2L e ke, {

1.2

z=—r1]

Z={
En vertu du 1. théoréme [§. 1.], @ (u) sera
fonction continue de la variable « entre des limites
quclconques de cette variable , et 'on aura [voyezle
3. théoréme, corollaire 4 ]

(16) ()P (1) = P+ ')

Cette dernicre équation, étant entiérement seme
blable a Téquation (2) du chapitre V [§. 1.7, se
résoudra de la méme maniére ; et I'on en conclura
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@) =[¢(1)]) = (1+x).

La valeur de @(u) étant ainsi déterminée, si on la
substitue dans la formule (1), on trouvera, pour
toutes les valeurs de z comprises entre les limites
rT=—1, =1,

(20) (x+x)f=x+’%.z+’i(";')x‘+&c... {

X =1
1.2 :

T=-41

Lorsque la valeur numérique de z devient su-
érieurc a 'unité, la série (), n'étant plus conver-
P ) | P
gente, cesse d'avoir une somme; en sorte que I'¢-
quation (20) ne subsiste plus. Dans fa méme hypo-
these, il devient impossible, ainsi qu'on le prouvera
plus tard a Taide du calcul infinitésimal, de déve-
lopper la fonction (1 +x)" en séric convergente
ordonnée suivant {es puissances ascendantes et en-
ticres de la variable .

Cororr4rre 1.7 Si dans I'équation (20) on rem-
place M par% yetrpara.r, a de’signant une quan-
tité infiniment petite, on aura pour toutes les valeurs

de ax renfermées entre les limites —1, +1, ou,

ce qui revient au méme, pour toutes les valcurs de

’ . . [} ]
x renfermées entre les limites ——-, +—-,

(1—&) (1—2a)4-&e. ..

3

hl x z*
(an =1t T+ (=87

|
|

1

z
R
=+
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Cette derniére équation devant subsister, quelque
petite que soit la valeur numérique de «, si I'on
désigne a Yordinaire, par Pabréviation lim. placée
devant une expression qui renferme la variable «, la
limite vers laquelle converge cette expression, tandis
que la valeur numérique de ¢ décroit indéfiniment,
on trouvera, en passant aux limites,

lt'm.(l+a,x)%-_:l—+—f-+ 2T &
(21> 1 1.2 1.2.3
;.::—oo(
T es s a e 02000 x=+m)c
1

I reste a chercher la limite de (1 +~az)«. Or, en
premier lieu, on tirera de la formule précédente

. x
bm. (1 +a)s=14" 4 e — &,
4 1.3 |.3~}
ou, en dautres termes,
] x
(22) m. (1 +a)<=ce,

e désignant la base des logarithmes népériens [voy.
le §. 1., équation (6)]. On en conclura immédia-
tement

lim. (1 +az)*" =e,

et par suite

lim. (I—b—d,.r);: lim. [<1+d,.r):] x: e

Si maintenant on remet fa valeur de Iim. (1+az)”
dans I'équation (21), on obtiendra la suivante
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2 3 ——
(23) e'=1+—+ -4+ —"—+&ec.. {"‘ °°§.
1 1.2 1.2.3 =~ 00
On pourrait arriver directement a I'équation (2 3),
en observant que la série
2

(6) o5, T, e

1,2 f.2.3 ’

est convergente pour toutes les valeurs possibles de
la variable x, et cherchant la fonction de z qui
représente la somme de cette méme série. En effet,
soit @(x) la somme de la séric (6) qui a pour
terme général

x"

te2.3...n )

@ (y) scra la somme de la série qui a pour terme
général

ef [en vertu du 6.° théoréme, §. 31 le produit de ces
deux sommes scra la somme d'une nouvelle séric
qui aura pour terme général

L3 n—1 LT3

z z y z y
1.2.3...0 i.2.3...(n—1)" 1 2.3 (n—)
¥ _ =y
1.1.3...1:_1.1..3..."‘

Ce produit sera donc égal & @ (z—+y); et par suite,
si I'on fait

z x x}
q>(.l‘)— I +T+_1T; +m+&c...-,

Ia fonction @ () vérifiera 'équation
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(). 9(y) = 9(z + 7).
En résolvant cette équation, on en tirera
@)=[o(1)] =(1+++5+

cest-a-dire ,

't r
3+&c...) ;

1.2

P (z)=e"

COoROLLAIRE 2° Si, aprés avoir retranché
I'unité de chaque membre de I'équation (20), on
divise les deux membres par w1, I'équation que on
obtiendra pourra s'écrire ainsi qu’il suit,

t—m)+ — (1—p)(1— L u)—&e...
p

et, si dans cette derniére on fait converger u vers
fa limite zéro, on trouvera, en passant aux limites,

(24) bm L 22 ke
/4 2

De plus, comme, en désignant par / la caractéris-
tique des logarithmes népériens pris dans le sys-
teme dont la base est e, on a évidemment

(14 x)

I+~2r—2e€ ’

u {1 ex) 7 arge z
(1+2) =" T =144 () |, pl LH(oh)] +&e...,

X 1.2
on en conclura
(1+x)# —1 —1

. (1+x)+»;’“~[l([—o—.r)]’ﬂ-&:....,
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et par suite

(25) lim. LHF%'—: I{x+2).
Cela posé, la formule (24) deviendra

z* z3 r=—1
2 =L — — — — XC...

(26) {1+2)==x TS &c {:=+l§,
L'équation précédente subsiste tant que la valeur
numérique de z reste inférieure a l'unité; et, dans
ce cas, la série

2

x x} z"
(27) =, -5 e E—, &e....

est convergente, aussi bien que la série (4), qui en
différe seulement par les signes des termes de rang
impair. Les mémes séries devenant divergentes, des
qu'on suppose la valeur numérique de . supérieure
a Tunité, Péquation (26) cesse d'avoir lieu dans
cette hypothese.

Dans le cas particulier ou Ton prend z =1, {2
série (27 se réduit a la série (3) du troisiéme pa-
ragraphe, laquelle est convergente, comme on la
fait voir. L'équation (26) doit donc alors subsister;
en sorte quon a

1 t v o

(28) 1(2):1—T+—5——-T+o{c....

SiTon prenait au contraire z=—1, la série (27)
deviendrait divergente, et n'aurait plus de somme.

On peut remarquer encore que, si, apres avoir
écrit —r au hieu de z dans fa formule (26), on
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change i-la-fois les signes des deux membres, on
obtiendra la suivante

(29) l(l—_l—;-):x+x—:—+—%i+&c...{::—'}.
2.° ProBLEME. Développer la fonction
A,
dans laquelle 4 designe un nombre quelconque, en

-S'L”]'l‘ﬂ CO?’erl'g'ellte 07'(10”728’6 Suiuant [83 pmlssances
ascendantes et enticres de la variable .

Sorvrron. Désignons toujours par la caracté-
ristique / les logarithmes népériens pris dans le sys-
teme dont Ja base est e. On aura, d'aprés la défi-
nition méme des logarithmes ,

A= el{A),
et on en conclura
(30) AT TED
Par suite, en ayant égard a I'équation (23), on
trouvera
! y
S A =1+ A S ;

(31) '
l

143 AP
2 —+

. 1.2.3

-+ &e¢...

§x=--r;c
cene iI‘—‘-—i—OO .

Cette derniére formule subsiste pour toutes les va-
leurs réelles possibles de la variable .

3.° PROBLEME. La caracteristique 1. désignant
les logarithmes pris dans le systéme dont la. base
est 4, developper, lorsque cela se peut, la fonction
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L(1+x)
en série convergente ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes et entiéres de la variable =.
SoruTion. Désignons toujours par / la caracté-
ristique des logarithmes népériens. On aura, en
vertu des propriétés connues des logarilhmes,

_L{v+z) (v +2)
L) == ="1n

et par suite, en ayant égard a I'équation (26), on
trouvera, pour toutes les valeurs de = comprises
entre les fimites — 1, 41,

(3 Liwam s [t —ge ] {727
32) (1 =74 Tt c.. .§I=+'.
Cette dernicre formule subsiste dans le cas méme
ou fon prend x = 1. Mais elle cesse d'avoir lieu,
lorsqu’on suppose z=—1, ou z*> 1.
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CHAPITRE VIL

Des Expressions imaginaires et de leurs Modules.

§. 1.5 Considérations genérales sur les Expressions

imaginaires.

EN analyse, on appelle expression symbolique
ou symbole toute combinaison de signes algébriques
qui ne signifie rien par elle-méme, ou 4 laquelle on
attribue une valeur différente de celle quelle doit
naturellement avoir. On nomme de méme equations
symboliques toutes celles qui, prises a la lettre et
interprétées d’aprés les conventions généralement
établies, sont inexactes ou n'ont pas de sens, mais
desquelles on peut déduire des résultats exacts, en
modifiant et altérant selon des régles fixes ou ces
équations elles-mémes, ou les symboles qu'elles
renferment. L'emploi des expressions ou équations
symboliques est souvent un moyen de simplifier les
calculs, et d’écrire sous une forme abrégée des ré-
sultats assez compliqués en apparence. Clest ce
qu'on a déja vu dans le second paragraphe du troi-
siéme chapitre, ou la formule (g) fournit une valeur
symbolique trés-simple de I'inconnue  assujettie a
vérifier les équations (4). Parmi les expressions ou
équations symboliques dont la considération est de
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que]que importance en analyse, on doit sur-tout
distinguer celles que fon a nommées inaginaires.
Nous allons montrer comment I'on peut étre conduit
4 en faire usage.

On sait que les sinus ct cosinus de laic a+54
sont donnés en fonction des sinus- et cosinus des
arcs a et b par les formules

cos. (a+b) = cos. @ . cos. b —sin. @ . sin. b 5

sin, (a+b) = sin. @ . cos. b +sin. & . cos. a.

Or, sans prendre la peine de retenir ces formules,
on a un moyen fort simple de les retrouver a vo-
fonté. 1 suflit, en effet, davoir égard 4 la remarque
suivante.

Supposons que 'on multiplie Pune par lautre les
deux expressions symboliques

cos, @ —+ ;/-—lsin.a,

cos. &+ /=i sin. b,

en opérant d'apreés les regles connues de 1a multi-
plication algcébrique , comme si /=i était une
quantit¢ réelle dont le carré fut égal & —1. Le
produit obtenu s¢ composera de deux parties , I'une
toute réclle, Tautre ayant pour facteur /<1 ; et
Ia partie réelle fournira la valeur de. cos. (@+4),
tandis que le coeflicient /=1 fournira celle de
sin. (a+b). Pour constater cette remarque-, or
écrit la formule
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cos. (a —= b> e 1/: sin, (a+ b)

(l> = (cos. a-+3/—sin. a) (cos. b+ /=1 sin. b).

Les trois expressions que renferme I'équation précé-
dente, savoir,

0os. @ + }/: sin. @,
cos. b + ]/—-_1 sin, b,
cos. (a+b) -+ 3/—1 sin. (a+b) ,

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent
sinterpréter daprés les conventions généralement
établies, et nc représentent rien de récl. On les a
nommees pour cette raison expressions jmaginaires.
L'équation (2) elle-méme, prise & la lettre, se trouve
inexacte ct n'a pas de sens. Pour en tirer des ré-
sultats exacts, il faut, en premier lieu, développer
son second membre par la multiplication algébrique,
ce qui réduit cette équation a

cos.(d—i—[)) +V:sin. (a—t-b): cos. @ . cos. b.

(3> —sin.@.sin. +;/:1- (sin.a. cos.b —+sin. b. cos. a).
Il faut, en second licu, dans I'équation (3), égaler la
partic réelle du premier membre 4 Ia partic réelle
du second, puis le coeflicient de /=1 dans le pre-
mier membre au coefficient de 1/—1 dans le second.
On est ainsi ramené aux équations (1), que Ton doit
considérer comme implicitement renfermées l'une et
Fautre dans la formule (2).

En général, on appelle expression imaginaire
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toute expression symbolique de la forme

¢+C}/——_r,

a, 6 désignant deux quantités réelles ; et 'on dit
que deux expressions imaginaires

a+GCy=, y+{y=

sont égales entre elles, lorsqu'il y a égalité de part
et dautre, 1.° entre les parties réelles a et v,
2.* entre les coefficiens de /=, savoir, G et M
L'égalité de deux expressions imaginaires sindique,
comme celle de deux quantités réelles, par le signe
=; etil en résulte ce qu'on appelle une équation
imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire
n'est que la représentation symbolique de deux
équations entre quantités réelles. Par exemple, I'é-
quation symbolique

a+Cymi=y+dy=

équivaut seule aux deux équations réelles

a=vY, C = d\
Lorsque, dans 'expression imaginaire
a+ Gy,

le coefficient € de /=1 s'évanouit, le terme ¢ e
est censé réduit a zéro, et Texpression elle-méme a
la quantité réelle «. En vertu de cette convention,
les expressions imaginaires comprennent, comme
cas particuliers, les quantités réelles.

Les expressions imaginaires peuvent étre sou-
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mises, aussi bien.que les quantités réelles auxdiverses
opérations de 'algébre. Silon effectue én particulier
Paddition, la soustraction ou la multiplication de
deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en
opérant d'aprés les régles établies pour les quantités
réelles, on obtiendra pour résultat une nouvelle
expression imaginaire qui sera ce qu'on appelle 1a
somme, la différence ou le produit des expressions
données; et 'on se servira des notations ordinaires
pour indiquer cette somme, cette différence, ou ce
produit. Par exemple, si 'on donne seulement deux
expressions imaginaires

a+Cy=, v+dy=,
o trouvera
(&) (e &y =) rly+dy/ = )mary+{Crd)y/=,
(5) (a+Cy=)—(y-+dy/ =) =a—y+{E—Ny'=,
(6) (a+Cy/=)x(y+dy==ay—Ch(ad-Cyy/ D).

Il est bon de remarquer que le produit de deux ou
plusieurs expressions imaginaires, comme celui de
deux ou plusieurs binomes réels, restera le méme,
dans quelque ordre quon multiplie ses différens
facteurs.

Diviser une premiére expression imaginaire par
unc seconde, c'est trouver une troisitme expression
imaginaire qui, multipliée par la seconde, reproduise
la premiére. Le résultat de cette opération est le
quotient des deux expressions données. On se sert
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pour lindiquer du signe ordinaire de la division.
Ainsi, par exemple,

@+ Gy=t

¥ - =t

représente le quotient des deux expressions imagi-
i

naires
a+Cy=i, v+ Ny~

Elever une expression imaginaire & la puissance
du degré m (m désignant un nombre enticr), clest
former le produit de m facteurs égaux a cette cx-
pression. On indique la pusssance m.” de aH—C;/-ﬂ
par la notation

(a + Cy—)".

Extraire la racine n.” de 'expression imaginaire
a + 64/—1, ou, en d'autres termes, élever cette
expression 4 la puissance du degré % (n désignant
un nombre enticr quelconque ), c'est former une
nouvelle expression imagiraire dont fa puissance n ™
reproduise a+Gy/=. Ce probléme admettant plu-
sicurs solutions [voyez le §. 4], il enrésulte que Tex-
pression imaginaire o —+ Cy/-ri a plusieurs racines
du degré n. Lorsque nous voudrons désigner indis-
tinctement P'une quelconque d'entre elles, nous em-
ploierons la notation
ou la suivante

(aCy=)*

M
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Dans le cas particulier ot € sévanouit, a+Ey/=1
se réduit & une quantité réelle @, et parmi-les
valeurs de Texpression

il peut s'en trouver une ou deux de réelles, comme
on le verra cr-apres.

Outre les puissances entiéres et les racines cor-
respondantes des expressions imaginaires, on a sou-
vent & considérer ce quon appelle feurs puissances
fractiounaires ou négatives. On doit faire 2 ce sujet
{es remarques suivantes.

Pour ¢iever f'expression imaginaire a+Gy/ T ala
puissance fractionnaire du degré % , il faut, ensup-

posant la fraction 2 véduite 4 sa plus simple expres-
7n

sion, 1.° extraire la racine ».”* de Texpression don-
née, 2.° élever, cette racine a la puissance entiere
du degré m. Le probléme pouvant étre résolu de
plusieurs manieres [voyez ci-aprés le §. 47, nous dé-
signerons indistinctement une-quclconque des puis-

sances du degré ];L par la notation

(&= Cy=i)"

Dans le cas particulier ot € se réduit a zéro, une
ou deux de ces puissances peuvent devenir réelles.
Elever I'expression imaginaire a+Gy/— a la puis-

, . » ] n )
sance négative du degré —m, ou — —, 0u—- -, cest
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diviser ['unité par la puissance du degré m, ou 7"— ,

m a . . .
ou—, de la méme expression. Le probléme ad-

mettant une solution seulement, dans le premier
cas, et plusieurs solutions dans chacun des deux
autres, on indique la puissance du degré — m par
la notation simple

(«+Cy=)"T,
tandis que les deux notations

(a+Cy=) 7

(e+Cy=) 7,

représentent, la premiére, une quelconque des puis-

e

sances du degré ——, etla seconde, une quelconque

des puissances du degré -,
n

On dit que deux expressions imaginaires sont
conjuguées Tune & Pautre, lorsque ces deux expres-
sions ne different entre elles que par le signe du
coeflicient de y/=1. La somme de deux semblables
expressions est toujours reelle, ainsi que leur pro-
duit. En effet, les deux expressions imaginaires
conjuguées

a+Cy=, (L—C}/:,

donnent pour somme 2, et pour produit a'+G*
La derniére partic de cette observation conduit &
un théoréme relatif aux nombres, et dont voici
Fénoncé.
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1. THEOREME. St [on multiplie Uun par I autre

deux nombres entiers dont chacun soit la somme

de deux carrés, le produit sera encore une somme
de deux carres.

DEmonsTrRATION. Solent
a4 6, a6
les deux nombres entiers dont il s'agit, o, €, a7,

G désignant des carrés parfaits. On aura évidem-
ment les deux équations

(248 /55) (6 /) =aa' — L0 - {a '+a’C) /T,
(a—C /=) (@ —Cy/=5)=aa'—E8 — (al+al)y=;

et, en multipliant celles-ci membre 2 membre , on
obtiendra la suivante

(7 (d.’—o—C‘) ("*+6") = (aat'— CC‘)'+(¢C’+¢’C)‘.

Si 'on échange entre elles dans eette derniére les
fettres &' et G', on trouvera

(8) (a,’—i-C’) (¢ ‘+C") = (@C‘ —eaL'C)’+(a,a,‘+.CC')'.

It y a donc en général deux maniéres de décom-
poser en deux carrés e produit de deux nombres
entiers dont chacun est la somme de deux carrés.
Ainsi, par exemple, on tire des équations (7) et (8)

(2"+1)(3+2) =4+ 7" =1"+8§"

On voit par ces considérations que I'emploi des ex-
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pressions imaginaires peut étre d'une grande utilité,
non-seulement dans F'algébre ordinaire, mais encore
dans la théorie des nombres.

Quelquefois on représente une expression ima-
ginairc par une seule lettre. Clest un artifice qui
augmente les ressources de 'analyse, et dont nous
ferons usage dans ce qui va suivre.

§- 2. Sur les Modules des Expressions imaginaires,
et sur les Expressions reduites.

Une propriété remarquable de toute expression
imaginaire & + €3/—1, Cest de pouvoir se mettre
sous fa forme

P (cos. 0+ ]/—-_lsin. 9) ,

P désignant une quantité positive, et 6 un arc réel.
En effet, si l'on pose 'équation symbolique
P q y q

(1) d,—i-c]/::f(cos.e—i—}/—_rsin.e),
ou, ce qui revient au méme, les deux équations
réelles
. — p cos. 9
(2) e

on cn tirera

C:fsin.e,

a* + & :f’(cos.’e -+ sin.’G) _—_f’
) r=v(a"+C);

)
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et, aprés avoir ainsi déterminé la valeur du nombre
P il ne restera, pour vérifier complétement les
€quations (2), qu'a trouver un arc § dont le cosinus
et le sinus soient respectivement

cos. 9 = T/‘(*Z;%_“E;—)"l
(4) . ¢
sin, Zm—gr-)‘ .

Ce dernier probléme est toujours soluble, attendu
a ¢
vigttet)? y{at4ct)
2 une valeur numérique inféricure a Punité, et que
la somme de lcurs carrés est égale a 1. De plus,
il admet une infinité de solutions différentes, puis-
quapres avoir calculé une valeur convenable de
Iarc 6 on pourra, sans changer ni le sinus ni le
cosinus, augmenter ou diminuer cet are d’un nombre

quelconque de circonférences.
Lorsque Texpression imaginaire a + 6 /=7 se
trouve ramende a la forme

f(cos.e +-1/——_xsin.e) ,

la quantité positive £ est ce qu'on appelle le module
de cette expression imaginaire ; et ce qui reste

apres la suppression du module, cest-a-dire, le
facteur

que chacune des quantités

cos. § + 1/: sin. B ,

est ce que nous nommerons l’erpzwssz'on réduite.
Comme des quantités a et C supposées connues
on ne déduit pour le module £ qu'une valeur unique
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déterminée par l'équation (3), il en résulte que Ie
module reste le méme pour deux expressions ima-
ginaires égales. On peut donc énoncer le théoreme
suivant.

1. THEOREME. L’egalité de deux expressions
imaginaires entraine toujours l'égalité des modules,
et par conséquent celle des expressions reduites.

Si fon compare entre clles deux expressions ima-
ginaires conjuguées, on trouvera encore que leurs
modules sont égaux. Le carré du module commun
a ces deux expressions ne sera autre chose que leur
produit.

Lorsque dans l'expression imaginaire a+Gy=
fe second terme G sévanouit, cette expression se
réduit a une quantité réelle «. Dans la méme hy-
pothése, on tire des équations (3) et (4), 1", quand
a est positif ,

r=v(at),
cos. § = 1 . - sin.9=0,
et par suite
6 == 2/.”7':‘,

k désignant un nombre entier quelconque ; 2.7,
quand « est négatif ,

r=v(¢),

cos.G::-—I, sin.d = o

et par suite
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0 =+ (2k=+1)7.

Ainsi Ie module d’une quantité réelle @ n'est autre
chose que sa valeur numérique /(a*); et Texpres-
sion réduite qui correspond a une semblable quan-
tité est toujours + 1 ou — 1, savoir,

-+ I ==cos. (‘_'"2/:7r)+1/:sin.(t 2&'7!‘),
lorsqu'il s'agit d’une quantité positive , et
— I = cos. (i 2 k- I.W)+1/:sin.(i2 /:—+—1.7r),

lorsqu'il s'agit d'une quantité négative.

Toute expression imaginaire qui a Zéro pour mo-
dule se réduit elle-méme & zéro, puisque ses deux
termes s'évanouissent. Réciproquement, comme le
cosinus et le sinus dun arc ne deviennent jamais
nuls en méme temps, il en résulte qu'une expression
Imaginaire ne peut se réduire a zéro, qu'autant que
son module s'évanouit,

Toute expression imaginaire qui a Tunité pour
module est nécessairement une expression réduite.
Ainsi, par exemple,

cos. @+ —1sin. a, cos.a—}/—r1sin. @,
—cos. @~} ~1sin.@, —cos.a+ ) —isin.a,

sont quatre cxpressions réduites conjuguées deux 2
deux. Effectivement, pour tirer ces quatre expres-
sions de la formule

cos, § +- V=1 sin, g,
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il suffira de poser successivement

=247 +a, b=*+2bmr—a,
d=xi+r1)r+a, b=x(k+1)7—a,

k désignant un nembre entier quelconque.

Les calculs relatifs aux expressions imaginaires
pouvant étre simplifics par la considération des
expressions réduites, il importe de faire connaitre
les principales propriétés de ces derniéres. Ces pro-
priétés sont comprises dans les théorémes que je
vals énoncer.

2.© THEOREME. Pour multiplier Uune par lautre
deux expressions reduites

cos. B + 1/——lsin.9 , cos. B 4 Y= sin. 8",
il suffit d’ajouter les arcs b et §' qui leur corres-

pondent.
DixonsTr4TION. On a, en effet,

5 (cos.6—+-1/:sin.9) (cos.e'—i—]/-_lsin 9')

(S) l = cos.(e + 0 )“' Y=t Si“'(e + 9')

Cororr4rre. Si dans la formule précédente
on fait §' =—48, on trouvera, comme on devait s’y
attendre ,

(6) (cos.9+ 1/;_15111.6) (cos.e-—-‘/—:sin.e): 1.

3. THEOREME. Pour multiplier les unes parles
autres _plusz'curs expressz'ons reduites
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cos. § + Y~ sin. 9, cos. B + 1/—1 sin. o,
cos. H" - ¥/~ sin, 8", &c...

*

il suffit d’ajouter les arcs 8, 8", 8", ... qui leur
correspondent.

DeEymonsTraTION. En effet, on aura successi-
vement

(cos. 8 4 /= sin. 8) (cos.B' + /=i sin. ')
= cos. (8 +8') + /= sin. (8 4 6'),
(cos.8+1/—1sin.0) (cos.0'+1/=1sin.0") cos.8"+-/=1sin.6")
={cos.(8-+-8' )3/~ sin.(8+-0') ] [ cos.6" 4/~ sin.6']
=cos. (846 40"+~ y/=isin. (B0 -6,

&ec....; et, en continuant de méme, on trouvera
énéralement, quel que soit le nombre des arcs, 0,
J q

6, 6" ....

(c0s.§-+y/ 5 sin.g) (cos.f§’ /7 sin.f') (cos.f'+/ =7 sinf). ..
/ =cos.(9+3’+e”...)—}—‘/:sin.(9—|—e'+e"..-.).
Cororrarrkg. Silon développe par la multi-
plication immédiate le premier membre de I'équa-
tion (7), le développement se composera de deux
parties, T'une toute réelle, Tautre ayant pour factcur
a +Cy/=i. Cela posé, Ia partie réclle fournira la
valeur de cos.(9+9'+9” ... ), et le coeflicient de /¢
dans la seconde partie la valeur de sin. (8-+6'-+6"...).
Supposons, par exemple, que Pon considére seule-
ment trois ares 8, §, 6" L'équation-(7) deviendra
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(cos. § =+ /=T 3in.{) (cos. §'~+ /=7 sinf’ ) (eos. §'~-3/=7Toitn) ")
=cos. (§+§ +§")+/isin. (f4+§ ~+10");
et, aprés avoir développé le premier. membre de
cette derniere par la multiplication ajgébrique, on
en conclura
€os. (§ -+ ") == cos. § cos. § cos. §' — cos. § sin. {’ sin. §’
— sin. § cos. §’ sin.§’ — sin. § sin. § cos. §",
sin. (6 +§') = sin.  cos. §' cos. §" = cos. § sin. { cos. §
4 cos. ) cos. § sin. §" — sin. § sin. § sm. §
4.° TREOREME. Pour dwiser lexpression re-
duite
cos. § + y/—1sin )
par la suivante
cos. 8’ + /= sin. ',
i/ suffit de retrancher larc §', qui correspond a la
seconde, de l'arc § correspondant a la premiére.
DrmonsTraTION. Soit x le quotient cherché,
en sorte quon ait

€08, § =+ 1/ sin. §
cos. f + /=y sin. g

gL =

Ce quotient devra étre une nouvelle expression

imaginaire tellement choisie, qu'en la multipliant

par cos.f'-+1/—i sin. 8 on reproduise cos. 8-+ =1 sin .

En d'autres termes, x devra satisfaire & 'équation
(cos. 0+ ]/:sin 9') X = cos. 9+~|/—V-_lAsin.9.

Pour tirer de cette équation la valeur de , il suf
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fira de multiplier les deux membres par
cos. 8 — /=i sin. 0",
On réduira de cette maniére le coefficient de = &
Funité [voyezle 2.% théoréme, corollaire 1 ], et Fon
trouvera
x = (cos. 8+ /=1 sin. 9) (cos.G'—— V- sin.e')
= (cos.B+ V:sin.e) [cos.(—el)+ V—i sin.(—-—e')]
= cos. (8 — 9') + y/=isin. (8 —0').

On aura donc en définitive

(8) Snhbo/msind oo (6—8) /= sin(6—0).

€os. §f +y/ —1sm.§f
CoroLLAIRE. Si dans Péquation (8) on fait:
§=o, elle donnera

(9) ! — = cos. §' — -/—_lsin. 0.

cos. § + y/ —u sin. §

5.° THEOREME. Pour élever lexpression imagi-
naire

cos. 8 + V:sin.e

a la puissance du degré m (m désignant un nombre
entier quelconque ), il suffit de multiplier dans cette
expression Uarc § par le nombre m.

DEmonsTrarion. En effet, les ares 8, 6, 6"...
pouvant étre quelconques dans la formule (7), si
on les suppose tous égaux a Parc 8 et en nombre m,
on trouvera

(’l O)' (cos. 9-&-{: sin.e)'" — cos.mB ~+y/—1 sin.m 8,
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CoroLLAIRE. Si dans Téquation(10) on fait
successivement § =z, 6=—2z, on obtiendra les
deux suivantes :
s (cos. & /=i sin. 2 )™ == cos, mz ~+/=isin.mz,
(1 l)l (cos.5 —1/Zisin. z)" = cos.mz — /i sin.m3.

Le premier membre de chacune de ces dernicres,
étant toujours un produit de m facteurs égaux,
pourra étre développé par la multiplication immé-
diate de ces facteurs, ou, ce qui revient au méme,
par fa formule de Newton. Si, apres avoir eflcctué le
développement dont il sagit, on égale de part ct
-d'autre dans chaque équation, 1.” les partics réelles,
2.° les coefliciens de /=1, on en conclura

mi{m=—:t o .
cos. 7.3 =co0s.” 5 — ( ) cos.”™ * 5 sin.*3

4

L) ) ()
(12) 1 2.3.4

) - m Mt g, s
sM. M = - COs. S Sin. S

Mtz sints — &e...,

mﬁm-—r\(ﬁi—z — .
__—'—_‘—5—_—)— cos.™ 3 3 sin3z + &e...

On trouvera, par excmple, en supposant m =2,
cos, 23 == cos." 3 —sin.> 3,
sin. 23 == 2sin,.3 cos. Z;
en supposant m = 3,
ig

c0s. 35 = c0s."5 — 3 cos.Zsin.” z,

sin. 33==3 cos.’ Tsin. 3 — sin’z,

&e.....
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6. THEOREME. Pour elever lexpression ima-
ginaire

cos. § + ¥/ sin. 8

a la puissance du degré —m (m désignant un
nombre entier quelconque ), il suffit de multiplier
dans cette expression arc § par le degré —m.

DeMonsTRATION. En effet, d’apres la défini-
tion que nous avons doanée des puissances néga-
tives [voyez Ie §. 1], on aura

(cos. 4 V- sin.G)""' = !

(cos. g ¢/ ~ysin. § )"

1
cos. my ~ /s sin.m g

.

Par suite, en ayant égard a la formule (9), on trou-
vera

( 1 3) (cos.e-f— V:sin.e)"’f': cos.7n 9—/: sin.mf,
ou, ce qui revient au méme,
(l 4) (cos.9+‘/;—xsin.e)'m= cos./(—-m9>+1/:l— sin.(—me)

Aprés avoir établi, cothme nous venons de e
faire, les principales propri€tés des expressions vé-
duites, il devient facile de multiplier ou de diviser
T'une par Tautre deux ou plusieurs expressions ima-
ginaires, quels que soient leurs modules, anssi bien
que d'élever une expression Imaginaire quelconque
a la puissance du degré m on —m (m désignant
un nombre entier). On peut, en effet, exécuter
simplement ces diverses opérations i I'aide des théo-
rémes suivans,
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7.© THEOREME. Pour obtenir le produit de deux
ou de plusieurs expressions imaginaires , il suffit
de multiplier le produit des expressions réduites
qui leur correspondent par le produit des moduyles.

DEMONSTRATION. Le théoréme énoncé se dé-
duit immédiatement de ce principe, que le produit
de plusieurs facteurs réels ou imaginaires reste le
méme dans quelque ordre quon les multiplie. Soient
effectivement

£ (cos.§ /=1 sin. §), _p'tcos.e'+/__45in.9'),
P (cos. '+ y—isin.§"), &e.....

plusieurs expressions imaginaires, dont p, p', p"....
désignent les modules. Lorsqu'on voudra multiplier
entre elles ces expressions dont chacune est le pro-
duit d'un module par une expression réduite , on
pourra, en vertu du principe qu'on vient de rappe-
ler, former, d'une part, le produit de tous les mo-
dules, de Tautre, celui de toutes les expressions ré-
duites, puis multiplier ces deux dernicrs produits
Pun par l'autre. On trouvera de cette manierc pour
résultat définitif
(15) £ & feos (BG4 . )4y sin(§+F+§"...)]
CoroLLaIRE 1.”" Le produit de plusieurs expres-
sions imaginaires cst une nouvelle expression ima-
ginaire qui a pour module le produit des modules
de toutes les autres.

CoroLLAIRE 2./ Comme une expression imagi-
naire ne sévanouit jamais qu'avec son module, et
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que pour faire évanouir le produit de plusieurs mo-
dules, il faut nécessairement supposer l'un deux
réduit & zéro, il est clair qu'on peut tirer du théo-
réme 7.° la conclusion suivante :

Le produit de deux ou de plusieurs expressions
umaginaires ne peut s'evanouir qu’autant gue lune
d'elles se réduit a zéro.

8.° THEOREME. Pour obtenir le quotient de deu.x
expressions imaginaires, il syifit de multiplier le
quotient des expressions reduites qui leur corres-
pondent par le quotient des modules.

DEMONSTRATION. Supposons qu'il s'agisse de
diviser Texpression imaginaire

i d (cos.e -+ 3/— tsin. 9) s
dont Iec module est £, par la suivante
f' (cos. 8+ 1/—-_1 sin. 9') ,

dont le module est £’ Si Ton désigne par z le
quotient demandé, x devra étre une nouvelle ex-
pression imaginaire propre a vérifier 'équation

f’(cos.el—l—;/—-—lsin. 9')1‘ =p (cos.9+ V:-sin.e).

Pour tirer de cette équation la valeur de z, on mul-

tipliera les deux membres par le produit des deux
facteurs
-J”_' ’ cos. ' — ]/:_lsin. g’ H

et Pon trouvera de cette maniére, en écrivant £
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au lieu de p x -;7»
Z = —:E,« '[cos.(e—-e')-!—- —1 sin.(e—e')]-

On aura donc en derniére analyse,

(eo0s.§ —isin. A , . -
4 :’ l(z:‘e’w:s‘i:.e%:}g (cos-(g—F)+y=rsin (=64

ct, puisquen vertu du 4.° théoréme
cos. (9 _ 9‘) -+ ]/—-—l sin. (9 —_ 9')

est précisement le quotient des deux expressions
réduites

cos.e—t-y——l sin.e, cos. e'+}/-—_lsin.9',
il est clair quaprés avoir établi la formule (16
nous devons considérer le 8.° théoréme comme
démontré.

CororLaIRE. Si dans I'équation (16) on fait
§ = o, elle donnera

(17) - ""—i,—(cos.e'—V:sin.g').

P leos +y Zismg) T P

9. TuEOREME. Pour obtenir la m.™ puissance
d'une expression tmaginaire ( m désignant un
nombre ecniier quelconque ), il suffit de multiplier
la m.™ puissance de lexpression réduite corres-
pondanie par la m.™ puissance du module.

DimonsTraTiON. En effet, si dans le .° théo-
reme on suppose les expressions imaginaires

R R L IR A L L L T R L R e e e
l I
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f(cos.g -+ 1/— 1 sin. 9) , f' (cos. g+ V:_lsin.e') ,
" (cos. 6" + /=7 sin. 9"') , &e.. ...
toutes égales entre elles, et en nombre m, leur

produit sera équivalent a la puissance m.™ de la
premiere, c'est-a-dire, &

[f(cos.e—i—}/—_lsin.G)]m;

et, comme dans cette hypothése I'expression (1 5)
deviendra
P [cos.mb + /= sinmb],
on aura définitivement
(18) [p(cos.b+y/~1 sin.B)]"=p"[ cos.mB+1/~1 sin.mf].
L'expression réduite
cos.mO + ]/: sin. 72 8
étant égale (en vertu du .° théoréme) a
(cos. § 4+ VY~ 1 sin. 9)”’,
il enrésulte qu'apres avoir établi la formule (18) on

doit considérer le théoréme 9. comme démontré.

10.c TatorEME. Pour élever une expression
imaginaire a la puissance du degré —m (m desi-
grant un nombre enticr ), il suffit de former les
puissances semblables dumodule et de Uexpression
réduite , puis de multiplier ces deux derniéres
puissances Uune par Uautre.

DEMoNSTRATION. Supposons quil s'agisse
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d'élever & la puissance du degré —m I'expression
imaginaire

F (cos. 8 -+ ;/—_l sin. 9) '

dont le module est p. On aura, en vertu de la dé-
finition des puissances négatives,

[f (cos.e+ ;/:sin. 9)}"" = (e iy )

1
P (cos. mf 4y —1 sin.mf)

Par suite, en ayant égard 2 la formule (17), on
trouvera

[f(cos.e—i— y/—1sin. 6)]’"’: -.P'_"T [cos.me—-— Y- .sin.me] ,

ou, ce qui revient au méme ,

(19) [f("°5-9+1/‘—‘_' sin‘e)]‘”"zf"”Lcos.me—ﬂTsin.m@].

Cette derniére formule réunie a I'équation (1 3) four-
nit la démonstration complete du 10.° théorcme.

§.3.° Sur les Racines réelles ou imaginaires des deuz
quantités 41, —1, et sur leurs Puissances frac-

tionnaires.

Supposons que l'on désigne par m et n deux
nombres entiers premiers entre eux. Si l'on fait
usage des notations adoptées dans le premier para-
graphe, les racines ».™* de l'unité, ou, ce qui revient

R TRy R TR R N Y TR T LT LA TR -nnunnunnunvr-..u.-.. e
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. . L
an méme, ses puissances du degré — seront les

diverses valeurs de l'expression
. — 1
Wi=(1)";
et de méme, les puissances fractionnaires de I'unité,
ositives ou négatives, du degré =, ou— —, seront
P ) ) g n ’ n !

les diverses valeurs de

m -
(1)" ou (1) ".
On en conclura que, pour déterminer ces racines
et ces puissances, il suflit de résoudre, T'un apres
Tautre, les trois problémes suivans.
1. PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles ou imaginaires de lexpression

()"

Sorurion. Soit x 'une de ces valeurs; et, afin

de la présenter sous la forme générale qui com-

prend a-la-fois toutes les quantités réelles et toutes
les expressions imaginaires , supposons

al=

z = r(cos.t+ Y= sin. t),

r désignant une quantité positive, et £ un arc réel.
On aura, daprés la définition méme de lexpres-
13

sion (1)) ",
(1) o=,
ou, ce qui revient ac méme,

" [cos. n & =~ K:sin.nt]z 1.
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On tirera dé cette derniére équation [ 4 T'aide du
théoréme 1.7, §. 2]

r —=it,
cos.nt—t-]/—_lsin.nt: I,
et par suite ,
r=r1,

cos.nt=1, smnt=0, nt==t2km,

2k

t==x ,

% représentant un nombre cntier quelconque. Les
quantités r et ¢ étant ainsi déterminées, les diverses
valeurs de .z propres a vérifier 'équation (1) seront
évidemment comprises dans la formule

(2) X = cos. ziw =+ 3/~ sin, 2i1 .

?
En dautres termes, les diverses valeurs de ((1})"
scront données par l'équation

ke

(3) ((I));: cos. :—«;I—t]/:sin.—-n;*.

Soit maintenant % le nombre entier e plus rap-

roché du rapport = . La différence entre les deux
p P1 n

k . X
nombres %, —, sera tout au plus égale a - ; en

sorte qu'on aura
*

-——:}tth,
n n

' .. . . - e [
e dcsngnant une fractlon egale ou mfcrleure & T
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et par suite, £’ un nombre entier inférieur ou tout

au plus égal 3 =, On en conclura
p 5 3

2 k7 —.:zlz'n'i 2 k' ,
n n

! 2k

2 k7 k> -,
== cos. -————-:L'}/-—l sin. .
n n

2k _
09, e —— —1 sin.
cos. — ¥ =1 sin

n

1

Par conséquent, toutes les valeurs de ((1))" seront
comprises dans fa formule

1 k' —_— sk’
COS, e = V—-; sin, »————
n n '

si Ton y suppose &' renfermé entre les limites o,
n . . .
—» Ou, ce qui revient au méme, dans la formule

(3), si Pon y suppose % renfermé entre les mémes
limites.

CoroLLAIRE 1. Lorsque n est pair, les diverses
valeurs que le nombre entier & peut recevoir, sans

sortir des limites o, %, sont respectivement

2 n
? 2

0, 1, 2,...

Pour chacune de ces valeurs de %, la formule (3)

fournit en général deux valeurs imaginaires conju-
1

guées de Texpression ((1))", clest-a-dire, deux

racines imaginaires de l'unité conjugudes ct du degré

. Seulement, on trouve, pour k=o, une racine

, n . .
réelle +1, et, pour l::—;, une autre racine réefle
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— 1. En résumé, lorsque 7 est pair, lexpression

(1)

admet deux valeurs réelles, savoir,
“+1, —1I,

avec n— 2 valeurs imaginaires conjuguées deux 2
deux, savoir,

27 —_—, 27 2T -_ % 4
cos, — —+ —-!sin, — co§, — =~ -18Mm, —
n V s n V a '

n

"’ — . kg — -

(g oAy Tin AT e ATy
&e..... &c....

cos. (o2 +y/ = sin. (”.-1;2)1 s COS. fpa)m Y =isin. __(1!-—:77_-

Le nombre total de ces valeurs réelles ou imagi-
naires est égal a n.

Supposons, par exemple, =2. On trouvera
P pies :
quil existe deux valeurs de T'expression

ou, ce qui revient au méme, deux valeurs de »
propres a vérifier Téquation
x' =1,

et que ces valeurs, toutes deux réelles, sont respec-
tivement’

+1, —1.
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Supposons encore z=4. On trouvera qu'il existe
quatre valeurs de l'expression

3
%
()
ou, ce qui revient au méme, quatre valeurs de
propres & vérifier I'équation
xt = 1.

Parmi ces quatre valeurs, deux sont réelles, savoir,
“- 1, —1.
Les deux autres sont imaginaires, et respectivement
égales la premiére a
cos. %+ ¥/~ 1 sin, -;—-::+]/:,
la seconde a
cos. ;:——- ¥/~ 1 sin. —;r— =—y=.

COROLLAIRE 2 Lorsque n est impair, les di-
verses valeurs que le nombre entier 4 peut rece-

. . . . n N
vorr, sans sortir des limites 0, -, sont respecti-

vement

R Al §

0, T, 2.....—

Pour chacune de ces valeurs de %, Ia formule (3)
fournit en général deux valeurs imaginaires cou-

juguées de T expression ((1))", cest-a-dire, deux
racines imaginaires de lunité conjuguées et du
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degre n. Seulement, on trouve, pour k=o, une
racine unique et réelle, savoir, + 1. En résumé,
lorsque 7 est impair, l'expression

()"
admet , avec la seule valeur réelle
“+ I,

n—1 valeurs imaginaires conjuguées deux 3 deux,
savoir ,

! a7 —_ 27 2T e X4
cos. — =+ Y/ —tsm. ——, cos,—/———}Y —I . —
—+V/ ——, cos.— Y—isinl——,

47 . 4 47 — . 4
eos.-—;—-&-}/—lsm.—"—, cos.T—]/-!sm.—T,
&c..... &e....

(=0T i, 22 (n—l)r cos. (n—-l)T

{s),

(n—1)m

—y=isin. ———.

(n—| Yr

Le nombre total de ces valeurs réelles ou imagi-
naires est égal a ».

Supposons , par exemple, » = 3. On trouvera
qu'il existe trois valeurs de l'expression

()7

ou, cc qui revient au méme, trois valeurs de =

N

propres 2 vérifier l’équation
x3 =1,

et que ces valeurs, dont une est réelle, sont rese
pectivement

L e B N DU DL U AL AR lnlmulunnwunvrnmnu IR L LA



1™ PARTIE. CHAP. VII. 203

“+~ 1,
T _ i a7 . 27T
Qos. '—j‘—+1/—l sm.-—j——, CcOos. —5——- —18In. T .

De plus, le coté de Phexagone étant, comme on
sait, égal au rayon, et le supplément de l'arc sous-

Ayt 27T
tendu par ce coté ayant pour mesure ——, on
>

obtiendra facilement les équations

wl

a7 v Y 3
€OS, —— == == — sin. — == —~ ——,
Z 3 2

en vertu desquelles les valeurs imaginaires de [ex-
1

pression (1))’ se réduisent a

M

N
pJ

1
]/—l, —— e —
2 2 3

—_——

LA
2y

COROLLAIRE ;. n désignant un nombre entier
quelconque, le nombre des valcurs soit réelles, soit

.
imaginaires, de F'expression ((1)), ou, ce qui re-
vient au méme, le nombre des valeurs de x, propres
vérifier équation 2" = 1, restera toujours égal
an.
2.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles ou imaginaires de [expression

8-

()"
SoLuTron. Les nombres m et n étant supposés
premiers entre eux, on aura, d'aprés la défimition

méme de fexpression ((1))",



204 COURS D’ANALYSE,

() =[()71";

puis, en remettant pour (1 )); sa valeur généralc
tirée de 'équadion (3), on trouvera

((1))g=[cos. 2:7 =+ ¢/ — 1 sin, 171:’]",

et par suite,

eIk |

(6) ((l)) " = cos. m’:’” =+ ¢/~ 1 sin. "':h' .

Pour déduire de cette derniere formule toutes les

m

valeurs de (1)), il ne reste qua donner successi-
vement a £ toutes les valeuis entiéres comprises

entre o et —. Soient &', k" deux de ces valeurs
supposées inégales. Je dis que les cosinus

m.2k'w m.2k"r
cos. y COS.
n n

seront nécessaircment différens 'un de Tautre. En
effet, ces cosinus ne pourraient devenir égaux que
dans le cas ou les arcs qui leur correspondent se-
raient liés entre eux par une équation de la forme

m.2k'm m.ak'r

= hmw=+=

?

k désignant un nombre entier. Or on tire de cette
€quation
’l —_— m(i"t'il’")

Il faudrait donc, puisque m est premier & n, que

ELortr oy LU RL T T U L AL TR “"!"'“'"'“"""T""““" LEELCL L IR (]
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=* k'= %" fut divisible par n; ce quon ne saurait
admettre, attendu que, les nombres £', £" étant
mégaux, et chacun d’eux ne pouvant surpasser -z,
leur somme ou diflérence est nécessairement infé-
ricure & n. Ainsi, deux valeurs différentes de & com-
prises entre les limites o et +n fournissent deux
valeurs différentes de

m.z k7w
€0§, ————— ,
n

On conclut aisément de cette remarque, que les
m

valeurs réelles ou imaginaires de I'expression ((1))"
données par Téquation (6) sont en méme nombre

1
que les valeurs réelles ou imaginaires de ((1))"

déterminées par l'équation (3). De plus, comme
on a évidemment

m.2k7 — m.zhk7 "
[COS. """'"“‘—"‘i 1/—-'[ s, ———
n n

=cos.m.2kw Y= 1sinm.2kw =1,

ERE ]

il en résulte que toute valeur de (1)) " ‘est une ex-
. » - . . . !

pression réclle ou imaginaire dont la puissance n

équivaut a Tunité, par conséquent, une valeur de

o) " . Ces observations conduisent  la formule
(7) (=)

dans laquelle le signe = indique seulement que

Punc des valeurs du premier membre ecst toujours

égale & Tune des valeurs du second.
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3. PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
reelles ou imaginaires de Uexpression

SoLuTron. On aura, d'aprés la définition des
uissances négatives,

a3

puis, en remettant pour (1) " sa valeur générale
tivée de T'équation (6), et ayant égard a la for-
mule (9) du paragraphe précédent,

X3

m. 2 kT

() (1) =oos. 2T o /T sin,

Il suit de cette derniére équation que les diverses
valeurs de ({1 ))_'; sont les mémes que celles de

(1), et par conséquent égales a celles de (1)) .
On a donc

(9) () "=,
le signe = devant étre interprété comme dans T'é-

quation (7).
Cororr4rrg. Si Pon fait m =1, la formule (g)
donnera

a3

DL RO R RN IR NAL LURA AT AR LAR LR A LU L Al AL
1
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Supposons maintenant que I'on cherche les ra-
cines et puissances fractionnaircs non plus de
Tunité, mais de la quantité — 1. Les racines r.”*
de cette quantité, ou, ce qui revient au méme, ses

puissances du degré —, seront les diverses valeurs

x
n
de l’expression

1
n n
v— = (—1)";
et de méme, les puissances fractionnaires de — 1,
itiv ‘gatives , du degré =
positives ou négatives, du degré —, ou — —,
seront fes diverses valeurs de
m -
n
(=1)" ou (—1) ".
En conséquence, pour déterminer ces racines et ces
puissances, il suffira de résoudre T'un aprés Pautre
Ies trois nouveaux problémes que je vais énoncer.
4. PRoBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles ou imaginaires de l'expression

(—1)".
Sorvrion. Soit

&£ = r(cos. l+';/:sin. t)

=13

Fune de ces valeurs, r désignant une quantité po-
sitive, et ¢ un arc réel. On aura, dapreés la défi-
nition méme de lexpression (—1))",

{11) " =—1,
ou, ce qui revient au mémc,

r"[ccs.nl ~+ 3/—1 sin, nt]:— 1.
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On tirera de cette derniére équation [ 4 Taide du
théoréme 1.*, §. 2]

=1,
cos.nt+1/:—:slin.nt=——l,
et par suite ,
r=r1,
cos. nl=—1, sin.nf=o0, nt:t(zk-&—x)"ﬂ",

P (2k+1)n

n »

k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantités r et ¢ étant ainsi déterminées, les di-
verses valeurs de x propres a vérifier I'équation (11)
se trouveront évidemment comprises dans la for-

mule

’ (2k4+1)T

sky1)w .
RRELE DL sin, —m T
n n

(12)  z=cos

I3

En d'autres termes, les diverses valeurs de (—)"
seront données par Téquation

([3) (—1))%= cos, AT 4 o sin,w.

” n

Soit maintenant /4 le nombre entier le plus rappro-

ché du rapport 2+t La différence entre les
z2n -

2 k4
deux nombres A, ———

] ,o"
sera évidemment une
fraction de numérateur impair, inférieure ou tout

au plus égale a —; en sorte qu'on aura

ERTTRTN] |v>l||lﬂ'l'l'l""x'l!lluynwu'-‘!llllf'yllp]!'l’[invcv.n-- carenmmmes oy
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(2k+1) =-ki_-(zk'+l)

2n 2n !

2 k'-1 désignant un nombre impair égal ou infé-
rieur a z. On en conclura

(zhk+41)7 (zhk'+1)7
)T s hw e L ) ,
” n
k . k
cos. Ghrnm == ¢/—1sin GO
n n

.
Par conséquent toutes les valeurs de (—1)) " seront
comprises dans la formule
S. lak T :— DT =+ 1/—1 sin, LFrg7 -: ks ,
si Pon y suppose 2 %'+ 1 renfermé entre les limites
o, »; ou, ce qui revient au méme, dans la for-
mule (13), si fon y suppose 2 4+1 renfermé entre
les mémes limites.

COROLLAIRE 1. Lorsque n est pair, les diverses
valeurs que 2 & -+ 1 peut recevoir, sans sortir des
limites o, n, sont respectivement

I, 3, §y eo. B— 1L

Pour chacune de ces valeurs de 2 £+ 1, la for-

mule (13) fournit toujours deux valeurs imaginaires
1]

conjuguées de fexpression ((—1))". Par suite,

cette expression , daus le cas que nous considérons



210 COURS D'ANALYSE.

ici, n'admet point de valeurs réelles, mais seule-
ment 7 valeurs Imaginaires conjuguces deux a deux,
SAVOIF :

ks — . x T —_, x
cos, — ~= —I sin, — cos, — — - «
n }/ n.o n ]'/ 8Ty

x

37 T ain 3Y 17 T ein 3
cos, -+ ‘/—l sin. y €08, ——~ — }/—-l s, —,

(14) n n "
&e.... &e....
'(n——l)vr

n

+y/—Isin.

cos (";n');’ cos.w I/__.,sin.w

3 P - .

Supposons, par exemple, n=2. On trouvera

5

quil existe deux valeurs de Pexpression ((— 1));,
ou, ce qui revient au méme, deux valeurs de x
propres & vérifier 'équation

xt=—1,

et que ces valeurs, toutes deux imaginaires , sont
respectivement

x . x

€08, — ~+4~ — $in, — = -~ -_1 N
F 3
x —_ g

08, — — -1 8sin, — = =~ Lol B
it 4 ;

Supposons encore n = 4. On verra qu'il existe
1

quatre valeurs de Pexpression ((—1)*, ou, en
d'autres termes, quatre valeurs de x propres a vé-
rifier I'équation

TR l||"”""""""l""l'“‘IHIIQHH'llll"""IHvll!nvtucru'qs" oF "
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et que ces quatre valeurs sont comprises dans les
deux formules

ou, ce qui revient au méme, dans la seule formule
x — w
=+ cos. — == /=i sin. -~
b Al

Comme on a dailleurs

T in w
€O0S. — == sIn, — — -
4

on trouvera définitivement

hd

(Fr)i== = oy

»
L
»

COROLILAIRE 2.° Lorsque n est impair, les di-
verses valeurs que 2 4+ 1 peut recevoir sans sortir
de$ limites o et », sont respectivement

Iy 355y cene B—2, 7,

Pour chacune de ces valeurs de 2 41, la for-
mule (13) fournit en général deux valeurs imagi-
13

naires conjuguées de I'expression (=) " Clest-a-
dirc,, deux racines imaginaires de — 1 conjuguées
et du degré n. Seulement on trouve, pour 2/+1=np,
une racine unique et réelle, savoir, — 1. En ré.

sumé, lorsque » est impair, Texpression (— )™
admet , avec la seule valeur réelle

.—K,
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n—1 valeurs imaginaires conjuguées deux a deux,
savoir ,

x — . x N
cos.;—-}-‘/—-l sin. —, €os.—— -}/ =1 sin. —,
cos, —3—’;4- —1 sin, i}, cos. %-— —1 sin. —’,—? ,
1
(5) &e.. .. &e....
cos. ("_:)T-Q-/_—, iu.(—"——:—)'{. cos.@ —y/ = sin. ("_";L)I.

Le nombre total de ces valeurs réelles ou imagi-
naires est égal a n.
Supposons , par exemple, n=13. On trouvera

quil existe trois valcurs de lexpression (— 1))’ ,
ou, ce qui revient au méme, trois valeurs de «
propres a vérifier 'équation

xi==1,
ct que ces valcurs, dont une est réelie , sont res-
pectivement

cos.—:;—'/:;sin.—?z_i._ 317 1/—_1;

COROLLAIRE 3. n désignant un nombre entier
quelconque, le nombre des valeurs, soit réelles,

.

soit imaginaires, de T'expression (—1))", ou, ce qui

UL RUIR R AL LL A LA AL AL TR -n-nuunn"u.nr.«".... e oy
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revient .au méme, le nombre des valeurs de x
propres & vérifier I'équation 2" =— 1, restera tou-
jours égal & n.

5.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles ou imaginaires de lexpression .

(=)
Sorurron. Les nombres m et n étant supposés
premiers entre eux, on aura, d'aprés la définition

m

méme de l'expression (—1x) =

puis, en remettant pour (—1) " sa valeur générale
tirée de I'équation (13), on trouvera

(16) (1) B

Pour déduire de cette derniére formule toutes fes

m

valeurs de ((—1)) ", il ne reste qu'a donner successi-
vement a 24-+1 toutes les valeurs entiéres et impaircs
comprises entre o et #. Soient 24"+ 1, 24" 1,
deux de ces valeurs supposées inégales. Je dis que
les cosinus

m(2k —-1)7 m(zk"41)w
€08, —————m—te | CO§, ——————

n n ’

seront nécessairement différens 'un dé l'autre. En
effet, ces cosinus ne pourraient devenir égaux que
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dans le cas ou des arcs qui leur correspondent se-
raient li¢s entre eux par une équation de la forme

m. (2 k' 1)7
a

=X 2hm %

m(ah' —41)r
n ’

/% désignant un nombre enticr. Or, on tire de cette
équation

L m[ i'(zl'—&-l)lt(zk"—f—!) ]

Il faudrait donc, puisque m est premier a n, que le
nombre entier

(k) (2h )
2

fut divisible par z; ce qu'on ne saurait admettre,
attendu que, les nombres 24'+ 1, 24" 1 étant
inégaux, et chacun d’cux ne pouvant surpasser 7,
leur demi-somme, ct a plus forte raison leur demi-
différence, est nécessairement inférieure a n. Ainsi
deux valeurs différentes de 2 &-+1 comprises entre
les limites o et n fournissent deux valeurs diffé-
rentes de

m(z2h+1)7
Ee——

€os.

On conclut aisément de cette remarque que les va-

[eurs réclles ou imaginaires de I'expression (—1)) "
données par 'équation (16) sont au nombre de #,
1 1

comme celles de ((1)) " et de (—1 )); De plus,

comme on a ¢videmment
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[cos. make)7 =+ y/—rtsin. '"—("‘_j'_')_’r] "

=cos.m(2hk+1)7w /=i sinm(2k+1)w
::(-— 1)’" =1,

il en résulte que toute valeur de (—1)) * est une ex-

pression réclle ou imaginaire dont la puissance .

équivaut a == 1, par conséquent, une valeur de
1 L

{(1)" oude (—1)". Cette remarque conduit a
équation
(17) =) =)

toutes les fois que (—1)” = 1, cest-a-dire, toutes
les fois que m est un nombre pair; et & la suivante

X

(18) (=) =(=1)"
lorsque (—1)" =—1, cest-a-dire, lorsque m est
un nombre impair. Ajoutons que l'on peut com-
prendre les équations (17) et (18) dans une seule
formule, en éerivant

m ¥

(19) (=) =( (=)
6. PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles ou imaginaires de I'expression
\ _g
(=) .
Sorurion. On aura, dapres la définition des
puissances négatives ,
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(1) " =—5=i

3

puis, en remettant pour ((—1)) " sa valeur générale
tirée de l'équation (16), et ayant égard a la for-
mule (9) du paragraphe précédent,

(20) ((—1))— L cos. rrz(zlc’-:—l)vr1 ]/:sin. m(zk+0)7

n
Il suit de cette derniére équation que les diverses
valeurs de (—1)) " sont les mémes que celles de

(1)". On aura en conséquence

(1) (=) =(1)

m

, sl m est pair, et

(22) (—1) " =(—1)", si m est impair.
A la place des deux formules qui précédent, on
peut se contenter d'écrire la suivante,

(23) (=) =((=)

CoRoLLAIRE. Silon fait m=1, la formule
(2 3) donnera

t t

(24) (—1) "=(=)"
En terminant ce paragraphe, nous ferons remar-

quer que les équations (3), (6), (8), (13), (16) et
(20), a laide desquelles on détermine les valeurs
des expressions
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(), ()7, ()",

(=" =) =) "
peuvent étre remplacées par deux formules. En
effet, si l'on désigne par @ une quantité positive ou
négative dont la valeur numérique soit fraction-
naire, la valeur de (1)) déterminée par Iéquation
(3), (6) ou (8) sera évidemment

(25) (1) =cos.2kamw xy/~isin.2kan,

tandis que la valeur de (— 1))* déterminée par I'¢-
quation (13), (16) ou (20) sera

(26) «-—I))d:cos(z/t-)- I )d'?t‘iV: sin.(?./c—l—- I)a'?r'.

Dans les deux formules précédentes, Ton peut
preudre pour £ un nombre entier quelconque.

§. 4.° Sur les Racines des expressions imaginaires, et
sur leurs Puissances fractionnaires el irrationnelles.

Soit
a + & V=t
une expression imaginaire quelconque. On pourra
toujours trouver [ voycz le §. 2 ] une valeur posi-

tive de p ct une infinité de valeurs réelles de 6
propres a vérifier Téquation -

(l> ¢+CV::f<cos.9+V:sin.8).
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Cela posé, concevons que Ton désigne par m et n
deux nombres entiers premiers entre eux. Si l'on
fait usage des notations adoptées dans le premier pa-
ragraphe, les racines 2.”* de l'expression a+Gy/=7,
ou, ce qui revient au méme, ses puissances du

degré —": seront les diverses valeurs de

Wa+Cym = (a+Cy=)";
et de méme , les puissances fractionnaires de
a+G6 y/—t , positives ou négatives, du degré %, ou

m .
— - seront les diverses valeurs de

m biad

((¢+C}/-:)) " ou ((¢+C1/:)) "
En conséquence, pour déterminer ces racines et ces
puissances, il suffira de résoudre I'un apres lautre
les trois problémes suivans :

1. ProOBLEME. 7rouver les diverses valeurs
de l'expression

(@ +Cy=)

SorvrionN. Soit

EIE

xr = r(cos. t+ V——lsin. t)

Tune de ces valeurs, r désignant une quantité po-
sitive, et ¢ un arc réel. On aura, daprés la défini-
1

tion méme dc Pexpression ((a-+ (5 Y—) ",

(2) 2" =a-+Cy/~1 = p(cos. 0 +/=sin. B),

IRTTET] l"l|!lHHl’l"""V"'"l!l!‘l'llﬁIln"“l’lllnrr"nnvr-4rvv-'1.r rom
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ou, ce qui revient au méme,

7’”[cos.nt+'|/:sin.nt}::f)l:cos.ev+ }/:sin.ej.

On tirera de cette derniére équation [ a laide du
1.¢" théoréme, §. 2]

7" =p,
cos. 2t -+ V:lsin.nt: cos.G—i— V:sin.e, .

et par suite

r=p",
cos.nt = cos.f , sinnf= sin.f, nt= 0+ 2k,

[I==EW s
—

t =

k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantités r et £ étant ainsi déterminées, les diverses
valeurs de  propres a vérifier léquation (1) seront
évidemment comprises dans la formule

1 +a 4 — =+ 4
r=gp" [cos.e—f-—lﬁ—]/—lsin. L 1:—7

1 9 — . . — . akm
== p"|cos. —n——t—]/—l sin. —n—] [cos. Ti)/—l sin. —n-] N

ou, ce qui revient au méme, dans la suivante,

(3) .x.:f% cos, —3— -+1/—1 sin. —2—] ((;))T

11
»

En d'autres termes, I'expression ((a +6 = )

»

aussi bien que ((1))", admettra » valeurs différentes
déterminées par T'équation
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1

(4) (arCy=)t =p* [oon. & ay=sin. L] (1)~

CoROLLAIRE 1.*" Supposons n=2. On trouvera
qu'il existe deux valeurs de l'expression

1
(a+Cy=)"»
ou, ce qui revient au méme, deux valeurs de x
propres a vérifier [équation
' =d+ G*/—_l :f(cos.e + 1/——lsin.9.) s
et que ces deux valeurs sont comprises dans la formule
-—f Ccos, 2 V sin. A
CoroLLAIRE 2. Supposons encore n= 3. On
trouvera qu'il existe trois valeurs de I'expression
1
(e +Cy=)’
ou, ce qui revient au méme, trois valeurs de &
propres a vérifier I'équation

ad= ¢+C}/:=f (cos.9+ V:sin.e),
et que ces trois valeurs sont respectivement
8 — . 9)
3 {cos. — 4+ Y —1sin, —
f (c 53 Y —rsi 7))
5 (cos. L —+ *;/;_lsin. ~—9~) (cos. Ll ~+4=1/—1sin. ikl
3 3 3 3

427

:f% (cus. ; —l—}/:sin. 94;27)9
Jp% [cos.%—k y/—1 sin. —g—] [cos. i; — V——lsin.i;]

= p?{cos. §—27 +V—_lsin. 9.—‘1'7].

Wt -; 3
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CoROLLAIRE 3. Supposons enfin n=4. On
trouvera qu'il existe quatre valeurs de Texpression

(a+GCy=1)™

ou, ce qui revient au méme, quaire valeurs de
propres & vérifier équation

=

.Z'*:da—i—c}/::f(cos.g—+—]/:_l—sin.9),

et que ces quatre valeurs sont comprises dans les
deux formules

if?é [cos. —i——}— V:sin. %—] ,
. if% |:sin. -%——-— V- cos.%].

9.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs de
l’expression

m

(a+Cy=)"-
Sorurron. Les nombres m et » étant supposés
premiers entre eux, on aura, dapres la définition

m

méme de Pexpression ((a-+Gy/=1)",

(a+Cy=) =larey=)]s
puis, en remettant pour ([« -+ C;/—_:)); sa valeur
générale tirée de Téquation (4), on trouvera

(5) (a+Cy=)

m m
n =

=p 7 [eos. 20y Train ") (1),
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CororLAIRE 1. Si dans l'équation (5) on

m

remet pour ((1))" sa valeur tirée de la formule (6)
[§. 3.7], on obtiendra la suivante,

(6) ((e+-Cy =) 3 = p M [cos. ____m(ginz/ﬂ) +y/ =7 sin. __m(@inzbr)} .

3.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs de
Pexpression

11

(e+Cy=)

SoLvrroy. On aura, dapres la définition méme
des puissances négatives,

(@+Cy=) "= ———;
er-Cyv=i)"
puis, en remettant pour (a+Gy/= )" sa valeur
tirée de I'équation (6), et ayant égard a la for-
mule (17) du deuxi¢me paragraphe, on trouvera
{la 1—5;/__.))—’-:=_p—’7"' [cos. w-y: sin. Lei:it)]

=p" [cos. !:l—e —y/=Isin. ""Le] [cos, m.1kT Fy/=isin. m:kr]

ou, en d'autres termes,

@) revmi= o7 feon My min 2 )

CororLrarrg 1. Si lon fait m=1, 'équation (7)
donnera

(3) (a+Cy=2)~ H =p" . [cos. —:——-)/:'uin. —:—} ()~ :;.
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Aprés avoir fixé, comme on vient de le faire,
les diverses valeurs des uatre expressions

(2+ Cyr)
(a+Cv=) 7", (a+Cy=)",

on reconnaitra sans peine que les équations (4),
(5) (8) et (7), & laide desquelles on détermine ces
valeurs, peuvent étre remplacées par une seule for-
mule. Si on représente par @ une quantité positive
on négative dont la valeur numérique soit fraction-
naire, la formule dont il s'agit sera

(9) (a+Cy=r) = p*[cos.ab+y/Zisinab ] (1))

Dans les calculs qui précédent, p désigne tou-
jours le module de I'expression imaginaire a+Gy/=7,
cest-a-dire , la quantité positive /(o +C‘), et 0
Tun quelconque des arcs propres a vérifier 'équa-
tion (1), ou, ce qui revient au méme, les équa-
tions (4) du deuxiéme paragraphe, savoir,

E1k)
aiy

v (e+Cy=)7,

cos. = —— %
Y U I
(10) .
sin. 9::———,———z
Vet +¢€*)

En divisant ces deux derniéres 'une par l'autre, on
en conclura

(11) tang. 8 = —S—

Par suite, si 'on nomme 7 le plus petit arc, abstrac-
, Cle plusp )
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tion faite du signe, qui ait pour tangente %, ou,

en d'autres termes, si I'on fait

(l 2) {: arc tang. 5« ,
on trouvera
(13) tang. 0 = tang. C

Cela posé, il déviendra facile d'introduire au lieu de
l'arc 8, dans les diverses formules rapportées plus
haut, larc {, dont la valeur est complétement d¢-
terminée. On y parviendra en effet par les considé-
rations suivantes.

Lesarcs 0 ct § , ayant la méme tangente, auront
aussi, abstraction faite du signe, le méme sinus ct
le méme cosinus; et comme d'ailleurs 'équation (1 3)
peut se mettre sous la forme

sin.ff sin. £
cos. § — cos.(

’
il est clair que pour y satisfaire , on devra poser en
méme temps ou

(14) cos.§ = cos.{, sin.e.—_sin.g,
ou bien

(15) cos.e:—cos.g, sin.ez—-sinc.
De plus, la valeur de cos. 8 déterminée par la pre-

micre des équations (10) étant évidemment de
méme signe que a, tandis que l'arc C compris entre

. . . s . A
les limites ——» -+ & toujours un cosinus
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positif , il en résulte que des équations (14) et (15)
les deux premiéres subsisteront, si ¢ est positif, ct
les deux derniéres, si o est négatif. Voyons main-
tenant a quoi se réduisent dans ces deux hypothéses
les formules (1) et (g).

Si d'abord on suppose a positif, les équations (10)
pourront étre remplacées par les équations (14);
et on déduira de celles-ci une infinité de valeurs de
0, parmi lesquelles on doit remarquer la suivante

(16) f = g

Lorsqu'on fait usage de cette valeur, les formules(1)
ot (9) deviennent respectivement

(17) ¢+C1/:=f(cos.€+1/—-_lsin.§),
(l 8) ((¢+C]/:))”:f" (cos.a é—f—}/—-_lsin.a@ (( I ))‘
Si 'on suppose en second licu ¢ négatif, les équa-
tions (10) pourront étre remplacées par les équa-

tions (1), desquelles on déduira, entre autres va-
leurs de 6,

(19) 8 = <+ .
Par suite, on pourra, dans cette hypothése, aux for-
mules (1) et (9) substituer celles qui suivent,
(20) ¢+C]/——l:—f(pos.€+}/:sin. C),
(atCy=)e
(2 1) = p*[cos. (@l + a7) -+ v sin.(al +a71)] (1))
== p” (cos.al 4y isin.al) (cos.am 4y sin.a7) (1))%

Si T'on fait en particulier & -+ @ 1/-——:' = =1, Cesi-



226 COURS D'ANALYSE.
a-dire, a=—1, 6=0, on trouvera

<= arcung.(_o') =0,

et la formule (21) deviendra

(22) () = (cos. a7 + /=1 sin. a7) (1.

1l en résulte qu'on aura généralement dans Thypo-
these admise

(23) ((¢+C}/—:))':f' (cos.af—i— ]/-——lsin.aé) ((j-l))'.

En réunissant aux formules (17), (18), (20) et
(23) les équations (25) et (26) du 3. paragraphe,
on obtiendra définitivement les coné¢lusions sui-
vantes.

Soit w63/~ une expression imaginaire quel-
conque, @ une quantité positive ou négative dont
la valeur numérique soit fractionnaire, et £ un
nombre entier choisi arbitrairement. Si l'on fait, de

plus,
() p=v@+C), =L,
on aura, pour des valeurs positives de «,
a+ Cy=i=p (con. 0 y=rsin. (),
(25){ (@+Cy =) =p*(con.al+y/~rsin.al) (1)),

(1) = cos. 2kam = /=i sin. 2ka7;

et , pour des valeurs négatives de «,

IR AR NN INRTE IR IR LR nuh-mvvnlwunru.".-" arrwiemars oy
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¢+C]/: =—p (cos. <'+ Y/~ sin, O ,
(26) ((¢+C V=)=p (cos.aC-r—;/—-—r sin.ag) ((—x)r,
(—1)y=cos.(2k+1.a7)£y/<  sin (2k+1.a7).

On doit ajouter que, si Fon désigne par » le dénp-
minateur de la fraction la plus simple qui représ
sente la valeur numérique de @, » sera précisément
le nombre des valeurs distinctes de chacune ' des
expressions

O, r), (e+Cy=)y;
et que, pour déduire ces mémes valeurs des for-
mules (25) et (26), il suffira d'y substituer succes-
sivement, au lieu de 24 et de 24+ 1, tous les
nombres entiers qui ne sortent pas des limites o
et n.
Si la valeur numérique de a devenait irration-
nelle, chacune des expressions réduites

cos. 2kanw £ y/—isin.2kam,
cos. (2k+1.a7 ) % ¢/ —tsin.( 2k+1.07) ,

aurait un nombre indéfini de valeurs correspon-
dantes aux diverses valeurs entiéres de % ; et, par
suite, on ne pourrait plus admettre dans le calcul
les notations

), (=), (avCy=)r,
4 moins de considérer chacune d'elles comme propre
a représenter une infinité d'expressions imaginaires
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distinctes les unes des autres. Pour éviter cet incon-
vénient , nous n'emploierons jamais les notations
dont il sagit que dans le cas ou la valeur numé-
rique de a sera fractionnaire.

Parmi les diverses valeurs de (1)), il en est une
toujours réelle et positive, savoir, + 1, que l'on
indique par la notation (1)* ou 17, en faisant usage
de parenthéses simples, ou méme les supprimant
enticrement. Si 'on substitue cette valeur particu-
licre de ((1))* dans la seconde des équations (25),
on obtiendra une valeur correspondante de

(a+Cy=)r,

que Tanalogie nous porte & indiquer, 4 laide de
parentheses simples, par la notation

(e +Cy=).
Clest ce que nous ferons désormais. Par suite, on
q ’

aura, en supposant « positif, et les quantités p,
{ déterminées par les équations (24),

(27)  (a+Ey/=1) = p*(cos. a{—»— /1 sin. aC).

Cette derniére équation ayant lieu toutes les fois
que la valeur numérique de a est entiére ou frac-
tionnaire, Panalogie nous conduit encore a {a con-
sidérer comme vraie dans le cas ol cette valeur
numérique devient irrationnelle. En conséquence ,
nous conviendrons de désigner par

(a+CymY
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Ie produit p[ cos. a€ + =1 sin.»ai], dans le
cas ou a sera positif, quelle que soit ia valeur réelle
attribuée a la quantité a. En dautres termes, si
Ton désigne par i un arc compris entre les limites

2

[p (cos. <+ V:nsin.i)]" ::f’“(cos. aé—a—;/: sin, aC).

Si dans l'équation précédente on fait p=1, elle
deviendra

(2 8) (cos. €+ 1/: sin. C)" = cos.ac—k ]/: sin.d{.

Cette derniére formule est entiérement semblable
aux équations (10) et (14) du 2. paragraphe, avec
cette seule différence quelle subsiste uniquement

pour des valeurs de C comprises entre les limites

—%, +2, tandis que les équations dont il s'agit

2

T T I 't
—-—» +—, on aura, quel que soit @,

s¢tendent & des valeurs quelconques de 8.

Lorsque la quantité¢ « devient négative, on ne
voit plus, méme en supposant fractionnaire la valeur
numérique de a, quelle est celle des valeurs de
Texpression ((«+G&3/=1))" que I'on pourrait distin-
guer des autres et désigner par la notation

(@ + Cvy= ¥
Mais alors, — a étant une quantité positive, il est

facile d'établir, pour des valeurs quelconques de «,
la formule

(29) (——d.—-C]/-:v)“ =y (cos.a {-&— V- sin.aé}.
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Nous terminerons ce paragraphe en taisant ob<
server que, dans le cas ou la valeur numérique de
a devient fractionnaire , les formules (27) et (29)
réduisent les équations (18) et (23) & celles qui
suivent ,

(39)  (a+Cy=) = (a+Cy=) ()"
G1)  (erCy=) = (—aCy=) (1),
T'équation (30) ayant lieu seulement pour des va-

leurs positives de la quantité «, et [équation (31)
pour des valeurs négatives de la méme quantité.

§. 8.° Applications des principes établis dans les
paragraphes precedens.

Nous allons appliquer les principes établis dans
les précédens paragraphes a la résolution de trois
problémes sur les sinus ét cosinus.

1. PROBLEME. Tran.sﬁ;mer sin. mz el cos.mz
(m désignant un nombre entier quelconque ) en un
polynome ordonné suivant les puissances ascen-
dantes et entiéres de sin. z, ou du moins en un
produit foriné par la multiplication d'un semblable
polynome et de cos .

Sorvrron. Lorsque dans les équations (12) du
2.¢ paragraphe on remplace les puissances paires
de cos. 5 par des puissances entiéres de 1—sin.* 3,
ces équations deviennent, pour des valeurs paires
de m,
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cos. A3 —
M g

m(m—l) (I sin.” z)“;— sin." 3z

(1 ~sinz)* —

4+ Am(m'—l) (m—2) (m—3) ([

m—g .
PR o
a4 sin, z) a sin."s — &c. ,

sin, M3 =
M-

cos. 3 [ﬁ-( I — sin.’z) T3 sin. 3

—_ "'(m_') (m—2) ([ sin.* z)m%*sin.’z + &e.. ] ;
.2, 5

et , pour des valeurs impaires de m,

€os. M3 —

cos.z[(l—sin.’z)m_z—_.—-m(l—-sm z) P nn.

v — j— it ’
“+ W(l — sin.” z) = sintz — &c] .

sin, m3 =
m—7

= P gy it
‘*(l—sm. z) 2 sin.z—

m(m—1)(m—2) (1~sin.*s) 72 sin.

1.3.3

iz

=+ &ec. ...

Si 'on développe les seconds membres des quatre
formules précédentes, ou du moins les coefliciens de
cos. 7 dans ces seconds membres, en polynomes or-
dounés suivant les puissances ascendantes et entiéres
de sin. 5, on trouvera, pour des valeurs paires de m,

U m (m=r _;..-l-) sin.* 3
] 2 z
=2) /(=) (M1me m— ay L
Lmm z,((m 1) (m x)_,_,;,i_._u)_sm.’z-—&c.,
2.4 2 "2 2.4

W
. ) m(m— m—1
SIn,. M3 = cos.2 {% sin, 3 — _(T'.. ,2. —

.3 2

m{m—2) (m—4) { (m—1 Y(m—3} m—ns 53 ]
=

-+ %)sin.’ 3

)
135 2.4 + 2 2.4 sm
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et, pour des valeurs impaires de m,

m—1 m 1 . s
€0S. M3 — cos. T l—--—l- —2—-4——;— sin. 3%

— 1 Y(m— (m—
-+ (—————m L 3)(’"——\”’ 2) -+ z . 3 —+ L1) sin.fz2—& C.] '
1.3 2.4 2 2 2.4

—1) —
(2) sin. mz::—’:'sin.z—m(lm}" (mzzﬂ*%) sin.} 2
1 Y17t — 2 Y R —
mm—1Ym—3) ((neaYm—g) mT2 5 __
1.3.5 2.4 2 3 2.4
— &ec....

33 sin.’z

Les équations (1)et(2) comprennent évidemment
la solution de la question proposée. 1l ne reste plus
qu'a les présenter sous la forme {a plus simple. Pour
y parvenir, il suffira d'observer que le coefficient
de chaque puissance entiére de sin. z renferme ge-
néralement une somme de fractions a laquelle T'é-
quation (5) du chapitre IV [§. 3] permet de subs-
tituer une fraction unique. Par suite de cette réduc-
tion, les développemens de cos. mz et de sinmsz
deviendront , pour dcs valeurs paires de m,

m.m (my-2ym.m (m—2) . 4

cos. MZ—=1——sin.’5 4= ———— -Zsin" 5
1.2 1.2.3.4
G) (me+-4) (m~+3). m..m (m—3) (m—3)
—_ ek sin.’ 5 + &ec... ,
1.2.3.4.5.6
sin. M3 == co0s. 3 [i sin, 5 — (met2) m (m—2) sin.} 5
(4 1 l.l_.}
’] ,
-+ (m-+4) (m-+-2) m (m—2) (m—4) sin.; Z — &C...];
1.2.3.4.5%

et, pour des valeurs impaires de m,
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) (mmn)

cos.mz=cos.z[l b4

(5)

pdm3) ) o) (m—3) z-——&c--~] ,

T.2.3.4
. m mt1)m{m-—1 .
sm.mz — —l—sm. 5 - (———I)—Z(T———)— sm.Bz

(6)

4 {m+3) (mA-1)m (m—1) (m—3)

sin.’ z — &e....
1.2.3.4.5

Cororr4rre 1. Si dans l'équation (3) on fait
successivement

m=2, m=4, m=6, &c....,
on obtiendra les suivantes
cos. 23 = I — 2sin." 5,

( ) cos. 43 =1 — 8 sin.’z + 8sint 5,
7 .
cos. 62 =1 — 185in.’5 +~ 48sints — 32 sin®z,
&e.. ...

Cororr4rre 2. Si dans {équation (6) on fait
successivement

m=1, m=3, m=3, &c....,

on en tirera
sin, 3 == sin, 3,
. . . - / .3
sm.33_3sm.~.—}sm.z.
si e mn.3 20 sin.} 6 sin’ 2
n.sz—jsm.,.»—‘_OSm.z-o-l sin.” 3,

&c......
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2.* PROBLEME. Transﬁ)nner sin. mz el cos.mz
(m désignant un nombre entier quelconque ) en
un polynome ordonné sutvant les puissances ascen-
dantes et entiéres de cos.z, ou du moins en un
produit formé par la multiplication &'un semblable
polynome et de sin. z.

SorLuTion. Pour obtenir les formules qui résol-
vent la question proposée, il suffit de remplacer,
dans les équations (3), (4), (5) et (6), = par
—:——z , et dobserver en outre qu'on a, pour des

valeurs paires de m,

cos —’11—-771' —‘(-—- l)gcos mz

- 2 -~ e * . 2

. mr b .

sin. (T — mz) =(—1)"" sinmz;
et pour des valeurs impaires de m,

mT m—1
cos. (—:— — mz.) ={—1)5sin.mz,

m—1

. mrT
sin, (——— b mz) = (— l)’:' cos. M3,
%

On trouvera de cette maniére, si m est un nombre

pair ,

z. . (m—+2)m.m(m—
(-— 1) S cos. S ==1— " cos. T+ (met-2)m.m{m—2) cos.'z
(9\ 2 1.2.3.4
J Y RV
) _ (mq) (ma2) m.m (m—2) (m—4) cos.’z+&c....,
t 1.2.3.4.5.6
(—-IF“sin.m;:sin.z[z"cos.z——(w’_:)':—(m—z)cos.az
(10) {motd) (m-2) m(m—z) (m—g) 5
4= cos. s —&e.... |
1.2.3.4.5
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ot , st m est un nombre impair ,

o\ m—t . m4=1) (m—1
(——l) P sin.mz:sm.z[l—(l)%cos.’z

(1)

+(m+;) (m—+1) (m~=1) (m—3) cos'*z —&C...-] ’
1.2.3.4

(—————m+l)m(m_l) t:os.3 Z

Mo m
(—I)Tcos.mz:—lcos.z— T2.3

(12) 4 ) fm)m 1) (m—3) o5 2 &enn

1.2.3.4.4

Cororrarre 1. Si dans la formule (g) on fait
successivement
m—=12, m:4, 171,::6, &C....,
on obtiendra les suivantes

-

—¢c0s.25=1-—2co0s.” 3,
cos. f3=1—8 cos.” 5+ Scos.z,
(1
(13) e 4 ‘
— cos. 63 =1 — 1 8cos.*5+4 S cos. z—32c0s.°3,
&e.. ..

CororL4IrRE 2. Si dans ['équation (12) on fait
successivement

m=1i,m=3, m=35, &ec....,
on en conclura

Cos. 5 =—co05.3,

== €0S. 33 == 2 c05.3 — 4cos».3; »

cos. § 5 == § c0s.Z—20 cos’z 416 cos.yjz,

&e.. ..
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3.° PROBLEME. Exprimer les puissances ertiéres
de sin. z et de cos. z en fonction linéaire des sinus
et cosinus des ares z, 2z, 3z, &e.

Sorurron. On résout facilement ce probléeme,
en ayant égard aux propriétés des deux expressions
Imaginaires conjuguées

cos. 3 ]/: sin.3, cos.5 — ]/: sin. 3.

St Ton désigne la premiére par u, et la seconde par
¥, on aura

2¢€08. 3 = U+ V,
2sin. 2= = u —v.

En élevant les deux membres de chacune des équa-
tions précédentes a la puissance entiére du degré m,
les divisant ensuite par 2 ou par 2 y/—1, puis effec-
tuant les réductions indiquées par les formules

uwy —=1,
U kA u" —o" . _
Tmcos.nz, -—z‘/—__‘_sm.n‘,,

dont les deux derniéres subsistent pour des valeurs
entiéres quelconques de », on trouvera, si m re-
présente un nombre pair ,

M -]

2 My — - m — -
2 Cos. —=cos. M3 —+ - cos. m 2.5

m(m—r1)

(15) +——Tz——cos.(nz—4.z)+&c...

m
, m(m—1).., (—2+|)
sanesaase +*; <

m ?
1.203400
2.3 2
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(—l); 2"'_' $in.™Z = cos. M3 — —- cos. (m—z.z)
1

m{m—1)

(16) -+ — T cos. (m—- 4.z)—-&c..
m(m—1)... (§+!)

£
[.2.3....;

’

et, si m représente un nombre intpair,

M1 m m —_—
2 cos. zzcos.mz+Tcos.(m—z.z)

(17) -+ -T—(:"—E——'——)- cos, (;_—_Z.z)av—&c..
m—e7
e +ﬂ"_‘_—_)_-_£—__2l._)- cos. 3,
1.2.3...——-

a2
(__1) T:::—l 2.”_, sin.”’z:sin.mz——-?sm- (m—-z .z)

(18) - 200 i, (7 — fz) e

1.2

m{m—1)... (m-——-H) .
—_—e—eemm SN, D,

I.2.3.00

2

Cororr41RE 1. Si dans la formule (1) on fait
successivement

m=2,m=4, m=6, &c....,
on en conclura
2 cos.’ 5 == c0s.23+1 ,
8 cos.*s = cos.4z + 4cos.zz+3 ,

(19)

32005.‘5 = cos.6z+6cos.4z+lScos.2z-+-10 )

&e.. ..
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On arriverait aux mémes équations, si fon eherchait
déduire des formules (13) les valeurs successives de

c0s.*z, cos.tz, cos.fz, &c....
en fonction linéaire de
€os. 23, cos.4z, cos.6z, &e....

CoROLLAIRE' 2. Si dans la formule (16) on fait
successivement

m=2,m=4, m=6, &ec....,
on obtiendra les équations
— 2sin.*Z3 = c0s.23—1 ,
( 8sin.*z = cos.4z—4cos.2z+3 '
20

) 6, 6 6
—328in.°2 = 0s.62—6c0s.4{ 341 §o08.22—10,
&e.. ..

que I'on pourreit également déduire des formules(7),
par lélimination des quaatités.
sin.*z, sintz, sinfz, &c.....

CororLLAIRE 3. Si dans la formule (17) on fait
successivement

m=1,m=3, m=gy, &....,
on en conclura
cos. T = cos. 3,
4 c0s.’ 5 = cos. 32 + 3 cos. 2,

(21)

16 cos.’ z = cos. 5% -+ §cos. 3T+ 10cos.Z,

&c.. ..
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On arriverait aux mémes équations, si Ton cher-
chait 4 déduire des formules.(14) les valeurs suc-
cessives de

C08. 32, cos.sz, cos.’z, &ec....
en fonction linéaire de
€0s.Z, €0s.33, cos. 52, &e....

Cororrarre 4.° Si dans la formule (18) on fait
‘successivement

m=1,m=3, m=g5, &....,
on obtiendra les équations
sin. 2 ==sin. 3 ,
4 R .
Rauad sIN.. 3 ==8IB.2 & — sin. %
(22) -3 3 ¢
16 sin.’ 3 = sin. §% — 5sin;3z + 10sin. 3,

&ec. ..

que l'on pourrait égaiement déduire des formules (8)
par I'élimination des quantités

sin. 3, sin’z, sin’z, &c.....
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CHAPITRE VIIL

Des Variables et des Fonctions imaginaires.

§. 1.7 Considerations generales sur les Variables
et les Fonctions imaginaires.

LORSQUON suppose variables les deux quantités
réelles «, v, ou au moins 'une d'entre elles, I'ex-
pression

U +vy—

est ce qu'on appelle une variable imaginaire. Si,
de plus, la variable « converge vers la limite U,
et la variable v vers la limite V7,

U Vy=

sera la limite vers laquelle converge I'expression
imaginaire u-+vy/—.

Lorsque les constantes ou variables comprises
dans une fonction donnée, aprés avoir été considé-
rées comme réelles, sont ensuite supposées imagi-
naires,, la notation a l'aide de laquelle on cxpri-
mait {a fonction dont il s'agit ne peut étre conservée
dans le calcul qu'en vertu de conventions nouvelles
propres a fixer le sens de cette notation dans ia
derniére hypotheése. Ainsi, par exemple, en vertu
des conventions établies dans le chapitre précédent,

IR |v-|||'n"""’""ll"“"l"l'"ﬂllHIQ!IIIINIIIII!‘IH!;N semems e 0 I
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les valeurs des notations

a
a+zx, a—x, ar, —,

se trouvent complétement déterminées dans le cas
ou la constante a ¢t la variable o deviennent ima-
ginaires. Supposons , pour fixer les idées, que, fa
constante a restant réelle, la variable x regoive la
valeur imaginaire

¢+C1/: =f(cos.9+]/:—!sin.9),

@, € exprimant deux quantités réelles qui peuvent
étre remplacées par le module p et larc réel 6.
On conclura du VIL® chapitre [ §§. 1 et 2] que les
quatre notations

a
a—+x, a—x, arx, =

désignent respectivement les quatre expressions

imaginaires

a+fcos.9+fsin;9.]/—l y @—F cos.e—f sin.e.]/:,
. — a a . —_—
ap cos.e-t-af sm.e.‘/—l ’ —;cos.e-—-—-—;sm.g.]f—x;
ou, en d'autres termes, les suivantes

ac al

ﬂ+¢-+€}/:|, w—w—CV:, ﬂa—i-aCy/:,m—m}/——x.

En général on fixera sans difficulté, par le moyen
des principes établis dans le chapitre VII, les va-
leurs des expressions algébriques dans lesquelles
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plusieurs variables ou constantes lmaginaires se-
raient liées entre elles par les signes de Paddition,
de Ia soustraction, de la multiplication ou de la
division ; et F'on reconnaitra sans peine que ces ex-
pressions conscrvent toutes les propriétés dont elles
jouiraicnt, si les variables et constantes qui sy
trouvent comprises étaient réelles. Par exemple, si
Ton désigne par

r, Y, 3, ...u, v, w

plusieurs variables soit réelles, soit imaginaires, on
aura, dans tous les cas possibles,

[ ZAy+z. (U4, =Ty 5. —Uu—r—10...,

ry=yr,
_u<x+_1/+z+...):ux+uy+uz+&c....
r4+y+z4&e... x =
4——:—+—y—+—+&c...,
(]) u t u u
Ix L, = T¥E ,
% v w urw...,
x vax v
= — X .l',
[ u “ "
)
\ &c......

Considérons maintenant la notation
xe,
daps le cas ou, la constante a restant réclle, la va-
riable = obtient la valeur imaginaire

%-I—C}/:l-——f(cns.e-i—ﬁsinﬁ).
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Si l'on prend pour @ une quantité dont la valeur
numérique soit un nombre entier m, cette méme
notation, savoir,

x* = ™",

aura, pour des valeurs réelles quelconques de a et
de €, une signification précise. Elle représentera
Texpression imaginaire

£ cos. mb +p" sin.m0.y/=7,
si a=-+m; ct la suivante

P77 cos, mB — p7" sin. mb V=,
si @a=—m : [voyez le chapitre VI, §. 2, équations
(18) et (19)]. Mais, toutes les fois que la cons-

tante a recevra une valeur numérique fractionnaire
ou irrationnelle , Ia notation

xd
naura plus de valeur précise et déterminée, & moins
que la partie réelle & de I'expression® imaginaire =
ne soit positive. Si dans ce cas particulier on fait
¢
@: arc tang. Pl
w -
P
et, en écrivant & au lieu de a + € /= dans le
4. paragraphe du VIL* chapitre [ équations (17) ct
(27)], on trouvera
x:f(cos.i—l— V:Sin-§)1
&% = p* [ cos. ac-t- ¥'—1 sin, aé] ,

. « . x*r
Parc i restera compris entre les limites — =, +
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en sorte que la notation z* désignera I'expression
imaginaire
f" cos, aC+f' sin. aé. 1/:
Il suit encore des conventions et des principes ci-

dessus établis [cilap. VI, §§. 3 et 4], que, pour

une valeur numérique fractionnaire de la constante

(=)
représente a-la-fois plusieurs expressions imagi-
naires, dont lcs valeurs sont données par les deux

a, la notation

formulces
«.[))" =z ((l))“, ((I))" = cos.2kam = ‘/: sin.2kam,

lorsque la partie réelle a de Pexpression imaginaire
. est positive, et par les deux suivantes

(@) = (=) (=)

(—1)r = cos.(2k-+1)am = Y= sin. (2k-+1)a7,

lorsque fa quantité a devient négative; [voyez a ce
sujet, dans le 4.° paragraphe du chapitre VII, les
équations (2) et (26)]. Laméme notation ne peut
plus étre cmpldyée dans le cas ou la valeur numé-
rique de a devient irrationnelle.

Les expressions de la forme

a

X

conservent les mémes propriétés pour des valeurs
réelles et pour des valeurs imaginaires de la va-
riable, tant que I'exposant a pour valeur numdrique

IR Il‘l|lll”"!'l""'!lll“lll!‘ll[l‘!"lell"nnrl""nn'lv-ew.trv o
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un nombre entier ; mais ces propriétés ne subsistent
plus que sous certaines conditions dans le cas con-
traire. Soient, par exemple,

r=a+Cy/ =1, y=a'+C'y=1, z=a'+C"y/=1, &ec...

plusieurs expressions imaginaires, qui se réduiront
a des quantités réelles, si €, €', €" s'évanouissent.
Désignons, en outre, par @, &, c... des quantités
réclles quelconques, dont les valeurs numériques
soient fractionnaires ou irrationnelles, et par m,
m', m" ... plusieurs nombres entiers. On aura cons-
tamment, en vertu des principes établis dans le VII.®

chapitre ,

. mr m" 1 ",
. xrT .x e, = I ,
_— -y —m ! —I=mlmli, ,
. L = ,
2) +tm tm ! *m it TmEmimn
( . T L = aTERER e (chacun

des nombres m, m’, m”. . . devant étre affecté du méme signe
dans les deux membres);

m ”m m

oy 3" .= (axyz....\"

~m

x

=77 —m

YT = (2y s )T
(2™ = (&=

(.’L’"‘)"”" = (.z"”‘)”" = g~ m",

mm!

x""',

Il

(4)

On trouvera au contraire que des trois formules
(5) xd‘z.&xf.-. — x4+5+:....’

(6) y ... = (xyz....),
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(7) (z9) = 2+,

Ia premiére subsiste uniquement toutes les fois que
la partic réclle o de Texpression i unagmalre x est

posmvo la seconde, toutes les fois que, &, @'y a’ ...
étant positifs, la somme

’ "

[
arc tnng. > -+ arc tang. < -+ arc tang. = e

. . . 8 x
reste comprise entre les limites — =, +—; et a

dernicre, toutes les fois que, « étant positif, le pro-
duit

4
@.arc tang. —

est compris entre ces mémes limites.
L.es conventions faites dans le VIIL.© chapitre ne

suffisent pas encore pour fixer d'une maniére pré-
cise le sens des notations

B L.-l‘, sin..r', cos,.l’, arcsin..r, arccos..r,

dans le cas on la variable « devient imaginaire. Le
moyen le plus simple d'y parvenir étant la considé-
ration des séries imaginaires , nous renvoyons ce
sujct au chapitre IX.

D'aprés ce qui a été dit ci-dessus, toute notation
algébrique, qui renfermerait, avec les variables .r,
Y, % .... supposées réclles, des constantes imagi-
naires, ne peut étre employée dans le calcul que
dans le cas ou, en vertu des conventions établics,
clle aurait pour valeur une certaine expression ima-
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ginaire, Une semblable expression, dans laquelle
la partie réelle et le coefficient de y/~: sont néces-
sairement des fonctions réelles des variables x, y,
% ..., est ce quon appelle une fonction imaginaire
de ces mémes variables. Ainsi, par exemple, si
Ton désigne par @(x) et y (x) deux fonctions
réelles de x, une fonction imaginaire de cette va-
riable sera

P (z) + x (%) V=
Quelquefois nous indiquerons une semblable fonc-
tion a laide d'une scule caractéristique @, et nous
écrirons en conséquence

@ () = P (&) + x (x) /.
Parcillement, si Ton désigne par @ (x, y, z....),

x(x, y, 5 ....) deux fonctions réelles des variables

X, Y, B,

@ (,5,5:) = Q@ 4y 5) + x4, 5. o

sera une fonction imaginaire de ces diverses va-
niables.
La fonction imaginaire

G,y 3.0+ xley 2..) Y=
prend le nom de fonction algébrique, ou exponen-
tielle, ou logarithmique , ou circulaire, &e..., et,
dans le premier cas, le nom de fonction ration-
nelle ou irrationnelle, entiére ou fractionnaire, &c..
toutes les fois que les fonctions réelles ¢(z, y, = )y
x(z, y, z...) jouissent l'une et [2utre des propriétcs

’
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que suppose le nom dont il sagit. Ainsi, en parti-
culier, la forme générale d’une fonction imaginaire
et linéaire des variables z, 7, 5.... sera

(a+bzcy+ds+..)+{@'+b z+cy+d s+ )y =,
ou, ce qui revient au méme,
ard /(0D ye-+{c+c'y/ =3 Yy+(d+d'y/ =3 s+,

a,b,c,d,..a,b,c,d,. . . déignant des cons-
tantes réelles.

On doit distinguer encore parmi les fonctions
imaginaires , comme parmi les fonctions réelles ,
celles qu'on nomme explicites, et qui sont immé-
diatement exprimées au moyen des variables, de
celles qu'on nomme implicites, et dont les valeurs
déterminées par certaines équations ne peuvent étre
explicitement connues quapres la résolution des

équations dont il sagit. Soit
@ (x) ou w(z, ¥y, 5, ...)

une fonction imaginaire implicite déterminée par
une scule équation. On pourra représenter cette
fonction par u+vy/=, u, v désignant deux quan-
tités réelles; et, si dans 'équation imaginaire quclle
doit vérifier on écrit, au lieu de = (x), ou de
@ (x, Y, 5, .)

U +v -1,

aprés avoir développé les deux membres, puis égalé
de part et d'autre les parties réelles et les coefliciens
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de y/—1, on obtiendra deux équations réelles entre
les fonctions inconnues u et ». La résolution de ces
derniéres équations, lorsqu'elle pourra s'effectuer,
fera connaitre les valeurs explicites de w et de v, et
parsuite [u valeur explicite de I'expression imaginaire

U+ vy -1

Pour qu’une fonction imaginaire d’une seule va-
riable soit complétement déterminée, il est néces-
saire et il suflit que de chaque valcur particuliere
attribuée a la variable on puisse déduire la valeur
correspondante de la fonction. Quelquefois, pour
chaque valeur de la variable, la fonction donnée en
obtient plusieurs différentes les unes des autres.
Conformément aux conventions précédemment ad-
mises, nous désignerons 01'dinairemght ces valeurs
multiples d’une fonction imaginaire par des nota-
tions dans lesquelles nous ferons usage de doubles
traits ou de doubles parenthéses. Ainsi, par exemple,

l’i/cos. Z -+ V:sin. z,
ol

(( cos. 3 -+~ 13/—1 sin. z)) "

indiquera 'une quelconque des racines du degré n
de l’expression imaginaire

cos. 5 -+ }/—1sin. 3.
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. 2.° Sur les Expressions imaginaires infiniment
8 2
petites , et sur la continuité des Fonctions ima-
ginaires,

Une expression imaginaire variable est appelée
snfiniment petite , lorsqu'elle converge vers la limite
zéro; ce qui suppose que dans I'expression donnée
la partie réelle et le coefficient de /=i convergent
en méme temps vers cette limite. Cela posé, repré-
sentons par

@+ 6/ = p(cos.8 + 1/=sin. 6)

une expression imaginaire variable; a, ¢, désignant
deux quantités réelles , auxquelles on peut substi-
tuer le module p et Tarc récl 8. Pour que cette ex-
pression soit infiniment petite, il sera évidemment
nécessaire et suflisant que son module

p=y(a" + C)
soit fui-méme infiniment petit.

Une fonction imaginaire de la variable x suppo-
sée réelle, est appelée continue entre deux limites
données de cette variable, lorsqu'entre ces limites
un accroissement infiniment petit de la variable pro-
duit toujours un accroissement infiniment petit de

la fonction elle-méme. Il en résulte que la fonetion
imaginaire

¢ () + x(£) v

sera continue entre deux limites données de x, si
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les fonctions réelles ¢ () et 7y (2) restent continues
entre ces limites.

On dit qu'une fonction imaginaire de la variable
a est, dans le voisinage d’une valeur particuliére de
x, fonction continue de cette variable, toutes les fois
qu'elle reste continue entre deux limites méme trés-
rapprochées, qui renferment la valeur dont il s'agit.

Enfin, lorsqu'une fonction imaginaire de la va-
riable x cesse d'étre continue dans le voisinage
d'une valeur particuliére de cette variable, on dit
qu'clle devicnt alors discontinue , et qu'il y a pour
cette valeur particulicre solution de continuité.

En partant des notions qu'on vient d’établir rela-
tivement 4 la continuité des fonctions imaginaires,,
on reconnaitra facilement que les théorémes 1, 2 et
3 du IL¢ chapitre [ §. 2] subsistent dans le cas méme
ot I'on remplace les fonctions réelles

flx) et flo,y, 5....)
par des fonctions imaginaires
Pe)+xlx) =1 et Qx, y, 2. )y lx,y, 2. )=

On peut en conséquence énoncer les propositions
suivantes.

1. THEOREME. 7 les variables réelles z, 4, z ...
ont pour limites les quantites fixes et determinées
X, Y, Z..., et que la fonction imaginaire

Pz, y, 5...) + X'(.z', Y 5o ) Y=

soit continue par rapport a chacune des variables
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z,y,z... dans le voisinage du systéme des valeurs
particuliéres

sz! y:Y} z:Z, &c....,
(P(.r, Y, z;---)"“X(-l',]/, z,...) V-1

aura pour limite
XY, Z . )+x(X Y, 2 . )y

ou, si Lon fait, pour abréger,

¢(.Z‘, Y, z)""X(x; Y, z) ‘/: = @'(l‘, Y, Z...) '
w(z,y,2..) aura pour limite =(X,7,2,..).

2.* TukorEME. Désignons par z, y, z .. plu-
steurs fonctions réelles de la variable t, qui soient
continues par rapport a cette variable dans le voi-
sinage de la valeur réelle +=1. Soient de plus
X, ¥, Zz ... les valeurs particuliéres de z,y, = .....
correspondantes @& t=T ; et supposons que dans
le voisinage de ces valeurs particuliéres la Sonc-
tion imaginaire

@ (x, Y, z.) =P, ¥, 3..)+x(2,y, 2. /=1
soit en méme temps conlinue par rapport a =, par
rapport a y, par rapport @ z, &c...: @ (z, y, z ...),
considérée comme une fonction imaginaire de ¢,
sera encore continue par rapport a t, dans le voi-
sinage de la valeur particuliére ¢ =T.

Si dans le théoréme précédent on réduit les va-
riables z, ¥, z... 4 une seule, ou obtiendra I'énoncé
suivant.
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3.¢ THEOREME. Supposons que dans lexpression

@ () = @(2) + X (2). V=

la variable z soit fonction réelle d'une autre va-
riable ¢. Concevons de plus que la variable = soit
Jonction continue de t dans le voisinage de la valeur
particuliére t =T, et @ (z) fonction continue de z
dans le voisinage de la valeur particuliére z—x,
correspondante a t=1. L’expression imaginaire
@(2), considérée comme une _fonction de t, sera en-
core continue par rapport a cette variable dans le
voisinage de la valeur particuliére t=1.

. 3.° Des Fonctions imaginaires symetriques
8 ’
alternées , ou homogéenes.

En étendant aux fonctions imaginaires les défi-
nitions que nous avons données [ chapitre III ] des
fonctions symétriques, ou alternées, ou homogénes
de plusieurs variables , y, z ..., on reconnait im-
médiatement que

Pz, y,z..)+xlry s..)Y=

est une fonction symétrique, ou alternée, ou homo-
géne du degré a par rapport aux variables z, 9, z...,
lorsque les fonctions réelles

Plz,y,z..), Xy z..)

sont F'une et l'autre symétriques, ou alternées, ou
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homogénes du degré a par rapport & ces mémes
variables.

§. 4.° Sur les Fonctions imaginaires et entiéres d'une
ou de plusieurs variables.

En vertu de ce qui a été dit ci-dessus [§. 1.°"],

¢(z) + x(z) =
et
O(z, 9, 2. )+x(x 9 5.)y=
sont deux fonctions imaginaires et entiéres, Tune de
la variable x, I'autre des variables z, v, z ..., lorsque

P(2) et x(z), (=, 9, 2...) et x(x,7,z...)

sont des fonctions réelles et entiéres de ces mémes
variables. Par suite, si @ (&) représente une fonc-
tion imaginaire et enticre de la variable =, la valeur
de =z (x) sera déterminée par une équation de la
forme

@ (2) = ¢ (2)+ x(z) V=1

:ao+a:x+a‘x'+...+(b°+bx_z’+b:_r‘+“'> 1/: ,

a,, a,a,..b,b,0,,.. déignant des constantes
réelles. On conclura de cette équation, en réunis-
sant les coefliciens des puissances semblables de =,

(1) @(E(@ot-boy/=)+(a,4-b,y/DaA-(a,4-b,/ )x - be.

Pour que la fonction @ (), déterminée par la for-
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mule précédente, sévanouisse avec z, il faut que
Pon ait

a,+b,y/—1=o,

cest-d-dire, @,—=o et b,=o0, auquel cas la valeur
de @ (x) se réduit a

'U‘(.r) = (a,+bx}/:).z‘+(a,+’b, ]/:_1) '+ &ec...
=zla+b y=i+(a+b y=)r+&e...]

Ainsi, toute fonction imaginaire et entiere de la
variable z, lorsqu'elle s'évanouit avec cette va-
riable, est le produit du facteur = par une seconde
fonction de la méme espéce, ou, en d'autres termes,
est divisible par . En partant de cette remarque,,
on étendra facilement les théorémes 1 et 2 du cha-
pitre IV [§. 1. ] au cas ou les fonctions entiéres
qui s’y trouvent mentionnées sont en méme temps
imaginaires. Jajoute que ces deux théorémes sub-
sisteront encore, si f'on y remplace les valcurs

particuliéres et réelles attribuées a la variable «,
telles que

x,, ., x, &c....

par des valeurs imaginaires
¢°+CD1/-'—_I, a,,+Cx]/—_-T, ¢L+C,1/:T, &e....

Pour démontrer cette assertion, il suffit d'établir
fes deux propositions suivantes.

1.* THEOREME. S une fonction imaginaire et
antiére de la variable » s’ ¢vanouit pour une valeur
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particuliére de cetle variable, par exemple, pour
r=a,+6,1/=1,
cette fonction sera divisible algébriquement par
z—a,—0, V—i.
DiEMonSTRATION. En effet, soit
@ (@) = () + ()Y’
fa fonction imaginaire dont il s'agit. Si Ton y fait
x:a,°+C,,1/:x'+z,
z désignant une nouvelle variable, on obtiendra

évidemment pour résultat de la substitution une
fonction imaginaire et entiére de s, savoir,

@ (a,+ G, /=1 +2):
et, comme cette fonction de 3 devra s'évanouir pour
z=o0, on en conclura que
@ (2) == (a, + C.v/= -+ 3)
est divisible par
3= .z‘—cL,——G,,;/:.

COROLLAIRE 1" La proposition précédente sub-
sistc dans le cas méme ou la fonction ) (x) s'éva-
nouit, cest-a-dire, dans le cas ou @ () se réduit
a une fonction réelle @ ().

COROLLAIRE 2.° Le théoréme précédent subsiste
encore, lorsqu’on suppose €=o , et par couséqucnt
lorsque la valeur particuli¢re attribuée 4 la variable
x est réelle.
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2. THEOREME. Si une fonction imaginaire et
entiére de la variable = s'évanouit pour chacune
des valeurs particuliéres de = comprises dans la
suite

a6 y=, a,+C =1, a,+C6, 9=, ...
....... e, +6, .V,
n désignant un nombre entier quelconque , cetie
Jfonction sera équivalente au produit des facteurs

r—a—C,/=1, a—a, =, /=1, z—a,—C, /1, &c....

e g—a, ,—C. V=

par une nouvelle fbnctz'an imaginaire et entiére de
la variable =.

DgmonsTRATION. Soit
@ (2) = () + x (2) v~

Ia fonction proposée. Comme elle doit sévanouir
pour

r=a,+ 6y,
elle sera, en vertu du théoréme 1.7, algébrique-
ment divisible par

z—a,—G6, y=1;
ct 'on aura en conséquence

0 w@=l—a—CyT)a,

Q, désignant une nouvelle fonction imaginaire et
entiére de la variable #. La fonction @ (z) devant
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s'évanouir encore, lorsqu'on suppose

r=a,+6,y=,

cette supposition réduira nécessairement a zéro le
second membre de 'équation (2), et par conséquent
I'un des dcux facteurs qui le composent [ voyez le
VIL chapitre, §. 2, 7. théoréme, corollaire 2]. De
plus, comme le premier facteur

z—a,—0C, V-
nc peut devenir nul pour
X =&, + C, | et

tant que les valeurs particuliéres
a,+ 6, V=1, a,,+C,;/——x

sont distinctes une de l'autre, il est clair qu'en at-
tribuant a « la seconde de ces deux valeurs on
devra réduire a zéro la fonction entiére Q,, et par
suite, que cette fonction entiére sera divisible alg¢-
briquement par

rz—a,—G, Y.
On aura donc
Qo:(x—a’l—cx}/:) Q‘ ]

Q, désignant une nouvelle fonction imaginaire et
entiére de la variable z; en sorte que P'équation (2)
pourra se mettre sous la forme

3)  @w@)=(E—a—Cy=)(z—a,—Cy=Q.
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En raisonnant comme on vient de le faire, on

trouvera, 1.° que, la fonction @ (z) devant s'éva-
nouir en vertu de ia supposition
r=a, + G, V-1,

cette supposition réduit nécessairement a zéro le
second membre de 'équation (3), et par conséquent
Tun de ses trois facteurs; 2.° que le facteur réduit
a zéro ne peut étre que la fonction entiére Q_, tant
que les trois valeurs particuliéres de  désignées par
a’o —+ Co V: ) d’x+cl ]/: ’ d’z -+ Cz ]/:

sont distinctes I'une de l'autre; 3.° que la fonction
entiére Q, devant sévanouir pour

r=a, +6, =,
est algébriquement divisible par

r—a,—6, /=0

On aura par conséquent

Q=(zr—a,—6y=)Q,,

et par suite
(4) @'(I):(I—ﬁu—Co“/——l) (I—¢I_CIV:) (I_a'x_cz.v':) Q4 »

Q, désignant encore une fonction Imaginaire et
entiére de fa variable 2. En continuant de la méme
maniere, on finira par reconnaitre que, dans le cas
ot Ia fonction entiére @ () sévanouit pour n valeurs
différentes de x respectivement désignées par
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a+C. =, a6, v, 2,46, Y=, &e...

cecnann @, , + C,,._, |/

on a nécessaircment
) 5 (2) = (L o/ Tt = 3 T2, = T
5 x(z—a, =€, _.y/=0)Q,

.....

Q désignant une nouvelle fonction entiere de la
variable z.

I! est a-peu-prés inutile d’observer que lc théo-
réme précédent subsiste lorsqu'on suppose

x)=o0,
ou bien

€ =0, 6 =0, C =0, .. €, .=o;

Cest-a-dire, lorsque la fonction @ (), ou les valeurs
particulicres attribuces a la variable , devicnnent
réelles.

A T'aide des principes établis dans ce paragraphe,
on démontrera sans difficulté que, dans le chap. IV
[§ 1.=], les théorémes 3.% et 4. avec la formule (1)
peuvent étre étendus au cas on les fonctions et les
variables devicnnent imaginaires, ainsi que les va-
leurs particuliéres attribuées aux unes ct aux autres.
On prouvera de méme que les propositions 1.",
2.° et 3.5, avee les formules (1) et(2), dans le sccond
paragraphe du chapitre IV, ct les formules (2),
(3), (4), (5)s (6), dans le 3.° paragraphe du méme
chapitre,, subsistent, quelles que soient les valeurs
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véelles ou imaginaires des variables, des fonctions,
et des constantes. Ainsi, par exemple, on reconnaitra
en particulier que I'équation (6) du 3. paragraphe,
savoir ,

5 - = 3 5 '”y"*‘ eust
1.3.3...70 1.2.3...0 1,2.3,.(n—1) 1
(6)
x y"—ll + "])I
°"+T'1.z.3...(w—l) 1.z.3...n "

a lien pour des valeurs imaginaires quelconques des
variables x et .

§. 5.° Détermination des Fonctions imaginaires conti-

nues d'une seule variable propres a vérifier certaines
conditions.

Soit
@ (2)= @ () + V= % ()

une fonction imaginaire continue de la variable «,
P(z) et y(z) désignant deux fonctions continues,
mais réelles. La fonction imaginaire @ (x) sera
complétement déterminée, si clle est assujettie &
vérifier, pour toutes les valeurs réelles possibles des
variables = et 7, l'une des équations

(1) 7 (z+y)=w(z)+w(y),

(2) @ (z+y) =z (z)x w(y);
ou bien, pour toutes les valeurs réelles et positives
des mémes variables, fune des équations suivantes
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(3) = (ry) = @ (z)+ @ (y),

(4) 7 (zy) =@ (2) x @ (y)-
Nous allons résoudre successivement ces quatre
équations, ce qui nous fournira quatre problémes

analogues a ceux que nous avons déja traités dans
Ie 1.° paragraphe du V.¢ chapitre.

1. ProBLEME. Deéterminer la fonction imagi-
naire = (z) de maniére qiielle reste continue entre
deux limites réelles quelconques de la variable =,
et que l'on ait, pour toutes les valeurs réelles des
variables z et y,

(1) @(z+y)=a(z)+o(y)

Sorvrion. Si, a l'aide de la formule

w (L‘) = Q(Z‘) -l—X(L') Y=,
on remplace dans Péquation (1) la fonction imagi-
naire @ par les fonctions réelles ¢ et 5, cette
équation deviendra

® (29X (24y)./ T = 0(X) +X(2)y/ S+ (9)+ X () /=1 1

puis Ton en conelura, en égalant de part et dautre
les parties réelles et les coeficiens de 3/~

@ (z+y) = Q(x)+(y),
x (& +y) = x(z)+ x(¥)

On tirera de ces derniéres formules [ vovez le cha-
pitre V, §. 1, 1.7 probleme ]

BT RN AR R LN LR T ALY LR lunmuunwuuurnn-nu Ireeeurs oy ow



L™ PARTIE. CHAP. VIII. 263
@ (2) = x (1),
x(z) =z x(1);

et par suite

5)  w(@)=2[e()+x()r=1],
ou, ce qui revient au méme,

(6) @ (2) = 2@ (1).

I suit de Péquation (5) que toute valeur de = ()
propre a résoudre la question proposée est néces-
sairement de la forme

(7) w(x)=(a+by=z,
a, b désignant deux quantités constantes. Il est
dailleurs facile de sassurer qu'une semblable valeur
de @ () vérifie Féquation (1), quelles que soient
les deux quantités a et b. Ces quantités sont donc
deux constantes arbitraires.

On peut remarquer que, pour obtenir la valeur
précédente de @ (), il suffit de remplacer, dans la
valeur de @(z) que fournit l'équation (7) du V.©
chapitre [ §. 1.° ], la constante arbitraire ct réelle a
par la constante arbitraire, mais imaginaire,

a+ by=i.

:2.° Proorime. Deilerminer la fonction imagi-
naire w (z) de maniére qu'elle reste continue entre
dewr limites réelles quelconques de la variable =,
et que Lon ait, pour toutes les valeurs réelles des
variables « et y,
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()  @E+y)=w(2).a(y)
SoLuTiIoNn. Si dans I'équation (2) on fait z=o,
on en tirera
w(o)=1,
ou, ce qui revient au méme [ & cause de la formule
@ (2) = (&) + x(5) V=],
9(0)+ x(o)y—1=1,
et par suite
P(0)=1, x(o)=o.

La fonction @ () se réduira donc a I'unité pour la
valeur particuliére o attribuée a la variable x; et,
puisqu'on la suppose continue entre des limites quel-
conques, il est clair qu'elle sera, dans le voisinage
de cette valeur particulicre, trés-peu différente de
T'unité, par conséquent positive. On pourra donc,
en désignant par « un nombre trés-petit, choisir
ce nombre de maniére que la fonction P(z) reste
constamment positive entre les limites

Cette condition étant remplic, comme {a quantité
¢ (a) sera clle-méme positive, si 'on fait

p= ]/[(de.)’ -+ (Xd,)‘], C: arc tang, % ,

on en conclura

(@)= () (@)y’T = pleos. oy s O]
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Concevons maintenant que dans I'équation (2)
on remplace successivement y par y-+z, puis 3 par
z+u, &c....; on en déduira

w(r+y+z3+ ... ) =@ () =) ....,

quel que soit le nombre des variables .z, ¥, 5, &c...

Si de plus on désigne par m ce méme nombre, et
que Ton fasse

r=y=z==&c.=a,

['équation quon vient de trouver donnera

@ (ma) = [w(a)]" = p" [cos. mi—*— V= sin.mi].

Jajoute que la formule

’G‘(md,) ::_F"' [cos.mc -+ 1/:1- sin.m<]
subsistera encore, si T'on y remplace le nombre en-
tier m par une fraction ou méme par un nombre
quelconque m. Cest ce que T'on prouvera facile-
ment ainsi qu'il suit.

Si dans I'équation (2) on fait x="%a, y="La,
on c¢n tirera

[@'(_;_ d_)]‘ — -z;r(d,) =p [cos./:-a— — Si“-i] ;

puis, en extrayant les racines carrées des deux
membres, de maniére que les parties réelles soient
positives, et observant que les deux fonctions ¢(x),
cos. x restent positives, la premiére entre les limites
x=o0, r=a, la seconde entre les limites z=o,
x:i , on trouvera
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“(t)=o(i) =2 (t4)v=

:fi[cos.é “+ ¢ — sin.—%—].

De méme, si dans I'équation (2) on fait x=Za,
=4, on en tirera

[@'(T;— d;):r = (—l—- cb) :f: [cos. -S— —+ 3/~ sin. %] >
puis, en extrayant les racines carrées des deux

membres de maniére a obtenir des parties réelles
positives,

w (—;{ d,) :fi[cos. —%-0—1/——: sin, %]

Par des raisonnemens semblables, on établira suc-
ecssivement les formules

- (‘s';“*) :f%[ms‘%_..l/:sin.% ,

q(ﬁm) —:.fT%[cos.l—g-i— —lsin.%]y
&C ..... '

et, cn général, » désignant un nombre entier quecl-
conque ,

o (1 o) =p ¥ oo (O yTan (50) ]

v Y P 1
Si l'on opere sur la valeur précédente de 'ar(? a,)

pour cn déduire celle de @'(% ¢) , comme on a

opéré sur la valeur de z(a) pour en déduire celle
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de % (ma), on trouvera

w(2e) =¥ on () v (3]

ou, ce qui revient au méme,
m m
@ (Fre) + x (Fre)v=

=p = [oos.(£-0) + v sin. (%0)]

et par suite
<P (:’: w) :f%cos. ({1—{) ’
X (—:i,,—a,) :f’%sin. (%"—5) :

. - m .
puis, en supposant que la fraction —+ varie de ma-

niére & sapprocher indéfiniment du nombre w, et
passant aux limites, on obtiendra fes équations

¢ (,uab):f# €os. ,u,é, X (,u.d,) ::Jo#sin.ﬂ-c,
desquelles on conclura
(8) @ (,u,ab) :fﬂ[cos. /LC-Q— Y1 sin. /«Lé]

De plus, si dans l'équation (2) on pose z=pa,
y=—pa, on en tircra

@'(—-/A«CL): :(E:‘Z) —_‘f - [cos.(—-—,u,@ﬂ—}/: sin.(—}b@].

La formule (8) subsistera donc lorsqu'on y rem-
placera w par — . En d'autres termes, on aura,
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pour des valeurs réelles quelconques positives ou
négatives de la variable z,

(9) @ (ar)=p"[cos. 02+ y=sin. 02 = [ ()]

Si dans cette derniére formule on écrit % au lieu

de z, elle deviendra
(! O) 'w(.z:)--_—‘pE [cos. (é x) 4 (/= sin. (-E—.r)] = (wa)] p :
et, si 'on fait ensuite, pour abréger,

(11) pr=4, L=,
on trouvera
(12) @‘(z‘) =4 [cos. bx —+-y/=isin.bx].

Ainsi, toute valeur de @ (z) propre a résoudre la
question proposée sera nécessairement de la forme

A" [cos.[)x -+ /=1 sin. br] )

A, b désignant deux constantes réelles, dont la
premiére ne pourra étre que positive. II est d'ail-
leurs facile de sassurer qu'une semblable valeur de
@ () vérific 'équation (2), quelle que soit la valeur
du nombre A et celle de la quantité &. Ce nombre
ct cette quantité sont donc des constantes arbitraires.

Cororr4rre. Dans le cas particulier on la
fonction @ () doit rester positive entre les limites
a=o0, x=1, on peut, au lieu de supposer a trés-
petit,, prendre =1 et Ton conclut alors immé-
diatement des équations (9) et (10)

TRIN] l"I|lll!Hl‘lll""VlH"lll!‘Ilwnlult'nl""nrlunn" v
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(13) @ (z) =[= ()]~

3.© ProBLEME. Déterminer la fonction imagi-
naire =(z) de maniére qu'elle reste continue entre
deux limites positives quelconques de la variable =,
et que lon ait, pour toutes les valeurs positives des
variables = et y,

(3)  wey=w@)+z(y)

Sorvrion. Si, aPaide de la formule

on remplace dans T'équation (3) la fonction imagi-
naire @ par les fonctions réelles ¢ et o, puis, que
Ton égale de part et d'autre les parties réelles et les
coefliciens de /=1, on trouvera

¢ (zy) =@ (2) + 2 (y),

x (zy) = x(x) + x ().
Si de plus on désigne par 4 un nombre quelconque,
et par L la caractéristique des logarithmes dans le

systeme dont la base est 4, on tirera des équations

précédentes [voy. le chapitre V, §. 1.7, 3. probl.]
¢ (2) = (4). L(z),
x(x)=x(4). L(x):
et l'on en conclura
(1) @ () =[O + X (AT L),

ou, ce qui revient au méme,
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(1)  w@)=v(4).Liz)
I suit de la formule (14) que toute valeur de = ()

propre & résoudre la question proposée est néces-
sairement de la forme

(16) 7 (z)=(a+by—1)L(z),

a, b désignant deux quantités constantes. If est d'ail-
leurs facile de s'assurer qu'une semblable valeur de
a (z) vérifie Péquation (3), quelles que soient les
quantités a et b. Ces quantités sont donc deux cons-
tantes arbitraires.

On peut remarquer que, pour obtenir la valeur
précédente de @ (), il suffit de remplacer, dans la
valeur de @(z) que fournit 'équation (12) du'V.*
chapitre [ §. 1. ], la constante arbitraire et réelle a
par Ja constante arbitraire, mais imaginaire,

a+ by—i.

Nota. On pourrait arriver trés-simplement a I'é-
quation (1 5) de la maniére suivante.
En vertu-des formules identiques
Lax Ly

z=A , y=4 ,
I'équation (3) devient

@'(ALH'L’) :’U‘(AL‘)—F'G'(ALI).

Comme dans cette derniére les quantités variables
Lz, Ly admettent des valeurs réelles quelconques
positives ou négatives, il en résulte qu'on aura, pour

SR e A A L U AL LI lunmumuw"nrnmnu ERTERITE TRRRT [
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toutes les valeurs réelles possibles des variables »
ety,

@ (A" = (A7) +a(47)
On en conclura [voyez le 1. probléme, équat. (6)]
w(A)=aw(A)=xa(A4),
et par suite
@ (A") =@ (A). Lz,
ou, ce qui revient au méme,
@ (x)=a(A).Lax

4.c ProBLEME. Déterminer la fonction imagi-
naire »(z) de maniére qu'elle reste continue entre
deux limites positives quelconques de la variable z,
et que l'on ait, pour toutes les valeurs positives des
variables = et y,

4) w(zy)=a(x). = (y).

Sorurron. 1 serait facile d’appliquer a Ia solu-
tion de ce probléme une méthode semblable a celle
que nous avons employée pour résoudre le second.
Mais on arrivera plus promptement a la solution
cherchée, sifon observe qu'en désignant par L Ia
caractéristique des logarithmes dans le systeme dont

la base est 4 on peut mettre I'équation (4) sous la
forme

w (A" = (4").w(4").

Comme dans cette derniére équation les quantités
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variables Lz, Ly admettent des valeurs réelles
quelconques positives ou négatives, il en résulte
qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles
des variables z et y,

= (A”") = (A7) .@'(A’).

On en conclura, en représentant par & un nombre
tres-petit, et remplacant dans l'équation ( 10) du
second probléme @ (z) par @ (47),

@ (A7) = [ (4]~

On trouvera par suite

Lx
@ (47)=[a(49]7,
ou, ce qui revient au méme,
_L_x_
(+7) w(z)=[=(4)]".

Il est essenticl d’observer que la fonction imagi-
naire @ (A4"), et par conséquent sa partie réelle
P(A7), se réduisent a 'unité pour z=o0; ou, en
d'autres termes, que la fonction imaginaire w(z) et
sa partie réelle @ () se réduisent a funité pour
z=1. Cest ce que I'on peut démontrer directe-
ment, en prenant dans I'équation (4)

z=A4A" = 1.

Quant au nombre a, il doit seulement étre assez
petit pour .que la partie réelle de la fonction imagi-
naive @ (A") reste coustamment positive entre les
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[imites =0, =a.. Cette condition étant remplie,
Ia partie réelle de T'expression imaginaire

@ (A*) = (4*) + x(4%).v/=

sera elle-méme positive; et par suite, si lon fait

= v} [CP(A')]’ +[X(A It C: arctang. X4

#(4")?
on aura

@ (A‘) =f[cos.§+ V:sin.i].

Cela posé, I'équation (17) deviendra
w(r)=p = [cos. (é— Lx) /=1 sin. ({— Lz’)]
=x 7 [cos. (_Z;_ Lx) +V: sin, (—2 Lx)]

En vertu de cette derniére équation, toute valeur

de @ (x) propre a résoudre la question proposée
sera nécessairement de la forme

(:9)

(19) @ (@) =2 [oos. (b L) + /= sin. (bLz) ],

a, b désignant deux quantités constantes. Il est aisé,
de plus, de sassurer que ces deux quantités cons-
tantes doivent demeurer entiérement arbitraires.
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CHAPITRE IX.

Des Séries imaginaires convergentes et divergentes.
Sommation de quelgues Series imaginaires con-
vergentes. Notations emplo_z/e'es pour representer
quelques Fonctions imaginaires auxquelles an
se trouve conduit par la sommation de ces mémes
Séries.

§. 1.°° Consideérations gencrales sur les Scries
' imaginaires.

SOIENT respectivement
(l) Pa’ Pl’ le "'P’l) &c.o...
(2) Qs Gis Gur ooe Gur &Coot,

deux séries réelles. La suite des expressions imagi-
naires ,

(3')'pa+qq/—_n P/ P/, P/, &e
formera ce quon appelle une série imaginaire.
Soit, de plus,

) 80 = (Potqoy/ )P4,/ )+ (P eV =)

} =(P°+]’1+"'+Pu—l)+_(99+ql+' "+qn-1)1/:

Ja somme des 2 premiers termes de cette série.
Selon que, pour des valeurs croissantes de 7, s,
convergera ou non vers une limite fixe, on dira que

R |v'-||lvvnuuumvmmmvummnm..‘."nr..m.... seremmars oy - on
o



L™ PARTIE. CHAP. IX. 275
Ia sétie (3) est convergente et qulelle a pour somme
cette limite , ou bien qu'elle est divergente et n'a
pas de somme. Le premicr cas aura évidemment
lieu, si les deux sommes

PotPoreess FpP,
Go @i Hoeeie + G,

convergent elles-mémes, pour des valeurs crois-
santes de n, vers des limites fixes; et le sccond, dans
la supposition contraire. En d’autres termes, la
série (3) sera toujours convergente en méme temps
que les séries réelles (1) et (2). Si ces dernié¢res, ou
Tune d'elles seulement, deviennent divergentes, la
séric (3) le sera également.

Dans tous les cas possibles, le terme de la série
( 3) qui correspond a lindice =, savoir,

P+ 0V,
est ce qu'on nomme son ferme’ genéral.
L'une des séries imaginaires les plus simples est
celle qu'on obtient en attribuant a la variable x,
dans la progression géométrique

a

I, r, z*, .... x", &c..,

une valeur imaginaire. Concevons, pour fixer les
idées , que T'on fasse

x = z(cos.-e “+ /=1 sin. 9) ,
= désignant une nouvelle variable supposée réelle,

et  un arc réel. La progression géométrique dont
i dagit deviendra
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( ) 1,2 (cos.9+‘/:sin.6), 3* (cos. 19+'/:—xbain. 28), ...
5 ...3"(cos‘n9+‘/:sin.n9), &e...,..

Pour obtenir équation qui détermine la somme des
n premiers termes de la série précédente, il suffit
de remplacer x par z (cos.8 + 1/=isin. 0) dans la
formule

1+ 4., +2" = —_—
I —X 1 -

On trouve de cette maniére
4z (cos,e-\—‘/'__, sin. §) 42" (cos. 10+/: sin. 20) ...

(6) coe 2" cos. (n—1) § + /=7 sin. (n—1) 4]

. 1 2" (cos.nf 41/ —7 sin.nf)
T i—z{cosfty—isin.g)  1—7 05§y siv.§)

s
’

et, comme, pour des valeurs croissantes de n, le
module de l'expression imaginaire

2" (cos. nf - ‘/:,' sin, 7))
1—3 cos. f — 3 sin. .y =1

savoir ,
+ gt

(1—=22 cos.9+z'):

converge vers la limite zéro, ou croit au-dela de
toute limite, suivant qu'on suppose la valeur nu-
mérique de z inférieure ou supérieure 4 l'unité, on
doit conclure de T'équation (6) que la série (5) est,
dans la premiére hypothese, une série convergente
qui a pour somme

1
L ~3% CO8. {—3 8in.f, Yy =1 4

oy u»|||uyul"ll""‘"l"l!l"lulunn'nuw"nrnmuu- sqrpggare op ow [
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et, dans la'seconde hypothése, une série divergente
qui n'a plus de somme.

La somme d'une série imaginaire convergente
sindique , comme si la série était réelle, par la
somme de ses premiers termes, suivic d'un &ec...

Cela posé, si I'on appelle s la somme de Ia série
(3) supposée convergente, et gue dans la formule
(4) on fasse croitre » indéfiniment , on trouvera, cn
passant aux limites,

(7)) °= (Po+90y/ )P 4/ = )P0,/ ) + Ke.
= (Potp,tp, 8. ) (gotq,+q,+&e.. ) Y

De méme, lorsqu’on supposera la valeur numérique
de z inférieure a Tunité, on tirera de 'équation (6),
en faisant croitre » au-dela de toute limite assi-
gnable ,

1—+3 (cos.§ /1 sin.§) 42" (c0s.2f /7 sin.2f) +-&e...
(8) - T _ 1=—zcos.f4-z sin.Q\/__.

1—zcos.f—zsin. .y, T 1—23€0s. f~+3*

En vertu de la formule (7), le premier membre de
équation (8) peut étre présenté sous la forme sui-
vante

(l—l—zcos.9+z’cos.29+&c...)+(zsin.G—}-z‘éin.ze-i—&c..,)‘/_—,.
On aura donc, pour des valeurs numériques de z
inférieures a 'unité,

(143 c0s.§+z*cos.2f-+&e...)+(ssin.f—-z *sin. 2+ )y =5

(9) . 1—3 cos.§ z sin. § S
- ‘1—22¢08.§—4-z* [=23C08.8+3% "/—h

On en conclura
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1—2 0os. §

-2 *cos.2§+33cos. = —_—
(g T

‘ - Z=~1
z sin.f-H=*sin. Isin. -='_lﬂ
=" sin.ag-4+3%sin. 3+-&e 1—3zcos. 3zt

Ainsi la substitution d’une valeur imaginaire de
dans la progression géométrique

1, x, x, ... 2%, &c....
sulfit pour conduire 4 la sommation des denx séries

( )S I, ZCos.e, z'cos.ze, e z"cos.ne, &e....
Il
l zsin.0, z'sin.20, ... &%in.nb, &ec...

toutes les fois que la variable 3 reste comprise entre
les limites

F=—1, Z=++1,

cest-a-dire , toutes les fois que ces deux séries sont
convergentes.
Les premiers membres des équations (10) étant
[ en vertu du 1.** théoréme, chapitre VI, §. 1.° ]
fonctions continues de la variable z, dans le voisi-
nage de toute valeur particuliére comprise entre les
limites 5=—1, 3=+ 1 ; le premier membre de
T'équation (9)sera lui-méme, dans le voisinage d'une
semblable valeur, fonction continue de z. Or, ce
remier membre n’est autre chose que la somme de
fa série (5), dont les différens termes restent fonc-
tions continues de z entre des limites quelconques.
En généralisant la remarque qu'on vient de faire,
on obtient la proposition suivante.
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1.” THEOREME. Lorsque les différens termes de
la série (3) sont des fonctions d'une méme vgriabla
z, continues par rapport a cette variable dans le
voisinage d'une valeur particuliére pour laquelle
cette série est convergente, la somme s de la série
est aussi, dans le voisinage de cette valeur parti-
culiére, fonction continue de z.
DimonsTrarion. En effet, dans le voisinage
de la valeur particuliére attribuée a la variable z,
la série (3) ne peut étre convergente et avoir pour
ses différens termes des fonctions continues de s,
qu'autant que les séries réelles (1) et (2) jouissent
'une et I'autre des mémes propriétés : or, dans cette
hypothése, chacune des sommes

Po+p +p.+ &,
g +q, +¢q,+&e....

étant [ en vertu du 1.” théoréme, chap. VI, §. 1 Rl
fonction continue de la variable z, il en résulte que
fa somme de la série (3), savoir,

s=(potp.+p+&e.)+(g+q,+g.+&e..) V=i

sera aussi fonction continue de cette variable.
Supposons maintenant que Ton désigne par

Por Pis Pas &e.....

les modules des différens termes de la série ( 3} .
ct par

e0s.fo—+y/ 3 sind,, cosf /=1 sinf,, cas.9, /=7 sind, , &ec.
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les expressions réduites correspondantes, en sorte
qu'on ait généralement

pa=E"+ a0
Pt g V-1 =p, (cos.e,,-t- V=i sin. 9,)

La serie (3) deviendra

(12)

et on pourra ordinairement décider si cette série
est convergente ou divergente, a I'aide du théoréme

Po(cos.0,+/=r5in.0.), P, (cos.8,+/7sinf,),

£, (c08.8,4/ =7 800, ), v P (08, /=i sin.0,), & :

que ie vais énoncer.

2. THEOREME. Cherchez la limite ou les limites
vers lesquelles converge, tandis que » croit inde-

finiment, lexpression ( y");. Sutvant que la plus
grande de ces limites sera inférieure ou supérieure
a Uunité, la série (3) sera convergente ou diver-
gendle.

DemonsTraTioN. Considérons d'abord le cas

1

ot les plus grandes valeurs de Texpression (p,)"
convergent, tandis que n croit indéfiniment, vers
une iimite inférieure a 'unité. Dans ce cas, la série

(13 Par Per Pus ooe Pur &co
étant convergente [chap. VI, §. 2, 1.*" théoréme],
les séries

{ po cos.B,, p,cosf,, p,cos.B,, ... p,cosf,, &e....
(14)) Porinf,, p,5m,, poeind, ) ... g, 800, &,
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le seront également [ chap. VI, §. 3, 4.° théoréme] ;
et la convergence de ces derniéres entrainera celle
de la série (12), qui n'est que la série (3) présentée
sous une autre forme.

Supposons en second lieu que, pour des valeurs

croissantes de », les plus grandes valeurs de ( f,,)—‘
convergent vers une limite supéricure a l'unité.
Dans cette hypothése on prouvera, par un raison-
nement’ semblable a celui que nous avons employé
dans le VL chapitre [ §. 2, 1. théoréme], que les
plus grahdes valeurs du module

Bl=

Pr=(p.+q.")

croissent avec » au-dela de toute limite, ce qui ne
peut étre vrai quautant que les plus grandes valeurs
des deux quantités p_, ¢,, ou au momns de l'une
d’entre elles, croissent de méme indéfiniment. Or,
comme ces deux quantités sont les termes généraux
des séries (1) et (2), on doit conclure que de ces
deux séries, I'une au moins est divergente; ce qui
suffit pour assurer la divergence de la série (3).

ScHOLIE 1" Le théoréme qu'on vient d'établir
ne laisse d'incertitude sur la convergence ou la
divergence d'une série imaginaire que dans le cas

articulier ot la limite des plus grandes valeurs de
8

(p.)" devient égale a Punité. Dans ce cas particu-
lier il w'est pas toujours facile de décider la ques-
tion. Toutefois on peut aflirmer que, si la série (1 3)
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est convergente, les séries (1 4) et par suite la série
(12) le seront pareillement. La réciproque n'est pas
vraie, et il pourrait arriver que, la série (12) restant
convergente, la série (13) fit divergente. Ainsi, par
exemple, si on suppose

Pr=5rs 9,,=(n+«:—)7r,

on obtiendra, a la place des séries (12) et (13), les
deux suivantes

'l/"'_” _‘;" -1, +L' 1y —%V:’ &e...

: &ec...,

-
-
-
wl- w
e

dont Ia seconde est divergente, tandis que la pre-
micre reste convergente, et a pour somme

V= i(a),
[ désignant la caructéristique des logarithmes né-
périens.
SCHOLIE 2.° Lorsque, pour des valeurs crois-
santes de 7, le rapport

Py

\P’l
sapproche indéfiniment d'une limite fixe, eette
limite est également celle vers laquelle convergent

les plus grandes valeurs de Texpression (p,)".

Le 5. théoréme du 3. paragraphe [chap. VI] est
évidemment applicable aux séries imaginaires aussi
bien qu'aux séries réellcs, Quant au théoreme 6.° du
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méme paragraphe , on doit, lorsquil est question
de séries imaginaires, le remplacer par le suivant.

3. THEOREME. Sotent

(r5)

Uy, Uy, Uy oo-.. u,, &v..,

2

Vo, Uy, U,y eeeee 0,, &Koo,

3

deurx séries convergentes, mais imaginaires, qui
aient respeclivement pour sommes s et s'. St cha-
cune de ces séries reste convergente lorsqu’on ré-
duit ses différens termes a leurs modules respectifs,

(16)

UV, WU, 4+uUV,, UV UV YUY, ...

e W VAU,V Uy, +uv,, &,

n=1x n—t

sera une nouvelle série convergente imaginaire ,
qui aura pour somme ss'.

DEmonsTraTION. Désignons respectivement
par s,, s, les sommes des n premiers termes des
deux séries (15), et par 5,” la somme des » premiers
termes de la série (16). On trouvera .

’ "
$u8,—8, =wu, v, +(u, v, +u,_ v, )+..
oo (U ¥ AU, Y A0, u,, ).

Désignons encore par p, ct p,' les modules des
expressions imaginaires u, et v,, en sorte que ces
expressions soient déterminées par des ¢quations de
Ia forme

u,=p, (cos.e,, + /=1 sin. 0, Yy

tu = py o+ i B,
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Lees séries réelles

fo’ fl’ f;, s o0 f’,, &Coouo
f'o) _flx) f,,‘y oo f,,,, &C...-
étant convergentes par hypothése, on en conclura,

comme dans le chapitre VI[§. 3, 6.° théoréme },
que la somme

Pt Ploct (Lot Place  Prcs Plame) - vrennnens
sene (fn—xfl|+fn—zf';+'"+_f,xfln-x+fxf,n-z)

converge , pour des valeurs croissantes de », vers
la limite zéro. Il en sera de méme a fortior: des
deux sommes

Py Py 0. (B, +6,_,)
[ Paci P s €08, (8, 40 ) A= Py Py €08, (8,0, ))

[ Puee o8 (B +0,) P, Facos (B, +F )+ ..
e Py B €08. 0,0 o)+ £, e o8, 0]
et
Prcs £ sin (B +6 )

[ P i P s 810 (0 8 ) Py £y 80 (B8, ]

-+ [-pn—! J”x Sin'(eu—'x -+ e’l)+ -pn—z .P’z Sin'(en—q -+ e’x)+ e
b +-P3 -Pn-x Sin'(ez +9'u—-z)+‘pl .P'n-—l Sin'(ex -+ 9'-—1)] ’

dont la premiére représente évidemment la partie
réelle de l'expression imaginaire

”

SS,‘,—-‘S,‘,

L
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tandis que la seconde représente le coefficient de
y/—1 dans cette expression. Par suite, s s, —s",
convergera aussi, pour des valeurs croissantes de
n, vers la limite zéro : et, comme s,s,” sapproche
indéfiniment de la limite ss', il faudra de toute
nécessité que I'expression s,", c'est-a-dire, la somme
des n premiers termes de la série (16), sapproche
elle-méme indéfiniment de cette dernic¢re limite. Il
en résulte, 1.° que la série (16) est convergente,
2.° que cette série convergente a pour somme ss'.

§. 2.° Des Scries imaginaires ordonnées suivant les
puissances ascendantes et entieres d'une variable.

Soit z une variable imaginaire. Toute série ima-
ginaire ordonnée suivant les puissances ascendantes
et entiéres de [a variable x sera de la forme

a,+b,y—1, (a,+b,y—1)z, (a,+by=)a, ...

(an+bn1/-—_x).r", &e....:
a,a,a,..a,&e..;6,6,0 .0, &c..,
désignant deux suites de quantités constantes. Dans

le cas o les constantes de la seconde suite s'éva-
nouissent , la série précédente se réduit a

2
(1) a,, a,r, a,x*, .... a,x", &ec....

Nous considérerons en particulier dans ce para-
graphe les séries de cette derniére espéce. Si, pour
plus de commodité, I'on pose
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(1) X=2 (cos.e—l— ]/: sin.g) ’

z désignant une variable réelle et 8 un arc réel, fa
série (1) deviendra

(3)

Soit maintenant, comme dans le chapitre VI
[§- 4], 4 la plus grande des limites vers lesquelles
converge, tandis que % croit indéfiniment,, la racine
n." de la valeur numérique de a,. La plus grande
des limites, vers lesquelles convergera dans la méme
hypothése la racine ».™ du module de I'expression
imaginaire

., a,5(cos.0+/; #in.), a,z*(cos.2§ 4/ =7 sin.20)..
... a,3" (cos.n+ /i sin.nf), &e.....

a,z" = a,5" (cos.nf + /= sin. n6),
sera équivalente a la valeur numérique du produit
Asz;

et en conséquence[voy. ci-dessusie§. 1., 2.° théor. ]
la série (;) sera convergente ou divergente suivant
que le produit 4z aura une valeur numérique infé-
ricure ou supérieure & I'unité. On déduit immédia-
tement de cette remarque la proposition suivante.

1. TBEOREME. La série (3) est convergente
pour toutes les valeurs de = comprises entre les
lLimites.

1 1
2:-"-:-;—‘ = 4 —

Ty = ik

et divergente pour toutes les valeurs: de- = situtes,
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hors des mémes limites. En d autres termes, la
série (1) est convergente ou divergente suivant que
le module de U expression imaginaire = est z'rgﬁz'rieur

, . PO
ou superzeur a T

SCHOLIE. Lorsque la valeur numérique du rap-

port a;“ converge , pour des valeurs croissantes
de 2, vers une limite fixe, cette limite est précisé-
ment la valeur de la quantité positive désignée par
A.

CoroLrAIRE 1. En comparant le théoréme pré-
cédent au 1. théoréme du chapitre VI [§. 4], on
reconnaitra que, sila série (1) est convergente pour
une certainc valeur réelle de la variable x, elle
demeurera convergentc pour toute valeur imagi-
naire dont cette valeur réelle serait, au signe pres,
le module. Par suite, si la série (1) est convergente
pour toutes les valeurs réelles de la variable z, elle

restera convergente, quclle que soit la valeur ima-
ginaire que T'on attribue a cette -variable.

CoroLLAIRE 2. Pour appliquer le premier théo-
reme et le précédent corollaire, considérons les
quatre séries

4 1, x, 2, ... 2%, &e...,

(5) I, _/il‘;x’ /‘(:“:l)

{p—1) . e—ng1)
MM e 4xn,&c.’

z
x’,.. -
1.2.3...8

@ 1 = =, = &...,

1.2.3

(7) x, — ...:*.:—f‘l—, &e....;
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p désignant dans la seconde une quantité quel-
conque. De ces quatre séries les deux premiéres ,
ainsi que la derniére, restent convergentes pour
toutes les valeurs réelles de x comprises entre les
limites

r=—1, x=-1,

et la troisicme pour des valeurs réelles quelconques
de la variable . Mais si, au lieu d'attribuer & =
une valeur réelle, on suppose

X = z(cos.e -+ ]/:sin.e),

& la place de ces quatre séries, on obtiendra les
suivantes

(8)

1, 2 (cos.s-f—‘/.__,sin.ﬂ) , 3% (cos.39+/:;sin.ze) ,
.. 3" (cos.nf+ /= sin.nf), &e.....

T, % z{cos.§+y/sinf), 'u—(l'u—-:—l) 3*(cos.20+y'—ism.20),

{
‘9) M) ()

1.2.3...0n

z"(cosnf—+/isin.nf), &

2 (cos. 9—&-‘/—. sin, G] 2*(cos. 20 +- ‘/_. sin. ,9)

IZ) N3

z (08§ 41/~ sin. 9) z* (cos.29+‘/l—xsin.39)
- '

1 2

S 2" (cos. nd -+ /=, sin. n9)

n

(lo " 1.2
(cos. n9+1/_.sm nB) | &.....

dont les deux premiéres et la derniére resteront

RN IR | U RN R L T A LI TR umlllHuumunrum"" RALLELL R
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convergentes pour toutes les valeurs de z comprises
entre les limites

L§=—1, 3=-1,

tandis que P'avant-derniére sera toujours conver-
gente, quelle que soit la valeur réelle de .

Apreés avoir fixé leslimites, entre lesquelles il faut
renfermer s pour rendre la série (2) convergente,
nous ferons remarquer quen vertu des principes
établis dans le paragraphe précédent les -théorénies
3.5, 4.5 et 5. du chapitre VI[ §. 4 1+ avee leurs co-
rollaires , peuvent étre étendus au cas on Ja variable
x devient imaginaire. On devra seulement admetire,
dansI'énoncé du 4.° théoréme, gue chacune des séries

a,, axr, ax, &ec...,.
b,, b,x, b 2", &ec....

reste convergente lorsqu’on réduit ses différens
termes non plus a leurs valeurs numériques , nais
a leurs modules respectifs. Cela posé, silon désigne
par @ (@) ce que devient le second membre de
Péquation (1) [chap. VI, §. 47, lorsqu’on attribue
a . la valeur imaginaire

z (cos.g “+ /=1 sin.9> ,

ou, en d'autres termes, si 'on fait

@-(,u):;—}—i:— 2 (cos.§~+ /"7 sin. §)
12
( ) +//-(/4-r)

1.2

z* gcol. a0 +‘/:7 sin, 28) + &e..,
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on trouvera, au lieu de la formule (16)[chap. VI,
§. 4], la suivante

(13) w(n) @ (n) = @ (u+p')

Il est essentiel de remarquer que cette derniére
formule subsistera uniquement pour les valeurs de
z comprises entre fes limites s=—1, z2=+1,
et qu'entre ces limites la fonction imaginaire @ (1),
cest-a-dire, la somme de la série (9) sera en méme
temps continue par rapport & z et par rapport a w
[ voyez ci-dessus le §. 1, 1. théoreme ]

Concevons & présent qu'au lieu de la série(g) on
considére généralement la série (3), et que dans
cette derniére on fasse varier la valeur de z par degrés
insensibles. Tant que la série (3) scra convergente,
C'est-i~dire , tant que la valeur de z restera comprise
entre les limites

T

A T

1
A
la somme de la série sera une fonction imaginaire
continue de la variable z. Soit @ (5) cette fonction
continue. L'équation

@& (3) = a,~+a,{c08.8 4/ 5 sin.f)+a,2? (cos. 20 -+ /= sin.zf)

~+ &e.....

subsistera pour toutes les valeurs de z renfermées
entre les limites —-;;—, -+——l'4—; ce que nous indi-
querons en écrivant ces limites a coté de la série,

comme on le veoit Ici:
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(14) w (2) = @, -+ &, z(cos. § + /= sim.§) S’=“
~+a, 2* (cos.20-/ 1 sin.2§)+-&e... l; =4

A= A~

On doit observer que ]’équation précédente équi-
vaut toujours a deux équations réelles. En eifet. &
Ton pose

(15) w35 =9k) + x(=)-v=1
P(z) et ¢ (z) désignarit deux fonctions réelles, on
tirera de T'équation (14)

1

(16)’ T

2 =+:‘

s ¢ (z) =a,+a, s cos.B + a,z’ cos. 294—‘&&.. ,

3) = a, zsin Y-+ a 2 sin. 20+ &ec....
X . § L3 sin. 20 + &

Lorsque la série ( 3) est donnde, on peut quel-
quefois en déduire la valeur de la fonction @ (3)
sous forme finie; et cest la ce qu'on eppelle sommer
la séric. Nous avons déja, dans le 1. paragraphe,
résolu cette question pour la série (8). Nous allons
maintenant chercher a la résoudre pour les séries
(9), (10), (11); et en conséquence nous traiterons
T'un aprés l'autre les trois problémes qui suivent.

1. PROBLEME. Trouver la somme de la serie

(9) S 1, ‘—:z(cos.e—i-\/: sin.5), !-(lf‘_-:_'.) 5‘(308.26+/:sin,15),

dans le cas ou Uon attribue a lu variable = une
valeur comprise entre les limites
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L =——1 ; ~=-+ 1.

SoLuTion. Soit @ (u) la somme cherchée. En
désignant par u' une quantité réelle différente de
M, on trouvera

(13) w(Ww(w)=a@m+n)
L'équation précédente, étant semblable a T'équation
(2) du chapitre VIII[§. 5 ], se résoudra de la mémc
maniére ; et on en conclura

'G'(M) = r* [cos.,u.t ~+ ‘/:sin.,ut] y

le module r et I'angle ¢ étant deux quantités cons-
tantes par rapport & ., mais qui dépendent néces-
sairement de z et de 6. On aura donc, entrc les

limites 3 =—1, s=+1,

S 1 + ": < {cos.e -+ y/: Sill-g)

'“(L""'-') 2

(‘7)‘ +—3 (cos. 20 + /:T sin, 29) + &e...
= r"[cos.;&t—i— y— sin.Mt].

Pour déterminer les valeurs inconnues de r et de ¢,
on fera dans Féquation (17) w=1, et I'on en tircra

1+ 5 cos.B + zsin.B. V=1 = rcos.t+ rsin.t, V=1
ou, ce qui revient au méme,
1+ Gcos. § = rcos. t,
zsin. 8 = rsin. £

On trouvera par suite
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»in

r=1(1 ~+23cos.0 4+ 2)7;

14 zcos. §

puis, en observant que cos.? = reste

positif pour toute valeur numérique de = inférieure
a l'unité, et désignant par &£ un nombre entier quel-
conque,

2 sin. §

+ 2k
1~ 3 cos. §

t = arc tang.
Cela posé, si 'on fait, pour abréger,

= sin.
(I 8) § —= arc tang. T}—-;;S_S—F N

T'équation (17) deviendra

5*(cos.2f-+-/ 7 sin.2§)

) { e
1+ T z{cos.f—y/ = sin.f)+- /4—9-
i

= (14 22 cos.§ + z‘)%" [cos. pet 4= /5 sin. ],
la valeur de ¢ étant déterminée par la formule
(20) t=s=2km,

dans laquelle le nombre entier £ ne peut dépendre
que des quantités z et 8.

Remarquons 2 présent que le premier membre
de Téquation (19) est, entre les limites s =—1,
s=+1, une fonction continue de s, qui varie avec
z par degrés insensibles, quelle que soit a valeur
de u. Le second membre de 'équation devra done
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jouir de la méme propriété, ou, en d'autres termes,
les quantités

( 1 + 25cos.f + z‘)E éos.y.t,

"
( 1 4 23 cos. § +-z‘)? sio. (¢,
et par conséquent les suivantes
cos, t, sin, mit

devront varier avec z par degrés insensibles, pour
toutes les valeurs possibles de u. Or, cette condi-
tion ne peut étre remplie que dans le cas ou ¢ lui-
méme varie avec 5 par degrés insensibles. En effet,
si un accroissement infiniment petit de z produisait
un accroissement fini de #, de maniére a changer ¢
en t+a, a désignant une quantité finie, les cosinus
et sinus des deux arcs

mwt, m(t+a)

ne pourraicnt demeurer sensiblement égaux, qu'au-
tant que la valeur numérique du produit wa serait
a trés-peu pres un multiple de la circonférence, ce
qui ne peut étre vrai que pour des valeurs particu-
licres du coeflicient u, ¢t non pas généralement
pour des valeurs finies quelconques de ce coeffi-
cient. On doit donc conclure que l'arc t=sx2kn
est fonction continue de z; et, comme des deux
quantités s, £, la premiére, déterminée par I'équa-
tion (18), varie avec z d'une maniére continue entre
fes limites z2=—1, s=+1, tandis: que la seconde,
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assujettie & rester toujours entiére, n'admet que des
variations finies d'une ou de plusieurs unités, il est
clair que, pour satisfaire a la condition énongée, Ia
quantité s devra varier toute seule, et la quantité
k demeurer constante. Cette derniére quantité sera
donc indépendante de z, et, pour en connaitre la
valeur dans tous les cas possibles, il suffira de la
chercher en supposant z=o. Comme on a dans
cette hypothése s—o, t====2 k7, on tirera de
I'équation (19)

1= cos.(zkpo'?r) * ‘/—--_X sin.(zlf/k'?r) ’
quelle que soit la valeur de «, et par suite
k= o.
Cela posé, la formule (2 o) donnera généralement
t=gs,

et P'équation (19) se trouvera réduite a

S I+ —-z(cos b+ = sing) 4 ———— ,u(;& 22 (cos.2 8~y = sin.zff)
{21)

L= 1
L R T e
F=41

= (1 4-2zco8.§42") 7" (cos. pes 4/ sin. ps).

De plus, si Yon a égard & la formule (27) du cha-
pitre VII [ §. 4], on reconnaitra facilement que le
second membre de I'équation (21) peut étre repré-
senté par la notation

[I ~+ 2 cos. 0+ ‘/: sin.e)]p,
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On aura donc, en supposant toujours la valeur de
z comprise entre les limites —1 et + 1,

T+ f—:—- z{cos.84+y/ 7 sin.f) + f—‘—(',f:—‘—) z*(cos.28+y/' =1 sin.20)

=1
22 it ittt tie i it it e
( ) - {z=+|§
= [1 2 {cos.§ + /7 sin.§)] .

En davtres termes, I'équation (20) du chapitre VI
[§. 4], savoir,

I+~ — .v‘—o—&c...:(l-o—x)#
1 .2

subsistera, non-seulement si 'on attribue a la va-
riable = des valeurs réelles comprises entre les
limites — 1, + 1, mais encore si l'on fait

=3 (cos.e - ‘/:f sin. 0 ) ,
Ia valeur numérique de = étant inféricure a I'unité.
CorOLLAIRE 1.°" La formule (2 1), comme toutes
les équations imaginaires, équivaut a deux équa-
tions réclles, qu'on obtient en égalant de part et

d'autre les parties réelles et les coefficiens de /—7.
On trouvera de cette maniére

#{(p—1)
1.2

1 42 5 cos.§ 4 z%cos.20 + &e.. .
1

1

—{(143zc05.0 +2")>“cos. s, (
{23) i

i-sin.9+-/-4—(—/f:-)z’ sin.2§ -~ &e...
t 1.2

:( ¥ 432 ¢c08.§ 4213 sin. ps,
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la valeur de s étant toujours déterminée par Féqua~
tion (18).

CoroLLAIRE 2.* Si dans les formules (22) et (23)
on pose w=— 1, et que Fon y remplace z par — z,
on obtiendra les équations (8) et (10) du 1.*" paragr.

e + P __1
CoroLr41rg 3. Si Ton suppose §="-, ou, ce

qui revient au méme,
cos.G:':O, sin. § = 1,
la valeur de s, donnée par la formule(18), deviendra

$§ = arc tang, 3,

. . N L3 T
et restera comprise entre les limites — viinalvs

pour toute valeur numérique de z inférieure a
Punité. Dans 1a méme hypothese, on aura évidem-
‘ment

5 =t 5§ = sin. &
— Bng- S = es ?

NIR

(1 + 23 cos.f —+ 3%)* = (sée. s)ﬂ:

(cos.s)# ’

et Fon tircra des équations (23 ), mais seulement
pour les valeurs de s comprises entre les limites
dont il s'agit,

_[.L(,L(—-I) r—z2

“ .2
COS. f4 § == c0s.  § cos. s.sip. §

1,2

—1 ) =2 ) pp— -
+/i(—'u:;‘:‘-%#—s—)- cos. ¥t 5. sint s—&c. _g=—-:l
(24) 2.3, +
sin. us = £ cos. " ' s.sin s ’:+;)
! )

—L(/:‘—.-:_lj—(f:i)_cos.,‘—is.sin.;lﬁ-&c...
243
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Par conséquent, si dans les formules (12) du VIL®
chapitre [ §: 2] on remplace le nombre entier m par
une quantité quelconque w, ces formules, quiavaient
lieu pour toutes les valeurs réelles possibles de Iare
z, ne seront plus vraies généralement que pour des

,o. . .. . T
valeurs numériques de cet arc inféricures -

2. PROBLEME. Trowver la somme de la série

(IO) 1, -T—(cos.s-{-l/:—.sin.a), %(cos.zsq—‘/’__.sin.ze),

&counn s
quelle que soit la valeur numérique de z.
SorLuTion. Si dans les équations (18) et (21) on
remplace z par ¢z, et u par —, & désignant une

quantité mmfiniment petitc, on trouvera, pour toutes
les valeurs de a3 comprises entre les limites —1,
-+ 1, ou, cc qui revient au méme, pour toutes les
valeurs de z comprises entre les limites

1 1
— = +T
t =+ f‘- (cos.§+/ = sin.f) +—Iz—‘—‘ (co8.20-+/ = sin.26) (1—a}

z

-+ .:5 (cos. 38 +¢/Zisin. 30) (1 — @) (1 —2a)

(25) ==

i s — . s
=(1 “+ 223 cog,a+¢‘ ;l);& (cos.;—-’-‘/_x un.:—),

Tarc s étant déterminé par la formule
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oz sin. §
(26) § == arc tang. —————.

Si maintenant on fait décroitre mdéfiniment dans
Péquation (25) la valeur numérique de «, on trou-
vera, en passant aux limites,

1 +—f:- (cos.B +‘/:T sin.f) + —li‘—z (005494—‘/:—' sin. 20)

23 . z2=—00
(27) + uirg €O VT s D) e { I

. 4 s s
= lim. az cos. ~atz?) 2¢ — — sm. —
'm [(t+z cos.f4-a*z?) (cos " /=5 sin a)] .

1l reste a chercher la limite du produit

b3 s —, s
<l+2d,zws.9+a,’z‘) “ (cos.:—e-]/—l sm.;),

et par conséquent celle de chacune des quantités

T

(1+2azcos.f+az*)*", 2.
a
Or, en premier lieu, si T'on fait
2d5c0s.+az =G,

on en conclura

.
5 ¢08.04 2
1 2

(1+2a3cos.f +a’z*) " =(1+6)" ¢ ,
ct par suite

1 1 lim. zcos.9+:z—z‘

lim. (1+-2azcos.f4as?) 3o = [Iz'm. (1+C)?] ( 3/

% COs.
e g

1

-
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De plus, la valeur de s donnée par I'équation (26)
étant infiniment petite, le rapport

s . 1
tang. s sin.rs cos. §
(")
aura pour limite 'unité; et, comme on tire de I'é-
quation (26)

tang. s z sin.§
a T 1 +4azcos.§ ?
s s % sin.§
a T tang.s " 1—4azcosf ’

on trouvera, en passant aux limites,
lim. (i) = z sin. 0.
o

Cela posé, il est clair que le second membre de I'¢-
quation(2 ) aura pour limite I'expression imaginaire

e *cos [cos. (z sin. 9)+ /——_! sin.<z sin. f )] ’
en sorte que la formule (2 7) deviendra

[+ % (cos.§ +/:'. sin.§) +l—’:l: (cos.20+ V——l sm.20)

(o =]
-+ 00

il

(28)\ +&eiiiaan.n, e e ;:

— ezcol-e [cos. (z sin. 9) -+ ‘/; sin. (z sin. 9)]
la valeur de la variable réelle z étant complétement
arbitraire, puisquelle peut étre choisie a volonté
entre les valeurs extrémes s =— o0, 3=+ o0,
COROLLAIRE 1" Si, en comparant les deux
menmbres de I'équation (28), on égale de part et
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d’autre 1.° les parties réelles, 2.% les coefliciens de
y/=1, on obtiendra les deux équations réelles

zl
1 +-1:-cos.9+l——zcos.29+&c....

( ) = e”os'e cos.(z sin.e), {z:——oo%

29 : =40
szin.e+Tz—zsin.29+&c.... e
= ezms'a sin. (z sin.e).

. . n
CoroLr4IRE 2. Si on suppose 9:7, ou, ce

qui revient au méme, cos.0 =0, sin.O=1, les
équations (29) deviendront

7T ey
Ces derniéres subsistant, aussi bien que les équa-
tions (29), pour des valeurs réelles quelconques de
z, il en résulte que lcs fonctions sin. z et cos. z sont
toujours développables en séries ordonnées suivant
les puissances ascendantes de la variable qu'elles
renferment. Comme cette proposition mérite d'étre
remarquée, je vais la démontrer ici directement.
La série

x x
I, -, -, &ec...,

étant convergente pour toutes les valeurs récles
possibles de la variable x, restera convergente [en
vertu du 1.* théoréme, corollaire 1. | pour des
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valeurs imaginaires quelconques de cette méme
variable. Si Ton multiplic la somme de cettc série
par la somme de la série semblable

2

i, L, Y &c....

T 1.2

en ayant égard a-la-fois au 3.° théoréme du premier
paragraphe, et a la formule (6 du VIIL® chapitre
[§ 4], on trouvera, pour toutes les valeurs pos-
sibles réclles ou imaginaires attribuées a .« et a 7,

g (1+—?+'—€+&c...)(1+%+ —y;—e— {\c)
G T4y (z+y)

( =14+ ——+ -4 &
Lorsque, dans I'équation qui précéde, on remplace
a par x /=i et y par y /=, on obtient la suivante

— . 3 —
( I + i—_‘_ i AT +&C>
1 .2 l.z.;

(32) x( 1 _'_y‘l/*:__yi____% +&c..'.)

= I

/= +y)?
P LEEOVE G g

dans laquelle on pourra, si fon veut, supposer
réelles les variables « et . Faisons, dans cette hy-
pothese,

@ (&)= 1+
L'équation (3 2) deviendra

@ (2) @ly) = w(c+y);
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et Pon en conelura [ voyez le chapitre VIIL, §. s,
équation (12)],

@ (x) = A" [cos.bx + /=1 sin. bx ],

ou, ce qui revient au méme,

L VAT S, 2y ot
P2 1.2.3 1.2.3.4
zr=—o00 |
(33) + &Civrairannns brereraeravaner iy 1"=+OO‘

=A" (cos.[)x-l- 1/: sin.b.ﬁt‘),

les lettres A et & représentant deux constantes in-
connues, dont fa premiére est nécessairement posi-
tive. On aura par suite

l———z- =t —&c....=A" cos.[}.r,
1.2 1.2.3.4
.t:——oc?
(34) eroof
L‘L+ &c.... = A" sin. b,
1 I.Z.i

Pour déterminer les constantes inconnues 4 et &,
il suffira dobsetver, 1.” que les formules (34) doi-
vent subsister lorsqu'on y change & en —z, et que,
pour remplir cette condition, il faut nécessaircment
supposer

Ax: A-v}

par conséquent A=1;2.° que, si aprés avoir di-
visé par  les deux membres de la seconde des for-
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mules ( 34) on fait converger Ia variable z vers la
limite zéro, le premier membre convergera vers la
limite 1, et le second membre, savoir,

Ax ain;b.r — 4" s ;:I x b,
vers fa limite &; d’ou résulte léquation b=1. Cela

posé, les formules (33) et (34) deviendront respec-
tivement

£/ z z} )/~ x4
I+ : - .2 1.2.3 1.2.3.4
(3 s) i (T { ::z;’

= cos. & + /=i sin..x;

. x? x4t & __
I_——l—-‘-*-m,_ C...._.cos..z',(_‘_____C>c
(36) - 2} . 21'=+OC
i i3 +&c...:sm.x.

Si dans les deux derniéres on remplace la variable .
par la variable z; on retrouvera les formules (30).
Il est essentiel d’observer que T'équation ( 35)

lorsquon y suppose & = z sin. 0, fournit le déve-
loppement de

cos. (z sin. 9) “+ /=1 sin, <ZSin.9)

suivant les puissances ascendantes de z. Si ['on
multipﬁe ce déve'loppement par celui de

ezcos.g’
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en ayant égard a la formule (3 1') qui subswte'pour
toutes les valeurs réelles et imaginaires des variables
quelle renferme, on obtiendra précisément I'équa-

tion (28).
3.° ProBLEME. Trouver la somme de la série
, )g f‘-(cos.eﬂ—‘/: sin.g), ——? (cos.ze-i-‘/-—-x' sin.2e),
\ll $
‘ +-z—: (cos.36+\/:sin.36), &e.. ..

dans le cas ou Uon attribue a la variable z une
caleur comprise entre les limites

Z=—1I, 3=+1.

Sorurron. SiTon prend i l'ordinaire la lettre /
pour la caractéristique des logarithmes népériens,
on aura

r A 24 2
-~ = #t14~22¢C08.) 42
(142z2c0s.0+32")* = e ),

et par suite Péquation (21) pourra étre mise sous
la forme

1+ %- (eos.f+4-1/ =7 sin.f) +ﬂ.¢z:“)“ (c08.20~+y/=7 sin.2)

_ e_:_,‘ (i~+22cos.f—-2%) [cos.,uvs -+ ‘/—_1 sin, MS].

la valeur de s étant toujours donnée par la formule
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(18). St dans T'équation précédente on developpe
les deux fucteurs du second membre en séries con-
vergentes ordonnées suivant les puissances ascen-
dantes de p, puis, que Ton effectue le produit des
deux développemens a l'aide de la formule (31), on
trouvera

1 +—":  (cos. 4/ 7 sinf) +ﬁ(L:L) z*(c0s. 204/ sin. 26}

.

— M ] 2 -
=1+=[1{{1 +2zc08.0+2*) 45y ]

F.‘ 1 Py " Ja -
+ =11 +28c0s.§ + 3 45 /= ] + &
Enfin, si, aprés avoir retranché T'unité¢ de chaque
membre, puis divisé les deux membres par u, on

fait converger la quantité & vers la limite zéro, on
obtiendra I'équation

;:—-(cos.e—i- ‘/:Isin.e) —_— —?— {cos. 2@ -+ =7 sin.28)

G & s ..{::}

=2l +2zc05.042")+s /=7,

la valeur de = devant étre, comme dans Féquation
(21), comprise entre les deux limites

—1 ¢t +1.

CoroLLAIRE 1.7 Si l'on égale, dans les deux
membres de 'équation (37), 1.” les parties réclies,

BRALAURIN AN R R TR AL LS IR AR TR Iluulw"leuutr"lﬂﬁﬂ LRRESLL EIRNEY R
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2.” les coefliciens de /=1, et que Ton remette
pour s sa valeur déterminée par la formule (18),
on obtiendra les deux équations réelles

: z* 23
= c08.§ — —— ¢08. 28+ — cos. 3) — &Ke., .
t 2 3

=+1{1 +25cos.0 + 3),

(38) g2 ’ §z=_1}

. z . z=
sin. § — sin. 2§ <4 —— sin, 3§ + &e., . +
3
. z sin. §
— arc¢ tang, ————————.
a 0 4 4z cos. B

CororLAIRE 2. Sifon suppose 8=""| ou, ce

2

qui revient au méme, cos. =0, sin.d =1, la se-
conde des équations (38) deviendra
z3 z5

B9) F=Fr T Re s Faremns s,

Z=—-—1

La série qui forme le premier membre de cette der-
nicre €quation étant convergente non -seulement
pour toute valeur numérique de z inféricure a 'u-
nité,, mais aussi forsqu'on suppose 3 =1 [voyez le
chapitre VI, §. 3, 3. théoréme ], il en résulte que
I'équation subsistera dans cette dernicre hypothése;
et, comme on a dailleurs

arc tang. (1) = z

*

on en conclura
I 1 V.
(40) 1—74—?—&0....:2.

La formule (40) peut servir & calculer par approxi-
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mation-la valeur de &, c'est-a-dire, le rapport de
la circonférence au diamétre.

§. 3.° Notations employces pour représenter quelques
Fonctions imaginaires auzquelles on est conduit par
la sommation des séries convergentes. Proprietés
de ces mémes Fonctions.

Considérons les six notations
A" ’ sin.-x , cos. T,
Lx, arcsin. x, arc cos. .

Si 'on attribue a la variable .¢ une valeur réelle , ces
six notations représenteront, comme l'on sait, au-
tant de fonctions réelles de x, qui, prises deux a
deux, seront inverses l'une de Vautre , cest-a-dire,
données par des opérations inverses, pourvu toute-
fois que, A désignant un nombre, L exprime la
caractéristique des logarithmes dans le systéme dont
la base est 4. 1l reste a fixer le sens de ces mémes
notations, dans le cas ou la variable x devient
imaginaire. Clest ce que nous ferons ici, en com-
mencant par les trois premiéres.

On a prouvé que, dans le cas ou la variable =
est supposée réelle, les trois fonctions représentées
par

x .
A*, sin.x, cos.x,

sont toujours developpables en séries convergentes
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ordounées suivant les puissances ascendantes et
enticres de cette variable. On aura, en effet, dans
cette hypothése,

x ! * * (1 A3
A" = P4 ZUA | U e,
1 1.2 1.2.3
2 4
1 —_ — s —
( ) Cos.X = | T &e....,
3
sinr=5 — 2 4 &e..... ,
1 1.2.3

la caractéristique 7 désignant un logarithme népé-
rien. De plus, comme [ en vertu du 1. théoréme,
corofiaire 1.*", §. 2] les séries quon vient de rap-
peler restent conxergentes pour toutes les valeurs
réelles ou imaginaires de la variable , on est con-
venu d'étendre les équations (1) a tous les cas pos-
sibles, et de lcs considérer comme pouvant servir a
fixer, lors méme que la variable devient Imaginaire,
le sens des trois notations

x .
A7, sin.x, cos. T

Observons maintenant que, si dans la premiére
des équations (1) on fait 4=e, e désignant la base
des logarithines népériens, on en tirera

2

x I
(2) € =1+—+—— 4 &c...,
1 1.2
puis, en écrivant successivement, au lieu de =,

zld, zy=, —xy=,
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2!l A . xl A4 z* (1A
e = l+‘l—+——;;_ ey

3140
1.2.3

R e L

2y fonpy 3 —
e =Y’ = I—% -—I—l. +~f—;/—n+&c.

Cn aura par suite

e:lA :A,’
(4) eI‘/—‘chs..r—l— —1 gin. T,
-y

— cos. x — /=t sin. T,

la variable = pouvant toujours étre ou réelle, ou
imaginaire. De plus , Téquation (31) [ (. 2] don-
nera, quels que soient x et y,

(5) e*.e’ = e,

Cela posé, il deviendra facile d'obtenir sous forme
finie les valeurs de A4”, sin.x, et cos.x, correspon-
dantes a des valeurs imaginaires de la variable 2.
En effet, si I'on suppose

(6) z=a+Cy=,

a, 6 représentant des quantités réelles , on con-
clura des deux premicres ¢quations (4) jointes a
T'équation (5)
. 14 Ey=)iA 1A LAY=
A—e” :e(¢+ V=0 :el .¢c AvV=

7) :A‘(cos.ClA—f—]/:sin.ClA);
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et des deux derniéres équations (4)

2y —zy Ty
e V= -+ e =
cos, T — N ?
8
( ) . e-t‘/————x-_e—-t —1
s, T = PR 3
—1

puis, en remettant pour x sa valeur & + 6y/=7,
et développant les seconds membres,

/ ¢ -6 ¢ -6
e +e e —e —_—
cos.x-——T—cos.d;————-—z———sm.aL‘}/—-l,
, ) PC 8—5 eC e—€
2 -+ —_ —
\9 sin.x:————sin.d,+—————-————cos.d,.)/-—!
2 2

T —e
= cos. (—Z—*da—C]/——x).
Ainsi, dans Ihypothése admise, les trois notations
A, sin.ax, cos.x

désignent respectivement les trois expressions Ima-
ginaires

A° (cos. Cl4 + 1/: sin. CIA),

¢ ~£ ¢ ~£
e e . e —e

sin, d —+ ~—;———cos.¢. -1,
¢ - -
e + e e —e A —
s co0s. d, — 2 sm.d,.]/-—l.

Dans la méme hypothése, si l'on fait A=c, I'é¢qua-
tion (7) fournira pour la notation
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e
la valeur suivante
e* ( cos: €+ V=1 sin. C)
Les valeurs des trois fonctions
A", sinx, cos.x

se trouvant fixées par ce qui précéde, dans le cas
ot la variable x devient imaginaire, nous avons en-
core & chercher quelles définitions on doit donner,
dans le méme cas, des fonctions inverses

Ly, arcsin.x, arccos..x,

ou plus généralement quel sens on doit alors attri-
buer aux notations

L ((.z‘)) , arcsin. ((.r)) y  A&rccos, ((.t))
Supposons toujours
x:cu+€1/::f (cos. B+ y/=isin. B},

a, G désignant deux quantités réelles qui peuvent
étre remplacées par le module p et T'arc réel 8. Toute
expression imaginaire « -+ v /=1 propre a vérifier
I'équation

(10) AT =g Cy T =&

sera ce qu'on appelle un logarithme imaginaire de
x pris dans le systeme dont la base est 4. Comme
P'équation (1 o) fournit, ainsi qu'on le verra ci-aprés,
plusieurs valeurs de « +v /=1, dans le cas méme
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o € se réduit a zéro » il en résulte que toute expres-
ston, soit imaginaire, soit réelle, a plusieurs loga-
rithimes imaginaires. Lorsque l'on voudra désigner
indistinctement un quelconque de ces logarithmes
[ parmi_lesquels on doit comprendre le logarithme
réel, sil y ena], on emploiera la caractéristique L
ou { suivie de doubles parenthéses, en ayant soin
d énoncer dans le discours la base du systéme. Nous
choisirons de préférence la ca:tractéristique I, lors-
quil sagira de logarithmes népériens pris dans le
systéeme dont la base est e. En vertu de ces conven-

tions, les divers logarithmes des quantités réelles ou
cxpressions imaginaires

1, —1, a+G6 -1, &

se trouveront respectivement désignés, dans le sys
teme dont la base est A4, par

L(1), L{=1)), L{a+Cy=), L(2),
et, dans le systéme népérien dont la base est e, pa
(1) U=1), Ua+Cy=), I(x).

Cela posé, pour déterminer ces divers logarithmes,
il suffira de résoudre les problémes suivans.

1. PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles ou imaginaires de Uexpression

(1)

SoLuTION. Soit u-+vy/=i Tune de ces valeurs,
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u, v désignant deux quantités réelles. On aura,
d’apres la définition méme de expression /{(1)),
(”) eu+v‘/2‘.: I,
ou, ce qui revient au méme,
e (cos. v + y/— sin. v) = I.
On tirera de cette derniére équation
e =1,
cos, v+1/—_- sin.¥ = I,
el par suite
u=o,
cos,vy=1, sin.¥=0, v=:t 2k,

k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantités et v étant ainsi déterminées, les diverses
valeurs de #—+vy/—1 propres a vérifier {'équation
(11) seront évidemment comprises dans la formule

U—4+-vy = =k 2kw. .y~

En d'autres termes, les diverses valeurs de /((1))
seront données par l'équation

(12) () =x2ka.y/=.

Parmi ces valeurs unc seule est réelle, savoir, celle
qu'on obtient en posant A=o, ct qui se réduit cile-
méme a zéro. Cest pour représcnter cette valeur
réclle quon emploie communément la notation
simple

I R T L T TE LI TAAY l"qulllunu'llll'rlunun e g 0 C e
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[{1) ou l1.

Quant aux valeurs imaginaires de /((1)), elles sont
évidemment en nombre infini.

2.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs de
l’erpressz’on
I{—1).
Sorvrion. Soit u+wvy/~i fune de ces valeurs,

u, v désignant deux quantités réelles. On aura,
d’aprés la définition méme de fexpression l((—-l)),

urvy o

(13) e — 1,
ou, ce qui revient au méme,
e” (cos.v 4—]/:—( simv) —_— 1.

On urera de cette dernicre équation
e* =1,
cos, ¥ —+ V-:sin.vz-—- I,
et par suite
u=20,
, sin.v=0, v=*x(2k+1)7,

cos. Y ——1}

k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantités %, v étant ainsi déterminées, les diverses
valeurs de u-+vy/= propres a vérifier [équation(13)
se trouveront comprises dans la formule

u+vy— == (2k+1)wy -
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En d'autres termes, les diverses valeurs de /((—1))
scrent données par I'équation

(14) =)= (@k+1)my=.

Par conséquent ces valeurs seront toutes imaginaires
et en nombre infini.

3.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs de
Uexpression

I« +EV=).

SoLuTroN. Soit u+vy/=i I'une de ces valeurs.
On aura, d'aprés la définition méme de l'expression

I(a+Cy=),
(15)  e* V= =a+Cy/ == p(cos.b+Tisin.0),
ou, ce qui revient au méme,
e* (cos. v + /= sin. v) = p (cos.B+ /=7 sin.0),
p désignant le module de @ + € /= On tirera de
T'équation précédente
e* =p,
cos. ¥+ 1/—1 sin. v = cos. § + /1 sin. 0;
et par suite
u=1(),

cos.’u:cos.e, sin.v:sin.e, v:@:*:z["?r,

k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantités «, v étant ainsi déterminées, les diverses
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valeurs de #—+» /=i se trouveront comprises dans
la formule

u+vy— =1(p)+0yimk2 k7=
En d’autres termes, les diverses valeurs de

(@ + €y

seront données par I'équation
(16) l{a+Cy=) =U(p)+By=1 + (1))

Il est bon d'observer que dans cette derniére équa-
tion la valeur de p est complétement déterminée,
ct égale a

Ve +C‘),

tandis que I'arc 6 peut étre 'un quelconque de ceux

- - o -
qur ont pour cosinus T et pour sinus

<
Y (a&*+¢6*)"

CororLL4IrE 1" Si l'on fait, pour plus de com-
modité

(17) C: arc tang. é y

il sera facile d'introduire dans la formule (16) Farc C
au lieu de larc 8. En effet, on pourra supposer

=

si & est positif, et

9:{-{—7:
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st a est négatif. On trouvera, dans ia premiére hy-
pothese ,

([8) l((aL+C;/-_.)):l()o)+<1/iu'+l((1));
et, dans la seconde,
(19) HarCy=)=1p)+ly=+my=i+I{1).

Si dans cette derniere équation on fait en particulier
a+Cy= =—1, cestadire, a=—1, E=o0,

et par suite p—=1, f: o, on obtiendra fa suivante

(20) L{(—)==ay= + {1

Il en résulte qu'on aura généralement, pour des va-
leurs négatives de «,

(21) Z((d,—ﬂ—@}/:)):l(f?)—-i—c;/—_r——i— [((—1)).

Supposons maintcnant que dans les formules (18)
et (21) on substituc a la place de p et de g feurs
valeurs

1
'(:L' + C’); et arc tang. ¢
a
On trouvera pour les diverses valeurs de

[{(a + CV:))

1.°, st a est positif,
(e + ¢ y=1) =
(a4 )+ (arc zang.—i—) V=1 +1{(1));

2., si a est négatif

(22

TR n-v|linnnn""vvnnnul‘-n-nnn-vn-wn-—I--"-"-" eatsmemes n 0
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ey =
(23 e -
| £ 1@+ (o ang. ) /=5 -+ I(—1).
CoROLLAIRE 2.* Si dans les équations (22) ct
(23) on suppose E=o, elles donneront respective-
ment , pour des valeurs positives de « ,

(24) Ue)=lw)+ (1) =Ue) = 2k y/,

et, pour des valeurs négatives de a ,
(25) Ha)=l—a)+l(—1)=A—a)=(2h+1)my/—,

k devant toujours étre un nombre entier. Il suit de
ces derniéres formules qu'une quantité réelle o a
une infinité de logarithmes imaginaires, parmi les-
quels se trouve un seul logarithme réel, dans ie
cas ou « est positif. On obtient ce logarithme réef,
désigné par la notation simple /() oula, en posant
dans T'équation (24) k=o.

ScHoLiE 1.7 Parmi les diverses valears de /((1)),
ainsi qu'on I'a déja remarqué, il en est une égaic a
zéro, que T'on indique par {a notation /(1) ou /1,
en faisant usage de parentheses simples, ou méme
les supprimant tout-a-fait. Si 'on substitue cette
valeur particuliére dans Téquation (22), on ob-
tiendra une valeur correspondante de

e+ Cy=),

que analogie nous porte a indiquer , a l'aide de pa-
renthiéses simples , par la notation
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l{a+Cy=i)

Clest ce que nous ferons désormais. Par suite, on
aura, en supposant a positif

(26) l(a.-i-C :x):%I(au—y-C’) +(arc tangé)l/:.‘,.
Si au contraire « devient négatif, —a étant alors

positif, on trauvera

[—a~Cy—)=1 {2 +6%) +(arc tang. =% ) V=,

ou, ce qui revient au méme,

(27) f=a—Cy/—)= 3 fa*+C)+-(arctang.§ ) /=,

En faisant usage des notations précédentes , on

réduira les équations (22) et (23) a celles qui suivent
(28) UarCy=) =Ua+Cy=)+L(1),
(20)  UarCy/=) = l—a—Cy/=r)+ 1),

la premiére se rapportant & des valeurs positives, de
e, et la scconde a des valeurs négatives de la méme
quantité. En d'autres termes, suivant que fa partie
réelle d'une expression imaginaire représentée par
x sera positive ou négative, on aura

o) () = i(x) + I{1)),

ou bien

Gy &) = l=z)+ [~
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En résumant ce qu'on vient de dire, on voit que
ia notation
()

a une signification précise déterminée par I'équa-
tion (26), dans le cas seuiement ou la partie réeile
de {expression imaginaire représentée par & est
positive , tandis que la notation

[{=)

a dans tous les cas possibles une infinité de valeurs
déterminées par Pune des équations (23) et (z9).

4.° ProBLEME. Trouver les diverses valeurs de
Uexpression

L{{a+Cy=),

la caractéristique L tndiquant un logarithme pris
dans le systéme dont la base est 4.

SoLuTion. Soit toujours u -+ vy/—1 Pune des

valeurs de I'expression que Ton considére. On aura,
daprés la définition méme de cette expression ,

“+v/ o
(32) AT =Gy,
ou, ce qui revient au méme,

Ly

= ad + G }/ : ,
! étant Ja caractéristique relative aux logarithmes
népériens. On en conclura

(u+vy—)ld =I(a~+ [ V=),

et par suite,
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= e+ Gy
u -+ vy = = _—‘_—1744 ,
ou, en d'autres termes ,

(33)  Lfa+Cy=) =exb/=)
Cette derniére équation subsiste dans le cus n.éme
ot G sévanouit, cest-a-dire , lorsque T'expression
imaginaire a+C1/ =1 se réduit a une quantiié réelle.
Scrorrg. Si Ton suppose la quantité a positive,
a la valeur particulicre de /(& + € /=" ) repré-
sentée par [(a—+ C;/:f) correspondra ute valeur
particuliére de L ((a+Cy 7)), que Fanalogic nous
porte a désigner & Vaide de parenthéses simg:les par
la notation L{a + € v—1). Cela posé, »n aura,
pour des valeurs positives de «,

L(a+Gy=i) = -——_—l‘f“';:f‘/:’

o
S—

6
arc tung, -
:'; (d."-i—C')-d—- IAbd]/‘—'l.

De plus, si dans 'équation (33) on substitue pour
e+ € /=) sa valeur tivée successivemicnt des
formules (28) et (29}, on trouvera, pour des valeurs
positives de la quantité «,

(35)8 Lia+Cy=) = texty= | 1)
) :L(¢+C;/Z'{)+L<({))’

et, pour des valeurs négatives de la meme quantité,
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L(¢+GV/;;) _ 1(_d;f‘/:) - z((l_A,))

:_—L(—a,—CV(:)—o-L((——l)).

En dautres termes, suivant que la partie réelle
d'une expression imaginaire représentée par x sera
positive ou négative, on aura

(37) LE)=L(e) +L(v) =L(a)% z—%‘/__;,
ou bien

(38) L{sj=L(—a)+L{—)="L(~g)x TAENTV =

E '

4 désignaut un nombre entier quelconque. On peut
ajouter que des deux formules précédentes la pre-
miére subsiste pour toutes les valeurs réelles posi-
tives de la variable z, et la seconde pour toutes les
valeurs réelles négatives de la méme variable.

Apres avoir calculé les divers logarithmes de
Pexpression Imaginaire

r=a+Cy=,
proposons - nous de trouver les arcs imaginaires
dont le cosinus est égal & 2. Silon désigne par
arc cos. ((.L)) =U -+ v 1/:
Tun quelconque de ces ares, on aura, pour détex-
winer «-+v /=i, I'équation
cos. {u+vy/=1) = a+8y=,

ou, ce qui revient au méme, la suivante

(39)

e’ " el—pr” "
—- Co§, U —
N o

sin 2. Y/~ == ¢+C1/——}‘,

2
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laqueile se divise en deux autres, savoir,

y ol 4 v — Sl 4
(40) g+ cos.u—=da, -e—-—e—-sin.u:—c.
3 2
A ces derniéres on peut substituer le systcme
équivalent des deux formules

y @ ¢ — a ¢
(41) e = —————— e = “+ —,
cos. u sin. cos. u sin. u

De plus, si 'on élimine v entre les formules (41),
on en tirera successivement

11 cx
cos.} u sin.} u ’

sinfu — (1 —a,‘—C‘) sinfu—8"=o0;

puis, en observant que sin.” % est nécessairement
une quantité positive,

sin.* 4 = ,_a:_C‘ —+ l/[('——i——cx). -+ C‘].

On aura par suite
R 1440t a0\ ? 2
cos. Y —m —m——— — "—T— — L J

2

2

a
—_— 2 2 2 2N 2 I .
1+a*+€ +l/[(|+¢+€) —d.‘:l ;
2 2
et, comme [ en vertu de la premiére des équations

(40)7 cos. u ct & doivent étre de méme signe, on
trouvera, en extrayant les racines carrées ,

a

(42) cos.u= il et Y
| () -

Cela posé , si Ton fait pour plus de commodité
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a

U:: arc cos. .'-’-C -’-C T
, 1+a*4+8* 4?47\ 3 )3
(43) (= () )
V=l(Gr— )
on conclura des équations (41) et (42)
(44) u==xUx2kn, v==x},

k désignant un nombre entier quelconque, et les
deux lettres U, ¥ devant étre aflectées du méme
signe ; en sorte qu'on aura définitivement

(45) are cos. ((.L‘)):i 2k += ( U+ V;/—_:)

Parmi les diverses valeurs de arc cos. () que fovrrit
I'équation précédente, la plus simple est celle qu'on
obtient en posant k=o dans le premier terme du
second membre , et prenant lautre terme avec fe
signe ‘+. Nous la désignerons a faide de paren-
theses simples, et nous écrirons en conséquence

arc cos. (.1') = U+ V}/:-l.
ou méme, en supprimant tout-a-fait les parenthéses,
(46) ar¢ cos. x — U + V]/—_I
Dans le cas particulier ou, € étant nul, la quan-
tité a reste comprise entre les limites — 1, + 1, la

formule (46) s réduit, comme on devait sy atten-
dre, a I'équation identique

arc cos. & == arc cos. &.

D’autre part, si 'on observe que = 247 représente
un quelconque des arcs qui ont f'unité pour cosinus,
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on reconnaitra qué P'équation (45 ) peut étre mise
sous la forme

(47) arc cos.((.z') — == arc cos..T ~+ are cas.((l)).

I! est encore essentiel de remarquer que, dans le cas
ot f'on suppose G=o0, ctla valcur numérique de @
supéiieure a l'unité, Pexpression

arc cos. a

obtient toujours une valeur imaginaire. Cette valeur
scra donnée par Péquation

(48) arccos. & = I{a) . y/—1
st & cst positif, et par la suivante
(49) arc cos. @ =7 + I(—a).|/ = [{{—a) — 7./ T3]/
si « devient négatif.
Considérons maintenant les arcs imaginaires dont

lc sinus est 2=a~+C€ y/—1. Si 'on désigne un quel-
Col]que dc CCS arcs par

arc sin. () = u—+v V-1,
on trouvera [en ayant égard a la seconde des équa-
tions (9) ]
x=sin. (u+vy/ 1) :‘-cos.(l:— —u— u;/—-_x) ;
et 'on en conclura
(50) aresin. () = u+vy/—i = -} — are cos. ().

Si dans la formule précédente on substitue les di-
verses valcurs de arcces. {(2)), dont fune a été dé-
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signée pav la. notation arc cos. (\J,> 0u arc cos. .x, On
obtiendra les diverses valeurs de are sin. (), dont
lune sera désignée nar la notation arc sin. (fv) ou
arcsin, &, et déterminée par Pequaiion

. w
(5 l) are sin. X = - are cos. Z.
A Taide des priucipes quc nous venons détablir,
il est aisé de rcconmaitre ics propriéras fes plus es-
senticlies dont jouissent les fonctions de ia variable
imaginaire @ représeniées par les notations
A* 5 cos. &, sin. & ,
L.Z“, arc cos. I, arcsin, .
Pour obtenir ces propriétés , il suflit d’étendre les
formules que ces fonctions vérifient daas 1o cas on
la variabie x cst réelie, au cas on la variable de-
vient imaginaire. Cette extension seffeciue dordi-
naire sans difficulté pour chacune des wrois fonctions
A%, cos. 2, sin. .
Ainsi, par exemple, 4, B, C, .... désignaut plu-
sieurs nombres, on prouvera facilement que fes
équations
A AP AT = A
2 ,
G >g A B . C ... = (4BC..Yy,
s cas. (.1‘ -+ y) == cos. X cos. Y — sin. X sin. ¥,

(53) :

l sin.(.r +’I/) = 5in. . cos. ¥ ~+ sin. y cos..r

subsistent également pewr des valeurs réelles et
pour des valeurs imaginaires quelconques des va-
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riables z, y, z, ... Mais, si l'on considére des for-
mules dans lesquelles entrent les fonctions inverses

Lz, arccos.x , - arcsin, v,
on trouvera le plus souvent que ces formules, éten-
dues au cas ot les variables deviennent imaginaires,
ne subsistent plus qu'avec des restrictions considé-

rables, et pour certaines valeurs des variables dont
il s'agit. Par exemple, si I'on fait

r=a+CyS, y=a+C'yI, s=+C'yYT, &,
et, si 'on désigne par w une quantité réelle quel-
couque, on reconnaitra que Ia formule
(54) L(x)+ L(y) + L(3) + &c... = L(xy z...)

subsiste seulement dans le cas ou, a, ', 2’ &c...
étant positifs, la somme

G u

¢ ¢
arc tang. = -+ arc tang. e -+ arc tang. i + &ec...

. . . T kg
reste comprise entre les limites ——, +—; etla
formule

(55) L(z*) = pnL(x)
dans le cas oti, « étant positif, le produit
M . arc tang. {—

reste compris entre les mémes limites.
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CHAPITRE X.

Sur les Racines réelles ou_imaginaires des Equa-
tions algébriques dont le premier membre est
une _fonction rationnelle et entiére d'une seule
variable. Reésolution de quelques E"quations de
cette espéce par Ualgébre ou la trigonométrie.

§. 1. On peut satisfaire & toute Equation dont le
premier membre cst une Fonction rationnelle et
entitre de la variable x par des valeurs réelles
ou tmaginaires de cette variable. De'composz'tiah
des polynomes en facteurs du premier et du second
degré. Representation geometrique des Sacteurs
réels du second degre.

CONSIDERONS une équation algébrique dont le
premier membre soit une fonction rationnelle et
entiére de la variable x. Si » représente le degré

de cette équation’; elle pourra se mettre sous la
forme

(1) azx+a,z*'+az™+..+a, ,r+a,=o,

a,,a,,a,..a,,,a,étant des coefliciens constans
réels ou inaginaires. On appelle racine de cette
méme équation toute expression réelle on imaginaire
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-qui, substituée a la place de l'inconnue , rerd le
premier membre égal a zéro. Supposons.d’aberd, pour
fixer les idées , que les constantes a_, a , a, ... a,
se réduisent a des quantités réelles. Alors, si denx va-
Teurs réelles de = substituées dans e premicr membre
de l'équation (1) fournissent deux résultats cntre less
quels zéro ‘se trouve compris, Cest-a-dive, deux
résultats de signes contraires, on conclura du cha-
pitre 11 [ §. 2, 4.° théoréme | gue Péquation (1}
admet ure ou plusieurs racines réelles comprises
entre ces valeurs. Il en résulte que toute équation
de degré impair aura au moins une racine réelle.
En effet, si » est un nombre impair, le premier
membre de Péquation (1) changera de signe avec
son premicr terme a, x", toutes les fois qu'en attri-
buant i la variable . des valeurs numériques trés-
consid¢rables on fera passer cette variable du positif
au négatif : [voy. le 8.° théoréme du chap. H, §: r].

Lorsque » devient un nombre pair, la quantité
X" demeurant positive tant que la vartable & est
réelle, le pr'emier membre de I'équation (1) finit par
étre, pour de trés-grandes vale'trs numériques de
x, copstamment de méme signe que ;. Si, dans {a
méme hypothése, a, et a_ sont de signes contraires,
le premier membre changera évidemment de signe,
forsqu'on passera d'une tres-grande valeur numé-
rique de z 4 une tréspetite, en laissant la variable
toujours positive ou toujours négative. L'équation1)
aura donc alors deux racines réelles, 'une positive
et Y'autre négative.

IRTEUNI RN T INETL U T AL U AU RO DAL IRI L O UL AL LU R L L [}
" I



1. PARTIE. CHAP. X. 331

Lorsque, » étant un nombre pair, @, et a, sont

de méme signe, 1 peut arriver que le premier

membre de {'équation (1) reste , pour toutes les

valeurs réelles de ., de méme signe que a,, sans

jamais s'évanouir. Cest ce qui a lieu, par exemple,
pour chacune des équations binomes

r'+i1=o. r*+i1=0, 2*+1=0, &ec....

Dins un cas semblable, 'équation (1) n'aura plus
de racines réelles; mais on y satisfera en prenant
pour & une expression imaginaire

¥ +vy -,

u, v désignant deux quantités réelles et finies. Cette
proposition, et celles que nous venons d’établir, sc
trouvent renfermées dans le théoréme suivant.

1.* THEOREME. Quelles que soient les valeurs
réelles ou les valeurs tmaginaires des constantes
G, s ..., ,a,, équation

(1)  @2"+a,z""+...+a, r+a,—o0,

dans laquelle n désigne un nombre entier cgal ou
supcrieur a Uunité, a toujours des racines réclles
ou lmag‘lnalreé‘.

DEmonsTraTion. Désignons, pour abréger,
par f(x) le premier membre de léquation (1) :
J(.r) sera une fonction réelle ou imaginaire , mais
toujours entiere, de la variable x; et, puisque toute
expression réelle u se trouve comprise comine cas
particulier dans une expression imaginaire u+vy/—i,
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il suffira, pour établir lc théoréme énonce, de dé-
montrer généralement qu'on peut satisfaire a 'équa-
tion
(1) S(x)=o,
en prcnant
T=u-+vy -1,

uis attribuant aux nouvelles variables u et v des
valeurs réelles. Or, si 'on substitue la valeur pré-
cédente de x dans la fonction f(x), le résultat' sera
de la forme

P (u, v)+;/—_lx(u, v),

@ (u, v), x(u, v) désignant deux fonctions réelles
et entiéres des variables « et v. Cela posé, I'équa-
tion (1) deviendra

P (u, v)+y= y(u,v)=o0;
et, pour y satisfaire, il suffira de vérifier fes deux
équations réelles
@ (u,v)=o0,

(2)
x(u, v)=o,
ou, ce qui revient au méme, J'équation unique

G)  [o(u, o) +[x(¥, )] =o.

Donc, si 'on pose pour plus de commodité

4  Flo)=[o@ o)) +x )],

il restera seulement a montrer que on peut obtenir
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des valeurs réelles de et de v propres a faire éva-
nouir la- fonction

F(u, v).

On y parviendra sans peine & l'aide des considéra-
tions suivantes.

D’abord, pour déterminer la valeur générale de
la fonction F(u, v), on représentera chacune des
constantes réelles ou imaginaires a,, «,, ... 2,_,, a_,
ainsi que.la variable hmaginaire » -+ » /=", par le
produit d'un module et d'unc expression réduite;
et I'on écrira en conséquence

ao== po(cos.fo~4-/ 7 sin.0,), @1==p {(cos.0,~+/ = sinf,)...
0 SR e
aﬂ~l=.pn—l(cos‘9n—l—“l/:s‘in'en—l)7an:~9n(cos'e a” ""\/':Si“'en)v
(6) u—+ v/~ = r(eos. t + 1/~ sin.t).
On aura par suite
S v /) == p, " [cos.(nt+e°)-+—1’/: sin. (nt-+4-0,)}
-i—_p‘r""‘[cos.()—n: .t+9‘)—|—1/__; si::.(n: 48]

(7) A e et s

—+ Pu_, rlcos. (¢4 en_ljl—kv’__.‘[ sm.(t+0,_.)]
“+p, (0. 8, -/ i simB,) ;

et 'on en déduira

¢ (u, v)==p,r" cos.(ut+9,)+ p, r"" cos. (;——1 8, ).
(8) wee o Ppp 7 COS. (t—!—en_,)-’—fpn cos. §,,

X (4,0} = p, " sin. (nt-8,) + p, "t sin.(,T——; )

oo Paagrsin (80, ) 4 p, 80, ;
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Flu, v) = Poricos.(nt+ 9‘,)—}-J=vlr"“cos.(»——_; 24-0,) 4. }’

...... —+ P, rveos. (640, )4+ p,cos 8,

-+ 3 Por’sin. (nt+-6,)-+p, r"'“sin.(u:-.t—ke,)—)-... }'
...... 4 Py rin. (£ +0, )+ p,5in. 0,

2 Po Py cos. (t+0, —8,)

Po + "
= r*" x( Pl ap, pocos (2t 40,0, )
-+
r,l
+&co.iiinn

Il résulte de cette derniere formule que fa fonc-
tion F (i, ), toujours évidemment positive, est fe
produit de deux facteurs, dont F'un, savolr,

rt = (u* + v’)';

croitra indéfiniment si 'on attribue aux variables u

v ou a lune d'elles seulement des valeurs numéri-
ques de plus en phus grandes, tandis que Tautre
facteur convergera dans la méme hypothése vers
la limite p,*, cest-d-dire, vers une limite finie diffé-
rente de zéro. On en conclura que la fonction
F(u, v) ne peut conscrver une valeur fmie qu'autant
que tes deux qua'mités-u, » recoivent elles-mémes
des valeurs de cette espéce, et devient infiniment
grande dés que Tunc des deux quantités croit indéfi-
niment. De plus, comme l'équation (4) donne pour
F(u, v) une fonction entiere et par conséquent une
fonction continue des variables u et v, il est clair
que F(u, v), variant avec elles par degrés insen-
sibles , ef ne pouvant sabaisser au-dessous de zéro,
atteindra une ou plusieurs fois une certaine limite
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inféricure qu'cle ne Jépassera jamais. Représentons
par A cette limite, et par u,, v, un des systémes
de valeurs finies de u et de », pour lesquels Flu, v)
se réduit & 4, en sorte qu'on ait identiquement

(10) F(u,, v,)= A.
La différence F(u, v)—F(u,,v,) ne s'abaissera jamais
au-dessous de zéro; par conséquent, si Toa fait
(1) w=wu+akh, v=v,+ak,
« désignant une quantité infiniment petite, et &, &
deux quantités finies, Texpression

Flu,+~ah, vo+a k) — Flu, v,)

o)

ne sera jamais négative. En partant de ce principe,
il sera facile de déterminer fa valeur de la cons-
tante A, ainsi qu'on va le faire voir.

St dans Pexpression imaginaire f(u~+v /=) on
substitue pour u et » leurs valeurs données par les
formales (1 1), cette expression, devenant alors une
fonction Imaginaire et enticre du produit

a(h + k=),
pourra étre développée suivant les puissances en-
tieres et ascendantes de. ce méme produit. En dési-
giant par

R (cos. T/~ sin. T\ , R, (cos‘ T4/~ sin. T‘) ’
veeaa Rﬂ(cos. Tﬂ—k-‘;/—-l sin. Tﬁ),

fes coefficiens Imaginaires de ces. puissances dont
queigues-uns peuveat se réduire a z¢ro, et faisant
pour plas de commodiué
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(12) b+ ky/=7 = p(cos.8 + /=1 sin0),

on obtiendra Ye'quation

sf[uo+1:° Ska(k+ky/=7)]= R (cos.T+,/=; sin.T)

(‘3)1

+a R, pleos.(T,+6) 4 /isin (T, +0)] 4 ..
eoo 4+ a" R, p"[ecos.(T, + nb) —+ /=1 sin. (T,I—Q—ne)],

duns laquelle les termes du second membre, et par
conséquent ies modules

R, R, ... R

he souraient sévanoulr tous en méme temps.

"

Comme on aura d'aillcurs
Sluo+ah4(v,+ak). /2]
(14) _
=0 (U ahk, v, ak) /50 X (o - ah, v, +ak);

on conclura de I'équation (13)

@ (uo+ah, vo+-ak) = Rcos. T+aR, pcos.(T,+8)+...
coo.+a" R picos. (T, +nbf),
(15)

X (votah,v4ak) = Rsin. T+ aR, psin!T ~-§)+...
..... ~+a" R, p"sin. (T, +nf);
et par suite
Fuo+ah, v, 4 ak)
(1 6) =[Rcos.T+aR, pcos.(T ,+§)+..4-a"R n_p"cos.(T,,+n0)]‘
~+ [Rsin.T+aR, psin (T',+8)}+...++ a*R_ p"sin.(T,~+nf) |*.
Si dans cette derniére formule on pose =0, on
en tirera

F(uov va) = R,

Donc R*=A, R=A". Si maintenant on déve-
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loppe le second membre de Péquation (16) suivant
les puissances descendantes de R, et que Yon y rem-

place ensuite R par A7, cette équation deviendra

(17) F g+ ah, vo+ak) ==

4
247 ap [ R cos (T —T40)+. 42" p"' R cos.(T,—T+nf)]
{ [R cos{T ,+8) +..+a™" p"R cos. (T ,~+nb) *

+¢: 20t
TV (R i (T 8) ™ o 1R, sin, (T, 10

et, si Fon fait passer dans le premier membre la
quantité¢ 4 =F(u,, v,), on trouvera définitivement
(18) Flug+ah,voth) — F(uy, v,) ==

1A pl R‘c’os.(Tl—T—+—9)+...+d"-’_-p""‘ R,eos.(T~T—=+nb)]

[R,cos.(T,4-0) 4...4a™" p"*R cos.( 7'"-4—116)]3?

+[Rsin. (T, §)~...4-a"* p" 'R sin.(T +ni) ")

+4‘_p‘x

Cela posé, puisque la différence
F(u,+ah,v,+ak)~ F(u, v,)

ne doit jamais sabaisser au-dessous de la {imite
zéro, il faudra de toute nécessité que, pour de trés-
petites valeurs numérigyes de «, le second membre
de léquation précédente, et par suite le premier
terme de ce second membre, cest-a-dire, le terme
qui renferme la plus petite puissance de «, ne puisse
devenir négatif. Or, en désignant par R, la pre-
mi¢re des quantités

R, R,.... R,

n
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qm obtient une valeur diftérente de zéro, on trou-
vera pour le terme dont il s'agit
2Alza,'”f”’Rmcos.(Tm-— 7+ mb)
si A n'est pas nul, et
a " p*m R
dans 'hypothese contraire. De plus, comme, la

valeur de larc 8 étant tout-a-fait indéterminée, on
.. .. . 3
peut en disposer de maniére a donner au facteur

COos. ( T, — T+ mG),

et par conséquent, au produit

2A4 :a.”'f"’Rm cos. ( T,,—T+mB)

tel sighe que T'on voudra, il est clair que la seconde
hypothése reste seule admissible. On aura donc né-
cessairement

(19) A=o0;
ce qui réduira équation (10) a
(20) F(u,, v,) = o.

Il en résulte que la fonction F(u, v) s'évanouira

si 'on attribue aux variables «, » les valeurs réelles

u,, ¥,; et, par suite, que fon vérifiera 'équation
(1> f (.c) = o,

en prenant

T =u,+ v,y .
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En d'autres termes, u,+v,}/=1 sera une racine de
l'équation
(1) X"+ a, " +...+a, T+a,=o0.
La démounstration précédente du théoréme 1.,
quoique différente en plusieurs points de celle qu'en
a donnée M. Legendre | Theorie des Nombres,
L Part. §. X1V ], est fondée sur les mémes principes.
Cororraire. Le polynome
Sfl@)=a,x"+a, 7" +...+a, v +a,,
s'évanouissant, ainsi qu'on vient de le dire, pour
r=u,+v,y—1,
sera, en vertu du 1.” théoréme [chap. VIIL, §. 4],
algébriquement divisible par le facteur
xr—u,— v,y —.

Le quoticnt, ne pouvant étre qu'un nouveau poly-
nome du degré 7z — 1 par rapport a .r, sera encore
nécessairemcit divisible par un nouveau facteur de
méine forme que le précédent, cest-a-dirve, du pre-
mier degré par rapport a 2. Désignons par

xr—u, —v =

ce nouveau facteur. Le polynome f (x) sera équi-
valent au produit des deux facteurs

2—u,—v, Y, rT—u,—v, =1

par un troisitme polynome du degré » —2. On
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prouvera que ce troisieme polynome est divisible
par un troisi¢éme facteur semblable aux deux autres;
ct en continuant a opérer de la méme maniére, on
finira par obtenir » facteurs linéaires du polynome
Jf(z). Soient respectivement

T—uy—v, Y, x—u—v, Y, —v, YV

ces mémes facteurs. En divisant le polynome f ()
par leur produit, on trouvera pour quotient une
constante évidemment égale au coefficient a, de la
plus haute puissance de x dans f(.r) On aura en
conséquence

(21) [ (%) = @y (F—tg—2o Y D) (@—th )=,y T3)ou (T—ut_,—v YV )
Cette derniére équation renferme un théoreme que

4 4 . ,.l .
Ton peut énoncer ainsi quil suit.

2.© THEOREME. Quelles que sotent les valeurs
réelles ou imaginairves des constantes a,, a,, ....
a, ., a,, le polynome

ar"+a,x"" +..+a,, r+a,=f(r)

sera equivalent au produil de la constante a, par
n facteurs linéaires de la forme

.z'—a,—Cl/—_n.

Déterminer les facteurs dont il est ici question,
c'ett ce qu'on appelle decomposer le polynome [l
en ses facteurs linéaires. Il n'y a qu'une seule ma-

R T R T TR L R L A e
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nicre d’effectuer cette décomposition. Pour le dé-
montrer , supposons que deux méthodes différentes
aient fourni les deux équations

{ f(.:)=ao(.:-—-uo-—v,,‘/:_—x)x(.z:-—u,-—'v,‘/__x)x...
(22>} ...x(x—u"_,-—v,‘_llf_l),
2 f)=a, (r—a—C0y/Ti)x (g—a, —C, /=5) x ..

ceex(z—a, =G, /)

On en tirera

(23){

Le dernier membre de Ia formule précévdente séva-
nouissant lorsqu'on attribue a la variable & la valeur
particuliere » —+v_ /=1, il faudra de toute néces-
sité que, pour cette méme valeur de z, le premier
membre, et par conséquent Tun de ses facteurs
[voyez le chap. VII, §. 2, 7.¢ théoréme, coroll. 2]

se réduise a zéro. Soit

(x_d'ﬂ—cfb/—_o (‘r—dx'—cz‘/:‘_) e (.t—-d, n—x"cn—lm

= (2=t o)/ 1) (—u v /1) (@t = =)

X — a, — Co V=
le facteur dont il s'agit. On aura identiquement
@, + 6, /=1 = u, +v, 91,
et par suite
x—a,—CySi =a—u —uv,

Cela posé, la formule (23) pourra étre remplacée
par la suivante
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(,x-- a, ——C, ]/—1). .'(-z'—d-,-:—cx-r ‘/':)
= (.z‘---ul —-v,;/:-)..-(-r— Uy =~ Vpos ‘/:)‘

Le second membre de celle-ci s'évanouissant lors-
quon suppose

Tr=u, +v,y-,
I'un des facteurs du premier membre, par exemple,
r—a, —C -1,

devra s'évanouir cans la méme hypothese; ce qut
entrainera deux nouvelies équations identiques de
la forme

i

a, 0, yS =u, +v, Yy,

r—a,—G, V-t =x—u, —v, /-

En répéant plusienrs fois Ic méme raisonnement,
on prouvera que ies différens facteurs linéaires dont
se comrosent les seconds membres des équations
(22) sont absolument les mémes dans Fupe et Fautre
équation. Tt est essentiel d'ajouter que chaque fac-
teur imaginaire de la forme

r—a—Gy=
se change en un facteur réel z—a, toutes les fors
que la quantité € sc réduit a zéro.

Le premier membre de Féquation (1), étant,
d’apres ce quion vient de dire, décomposable d'une
seule maniérc en facteurs linéaires, ne peut séva-
nouir quavec 'un de ces facteurs. Si donc on les
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¢gale swecessivement a zéro, on obtiendra toutes
les valeurs possibles de « propres a vérifier 'équa-
tion (1), cest-a-dire, toutes les racines de cette
équation. Le nombre de ces racines, comme celui
des facteurs linéaires , sera égal a ». De plus, a
chaque facteur réel de la forme x—a correspondra
une racine réelle & , et 4 chaque facteur imaginaire
de Ia forme

r—a—Cy=
une racine imaginaire
a + By/=i.

Ces remarques suffisent pour établir la proposition
suivante.

3.° THEOREME. Quelles que soient les valeurs
reelles ou les valewrs imaginaires des constantes
@, a,,...a,,,a,, [équation

(1) a,r"+a,x" ... a, T+a,=0

f1—1

a loujours n racines réelles ou imaginaires, et n'en
saurait avoir un plus grand nombre.

Il peut arriver que plusieurs des racines de 'équa-
tion (1) soient égales entre elles. Dans ce cas, le
nombre des valeurs différentes de Ia variable propres
a vérifier cette méme équation devient nécessaire-
ment inférieur & 7. Ainsi, par exemple, I'équation
du second degré

X' —2axr +a =o

ayant ses-deux racines égales, on ne pourra y satis-
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faire que par une seule valeur de x, savoir,
xr = a.

Lorsque les constantes ¢, , a,, ... a,_, , a, sont

touies réclles, expression imaginaire
a+Cy=r
ne peut évidemment étre une racine de I'équation
(i), sans que Texpression conjuguée
a—Gy=r
soit une autre racine de la méme équation. Par
corséquent, dans cctte hypothése, les facteurs ima-
guiares et lineaires du polynome qui forme le
promier membre de {équation (1) sont deux a deux
conjugués, et de la forme
r—a—Cy=, r—a+Gy=i.
Le produit de deux semblables facteurs étant un
polynome réel du second degré, savoir,
(z—a) + ¢,

on dédnit immédiatement de Tobservation qu'on
vient de¢ faire le théoréme suivant.

4.° THEOREME. Lorsque a,, #,, ...a,_,, a, dési-

gnent des constantes réelles, le polynome

(24) a,xr" +a,r"" .. +a, r+a,

n—1
est decomposable en facteurs réels du premier ou
du second degré.

Dans ce qui précede, nous avons présenté les
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racines imaginaires de 'équation (x) sous la forme
axCy=.

Alors, pour le polynome (24), un facteur réel du
second degré correspondant a deux racines imagi-
naires conjuguées

a+Cy=1, a—Cy=1,

c¢tait de la forme
(z—a) G
Si Ton fait, pour plus de commodité,
& = G/~ = p(cos. § 2= /T sin. 6),

[ p désigrant unc quantité positive, et 8 un angle que
T'on pourra supposer compris entre les limites o, 7},
le méme facteur réel du second degré deviendra

(.z‘—f cns.e)‘ -+ (fsin.e)’
= 2*— Zf.z‘cos.g-i-f’.

I est facile de construire géométriquement cette
derniére expression dans le cas ou l'on attribue a Ia
variable .r une valeur réelle. En effet, si I'on trace
un triangle dans lequel un angle soit égal a 8, les
deux cotés adjacens étant respectivement représen-
tés I'un par la valeur numérique de .z, lautre par le
module p, le carré du troisiéme coté sera [ d'aprés
un théoréme connu de trigonométrie | la valeur du
trinome

x’—zfxcos.9+f’,
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toutes les fois que la variable # sera positive. Si la
variable x devient négative, il suftira dc remplacer
dans la construction indiquée I'angle ] par son sup-
plément.

Le traisiéme cété du triangle dont il est ici ques-
tion ne peut s'évanouir que dans le cas ou les deux
premiers cétés tombent sur une méme droite, et ou
leurs extrémités coincident, ce qui exige, 1.° que
T'angle 8 se réduise a zéroou a 7, 2.° que la valeur
numérique de . soit égale & p. Par suite, le facteur

Z'—2p& cos. § + p*
ne pourra devenir nul pour une valeur réelle de z,
a moins que l'on ne suppose

cos.e:‘.:l ou cos,e‘.——-—l;

et la seule valeur de » propre & faire évanouir ce
facteur sera, dans la premiére hypothése,

r=p,
dans la seconde ,
T = —Ff.

On arriverait directement au méme but en obser-
vant que F'équation

' —2pxeesf+p =0
a deux racines
P (cos.9-+—}/:-—lsin.9) , f(cos.e—- V:sin.e) ,

qui ne peuvent cesser d’étre imaginaires sans devenir
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ézales, et que les seutes valeurs de 8 capables de
produire cet effet sont celles qui vérifient Ia formule

sin. 8 = Q,
de laquelle on tire
cos. 9 ==*1,
et par conséquent
X = tf

pour la valeur commune des deux racines.

Jusqu’a présent, nous nous sommes bornés a dé-
terminer le nombre des racines de I'équation (1),
avec la forme de ces mémes racines ct celie des
facteurs qui leur correspondent. Nous allons, dans
les paragraphes suivans, passer en revue quelques
cas particuliers dans lesquels on est parvenu a ré-
scudre de semblables ¢quations, sans étre obligé de
concevoir leurs coefficiens convertis en nombres,
et & exprimer les racines en fonctions_aigébriques
ou trigonométriques de ces coefficiens. Nous obser-
verons ici & ce sijet que, dans toute équation algé-
brique dont fe premier membre est une fonction
rationnelle et entiére de la variable x, on peut ré-
duire par la division e coeflicient de la plus haute
puissance de & a Tunité, et celui de Ja puissance
immeédiatement inférieure a zéro par un changement
de variable. En effet, si dans l'équation

X" +a.x"" . . +va,_ xr+a,=o

a, n'est pas égal a 1, il suffira de diviser Féquation
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par a, pour réduire le coefficient de 2" alunité;
et, si dans une équation. mise sous la forme

2"+a, "'+ ... +a, , r+a, =0

a, n'est pas nul, il suffira de poser
xr= 23 — _,“_‘_

n
pour obtenir une transformée en z du degré =, qui
n'ait plus de second terme, c'est-a-dire , une trans-
forméc dans laquelle e coefficient de z"* séva-
nouisse.

§- 2.° Reésolution algcbrique ou trigonométrique des
Equations binomes et de quelques Equations tri-
nomes. Théoremes de Moivre et de Cotes.

Considérons l'équation binome

(1) 2"+p=o0,
r désignant une quantité constante. On en tirera
It = — j &

ou, si l'on désigne par p la valeur numérique de p,
" == p.
On aura donc a résoudre 'équation
@ =p
si —p est positif , et la suivante

LRI |lllnn'uluylyvnv""“--n-n--n.onnw"nr.-.nu..
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(3) 2=—p,
si —p est négatif. On satisfait a la premiére en

prenant

1

1) x=(p)" =p

et a la seconde en prenant

1

("

E]

(5)  a=(=)"=p" (=1)"

Quant aux diverses valeurs de chacune des deux

1 T

expressions (1)), (—1))", elles sont toujours en
nombre égal & 2 [ voyez le chapitre VII, §. 3], et
se déduisent des deux formules

4

(1) ™ = cos. L:L-q_- V' sin. zi:r ’
(6)

((—-1))% == cos, (———ZA—:QW =+ ]/-—_u sin., (——-—11‘:!)7

?

dans lesquelles il suffit d’attribuer successivement a
£ toutes les valeurs entiéres qui ne surpassent pas

~. Lorsque 7 est un nombre pair, la premiére des
€quations (6) fournit deux valeurs réelles de ((1))",

savoir, +1 et — g, correspondantes {'une a A=o,
2

lautre & 4= 2. Dans la méme hypothése, toutes

2
I

les valeurs de ((—1)): sont imaginaires. Lorsque n

devient un nombre impair, Texpression((1))“ a une
seule valeur réelle +- | correspondante & A= o,
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et 'expression ((—-I)): une seule valeur réelle — 1

correspondante & k= — . Par suite I'équation
P q

(1) admet deux racines réelles, ou n'en adinet au-
cune, lorsque » est un nombre pair, et la méme
équation admet une seule racine réelle dans le cas
contraire. De plus, on reconnait immédiatement a
linspection des formules (6) que les racines imagi-
naires sont conjuguées deux a deux, ainsi quon
devait sy attendre.
Considérons maintenant I'équation trinome
(7) "+ pr*+g=o0,
P, g désignant deux quantités constantes choisies
a volonté. On en tirera
" prt=—9q,

et par suite
n P\* r
) (-” '*‘:";) =3 7

Si —’:— — g est positif, Péquation qui précéde entrai-

nera 'une des deux suivantes
o P /(2
T -+ T l/( 4 q) )
" P A
el (2 g);

en sorte que z” admettra deux valeurs réelles com-
prises dans fa formule

TN |||.m"."""'un'“m‘-unmnnlllm"lvrnmuu LERRRLT R " T
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©) zn ==L )/(E—y).

Lorsque le nombre 7 se réduit a Tunité, fa formule
(9) fournit immédiatement les deux racines réelles
de Péquation trinome du second degré

(10) T 4= px + g = o.
Dans le cas contraire, en substituant la formule
S IR SR ] : > N e T
dont il s'agit 4 lequatm.n (7), on n'a plus 4 résoudre
que deux équations binomes semblables a celles
que nous avons traitées ci-dessus.
2
Supposons maintenant la quantité Z— — ¢q néga-

tive. L'é¢quation (8) entrainera une des deux su-

vantes
z" +!;'-:l/(q—-—:i).;/—_u,

R At

en sorte que x” admettra deux valeurs imaginaires
comprises dans la formule

2 —_—
() ==l (e-2)ps
Sile nombre 7 se réduit a 'unité, ces valeurs seront
les racines imaginaires de I'équation (10). Mais, si
Ton suppose n> 1, il restera encore a déduire des
valeurs connues de " les valeurs de z. Désignons
par p, dans cette hypothése, le module de T'expres-
sion imaginaire qui sert de second membre a la for-.
mule (11). On aura évidemment
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(12) f=?€

Faisons en outre, pour plus de commodité,

V=)
=%)

(13) {: arc tang.

Lorsque p sera négatif, les deux valeurs de =" don-
nées par la formule (1 1) deviendront

(14) x":f(cos.é:f: }/:sin.,é),
et 'on en conclura

T
n

(15) .r:::f'_‘-[cos.;i — sin.—i—]((l))
Si au contraire p est positif, on trouvera

(16) .z"':—f(cos. Ci—;/——_-sin.C),

et par suite
(17) x:f%[cos.éi}/;-l_ sin.;z-]i((—l))z.

Daus le cas particulier ot I'on a

2

fmame
g devient nul ; en sorte que les équations (1 5) et
1

7) prennent la forme des équations (4) et (5)-
Si F'on désigne, pour abréger, ft par r, on ti-

rere des équations (12) et (13), en supposant la
quantité p négative ,

LU E FET TR (AT IT ALAIE TR lulu-lu'"nwnnrn-nuu e riem
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p=—ar" o’es.é_, g=r",
2" - pr” = 2" — 27" 2" cos. {.4— e,

Dans la méme hypothese, la formule (1) donnera

% représentant un nombre entier; et on en con-
clura que le trinome

2" — 27r".x" cos. C—i— re"

est décomposable en facteurs réels du second degré
de la forme

1 Ci_ll(ﬂ' 2
xr — ZTxcos.———;—-i—r .

Si Ton suppose au contraire la quantité p positive,
le trinome 2"+ px”+¢ deviendra

" 4+ 277" cos. C+ rr,

et ses facteurs réels du second degré seront de la
forme

(E(hrr L

n

X' — 21 cos.

Dans 'une et l'autre hypothése , on. pourra cons-
truire géométriquement fes facteurs réels du second
degré par la méthode ci-dessus indiguée | voyez le
§. 1.7, toutes les fois que Ton attribuera des va-
leurs réelies a la variable 2. Si Yon prend la valear
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numérique de cette variable pour base commune de
tous les triangles qui correspondent aux différeus fac-
tenrs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir
consttmmeht & une mémne extrémité de ceite hase
le c6té connu, représenté par r, on trouvera que
Ves sommets des divers triangles coincident avec fés
points de division d'une circonférence déerite du
rayon 7 cn parties égales. H en résulte que, si Lo
wultiplie entre ewx les carres des lignes menées de
la seconde extremité de la base aux points dont i/
s'agit, le produit de ces carrés sera la valeur du

trinome
I prt g = 2ﬂ'x"cos.<+r‘”.
Dans e cas -particulicr o C =o0, le produit des
livnes elles-mémes représente la valeur numerique
S q
du binome
x” = ",
laquelle se confond avec la racine carrée positive
du trinome
R T N L

Des deux propositions qu'on vient d'énoncer, la
premicre est le théoreme de Moivre, et la seconde

celui de Cotes.
§. 3.° Résolution algébrique ou trigonometrique des
Equations du troisitme et du quatricme degre.

Considérons Téquation générale du troisicme
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degré. On pourra toujours, en. faisant disparaitre le
second terme de cette équation, la ramener a la
forme

(1) 2’ +pr+g=o,
P, q désignant deux quantités constantes. D'ailleurs,
si Ton pose

r=u-+v,
u, v étant deux nouvelles variables, on e conclura
2= (u+v) =0+’ +3uv.z,

(2) x3—3uv.x——(u3—|—v3):o.
Pour rendre I'équation (2) identique avec la propo-
sée, il suffira dassujettir fes inconnues u et ».aux
deux conditions

() wv=—y,

(4) wy = — 2,

3
La résolution de I'équation (1) se trouve ainsi ré-
duite 4 la résolution simultanée des équations (3)
et (4).
Cherchons d’'abord les valeurs de 3 et de »?. Si
I'on fait
(5) =2z, ¥*=z,

on aura, en vertu des équations (3) et (4),

3
—_ — P,
z,—i—z, —'—g, z,zz..._——;.

et par suite, en nommant z une nouvelle variable ,
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— —z) =z _r
(z—2)(s3—2)=5 +q2—".

Il en résulte que z,, z, seront les deux racines de
I'équation
3
(6) z‘+qz-—-—‘:’—7—=o.

Ces deux racines étant connues, on déduira des
formules (5) trois valeurs de u et trois valeurs de v,

ui se correspondront deux & deux de maniére a
vérifier la formule (4). Soit U Tune quelconque des
trois valeurs de , et ¥ la valeur correspondante
de v, en sorte qu’on ait

UV=———’;—-.

Désignons en outre par ¢ l'expression imaginaire

~w
W

les trois valeurs de l'expression (1)) ' seront respece-

tivement
o
a =1
1
 — - — 2T 1 3 -
dJ—COS."—‘-‘FV—ISln."}— — Y=
&’ = cos il —}/——_lsm —;—_L_-:_]/:
- ’ - 2 2

et lcg trois valeurs de u, évidemment comprises
dans la formule générale (1)’ U, deviendront

Uu, «0U, a'U.
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On trouvera pour les valeurs correspondantes de v

V 1 4
V’ “a ? a* ?

oL, ce qui revient au méme,
V, 'V, aV.
Par conséquent, si I'on nomme z,, z,, 2, les trois
racines de P'équation (1), on aura
= U—I— V,
(7) zr, = alU+a'V,
z, = a*U +a V.
I est essentiel d'observer que, U, a U, a* U étant

les trois valeurs de u=((3,)’, et ¥V, a* ¥, a ¥

les valeurs correspondantes de v=— —2 . Jes
‘ ) R

racines x,, z,, x,, déterminées par les équations

{7), seront respectivement égales aux trois valeurs

de & données par la formule

-~
oo
N’
&
Il
=
w
=
u|<
|
~

HENE
Lorsque I'équation (6) a ses racines réelles, les for-
mules ( 5)fournissent un systéme de valeurs réelies de
w et de v qui se correspondent de maniére a vérifier
Téquation (4). Si l'on prend ces mémes valeurs pour
U et V', on reconnaitra immédiatement que des
trois racines x,, x,, x, la premicre est nécessai-
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rcment réefle , et les deux autres réelles ou imagi-
naires, suivant que la quantité

2 »}
—_— + —
4 a7

est nulle ou positive, c'est-a-dire, suivant que équa-
tion (6) a scs racines égales ou inégales. Dans le
premicr cas, on trouve

oLy = ZU, r=I,=— U
Lorsque les racines de Téquation (6) deviennent
imaginaires, on peut les présctér sous la forme
3, =f(cos.9+1/:'sin.e) y 3, ::f’:oos.e—l/: sin.e) s
le module p étant déterminé par l'équation

R i
f_ z7°

Comme on a, dans cette hypothése,

X % ] .8 L
(=) =p3 (eon Ty = sin. 1) (1),
Ia formule (8) se trouve réduite a

(9) T =

f%[<cos. %4-‘/:__7 sin.%) )7+ cos.—g——‘/_—, m.;j—) ((,);'7 ]

De plus, cn prenant pour U lexpression imaginaire
f!% (cos.—g—+ ]/:; sin. —Z—) ,

on conclura des équations (7)
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L ]
r, = 2f’-cos.—i—,

0+27

(EO) xr, = 2}’% cOs.

L f—27m
r, = 2_f3 cos. ———3—

2
Ces trois derniéres valeurs de & sont toutes réelles,
et coincident avec celles que fournit Ja formule (9).

Dans les calculs précédens, [équation (6), dont
la solution entraine celle de I'équation (1), cst ce
qu'on appelle la réduite.. Ses racines z,, %, équiva-
lent nécessairement a certaines fonctions des racines
cherchées z,, x,, x,. Pour déterminer ces fonc-
tions ,. il suffira d'observer que, U et V7 désignant
des valeurs particuliéres de « et », on aura, en vertu
des formules (),

z2, =U0?%, 5 =V>
On tire dailleurs des équations (7)
U=z, +azr, +a'z, = alr, +azr +a*z,)
= a*(zr, +azx,+a’r,),

V=, +az, +a*z, = oz, +az, +a'z,)

= a*(x, +az,+a* x,)
On trouvera donc par suite

272, =(2,+az,+a*z ) = (z,+azr,+a'z,})’
= (r, +azr,+a z,)},
(1)

27z, =(g,+az, +a z,) = (zr, +azr, 4 a’z,)’

= (2, 4ar,+a*r)d
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Il en résulte que z,, z, sont respectivement égales
[ un coefficient numérique prés ] aux deux seules
valeurs distinctes que présente le cube de la fone-
tion linéaire
I, +arxr, +a'r,,

lorsque dans cette fonction on échange entre clles
les racines .z,, x,, x, dc toutes les maniéres pos-
sibles, Le coefficient numérique est évidemment -
ou le cube de ia fraction ;.

Considérons maintenant équation générale du
cuatriéme degré. On pourra, en faisant disparaitre
le second terme, la ramener a la forme

(12) x’—i—p.z"-;—qx—hr:o,

P, q, 7 désignant des quantités constantes. Si Ton
pose en outre

T=u-—+v+w,
%, v, w étant trois nouvelles variables, on en con-

clura
L =ut v+ w2 (uvuw+ow),
et par suite
[ (w4 +w’) P =40 +u'w' +v'w ) Suvw .z,
ou, ce qui revient au méme,
S 2t —2(w v+ w )t —8uvw.x

{13y

l ~+ (uv*+ w) —4(uv'+ ww +vw)= o

LR AT UL AT SN --y-q....«.'.....vn-.I.......‘.. corvimmen
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Pour rendre cette derniére équation identique avee
la proposée, il suffira d’assujettir les inconnues «,
v, w aux conditions

5 f(w +v+w')=—2p,
Buvw =-—gq,

(14)

) 16 (&0 +w'w* +v'w') = p*—4 7.

La résolution de I'équation (1 2) se trouve ainsi ré-
duite a la résolution simultanée des équations (14).
Cherchons d’abord les valeurs de 4, 4v*, 4w’

Si Pon fait

(15) duwr=3,, 4v* =23, 4w =3,
on aura, en vertu des formules (14),

B4, = — 2P, 3,3,+F.5,+5,5 = p'—4r,

28,5, =g 1

et par suite, en nommant z une nouvelle variable,

(3—35,) (3—3.) (5—3,) = sP+2pz*+(p*—4r)s—q".

Il en résulte que z,, z,, z, seront les trois racines
de I'équation
(16) B a2pst+(pt—4r)s—q =0}

et, puisque ces trois racines doivent vérifier la for-
mule z, 3, 3, = ¢*, on peut assurer que ['une d'elles
sera positive , les deux autres étant toutes deux a-
la-fois positives, ou négatives, ou imaginaires. Lors-
qu'on aura déterminé ces mémes racines, les deax
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premiéres des équations (i 5) fourniront pour cha-
cune des vatiables « et v deux valeurs égales au
signe pres. Soient )

u==xU, v==+V
Ies valeurs réelles on imaginaires dont il saglt et

W une quantité réclle ou une expression imaginaire
déterminée par ['équation

SUVW=—4q.

Si dans la seconde des formules (14) on supposc

u=+U, v=+V,
ou bien

u=—U, v==-V,
on en tirera

w=+ W,

Si Ton y fait au contraire

u=+U, v=—V,
ou bien

u=—U, v=~+V,
on trouvera

w=—W.

De cette maniére on obtiendra pour les variables u,

v, w quatre systémes de valeurs propres a vérifier

les équations (14); et si lon représente par z,, x,.

SRR R T U L T L T T L A I

|
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x,, x, les quatre valeurs correspondantes de I'in-
connue

T =U+v+w,

on aura
z, = UV W,
i 2 =—U—V+ W,
(7) 2, = U—V—W,

r, =—U+V—-W.

Il est aisé de reconnaitre que ces quatre valeurs de
x seront toutes réelles, si P'équation (16) a ses trois
racines positives, et toutes imaginaires, si I'équation
(16) a deux racines négatives inégales, tandis que
deux valeurs seront réelles , et deux imaginaires, si
'équation (16) a deux racines négatives égales, on
deux racines imaginaires.

Par la méthode qu'on vient d’exposer, la résolu-
tion de I'équation (12) se trouve ramenée a celle de
équation (16). Cette derniére, quon nomme la ré-
duite, a nécessairement pour racines certaines fonc-
tions des racines de la proposéc. Si lon veut déter-
miner ces fonctions, cest-a-dire exprimer z,, z,, %,
par le moyende «, =, , x., z,, il suffira d'obser-
ver que, U, V', W étant des valeurs particulieres
de u, v, w, on a, en vertu des formules (1 5),

2, =40, z, =4V, 5, = 4"

On tire d'ailleurs des équations (17)
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4 U=x,—z,+~x,— 7T,
fV=z,—2+x,—2,,
A W=z, —z2,+2, —T,.
On trouvera en conséquence
4 3, = (x,—z,+2,—x)=(r,~T+T—2 O
(18){ 4 z,= (.z‘o—.z',a-.z’s—x‘)‘:(x,—xo—o—x‘———x’)‘,

4 3= (xo—x,+.r,—.z:3)‘—_—(.r‘-x,+.z')——.r,)‘.
Il en résulte que z,, z,, 2, sont [abstraction faite

3 -
du coefficient numérique % = (%) 1 respectivement
égales anx trois seules valeurs distinctes que pré-
sente le carré de la fonction linéaire

X, —Z, + T, — T,
lorsque dans cette fonction on échange entre clles
les racines .z, , x,, x,, x, de toutes les maniéres
3 3

possibles. Cette méme fonction linéaire, pouvant
s'écrire ainsi qu'i suit,

e : 3

Z,+(—1)x, +(—1) z,+(—1)x,,

? s k) - .
n'est évidemment qu'un cas particulier de la formule
générale
r,+ar +a'x, +&’r,

lorsqu’on désigne par @ une des valeurs de I'expres-

sion (1))

BRI l|lll”"'""""l""l'll LULAAIAAR AN LUl AR Lt S R R "
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CHAPITRE XL

Deécomposition des Fractions rationnelles.

§. 1.7 Décomposition d'une Fraction rationnelle en
deux autres Fractions de méme espéce.

PRENONS pour f(x) et F(x) deux fonctions en-
tiéres de la variable .

Sf(=)
F(x)

sera ce quon appelle une ﬁach’on rationnelle. - Si
T'on désigne par m le degré de son dénominateur
F(z), Péquation

() F(z)=o0
admettra m racines réelles ou imaginaires , égales

ou inégales; et si, en les supposant d'abord toutes
inégales, on les représente par

Xyy Xy X,y vou. &

m—t )
les facteurs linéaires du polynome F; () seront res-

pectivement

T—Tyy T—L,, L—L,, oo T—Tp ..

Cela posé, faisons

(1) F(a)=(z—2)9(a),



366 COURJ D'ANALYSE.
et

J(z.)
(3) —;(':—0)‘244.

@ (x,) n'étant pas nul, la constante A restera finie,
ct la différence

Sf(x) — A= Sf(x)y—Ao(zx)
9 (=) T p(x)

sévanouira pour x = x,. Par suite il en sera de
méme du polynome
fla)— A9,

et ce polynome sera divisible alge’briquement par
T —x,; en sorte qu'on aura

S (@) = AQ(x) = (x — z,) x(x),

(4 flr)=d(z)+(xr —z) x(2),
x () désignant une nouvelle foncticn entiére de Ia
variable . Si I'on divise par F(.r) les deux membres

de cette derniére équation, en ayant égard a la for-
mule(2), on en conclura

S A X (x)
() Fo) — a—m U ew
Donc, si Ton partage le polynome F(z) en deux
facteurs dont I'un spit linéaire, on powrra décom-

poser la fraction rationnelle j;(:) en deux autres
/

qui aient pour dénominateurs respectifs les deux
facteurs dont il s'agit, et dont la plus simple ait un
numérateur constant.

Py RN O AT L] -vmmmmmnnrnmun ERTERCT IR
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Coucevons maintenant que Ton partage la fonc-
tion F(r) en deux facteurs dont le premier , au lieu
d'étre linéaire,, corresponde a plusieurs racines de
léquation F(x) = o. Prenons, par exemple, pour
ce premicr facteur le facteur du second degré

(x—ux)(x—2,);

et posons e€n conséquence

(6) Fay=(rx—2)(z—2)x (.2“)
f(z)
o (z)
seulement pour x=uz,, mais encore pour r—=u,;
et, si on désigne par z un polynome du premier
degré qui, dans 'une et Vautre hypothése, devienne
S(=)
?(z)

La fraction

conservera une valeur finie, non-

égal a , on trouvera [chapitre IV, §. 1.7 ],

- f(‘ZO)_ =, f('rl) L—7,
(7) =y e T e e

Le polynome » etant déterminé, comme on vient
de le dire, Péquation

S(x)
? (=)

f(r)—u@(z‘) =o0

comptera parmi ses racines .r, et x, ; et par shite

le polynome
| S(x) —uo(z)

sera divisible par le produit

—u=—o0,

ou

(r—a,)(x—x).
On aura donc
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S18) —u(r) = (r —2.) (r—z,) x (2),
(8)  Sf()=ug(x)+(r—z,) (x—2,) x (=),

x () désignant une nouvelle fonction entiére de la
variable «. Si Ton divise In derni¢re équation par
K(x), en ayant égard 4 la formule (6), on en conclura

f(x) “ X (=)
(9) F@ — (e—zd(e=z) T e

On prouverait de méme qu'il suflit de poser

(10) F(2)=(r—z)(z—z)(z—2,)0[2),
et

J— f (.2‘0) (.2‘-*-.1") (1’—.1") f('tl) (.r—x,) (1—1',)
’ u= ? (1'0) ) (Io_‘rx) ('ro—'r;) - ¢(“|) ' (Ix_‘to} (‘rl""rz)
(1 ‘)2

S=)  (p=x,) (2—2)

[4 (‘rz) : (‘tz_'tu) (I)—Il) !

pour obtenir une équation de la forme

S u X (x)

(12) o= ey T e
&c...... Ainsi généralement, lorsque {'équation
Fx)=o0 n'a pas de racines égales, si I'on partage le
polynome F(«x) en deux facteurs dont le premier soit

le produit de plusieurs facteurs linéaires, fa fracticn

S(=)
F(z)

{ractions de méme espéce qui recevront pour déno-
minateurs respectifs les deux facteurs ci-dessus men-

rationnelle

sera décomposable en deux autres

tionnés, et dont la premiére aura un numerateur
d'un degré moins élevé que son dénominateur.

L RO R T AT TR T L T A LA T LY TR -y.-m--u-nuw-u-r-........ aveevemes e
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Je passe an cas ou on suppose que Péquation
F(«x)=o0 a des racines égales. Soient, dans cette
seconde hypothése,

les diverses racines de cette méme équation, et dési-
gnons par ' le nombre des racines égales a a, par
m" le nombre des racines égales a b, par m” le
nombre des racines égales a ¢, &e.... La fonction
F(x) sera équivalente au produit

(z—a)" (z—0)"" (x—ce)™" ...,

ou a ce produit multiplié par un coeflicient cons-
tant, et T'on aura

. 3 t
m +m' +m" +&ec... =m.

Cela posé, faisons

(13) F(z) = (x—a)” @(x),
et
(14) ‘giz)) = A,

@ (a) n’étant pas nul, la constante A restera finie,
et la diftérence

VACI
¢ (z) 4

s'évanouira pour z=a. On en conclura que le po-
{ynome'

Sf(ax)—4 9 ()
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est divisible par-z—a, et fon aura par suite

(1) f@)=AP()+ (v —a) x (r),
X(r) désignant une nouvelle fonction enticre de la
variable z. Enfin, si T'on divise par F(z) les deux
membres de équation (1 5) en ayant égard ala for-
mule (13), on trouvera

S=) 4 X
(16) Fa) = =™ T e

On démontrerait, en raisonnant de la méme ma-
niere, qu'il suffit de poser

(17) F(z) = (z—a)" (z—b)" @ (2),
et

_ Sf(a) r—b& f(8) r—a
(18) T Ry S O My

pour obtenir une ¢quation de la forme

(19) S u X (2)

"l _ N m’s — 7 D " :
Fir)y — (z—a)™ (1—4; F=a)™ " (=)™ " a

&e.....
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§. 2.° Décomposition d'une Fraction rationnelle , dont
le denominateur est le produit de plusieurs facteurs.
p 1
linéaires inégaux , en fractions simples qui aent
pour dénominateurs respectifs ces mémes facteurs
linéaires, et des numérateurs constans.
2

Soit

f(=)
F(z)

la fraction rationnelle que l'on considére, m le degré
de la fonction F (x), et

T,, T, I,, ..

2

ees X

o3 m—3

les racines de Péquation
(1) F (x) = o

supposées inégales. On aura, en désignant par 4 un
coellicient constant ,

(2) Flo)=k(z—a)(z—2,) ... (e—z,_);
ct, en vertu des principes ¢établis dans le paragraphe
qui précéde, la fraction rationnelle %;% pourra

étre décomposée en deux autres, dont la premiére
sera de la forme

A, représentant une constante, tandis que la ses
conde aura pour dénominateur

8 b 2) (g =) e (2=,
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En décomposant cette seconde fraction rationnclle
par la méme méthode, on obtiendra

1.° une nouvelle fraction simple de la forme

A

1

z—z, '

2.° une fraction qui aura pour dénominateur
k(e—z,) oo (w—a, ).

En continuant ainsi, on fera disparaitre successive-
ment du polynome

F(x)= k(x—z) (z—2)) ... (z—2,.,)

tous les facteurs linéaires qu'il renferme ; en sorte
qu'on réduira définitivement ce polynome a la
constante . Donc , lorsque, par une suite de
décompositions partielles semblables a celles que

nous venons d'indiquer, on aura extrait de la frac-
S(=)

tion i une suite de fractions simples de la
(%)

forme
A, A, A, A
r—z,' xz—r, ' x—z,’ "' z—2x ’

X 2 m—y

le reste ne pourra étre qu'une fraction rationnclle
a dénominateur constant, c'est-a-dire , une fonction
entiére de la variable . En désignant par R cette
fonction enticre, on trouvera

SO gy A A A
F) T T—x, I—z, I—z, fo

€) A

chca st e s T,
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Il reste maintenant a savoir quelles sont les valeurs
des constantes

A, A4, 4, ..... 4

Ces valeurs se déduiraient sans difficulté de la mé-
thode de décomposition indiquée dans le premier
paragraphe. Mais on parvient plus directement a
leur détermination a Taide des considérations sui-
vantes.

Si f'on multiplie par F (x) les deux membres de
l'équation (3), on en tirera

f@=RF(x)+Aa, L2 o 4, 1O

m-1

r—zx,
(4 F(r) F (z)
+A"—'—’" ... ‘m—1 *
. xr-—, r—x

M1

Si dans les deux membres de cette dernicre for-
mule on fait

r=a,+3,

fa somme

HF(.r)oc—A,;F:%l + A, F_(_:) e A ED

m=—-1
x r—,, .

_qvui est évidemment un polynome en z divisible par
X —x,, prendra la forme

z 7,

Z désignant une fonction entiére de z; et Pon aura
par suite

{s) Slz+3z)=4, -E—(fii.ﬁ—i—zzk
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Supposons maintenant que la substitution de x+z
au lien de x dans la fonction F(z) donne généra-
fement

(6) F(x+z) = F(x)+zF (2)+3" F (x)+&e...
On en déduira
F(z+3)=3F (x,)+ 5 F, (x.)+ &c...;
et Péquation () deviendra
fr+z)=A[F(z)+=F (r)+&e.]+32Z

Lcrsqu'on fait dans cette derniére z=o0, elle se ré-
duit a

flz)=A,F (z);

et 'on en conclut

(w5
) A=y
On trouverait par un calcul entiérement sembiable
_ S(=)
4, = F(z)) "’
_ S
(8) 4. = Fz,)y *
&e. ..
— S
Anr= Floy

Les valeurs qu'on vient d'obtenir pour

Ao) Al’ Az’ R Am—i
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sont évidemment indépendantes du mode employé

pour la décomposition de la fraction rationnelle
F(x)?
décomposée que d'une seule maniére en fractions
simples qui aient pour dénominateurs les facteurs
linéaires du polynome F () avec des numérateurs
constans.

d'oti il résulte que cette fraction ne peut étre

Il est aisé de voir comment I’équatipn (7) et la
formule (3) du paragraphe précédent. s'accordent
entre clles. En effet, F,(x,) est ce que devient le
polynome

F.(x)+zF, (x,) + &e... :f(—’zﬁ: _Fla)

zr—x,

lorsqu'on v fait 3=o0, ou r=ux,; et par suite, si
v
fon pose

5 )= (o) 0fe),
on aura F (z,)=(r,),
(o) A=

Pour montrer une application des formules’ ci-
dessus établies, supposons qu'il s'agisse de décom-
poser en fractions simples la fraction rationnelle

"

™ — 1

ki

n désignant un nombre entier inférieur a m. On
aura dans ce cas particulier

flay=a, Fley=a"—1, k=1;
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et, si Fon représente par 2 un nombre entier qui
ne surpasse pas ':;, les diverses racines de I'équa-

tion F(r)=o0, toutes inégales entre elles, seront
comprises dans la formule

2hw
m

ahr —_—
cos. —— =+ 1/ —1 sin.
w TV

Sott @ 'une de ces racines; et cherchons le numé-
rateur 4 de la fraction simple qui a pour dénemi-
nateur x — . Ce numeérateur sera

_ S(a) __ _a"
4= F(a) = F(a)’

la valeur de F,(a) étant déterminée par [équation
F(a) +zF, (a)+&e....
= Fla+z)=(a+3z)"—1 = a"—1+ma™"z+&ec...,

et par conséquent égale a ma”"*. On trouvera par

sulte

a” ' ey —m
A=—o==2%

Comme on a dailleurs

2hT —_ hx \n+vi-m
(cos, 2 =+ ]/—l sin, — )
m
h(na-2)7w —_— 1h(n4-1)7
=— cos. i-u-—i y— sm.——————( ) ,
nl

m

on conclura de ce qui précede, en faisant, pour
abréger,

(:1) L7 g

£

e ""|'"”"’"""VY""“""‘""'"""""""“"I'""""" Crrmen e
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n

(12) =

" —

. cos. 28 —+ /7 sin. 2§ o+ c0s. 20-— /=77 sin. 26

xr—1 27 _— . 27 2T — . 27
Zeeg0S. — —y/ T sin, ——  &—C08. — 4/ ysin. —
m m m m

— - cos. 40 -;— Y= sin. 4?7 - cos. 48 : Y= sin, 497r
s—cos. 2 —y/Zisin 22 s—cos. 1T +V—_15in.é—
m m m m

+ &ec.....

On trouverait, en raisonnant de la méme manieére,

(13) o =

x4

cos. § <+ /1 sin.§ + c0s.§ — /T sin. 8

7w . 7 w _— . 7
Z—C08. — ~—1/ 2| sin. — £—cos. — +y/—; sin. —
m m m m

BRI

37 — . 37 T . 37T
x—co0s. 2— —)/ "isin. 2 x—cos.i—+y_1 sin. 22
m m m m

g
x\ -~ cos. 30 4/ sin. 30 - eos. 3 — /=1 sin. 39

+ &e.....

1l est essentiel dobserver que la derniére des. frac-
tions simples comprises dans Ie second membre de
Téquation (12)ou (13) sera, pour des valeurs paires
de m, sl s'agit de I'équation (12), et pour des va-
leurs impaires de m, sl sagit de Péquation (13),

cos.m§ _ cos{nd4n)m _ (—1)"*?

z ' 41 T x4t

Ainsi, par exemple, on aura
» P ple,

(1) ==i(ar—e)
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xr i ' )
(15) S‘“—I_T(I—l + 41 /7
1
(l()) Pl
x
cos. 1+ V= sin.I cos.z—V:sin.—
3 3 3 ’ 3
. x x—cos.z—-‘/: six‘LI .t—cos."—r--{- ‘/.'_T sin.z
3 3 3 3
T
T T
&e. .

On peut remarquer encore que, si dans le second
membre de I'équation (12) ou (13) on réunit par
Taddition deux fractions simples correspondantes a
deux facteurs linéaires conjugués du binome 2™+,
la somme sera une nouvelle fraction qui aura pour
dénominateur un facteur réel du second degré, et
pour numérateur une fonction réelle et linéaire de
la variable .. On trouvera, par exemple, en pre-
nant n —o, m=3,

x
22 €08, — — 2
3

T I+-1
Xl em 22 COS. — |

f ( 22— ' )
= = 5 -+ .
3 P — x4 I 41

Il est facile de géncraliser cette remarque ainsi quil

suit.
Supposons que, les fonctions enticres f{.x),
F(.x) étant réclles, on désigne par

B L R B AL lulnnnnnlnnnrn!n-»“ PRELE T EUEIRT )
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a+Cy—1, a—Cy—
deux racines imaginaires conjuguces de 'équation
(1); et prenons pour 4 ct B deux quantités réelles
propres a vérifier la formule
fla+CyT) —
(18) Flasevoy =4~ By,

F () représentant tonjours le coeflicient de z dans
le développement de F'(x~+z). On aura nécessai-
rement

Fla—Ey=) _ -
Flaeyy=A+By=1;

et, par suitc, si fon décompose la fraction ration-

(x . .
nelle £\ , les deux fractions simples correspon-
F(#)
dantes aux facteurs linéaires conjugués
r—a—CyS, r—a+Cy=
seront respectivement

A—By= A+By=
([9> x—m—Q'V:’ .r—»a—lr—c‘/:'

En ajoutant ces deux fractions, on obtiendra fa
suivante

2A(z —a) 288
(20) ey 26 :

Cette derniére , qui a pour numérateur unc fone-
tion réelle et linéaire de la variable x, ct pour dé-
nominateur un facteur réel du second degré du
pelynome F(x), ne différe pas de la fraction
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u
(2—2.) (x—=,)

que renferme la formule (9) du premier paragraphe,
dans le cas ot P'on suppose

z,=a+Cy=i, x, =a—Gy~—.

§. 3.° Décomposition d'une Fraction rationnelle donnée
en d’autres plus simples qui aient pour denomina-
teurs respectifs les facteurs linéaires du denomina-
teur de la premiére, ou des puissances de ces mémes
facteurs, et pour numeérateurs des constantes.

Soient
f (=)
F (=)
la fractjon rationnelle que Fon considére, m fe
degré du polynome F(r), et
a, b, ¢, .....
les diverses racines de I'équation
() F)=o.
On aura, en désignant par £ un coefficient constant,

et par m’, m", m", &c.... plusieurs nombres entiers
dont la somme sera égale a m,

(2) F(o)= k(z—a)™" (x—b)"" (x—c)"" ...

Cela posé, si I'on fait usage de la. méthode exposée
dans le premier paragraphe, 'on décomposera fa
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fraction rationnelle é((z)) en deux autres dont la

premiére sera de la forme

A
Sy

(.z‘—a;

tandis que la seconde aura pour dénominateur

£@) = k(w—a)™ (a—b)"" (w—c)"" ...

Tr—a

En décomposant cettc seconde fraction rationnelle
par la méme méthode, on obtiendra, 1.° une nou-
velle fraction simple

Al

(x—a)™'"t ?

dans laquelle 4, représentera une constante, 2.”une
fraction qui aura pour dénominateur

k (z—a)y"=* (x—b)"" (x—c)™"" ..

En continuant ainsi, on fera disparaitre successi-
vement du polynome F'(.x) les différens facteurs
linéaires dont se compose la puissance (z—a)™;

et, lorsqu'on aura extrait de % une suite de
fractions simples de la forme
A A, A, A,
(1‘-——1)”" '} (a:—a)”"'“ 3 (J.‘—a)ml—‘ 3 &C... _.r——-—_a—_ N

le reste sera une nouvelle {raction rationnelle dont
le dénominateur se trouvera réduit a

k(z —0)y"" (& — )"
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Si de ce reste on extrait une seconde suite de frac-
tions simples de Ia forme

B B, B. Bm"—l

b may BT 2 —b Ml—z y e ——-.t—[) )
(

on obtiendra un second reste dont le dénominateur
sera

Flz—c)™. . ...

Enfin, si Fon prolonge ces opérations jusqu'a re que
le polynome F(.r) se trouve réduit a la constante %,
le dernier de tous les restes sera une fracfion ra-
tionnelle 4 dénominateur constant, c'est-a-dirc, une
fonction entiére de la variable . Appelons R cette
fonction entiére. On aura définitivement pour la

valeur de .QI) déCOmposée en fractions simplcs
(=)
f(=) - A A, A,
T(;) -—R-—i— G—ay -+ (I-—a)’"'-‘ —+ ...+ —a
B B, B,
() BT it ey o By
¢ c, Cor,
(x—c)™" -+ (.r—c)’"_“'—' —+... +_—x—¢
+ &ec..... ,

A4, 4.,....4,,;B,B,,....B

c,C,, ....C._; &c....

m—1 3

désignant des constantes que Ton peut facilement
déduire des principes exposés dans le premier para-
graphe, ou calculer directement a l'aide des consi-
dérations suivantes,
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Faisons, pour plus de commodité,

B
R+-—2 A
(z—b) (x—c)™ ! z—b
c, C. .,
gy T T G e e
+ &e.....
. Q
T @) ()™

Q scra une nouvelle fonction entiére de la variable
x, et I'équation (3) deviendra

f(x) - A A' Aml<1
Flz) T (a—a)™ -+ (r—ay™=T -+ —0—-..;.__“_
Q

(a—&)™" (x—c)™" ...
Si I'on multiplie les deux membres de cette derniére
paI‘
Fa)=k(xr— a)” (x—b)y"" (x—ec)"".......

on en conclura

’ S @)= (A A, (o) A e ] 2L

+~ kQ(r—a)"’;

et par suite, en faisant
r—a-+ 3z,

on trouvera

6) S @42) = [ At A i Ay, 2™ ] 2LEE)

+ Z ™,



384 COURS D'ANALYSE.

Z désignant la valeur du polynome 4 Q exprimée en
fonction de z. Supposons maintenant que la subs-
titution de .z + 3, au lieu de , dans les fonctions
f(x) et F(x) donne généralement

Flors) = fla)+ 2 f, (@) fo(x) ..

(){ Fle+zy=Flo)+zF, (x)+z*F,(2)+.....
+ 3" F (&) + 2" F,, (r)+ &c.

On aura, en presant r—=a-+z, et observant que
le développement de la fonction

F(z) = F(a + z)
doit étre divisible par (x —a)™" =2z"',

( ) Sfarz)=f(a)4+zf, (&) 42> f, (a) +&ec.....
F(“"'") == [Fm’(a)+"'Fm'+x(a)+z,Fm‘-«-z(a)+&c' . ,]z.“ .

(9) F(@)=o, F(a)y=o, ... F

-1 (a) = 0.
Cela posé, 1a formule (6) se trouvera réduite &

S@+zfi@rzfi@+&....oiiiiiiii, =
(1O) (A+A, 344,524 ..) % [ Fr @l Frpy (a)45* Frpry (@)4 0]
+2™Z;

et 'on en tirera, en égalant dans les deux membres
les coefficiens des puissances semblables de z,

(1 1)‘ f@)=AF(a), fi(a)=A, Fula)+AF ., (a),
U S A )+ A, Fory (@) AP (@), &

Ou trouvera par un calcul cntiéerement semblable
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S (8) == BFpu(8), fL(8)=B, F il §)+BF .., (8) , f,(b) =&c...

( 3 2) f(") =CFM"’(C) ’ fx (c)=chm"'(c)+CFn{"+x(") » fx (c) =&e..,
&e.. .

Ces diverses équations suffiront pour fixer complé-
tement les valeurs des constantes 4, 4,, 4_,.. .
B,B,,B,...C,C,C, ... k&c...... Elles

donneront, par exemple,

A — f(a)_ A P fx(a)_"AFm’-rv(a)

(l}) Fn’(d) ! £ F i(a) '
— .f;(a) —Au Fm’+x(a)—AFm'+z(a) -
A, = Fota) , &c....

Les constantes ainsi déterminées étant évidemment
indépendantes du mode employé pour la décompo-
S(x)

Fla)
que cette fraction est décomposable d'une maniére
seulement en fractions simples de la forme de celles

que renferme le second membre de 'équation (3).

sition de la fraction rationnelle il en résulte

Il est aisé de voir que la premiére des équations
(13) saccorde avec la formule (14) du premier
paragraphe. En effet, la quantité F,,(a) est ce que
devient le polynome

F,(a)+=zF,,  (a)+ 3 F,, (a) + &ec...
— F(a—q-’z) . F(z)

m

B3 - (z—a)™ !

lorsqu'on y fait z=o0 ou x=wa; et par suite, si
Fon pose
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(14) F(r)=(z—a)" ¢(2),
on awa F,(a)=q(a),

A

(K 5) A= ¢ (a) °

Dans le cas o, les fonctions f(x) et F(x) étant
réelles 'une et lautre, Péquation F(x)=o admet
m' racines égales & « +C3/=1, la méme ¢équation
admet encore m’ racines égales conjuguées aux
premicres, et par conséquent représentées par

a—Gy=i.

Dans cette hypothése, si, apreés la décomposition de
la fraction rationnelle

S (=)
F{z)*

—~

—

on réunit deux a deux les fractions simples qui ont
pour dénominateurs

(@—a—Cy=)" et (z—asCy=)m,
(x—a—Cy/=)™ et (x—aCy/=i)m=,
&e....,
enfin

z—a—Cy/= et z—a+Cy,

les différentes sommes obtenucs seront des frac-
tions réelles et rationnelles qui auront pour deno-
minateurs respectife
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[(z—a) + C‘]’”’,
[(o—a)+ &,
&e... ..
(z—a) + €,

et dent le systéme pourra étre remplacé par une
suite d'autres fractions qui, avec les mémes déno-
minateurs, auraient pour numératcurs des fonctions
réelles et lindaires de la variable . Au reste, il est
facile de calculer directement cette nouvelle suite de
fractions, en commencant par celles qui correspon-
dent aux plus hautes puissances de (x——au)’—a-C‘.
Cherchons, par exemple, celle qui a pour dénomi-
nateur

[(t—a)+CT" = (r—a—Cy/=)™ (x—a+Ey/=)"".

D’aprés les principes établis dans le premier para-
graphe, elle scra

(16) u |

[(g—a) +¢€*]

pourvu que T'on fasse
Sat+ly=)
e (x— d.+C/:>

(17) w=sg—2 e _
4 ﬁm_,,lé:‘)) (e—a—Cy=)

ct

(18)  o(r)= — .

[{z—a ) +6*]

Ajoutons que, si dans la formule précédente on
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pose successivement

r=a+Cy=1+z, r=a—Cy~i+z,
on en conclura, eu égard a la seconde des équa-
tions (8),
P (a+C6y/=i+2)

— Fp(a—C/S)+3F 0, (a4+Cy=) +&e.. ..
- (zC‘/:—g-z)"' '

P(a—Cy=+32)
— P Cy/ ) +aFp, (2 —C /) 4 e
= (=26

et par suite,
=\ — fmla+Cy=)
P(a+Cy=)= e Sy

m'(a'+CV/-—_l)

(19)
P(a—by=)=(=1)" iﬁc’}/—:‘j'u‘“‘
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CHAPITRE XIL

Des Séries récurrentes.

§. 1% Considérations generales sur les Series
recurrentes,

UNE série
(1) a, ax,az, ... a,2" &e....,

ordonnée suivant les puissances ascendantes et én-
tieres de la variable z, est appelée récurrente, lors-
que dans cette séric, considérée a partir d'un terme
donné, le coeflicient dune puissance quelconque de
la variable s'exprime en fonction lincaire des coef-
ficiens des puissances inférieures pris en nombre
fixe ; en sorte qu'il suflise de recourir aux valeurs
de ces derniers cocfliciens pour en déduire celui que
Ton cherche. Ainsi, par exemple, la série

(2) 1,22, 324 .....(+1)2" &e....
est récurrente , attendu que, si lon fait
a,=n-+1,

on anra constamment pour des valeurs de 7 supg-
rieures a Punité

(3) a,=2a,,—a,_,.



390 COURS D ANALYSE.

En général, la série (1) sera récurrente, si, pour
toutes les valeurs de » supérieures a une certaine
limite, les coefficiens

an} an-r! an-x! A aﬂ—-

de plusieurs puissances consécutives de xr se trou-
vent liés entre eux par une équation du premier
degré. Soit

4 ka, +la, .  +..+pa, +qga,=o
n—m n—m Pﬂ q"

I'équation dont if sagit, &, Z, ... p, ¢ désignant
des constantes déterminées. La suite de ces cons-
tantes formera cc qu'on appelle léchelle de relation
de la série, échelle dont les constantes elles-mémes
seront les différens fermes.

Dans la série (1), supposée récurrente, la variable
z et les coefficiens a,, a,, a,, .... a, peuvent étre
ou des quantités réelles, ou des expressions imagi-
naires. Cela posé, représentons par p, le module
de Texpression a,, et par conséquent la valeur nu-
mérique de cette expression, lorsquelle est réelle.
On conclura immédiatement des principes établis
dans les VL et IX.¢ chapitres que la série (1) sera
tantdt convergente, tantot divergente, suivant que
le module ou la valeur numérique de z scra infé-
rieur ou supérieur a la plus petite des limites vers
lesquelles converge, tandis que 7 croit ind¢finiment,

Texpression (p,) ".
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§. 2.° Dcveloppement des Fractions rationnelles en
Series récurrentes.

Toutes les fois quune fraction rationnelle peut se
développer en série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes et entiéres de la variable,
cette séric est en méme temps récurrente, ainsi qu'on
va le faire voir.

Considérons d'abord la fraction rationnelle

A
(I) (x—a)" ?

dans laquelle a, 4 désignent deux constantes réelles
ou imaginaires, et 7 un nombre entier. Elle pourra
se mettre sous la forme

m A z\~-»
(_ 1) o’ (I - T) 4
et sera développable , aussi bien que Texpression

(=27

en séric convergente ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes ct entiéres de la variable 2, si

la valeur numérique du rapport - supposé réel
ou le module du méme rapport supposé nnaginaire,
est une quantité comprise entre les limites o et 1.
Cette condition sera remplic, si le module de la
variable .z, module qui sc réduit a la valeur numé-
rique de la méme variable quand celle-ci devient
imaginaire, est inféricur au module de la constante
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a; et Ton aura, dans cette hypothése,

—m m x x*
(2) (I___I_> :1+_._—+2(mi2——;-+&c..u
1 a 1.2 a

= 123.(m—1)  234....m =z 5.4.;.,.(m+|).z_‘.+&c“
L2gw(m—t) 1z (m—1) a 1.2.3...(m—=1) a*
On trouvera par suite
A . .fA m Az m(ma-1) Ax? .
G) = (F+r T+ e

et, si Ton fait pour abréger

‘ (—1)”’{,‘7:%, (—x)”‘-’?—-ﬂéi—,—:a, ’

(4)1 N

— .
e = Gy &e....

on obtiendra T'équation

(5) G:AT)"T =a+a,xr+ax'+ .. +ax"+8&ec...
Concevons maintenant que 'on multiplie les deux
membres de ['équation précédente par (e—x)" : on
en tirera

(6) omd =

m{m—

m 1
( A g™ ) a""",r‘+...ix’")(aa-b-alz-o-az.z‘—}-&c.)
H 2

= a"(a, + a, T +a, 2" 4, . .a, 2" a2 &)
m .
— ™ (a4, 2 A T 2y 3T &el
I
m{m—
A )a”"‘(ao;f_;-..,+a,,_;.r’"+am__,.r"‘” —+ &e...)
1.2
BT U

x(a, 2"+ &, I 4 &),
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ou, ce qui revient au méme,

(7) (=4 =a"'a,+(a"‘ a‘——-%"— a™=t ao)z

1.2
R R R L R I

m m{m— -
~+ (a"' a, — " a™'a, —i—) a™ ‘an_l—...ia,,_,,,) x"

e X

1.2

—+ &e.

Cette dernicre formule devant subsister toutes les
fois que le module de la variable z est inférieur au
module de la constante @, par conséquent, toutes
les fois que T'on attribue a .« une valeur réelle peu
différente de zéro, on en conclura, par des raison-
nemens semblables a ceux que nous avons employés
pour démontrer fe 6.° théoréme du VLe chapitre

1§ 4]

m
(—1)"Ad = a™a,, a’"ax—-—'—a""" a, = o,
’
) . (
"—
o"a, B @t %)— a"? g, =0, &e....,
et généralement
m moo m(m"") M2 —+
(9) a”a,— . a a”_,—i——-:-——a ay_,—..Ca, ,==e,

Il est essenticl de remarquer que T'équation (9) a
lieu seulement pour des valeurs enticres de » égales
ou supérieures a m, et qu'elle doit étre remplacée,
lorsqu'on suppose 7 <m, par Fune des formules (8).
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De plus, comme ['équation (g), étant linéaire par
rapport aux constantes

a,, A, ,5 Ay .y «+« Q,

donnera pour fa premiére de ces constantes une
fonction linéaire de toutes les autres, il en résulte
que dans la série

(10) a,, a,r, a,x*, ... a,x*, &c....

considérée a partir du terme a,, 2", le coefficient
dune puissance quelconque de sexprimera en
fonction lincaire des coefficiens des puissances infé-
rieures pris consécutivement et en nombre égal a m.
Cette série sera donc l'une de celles que nous avons
nominées récurrentes.

Parmi les diverses formules particuliéres qu'on
peut déduire de T'équation (3), il est bon de remar-
qucr celles qui correspondent aux deux suppositions,
m=1, m=2. On trouvc dans la premicre hypothése

(1) Lom e (fr e f ),

Ir—a

et dans la seconde

A A A A s A 3
(12) el b S + 4 - o+&e.
Les deux formules précédentes, dont la premicre
détermine la somme d’une progression géométrique,
subsistent, ainsi que Téquation (3), toutes les fois
que fe module de x est inféricur au module de a.

Lorsque dans Péquation (12) on fait cn méme temps

L L L R LU L A L] umunumuﬂuurumuu eqreiegEEs op o0 '



1."" PARTIE. CHAP. XII. 395
A=1, a=1,

on obtient la suivante

(13) (—I—_'—I);:_-1+2x+3x’+4x;+&c..-

qui a pour second membre la somme de la série (2)
[§. 1.7, et suppose le module de x inférieur &
Uunité.

Cousidérons maintenant une fraction rationnelle
quelconque

f{=)
(14) -FE‘E) b

f(x), F(x) étant deux fonctions entiéres de la va-
riable 2. Représentons par a, b, ¢, ... les diverses
racines de I'équation

(rs) F(r)=o,

par m' le nombre des racines égales & a, par m" Ic
nombre des racines égales & &, par m” le nombre
des racines égales a ¢, &ec...., ct par £ le cocfli-
cient de la plus haute puissance de .« dans le poly-
nome I(z); en sorte qu'on ait

(16) F(z)=k(z—a)" (x—b)"" (z—c)"" ....

La méthode exposée dans le chapitre précédent four-

nira, pour la décomposition de la fraction rationnelle

——{-Ez; en fractions simples, unc équation de la

forme
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f(I) — A A' Am’_'
F(I) _R+ (I_a)m: +(‘_a),,,,_, ""‘...+;—_—;
B B, B,
(x7) T il ey Sl Rl o
¢ c, Coy
+ &e.....,

A,4,,...B,B,...CC,,... &c... désignant
des constantes déterminées, et R une fonction en-
tiere de = qui s'évanouira lorsque le degré du poly-
nome f'(x) sera inférieur a celui du polynome Fx).
Cela posé, concevons que le module de la variable
z soit inféricur aux modules des diverses racines a,
b, c,...., etpar conséquent au plus petit de ces
modules. On pourra développer chacune des frac-
tions simples que renferme le second membre de
Féquation (1) en une série convergente ordonnée
suivant les puissances ascendantes de la variable ;
puis, en ajoutant les développemens ainsi formés au
polynome R, on obtiendra une nouvelle série con-
vergente toujours ordonnée suivant les puissances
ascendantes de x, et dont la somme sera ¢équiva-

Iente a la fraction rationnelle —{—%)- . Soit

(18) @, ax ax, ... azx", &c....

la nouvelle série dont il est ici question. La formule

('9) %%=a.+a,x+azx’+&c....

subsistera toutes les fois que cette nouvelle série

TNEERE |,|"”"""""VIHHI!IC l""!lll!'"ll’l“l'rlﬂ"l‘ﬂ ARRRALL & LRI § it i
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sera convergente, Cest-a-dire, toutes les fois que le
module de la variable x sera inférieur au plus petit
des nombres qui servent de modules aux racines de
Téquation (1§). Fajoute que la série (18) sera tou-
jours une série récurrente. Cest ce que Yon prou-
vera aisément ainsi qu'il suit.

Désignons par m la somme des nombres entiers
m',m", m", ..., ou, ce quirevient au méme, le
degré du polynome F(r), et faisons en conséquence

(20) Flx)=ka"+1lz™ ... +pr+gq,

k, 1, ... p, q représentant des constantes réelles
ou imaginaires. L'équation (19) deviendra

[ (z)
(21> k™ 12" L pTg

= 8,+a,z+a,x* +&c..

Apreés Tavoir mise sous la forme

(22) f) =
(g+pe—4 ..o 12" - h2™) x (a+a,2+-a,2* 4+ &e...),

on en tirera, en développant le second membre
comme on [a fait pour l'équation (6),

f(&)=gqa, + (ga,+pa)xr + &c........c
A (§@putP Gpe, + ... 1o, +ha) 2™
+ (qa,pa ot la py ha, )"
o= ...
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Cette derniére formule devant subsister tant que fe
module de la variable .z est inférieur aux modules
des constantes @, b, c, ..., on démontrers,, par des
raisonnemens semblables & ceux dont nous avons
fait usage pour établir le 6. théoréme du V1. cha-
pitre [ §. 4 ], que les coefliciens des puissances sem-
blables de . dans les deux membres sont nécessai-
rement égaux entre eux. Il en résulte 1.° que les
coefficiens des diverses puissances de x dans les dif-
férens termes du polynome f{.r) sont respectivement
égaux aux coefficiens des mémes puissances dans Ja
série dont la somme constitue le second membre de
équation (23), 2.° que dans cette série les coeffi-
ciens des puissances dontI'exposant surpasse le degre
du polynome f(z) se réduisent a zéro. D'ailleurs,
si fon considére un terme de la série dans lequcl
Pexposant » de la variable x surpasse le degré du
polynome f(z), et soit en méme temps égal ou su-
pévieur 4 m, ce terme sera de la forme

(7 ay+pa, ,+...+ lan—mﬂ + kaﬂ-"‘) "

Donc, toutes les fois que la valeur de », étant su-
périeure au degré du polynome f(z), sera de plus
égale ou supérieure au degré m du polynome F(x),
les coefliciens

a,, an—l Yo Gy Ay
se trouveront assujettis a I'équation linéaire

(24) g¢a,+pa,,+..+la,, +ka, ,=o0;
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et par suite, pour une semblable valeur de =, le
cocfficient a, de la puissance z” Sexprimera en
fonction linéaire de ceux des puissances inférieures
prises consécutivement au nombre de m. La série
(18) sera donc Tune de celles que on nomme ré-
currentes. Son échelle de relation se composera des
constantes

k, 1, ..... p, q,
respectivement égales aux coefficiens des diverses
puissances de x dans le polynome F ().

Parmi les séries qui représentent les développemens
des fractions renfermées dans le second membre de
la: formule (17), et qui sont toutes convergentes
dans Je cas ot le module de la variable  reste in-
férieur aux modules des diverses racines de l'équa-
tion (1), l'une au moins deviendrait divergeate, si
le module de la variable venait a surpasser celui de
quelque racine. Par suite la séric (18), toujours
convergente dans le premier cas, sera divergente
dans le second. D'autre part, si lon fait croitre in-
définiment le nombre entier 2, et si 'on désigne
par p, le module du coefficient @, dans la série (1 8),
cette série sera convergente ou divergente [ voyez
le §. 1. ] suivant que le module de « sera inféricur

I

ou supérieur 4 la plus petite des limites de ( fﬂ)‘:.
Comme fes deux regles de convergence que nous
venons d’énoncer doivent nécessairement saccorder
entre elles, on peut conclure que le plus petit des
modules qui correspondent aux racines de l'equa-
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tion (x 5) est précisement egal a la plu.s' petite des

limites de Vexpression (5,)

Lorsque les deux fonctions f(x), F(z) sont
réclles, le coeflicient a, I'est aussi, et son module
., ne différe pas de sa valeur numérique. Si dans la
méme hypothese I'équation F(x)= o n'a que des
racines réelles, la racine qui aura la plus petite
valeur numérique sera, d'aprés ce quon vient de
dire, égale (au signe pres) & la plus petite des

P

limites de (p,) ". Enfin si le rapport con-

r+t

verge vers une limite fixe, on pourra la substituer
[ chap. IT, §. 3, 2. théoréme ] 4 la limite cherchée

de P'expression (f)_;. Cette remarque conduit 2 la
régle qua donnée Daniel Bernoulli pour détermiser
numériquement la plus petite (abstraction faite du
signe ) de toutes les quantités qui représentent les
racines supposées réelles d'une équation algébriqae

§. 3. Sommation des Series récurrentes, et fization
de leurs Termes generaux.

Lorsqu'une série ordonnée suivant les puissances
ascendantes de la variable x est a-la-fois conver-
gente et récurrente, elle a toujours pour somme
une fraction rationnelle. En cffet, soit

(1) a,, a,xr, a,x*, ... azx*, &c...,

T |"I|l!lH".HI""HH"I!I!‘IHIHHl!"!!lPlllll‘rlunnu syrewmar op Co
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une semblable série; et supposons que, pour des
valeurs de n supérieures a une certaine limite, fe
coefficient a, de la puissance " soit déterminé, en
fonction linéaire des coefliciens des puissances infé-
rieures pris en nombre égal & 2, par une équation
de la forme

(2) ‘kayp+le, p.+...+pa, +qa,=o0,

en sorte que les constantes

k, 1, ..... p, g

forment I'échelle de velation de la série. Si 'on mul-
tiplie la somme de cette série, savoir,

a,+ax+axr +&e....

par le polynome

M e g

kx™ +la™ - ... +pr+gq,

le produit obtenu sera la somme d'une nouvelle
série dans laquelle le coeflicient de x", calculé
comme dans le chapitre VI[§. 4, §.° théoréme ],
sévanouira pour des valeurs de » supéricures 2 la
limite assignée. En d'autres termes, le produit dont
il est question sera un nouveau polynome d'un
degré marqué par cette limite. Si Pon désigne ce
nouveau polynome par f(z), on aura

(3) @) = (ka"+la" - prtg)(a, + 0, 240 2+ &e..),
et par suite

S (=)
AT pxtg t

(4) ao+alx+agx.+&c-o — Iﬁxm‘i‘l



o

402 COURS D'ANALYSE. 1." PART. CH. XII.
Donc toute série, qui, ordonnée suivant les- puis-
sances ascendantes et enticres de la variable x, est
a-la-fois convergente et récurrente,, a pour somme
une fraction rationnelle, dont le dénominatcur est
un pelynome dans lequel les puissances successives
de z ont pour coefficiens les différens termes de
Péchelle de relation de la séric.

Lorsquc pour faire connaitre une série récurrente
on donne sculement ses premiers termes, et {'échelle
de relation qui sert 4 déduire des premiers termes
tous ceux qui les suivent, on détermine sans peine,
& l'aide de la méthode que nous venons d'indiquer,
la fraction rationnelle qui représente fa somme de
la séric dans le cas on elle demeure convergente.
Cette fraction rationnelle étant calculée, on pourra
[ui substituer une sonmme de fractions simples aug-
mentée, sil y a lieu, d'une fonction entiére de ia
variable z; et, si Ton cherche ensuite les séries ré-
currentes qui, pour des valeurs de x convenable-
ment choisies , expriment les développemens des
fractions simples dont il s'agit, on obtiendra, en
ajoutant les termes géncraux de ces mémes séries,
le terme général de la série proposée.

W, ST OT IS
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NOTES.

NOTE I~

Sur la Théorie des Quantités positives el negalives.

Sna—

ON a beaucoup disputé sur la nature des quantités
positives ou négatives, et Fon a donné i ce sujet diverses
théories. Celle que nous avons adoptée [ voyez les Pré-
Jiminaires , pages 2 et 3 ] nous parait la plus propre 2
éclaircir toutes les difficultés. Nous allons d'abord la rap-
peler en peu de mots. Nous montrerons ensuite comment
T'on en déduit la régle des signes.

De méme qu'on voit ['idée de nombre naitre de fa me-
sure des grandeurs, de méme on acquiert I'idée de quan-
tité (positive ou négative ) lorsque l'on considére chaque
grandeur d'une espéce donnée comme devant servir i
{'accroissement ou & la diminution d'une autre grandeur
fixe de méme espéce. Pour indiquer cette destination,
on représente les grandeurs qui doivent servir d'accrois-
semens par des nombres précédés du signe -, et fes
grandeurs qui doivent servir de diminutions par des
nombres précédés du signe —. Cela posé , les signes -
ou — placés devant les nombres peuvent étre comparés,
suivant la remarque qui en a été faite *, a des adjectifs
placés auprés de leurs substantifs. On désigne les nombres

* Transactions philosophiques , année 1806.
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précédés du signe ~+ sous le nom de quantite's positives,
et les nombres précédés du signe — sous le nom de
quantités negatives. Enfin Ton est convenu de ranger
les nombres absolus qui ne sont précédés d'aucun signe
dans la classe des quantités positives ; et clest pour cette
raison qu'on se dispense quelquefois d'ccrire le signe -+
devant les nombres qui doivent représenter des quantitcs
de cette espece.

En arithinétique , ot opére toujours sur des nombres
dont la valeur particuliére est connue, et qui sont par
conséquent donnés en chiffres; tandis que dans T'algebre,
ou f'on considére les propriétés générales des nombres ,
on représente ordinairement ces mémes nombres par des
lettres. Une quantité se trouve alors exprimée par une
lettre précédée du signe + ou —. Au reste, rien
n'empéche de représenter les quantités par de simples
lettres aussi bien que les nombres. Cest un artifice qui
augmente les ressources de I'analyse ; mais lorsqu'on veut
en faire usage, il est nécessaire d'avoir égard aux con-
ventions suivantes.

Comme , dans le cas ol la lettre A représente un
nombre, on peut, d'aprés ce qui a été dit ci-dessus, dé-
signer la quantité positive dont la valeur numérique est
€gale 2 A, soit par -+ A, soit par A seulement , tandis
que — A désigne la quantité opposée , Cest-a-dire, la
quantité négative dont 4 est fa valeur numerique : ains,
dans le cas ot la lettre a représente une quantité, T'on
regarde comme synonymes les deux expressions a et +a,
et fon désigne par —a la quantité opposee.

D’apres ces conventjons, si I'on représente par A soit
un nombre, soit une quantité quelconque, et que l'on fusse

a==-+A4, b=—4,

NIRRT |||llmunlmlﬂﬂulm‘mmnumnnnnrnmnu Pirkotg: F o0 [
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on- aura
‘=4 A, +b=—-A,
—_—a=—— A, — b=+ A

Si dans les quatre dernitres équations F'on remet pour @
et b leurs valeurs entre parcnthiscs, on obticudra les
formules

)

Dans chacune de ces formules le signe du second membre
est ce qu'on appelle le produit des deux signes du premier.
Multiplier deux signes I'un par fautre, c'est former leur
produit. L'inspection seule des équations (1) suflit pour
établir la régle des signes, comprise dans le théoréme que

+(+A)=+A, +(—A)=—4,

—( Ay =—A, —(—A) =,

je vais énoncer.

1. TBEOREME. Le prodiit de deux signes sem-
blables est toujours +, et le produit de deux signes
opposes est toujours —.

Il suit encore des mémes équations que le produit de
deux signes, lorsque I'un des deux est —+, reste égal &
lautre. Si donc I'on a plusicurs signes 2 multiplier entre
eux , ort-pourra faire abstraction de tous les signes -+. De
cette remarque on déduit facilement les propositions sui-
vantes.

9.° THEOREME. St lon multiplie plusicurs signes
les uns par les autres dans un ordre quclcongue, le
produit sera tonjours -, lorsque les signes — seront
en nombre pair, et le produit sera —, dans le cas
eontraire.

3.° Tuiorimr. Le produit de tant de signes que
Von voudra veste le méme , dans quelque ordre quon

les multiplie.
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Une conséquence immédiate des définitions qui préce-
dent, cest que Ia multiplication des signes n'a aucun
rapport avec la multiplication des nombres. Mais on n'en
sera point étonné, si 'on observe que la notion du produit
de deux signes se présente des les premiers pas que l'on
fait en analyse, puisque dans I'addition ou la soustraction
d'un monome on multiplie réellement le signe de ce mo-
nome par le signe + ou —,

En partant des principes que nous venons d'établir ,

on levera facilement toutes les difficultés que peut offrir

T'emploi des signes —+ et — dans les opérations de lal-
gebre et de la trigonométrie. Seulement il faudra distin-
guer avec soin les opérations relatives aux nombres de
celles qui se rapportent aux quantités positives ou néga-
tives. On devra sur-tout s'attacher 4 fixer d’'une maniere
precise le but des unes et des autres, a définir leurs ré-
sultats, et 3 en montrer les propriétés principales, Clest
ce que nous allons essayer de faire en peu de mots, pour
les diverses opérations que 'on a coutume d'exécuter.

ADDITION ET SOUSTRACTION.

SOMMES ET DIFFERENCES DES NOMBRES. Ajouter au
nombre A le nombre B, ou, en dautres termes, faire
subir au nombre A4 T'accroissement —+ B, clest ce qu'on
appelle faire une addition arithmetique. Le résultat de
cette opération sappelle somme. On Tindique en placant
a la suite du nombre 4 son accroissement —+ B , amsi
qu'il suit :

A+ B.
On ne démontre pas, mais on admet comme évident, que
la somme de plusicurs nombres reste la méme dans

TN l|mmmnmmmnm‘nm-lwmnvml'r'"""" AL L !
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quelque ordre qu’on les ajouts. Cest un axiome fonda-
mental sur lequel reposent Tarithmétique , l'algebre , et
toutes les sciences de calcul,

La soustraction arithmétique est I'inverse de addi-
tion. Elle consiste a retrancher d'un premier nombre A
un second nombre B, c'est-a-dire, a cherclier un troisieme
nombre C qui, ajouté au second , reproduise le premier.
Clest-la aussi se qu'on appelle faire subir au nombre 4 la
diminution — B. Le résultat de cette opération se nomme
différence. On 'indique en plagant a la suite du nombre
A la diminution — B, ainsi qu'il suit,

A — B.

Quelquefois on désigne la différence 4 — B sous le nom
dexces, ou de reste, ou de rapport arithmctique entre
les deux nombres A4 et B.

SOMMES ET DIFFERENCES DES QUANTITES. Nous avons
expliqué dans les préliminaires ce que c'est qu'ajouter
deux quantités entre elles. En ajoutant plusieurs quantitcs
les unes aux autres, on obtient ce qu'on appelle leur
somme. Il est facile de démontrer, en sappuyant sur
Faxiome relatif & I'addition des mombres, la proposition
suivante.

4.° THEOREME. La somme de plusieurs quantites
reste la méme , dans quelque ordre qu’on les ajoute.

On indique la somme unique de plusieurs quantités par
Ia simple juxta-position des lettres'qui représentent soit leurs
valeurs numeériques, soit les quantités elles-mémes, chaque
lettre étant précédée du signe qu'elle doit avoir pour rester
ou devenir propre 4 exprimer la quantité éorrespondante.
Les différentes lettres peuvent dailleuts étre disposées
dans un ordre quelconque; et il est permis de supprimer
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le signe + devant la premitre lettre. Considérons , par
exemple, les quantités

8, b, ¢, csii=f, =g, =k, .....
Leur somme pourra étre représentée par T'expression
a—-f—g+b—AtcH4&e.....
Dans une semblable expression, chacune des quantités
a, b, ¢, ... ~f, —g, ~h, &ec...

est ce qu'on appelle un monome. L'expression elle-méme
est un polynome dont les monomes en question sont les
différens termes.

Lorsqu'un polynome renferme seulement deux, trois,
quatre .... termes , il prend le nom de binome, trinome,
guadrinome, .....

On prouve aisément que deux polynomes dont tous les
termes sont dgaux et de signes contraires, représentent
deux quantités opposées.

La différence entre une premiére quantité et une
seconde, C'est une troisi*me quantité qui, ajoutée i fa
seconde, reproduit fa premiére. En partant de cette défi-
nition, on démontre que , pour soustraire d’une premicre
quantitc a une seconde quantité &, il suffit d'ajouter
a la premiére la quantile opposée d b, c’est-a-dire,
—b. On en conclut que la différence des deux quantités
a et b doit étre représentée par

a—b.

Nota. La soustraction étant ['inverse de I'addition peut
toujours s'indiquer de deux maniéres. Ainsi, par exemple,
pour exprimer que la quantité ¢ est la différence des deux
quantités @ et b, on peut écrire indifféremment

a—b=—c ou a=—b-oc
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MULTIPLICATION ET DIVISION.

PRODUITS ET QUOTIENS DES NOMBRES. Muliiplier le
nombre A par le nombre B, c'est opérer sur le nombre
A précisément comme on opére sur Iunité pour obtenir
B. Le résultat de cette opération est ce qu'on appelle le
produit de A par B. Pour bien comprendre la défini-
tion précédente de la multiplication, il faut distinguer
différens cas suivant I'espece du nombre B. Or ce nombre
peut étre tantét rationnel, c'est-2-dire, entier ou fraction-
naire,, tantot irrationnel, c'est-a-dire, non rationnel.

Lorsque B est un nombre entier , il suffit, pour ob-
tenir 8, d'ajouter 'unité plusieurs fois de suite a elle-
méme. 1l faudra donc alors, pour former le produit de 4
par 8, ajouter le nombre A i lui-méme un pareil nombre
de fois, c'est-a-dire, faire la somme d'autant de nombres
égaux 2 4 qud y a d'unités dans B.

Lorsque B est une fraction qui a pour numérateur m,
et pour dénominateur 7, Fopération , par laquelle on par-
vient au nombre B, consiste & partager l'unité en n parties
égales, et & répéler m fois le résultat trouvé. On obtien-
dra donc alors le produit de 4 par B, en partageant le
nombre A en » parties égales, et répétant I'une de ces
parties m fois,

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en’ob-
tenir en nombres rationnels des valeurs de plus en plus
approchées. On fait voir aiscment que dans la méme hy-
potheése le produit de A4 par les nombres rationnels dont
il s'agit sapproche de plus en plus d'une certaine limite.
Cette limite sera le produit de 4 par B. Si I'on suppose,
par exemple, B— o, on trouvera une limite nulle, et
lon en conclura que le produit d'un nombre quelconque
par zéro s'évanouit,
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Dans la multiplication de 4 par B, le nombre A sap-
pelle multiplicande , et le nombre B multiplicateur.
Ces deux nombres sont aussi désignés conjointement sous
le nom de facteurs du produit.

Pour indiquer le produit de A par B, on emploie
indifféeremment Tune des trois notations suivantes :

BxA, B.A, BA

Le produit de plusieurs nombres reste le méme dans
quelque ordre qu'on les multiplie. Cette proposition ,
lorsqu'il s'agit de deux ou trois facteurs entiers seulement,
se déduit de l'axiome relatif a2 l'addition des nombres.
On peut ensuite la démontrer successivement, 1.° pour
deux ou trois facteurs rationnels; 2.° pour deux ou trois
facteurs irrationnels ; 3.° enfin pour un nombre quel-
conque de facteurs rationnels ou irrationnels.

Diviser le nombre A par le nombre B, c'est chercher
un troisitme nombre dont le preduit par B soit égal a 4.
L opération par laquclle on y parvient sappelle division,
et le résultat de cette opération quotient. De plus, le
nombre A prend le nom de dividende , et le nombre B
celui de diviseur.

Pour indiquer le quotient de 4 par B, on emploie
volonté 'une des deux notations suivantes

4, A:B
Quelquefois on désigne le quotient A : B sous le nom
de rapport ou raison géométrigue des deux nombres 4
et B.

Légalité de deux rapports géométriques A:B,C:D,
ou, en dautres termes, I'équation

A:B=C:D

ARG AR DA LT L AL LA L] mm\uumutlnnrumuu sqieupgr: F 4 o
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est ce qu'on appelle une proportion geometrique. Ordi-

nairement au lieu du signe =— on emploie le suivant ::
qui a la méme valeur, et I'on écrit
A:B::C: D

Nota. Lorsque B est un nombre entier, diviser 4 par
B, clest, d'apres la définition, chercher un nombre qui
répété B fois reproduise 4. Cest donc partager le nombre
A en autant de parties égales qu'il y a d'uhités dans B.
On conclut facilement de cette remarque que, si m et »
désignent deux nombres entiers, la n.™* partie de {'unité
devra étre représentée par

T

n b4

et [a fraction, qui a pour numeérateur m, et pour déno-
minateur 72, par

”n x —

n

Telle est, en effet, la notation par laquelle on doit nats-
rellement désigner la fraction dont il sagit. Mais, comme

on prouve aisément que le produit m x — est équivalent
. td . . N m . ’
au quotient de m par n, Cest-a-dire, 3 —, il en résulie
n
que la méme fraction peut étre représentée plus simple-

ment par la notation

m

T .

PRODUITS ET QUOTIENS DES QUANTITES. Le produit
d'une premiére quantité par une seconde, est une troi-
si¢me quantité qui a pour valeur numérique le produit des
valeurs numériques des deux autres, et pour signe le pro-
duit de leurs signes. Multiplier deux quantités I'une par
l'autre, c'est former leur produit. L'une des denx quantités
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sappelle multiplicateur , Vautre multiplicande, et toutes
les deux conjointement facteurs du produit.

Ces définitions étant admises, on ¢tablira facilement fa
proposition suivante.

5.° THEOREME. e produit de plusicurs quantités
reste le méme, dans quelque ordre qu’on les multiplie.

Pour démontrer cette proposition, il sullit de com-
biner {a proposition semblable relative aux nombres avec
le 3.° théoreme relatif aux signes [ voyez ci-dessus, page
4os51.

Diviser une premiére quantité par une seconde, c'est
chercher une troisicme quantit¢ qui multiplice par fa se-
conde reproduise la premicre. L'opération par laquelle on
y parvient sappelle division ; la premicre quantité divi-
dende , la seconde divisenr, et le résultat de Popération
quotient. Quelquefois on désigne le quotient sous le nom
de rapport ou raison glomdirique des deux quantités
données. En partant des définitions précédentes , on
prouve facilement que le quotient de deur quantités a
pour valeur numcrique le quotient de leurs valeurs nu-
meriques, et pour signe le produit de leurs signes.

La multiplication et la division des quantités s'indi-
quent tout cemme la multiplication et la division des
nombres.

Nous dirons que deux quantités sont Zrverses 'une de
Yautre, lorsque le produit de ces deux quantités sera I'u-
nité. D'apres cette définition, la quantité @ aura pour
mverse :— , et réciproquement.

On a remarqué plus haut que ce qu'on appelle fraction
en arithmétique est égal au rapport ou quotient de deux
nombres entiers. En algébre, on désigne aussi sous le nom
de fraction le rapport ou quotient de deux quantités quel-
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conques. Si donc a et b représentent deux quantités, feux
a . ’ .
rapport - sera une fraction algébrique,

Nous observerons encore que la division, étant une opé-
ration inverse de la multiplication, peut toujours s'indiquer
de deux maniéres. Ainsi, par exemple, pour exprimer que
fa quantité ¢ est {e uotient de deux quantités a et b, on
peut écrire indifléremuent

, = ¢, ou a="hbec

Les produits et quotiens de nombres et de quantités
jouissent de propriétés générales auxquelles on a souvent
recours. Nous avons déju parlé de celle qu'a tout produit
de rester le méme, dans quelque ordre que F'on multiplie
ses facteurs. [Yautres propriétés non moins remarquables
se trouvent comprises dans les formules que je vais écrire.

Soient

, PR
a, b,e, ... k;a, b, ...;a,b, ...; &...

plusieurs suites de quantités positives ou négatives. On
aura, pour toutes les valeurs possibles de ces mémes quan-
tités ,

! k(evbtc—+...)=ka+hbake+ ...,

a4-btc4...... _a b c
% =Tty Tt
O S
kb
a a a
g (+)

Les quatre formules qui précedent donnent lieu & une foule
de conséquences qu'il serait rop long d'énumérer ici en
détail. On conclura, par exemple, de la troisieme for-
mule 1.° que les fractions
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a ka

Y
sont égales entre elles, a, b, k désignant des quantités
quelconques ; 2.° que la fraction < a pour inverse —:— H
3.° que,, pour diviser une quantité X par une autre
quantité a, il suffit de multiplier & par la quantité in-
verse de a, clest-d-dire, par —.

ELEVATION AUX PUISSANCES : EXTRACTION
DES RACINES.

PUISSANCES ET RACINES DES NOMBRES : EXPOSANS
posiTiFs. Elever le nombre A i la puissance marquée
par le nombre B, c'est chercher un troisitme nombre
qui soit formé de A4 par la multiplication, comme B est
formé de ['unité par i'addition. Le résultat de cette opé-
ration faite sur le nombre A est ce qu'on appelle sa puis-
sance du degré B. Pour bien concevoir la définition pre-
cédente de l'élévation aux puissances, il faut distinguer
trois cas, suivant que le nombre B est entier, fraction-
naire ou irrationnel.

Lorsque B désigne un nombre entier , ce nombre est
la somme de plusieurs unités. La puissance de 4, du degré
B, doit dong alors étre le produit dautant de facteurs
égaux 2 4, qu'il y a d'unités dans B.

Lorsque B représente une fraction — ('m et n étant
deux nombres entiers) , il faut, pour obtenir cette frac-
tion, 1.° chercher un-nombre qui répété n fois repro-
duise T'unité; 2.° répéter m fois le nombre dont il s'agit.
1l faudra donc alors, pour obtenir la puissance de 4, du

degré =, 1.° chercher un nembre tel que la multipli-
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cation de » facteurs éganx & ce nombre reproduise A,
2.° former un produit de m facteurs égaux a ce méme
nombre. Quand on suppose en particulier m=1, la
puissance de A4 que I'on considere se réduit 3 celle du
degré %, et se trouve déterminée par la seule condi-
tion, que le nombre A soit équivalent au produit de 7
facteurs égaux a cette méme puissance.

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en eb-
tenir en nombres rationnels des valeurs de plus en plus
rapprochées. On prouve facilement que dans [a méme hy-
pothése les puissances de A marquées par les nombres
rationnels dont il s'agit sapprochent de plus en plus d'une
certaine limite. Cette limite est la puissance de 4, du
degré B.

Dans l'elévation du nombre 4 3 Ia puissance du degré
B, le nombre 4 sappelle racine, et le nombre B, qui
marque le degré de la puissance, exposant. Pour repré-

senter fa puissance de 4 du degré B, on se sert de la
motation suivante

A5

Diapres les définitions qui précedent, l+ premiére puis-
sance d'un nombre n'est autre chose que ce nombre lui-
méme. Sa seconde puissance est le produit de denx fac-
teurs égaux i ce nombre, sa troisicme de trois scmblables
facteurs, et ainsi de suite. Des considérations géométriques
ont conduit a désigner la seconde puissance sous e nom
de carré, et la troisitme sous le nom de cube. Quant a
{a puissance du degré zéro, elle sera la limite vers laquelle
converge la puissance du degré B, tandis que le nombre B
décroit indéfiniiment, Il est aisé de faire voir que cette limite
se réduit 2 ['unité ; d'ou i] résulte qu'on a en général



i

“

-
—
(=]

NOTE 1™
A =1,

Nous supposons toutefois que la valeur du nombre 4
veste finie et differe de zéro.

Exzxtraire du nombre A4 la racine marquée par le
nembre B, cest chercher un troisi>me nombre qui, élevé
a la puissance du degré B, reproduise 4. L'opération, par
laquelle on y parvieat, s'appelie extraction, et le résultat
de l'opération est la racine de 4, du degré 8. Le nombre
B, qui marque le degré de la racine, sz nomme indice.
Pour la représenter, on se sert de la notation suivante

8
VA
Les racines du second et du troisitme degré sont ordinai-
rement désignées sous le nom de racines carrées et cubi-
ques. Lorsqu'il s'agit d'une racine carrée, on se dispense
presque toujours d'écrire au-dessus du signe / l'indice 2
de cette racine, Ainsi les deux notations
- -
VA4, V4
doivent étre considérées comme équivalentes.

Nota. L'extraction des racines des nombres, étant l'in-
verse de leur élévation aux puissances, peut toujours étre
indiquée de deux maniéres. Ainsi, par ezemple, pour ex-
primer que le nombre C est égal 4 la racine de 4, du
degré B, on peut écrire & volonté

8,
A=C*? cu C= A

Remarquons encore qu'en vertu des définitians , si l'on
désigne par z un nombre entier queiconque ; A4 sera un
nombre tel que la multiplication de n facteurs ézaux a

ce nombre reproduise A, En d'autres termes, on aura

1

(A;)-=Al
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d'ou Ton canclura
l’( n
A" = /4.
Ainsi, lorsque n est un nombre entier | la puissance de
A, du degré — , et a racine #.™ de A4 sont des expres-
sions équivalentes. On prouve facilement qu'il en est de
méme dans le cas oi I'on remplace le nombre entier n
par un nombre quelconque.
PUISSANCES DES NOMBRES' : EXPOSANS NEGATIFS.

Elever le nombre 4 i la puissance marquée par lexpo-

sant négatif — B, c'est diviser l'unité par 4. La valeur
de.T'expression

A%
se trouve donc déterminée par I'équation

A7 =

“

?

quon peut ausst mettre sous la forme
A2 4-8 — .

Par suite, si lon éléve un méme nombre & deux puis-
sances marquées par deux quantités opposées , on ob-
tiendra pour résultats deux quantités positives inverses
F'une de l'autre.

PUISSANCES ET RACINES REELLES DES QUANTITES.
Si, dans les définitions que nous avons données des puis-
sances et racines des nombres correspondantes  des ex-
posans, ou entiers, ou fractionnaires, on substitue le mot
de quantités a celui de nombres, on obtiendra les défi-
nitions suivantes pour les puissances et racines réelles des
quantités.

Elever la quantité a a la puissance reelle du degré
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m [ m étant un nembre entier |, C'est former le produit
dautant de factcurs égaus i a quil y a d'unités dans m.
Elever la quantité a & la pyissance rcelle du degré —
{m et n étant deux nombres entiers ], c'est ((en supgo-
sant, pour éviter toute incertitud®, fa fraction = réduite
2 sa plus simple expression) former un produit de m
factéurs égaux ‘et tellement choisis que la ».™* puissance
de chacun d'eux soit équivalente & la quantité a.
Extraire de 1a quantité a la racine réelle du degre -

ou =, Cest chercher une nouvelle quantité qui, élevée
n

a fa puissance réelle du degré m ou =, reproduise @.
[Daprés cette définition, la 2.7 racine réelle d'une
quantlte est évidemment la méme chose que sa puissance

réelle du degré —~. De plus, on prouvera factlement que

fa racine du degré -:'— équivaut a fa puissance du degré .”'.“}"_
n

Enfin, élever la quantité e a'la puissance réelle du

degré —m ou — —':- , c'est diviser 'unité par cette méme

quantité a élevée a la puissance réelle du degré m ou l

Dans les opérations dont on vient de parler, le nombre
ou la quantité qui marque le degré d'une puissance réelle
de a sappelle Texposant de cette puissance, tandis que
Je nombre qui marque le degré d'une racine réelle se
nomme l'indice de cette racine.

Toute puissance de a, qui correspond a un exposant
dont la valeur numérique est entiere, c'est-a-dire, a un
exposant de la forme —+m ou — m [ m représentant un
nombre entier |, admet une valeur unique et réelle que

l'on désigne par la notation

a™ ou a”

SRLL AU "'"”"!""m""l!ltl""mv-mmnwnnrnmuu Vewens oy ,
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Quant sux racines, et quant aux puissances dont fa
valeur pumérique est fractionnaire , elles peuvent ad-
meltre ou deux valeurs réelles, cu une seule valeur réelle,
ou n'eit admettre  aucune. Les valeurs réelles dont il est
ici question sont nécessairement  des quantités positives
ou des quantités négatives. Mais, outre ces quantités, on
emploie encore en algebre des symboles qui, n'ayant au-
cune signification par eux-mcmes , recoivent nganmoins,
a cause de leurs propriétés, les noms de puissances et
de racines. Ces symboles sont du nombre des expressions
algébriques auxquelles on a” donné le nom d'imaginaires,
par opposition a celui d'expressions réelles, qui ne sap-
plique jamais qu"h des nombres ou a des quantités,

Cela posé, il résulte des principes établis dans le cha-
pitre VII que la racine n.™ d'une quantité quelconque
a, et ses puissances des degrés Z, — = [#n étant un
nombre entier, et 1 une fraction irréductible ] admet-
tent chacune % valeurs distinctes réelles ou imaginaires.
Conformément aux notations adcptées dans Ic méme cha-
pitre, on désignera 'une quelconque de ces valeurs, s'if
s'agit de la racine 2.™, par la notation

! 1
Wa = ((a))",
et, sl Sagit de la puissance qui a pour exposant - ou

— =, par [a notation

(a)" ou ((a)) .

¥
Ajoutons que l'expression ((&))" est comprise eomme

a)§

E
cas particulier dans I'expression plus générale ((a)) " ; et
quen appelant A [a valeur numérique de a on trouvera
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pour les valeurs réelles des deux expressions

{a))™, ((a) "
1.*, si n désigne un nombre impair,

+ A ",

ﬂli

a étant = ~ A ,....+ A
— A

a étant =—= — A .

2.*, si n désigne un nombre pair )
m

céant= 4 ALk A7, £ AT
Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a negatxf toutes
les valeurs de chacune des expressions ((a))”, ((@)) "
deviennent imaginaires.
Si T'on fait varier la fraction - de maniere qu'elle sap-

proche indéfiniment d’'un nombre irrationnel B, le déno-
minateur 7 croissant alors au-delad de toute limite assi-
gnable, il en sera de méme du nombre des valeurs ima-
ginaires qu'obtiendra chacune des expressions

(a)*, (a)

Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notations

B -8
a)®, ((a))™*,
ou, si l'on fait 5 =— == B, la notation
f
((a))*,
2 moins de considérer une semblable notation comme
propre i représenter une infinité d'expressions imaginaires.

Pour éviter cet inconvénient, nous n'emploierons jamais
Yexpression algébrique

(a )t
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dans le cas o1 la valeur numérique de b sera irrationnelle.
Seulement, dans cette hypothese, lorsque @ obtiendra
une valeur positive +4, on pourra faire usage de la no-
tation
e’ ou (a)t,

que on devra considérer comme équivalente &
+ A*

[ voyez le chapitre VI, §. 4].

Les puissances de nombres et de quantités jouissent de
plusieurs propriétés remarquables qu'il est facile de dé-
montrer. Nous citerons entre autres celles qui se trouvent
comprises dans les formules que je vais écrire.

Soient a, a', a”,... b, b', b", ... des quantités quel-
conques positives ou négatives, A4, A, A", ..... des
nombres quelconques, et m, m', m”, ..... des nombres
entiers. On aura

Ab AP A . == ABEEIHE e
(3) { A+A 45 ... = (A4 A A4"...)°%
(ABY = 445 ;
atm.a*m'.a*m“..... == gEMEM EM L. ( chacun des

nambres m, m', m*, ... devant &ure affect¢ du méme signc dans

{es deux membres ),

(4) e a™, a™ ..., = (aarar,.,.)",
a7 g™ g™ ... = (aaras....)"",
(aM)m' ___(a.-M)_ml — g™™

_— - »

(@™)~™ = (a=®)" = ="

Les formules (3) et (4) donnent lieu 4 une foule de con-
séquences, parmi lesquelles nous nous contenterons d’in-
diquer la suivante. On tire de la seconde des formules (3)

A‘(—})‘: 1= ;
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et Ton en conclut

L
A T Al
Donc, si lon éléve deux quantités positives inverses

Tune de Fautre 2 upne méme puissance, les résultats
seront’encore deux quantités inverses.

FORMATION DES EXPONENTIELLES ET
DES LOGARITHMES.,

Lorsque dans I'expression 4% on regarde le nombre
A comme fixe, et fa quantité z comme variable, I puis-
sance A* prend le nom dexponentielle. Si, dans fa
méme hypothese, on a, pour une valeur particuliere de z,

A* =B,
cette vajeur particuliere sera ce qi'on appelie lo loga-
rithme du nombre B dans le’systeme dont la base cst A.
On indique ce logarithime en placant devant e nambyre la
lettre initiale £ ou L, ainsi qu'il suit
{(B)y ow L(R).

Toutefois, comme une semblable notation ne fiit pas
connattre fa base du systeme de logarithmes auquel elle
se rapporte , il est indispensable d'énoncer dans le dis-
cours la valeur de cette base. Cela posé, si fon se sert
de la caractéristique Lo pour désigner les logarithmes pris
dans le systeme dont la base est A, l'équation.

A* = R
entrainera la survante
x =— L(B).

Quelquefais, lorsquon doit treiter en méme temps des
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Iogarithmes pris dans différens syétémes , on distingte fed
uns des autres a ['aide dun oy plusieurs gccens placés a
la droite de la lettre L, et Ton désigne en conséquence
par cette letire dépourvue d'accens les logarithmes dun
premier systéme , par la méme lettre suivie d'un seul
accent les logarithmes d'un second systéme, &c....

En sappuyant sur les définitions qui précedent et sur
les propriéiés générales des puissances des nombres, on
reconnaitra facilement, 1.° que l'unité a zéro pour loga-
rithme dans tous les systémes; 2.° que dans tout systéme
de logarithmes dont la base surpasse I'unité, tout nombre
supérieur i 'unité a un fogarithme positif, et tout nombre
inférieur & l'unité un logarithme négatif ; 3.° que dans
tout systeme de logarithmes dont Ja base est au«dessous
de l'unité, tout nombre inférieur a I'unité a un logarithme
positif, et tout nombre supérieur  'unité un logarithme
négatif; 4.° enfin que, dans deux systémes dont les bases’
sont inverses I'une de lautre , les logarithmes d'un méme
nombre sont égaux et de signes contraires. De plus, on
démontrera sans peine les formules qui établissent les
propriétés principales des logarithmes, et parmi lesquelles
on doit remarquer celles que je vais écrire.

Si 'on désigne par B, B', B", .... C des nombres
quelconques , par les "caractéristiques L, L' des loga-
rithmes pris dans deux systemes différens dont les bases
soient A, A', et par k une quantité quelconque positive
ou négative, on aura

L(BEB..)=L(B)+L(BY+L(B")...,
L(BYy = kL(B),
(s) Brle) _ qun.sle) o ous),

r(ey __ 1 (€)
OO N
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On tire de Ia premiere de ces formules

LB)+L(--)=L(1)=o,
et par suite

L(—;—):——-L(B);

d'o o résulte que deux quantités positives inverses ['une
de lautre ont des logarithmes égaux et de signes con-
traires. Ajoutons que la gquatrieme formule peut facilement
se déduire de [a seconde. En effet, supposons que la quan-
tité A représente le logarithme du nombre C dans le
systeme dont la base est B. On aura
C = B*,
ot par stite
L(C)=kIL{B), L'(C)=kL'(B),
d'out I'on conclura immédiatement
EO) KO

kB T e T
On peut remarquer encore que, si Yon prend B=4 , on
tirera de la quatrieme formule [ i cause de L(4)=1]

L'(C)y=L'(A4).L(C),
ou, en faisant, pour abréger, L' () =p,

L'{C) = nL(C).
Ainsi, pour passer du systeme de logarithmes dont la base
est A, a celui dont fa base est 4', il suffit de muttiplier
les. logarithmes pris dans le premier systeme par un cer-
tain coefficient s égal au logarithme de A pris dans le
second systeme.

Les logarithmes dont nous venons de parler sont ceux

INTTRIN |"llllll!"'"l"!'!"l"l!"‘lvllunHv!lllﬂ“nrn--.u-- Criemmaes 6w



NOTE L™ 425

qu'on nomme logarithmes réels, parce quiils se réduisent
tdujours a des quantités positives ou négatives. Mais,
outre ces quantités, il existe des expressions imaginaires
qui ont également recu, a cause de leurs propriétés, le nom
de logarithmes. Nous renvoyons sur ce sujet au chapitre
X, dans lequel nous avons exposé la théorie des loga~
rithmes imaginaires.

FORM 4TION DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES
ET DES ARCS DE CERCLE.

Nous avons remarqué dans les préliminaires quune
tongueur comptée sur une ligne droite ou courbe peut
étre représentée lantot par un nombre , tantot par une
quantité , suivant qu'on a simplement égard & la mesure
de cette longueur, ou qu'on la considére comme devant
étre portée sur la ligne donnée dans un sens ou dans un
autre, & partir d'un point fixe que Yon nomme origine ,
pour seivir soit 4 Faugmentation, soit a la diminution
d'une autre longueur constante abeutissant & ce point.
Nous avons ajouté que dans un cerele, dont le plan est
supposé vertical, on fixe ordinairement l'origine des arcs
# lextrémité du rayon tiré horizontalement de gauche a
droite, et qua partir de cette origine les arcs se comp-
tent positivement ou négativement suivant que, pour les
décrire, on commence par s'élever au-dessus d'elle ou par
sabaisser au-dessous. Enfin, nous avons indiqué les ori-
gines de plusieurs lignes trigonométriques qui correspon«
dent 2 ces mémes arcs dans le cas ou le rayon du cerelé
se réduit 2 Funité. Nous allons revenir un instant sur cet
objet, et compléter les notions qui sy rapportent.

D'abord on établira facilement, 2 égard des longueurs
compltées sur une méme ligne droite ou courbe 2 partir
d'une onigine donnée, les propositions suivantes.
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6.° THEOREME. Soient a, &, c..... des quaniités
quelconques positives ou negatives, Pour obtenir skr
une ligne droite ou courbe l'extrémite de la longueur

comptée a paréir d'une origine donnce dans le sens
déterminé par le signe de la quantité
a—4 b -+ .....,

tl suffira de porter sur cette ligne, 1.’ la longueur
@ partir de Porigine, dans le sens déterminé par le
signe de a, 2. la longueur & G partir de Uextrémite de
a, dans le sens délerminé par le signe de b, 3. la lon-
gueur ¢ a partir de Uextremite de b, dans le sens de-
terminé par le signe de c, et ainsi de suite.

7.¢ THEOREME. Soient a et b deux qqantite’s quel-
conques. Supposons de plus que l'on porte sur une
ligne droite ou courbe el a partir d'une origine don-
nce , 1.* une longueur égale a la valeur numerique de
a, dans le sens déterminé par le signe de a, 2.° une
longueur égale d la valeur numérique de b, dans le
sens déterminé par le signe de b. Pour passer de
lextrémite de la premiére longueur a celle de la se-
conde , ou réciproquement , en sutvant la ligne que
lon considére , il suffira de parcourir une troisiente
longueur cgale a la valeur numerique dela différerce
a— 67

8. THEOREME. Les mémes choses étant posdes que
dans le theoréme precédent, Uextrémite de la longueur
représentée par

a4 &
2

sera sur la ligne donnée un point situc o distances
cgales des extremites des longueurs a et b [ les dis-
tances etant bon’zpla’cs sur la ligne elle-méme .
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Appliquons maintenant ces théoretnes aux arcs mesures
sur Ia circonférence d’'un cercle dont le plan est vertical ,
et dont le rayon équivaut a l'uniié, l'origine des arcs
étant fixée a lextrémité du rayon tiré horizontalement de
cauche i droite. Si ['on désigne par =, suivant I'usage, le
rzpport de fa circonférence au diametre, je diamétre étant
ézal 2 2 la circonférence entiere se trouvera exprimée
par le nombre 27, la moitié de la circonférence par le
nombre 7, et le quart par % Si 3 de plus, on désigne
par @ un arc quelconque positif ou ndgatif, on conclura
du 6.° théoreme que , pour obtenir l'extrémité de I'arc

a -y 2mwmr ou a4 — mnw

| m étant un nombre entier |, il fawt porter sur la circon-
{érence , a partir de Vextrémité de l'arc «, soit dans le
sens des arcs positifs , soit dans le sens des arcs néga-
tifs, une longueur égale & 2m=, c'est-a-dire , parcourir m
fois fa circonférence entiére dans un sens ou dans Fautre ;
ce qui ramenera nécessairement au point d'ot Ton était
parti. I en résulie que les extrémités des arcs

a et aXx2mn
coincident.
On conclura.galement du 6.° ou du %.* théoreme ,
1.° que les extrémités des aves
« e at =

comprennent entre elles un arc égal a =, et se confondent
par conséquent avec les extrémités d'un méme diamétre;
2.° que fes extrémités des ares
L x
a et ak_
2

comprennent entre clles un quart de circonférence , en
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sorte qu'elles coincident avec les extrémités de deux rayons
perpendiculaires 'un & Yautre.

Enfin on conclura du 8.¢ théoreme, 1.° que les extré-
mités des arcs

a et ®*¥-—a

sont situées a égales distances de I'extrémité de Fare

n

2 k4
et par conséquent placées symétriquement de part et

dautre du diamétre vertical; 2.° que les extrémités des
arcs

a ¢ ——ag
2

sont situées a égales distances de extrémité de Farc %
Les arcs #-—a et —:—- ~—a, dont il est ici question, sont
respectivement appelés le supplément et le complement
de l'arc a. En dautres termes , deux arcs représentés par
deux quantités @ et b sont supplémens ou complémens
un de 'autre suivant que Ton a

a4+b—x ou a+b="
2

Puisque les angles au centre qui ont pour coté com-
mun le rayon mené par lorigine des arcs croissent ou
diminuent proportionnellement aux arcs qui feur servent
de mesure, et que ces angles eux - mémes peuvent étre
considérés comme les accroissemens ou diminutions de
Tun deux pris a volonté, rien ne s'oppose 2 ce qu'ils
soient désignés par les mémes quantités que les arcs. Ceest
une convention (ue {on a eflectivement adoptée. On dit
aussi que deux angles sont complémens ou supplémens
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Fun de Yautre, lorsque les arcs correspondans sont eux-
mémes complémens ou supplémens F'un de l'autre.

Passons maintenant & 'examen des lignes trigonomé-
triques ; et dans ce dessein, considérons un seul arc re-
présenté par la quantité «. Si on le projette successive-
ment, 1.° sur {e diametre vertical, 2.° sur le diametre
horizontal, les deux projections sevont ce qu'on appelle
le sinus et le sinus verse de larc a. On peut observer
que Ia premiére est en méme temps la projection, sur le
diametre vertical, du rayon qui passe par l'extrémité de
larc. Si on prolonge ce méme rayon jusqu la rencontre
de la tangente au cercle mené par l'origine des arcs, la
partie de cette tangente interceptée entre lorigine et le
point de rencontre sera ce quon appelle la tangente tri-
gonométrique de Yarc @. Enfin la longueur comptée sur
te rayon prolongé entre le centre et le point de rencontre
sera la sécante de cc méme arc.

Les cosinus et costnus verse d'un arc, sa colangente
et sa cosécante ne sont autre chose que les sinus et
sinus verse, la tangente et la sécante de son complément,
et constituent, avec le sinus, le sinus verse, la tangente,
et la sécante de ce méme arc, le systeme complet de ses
lignes trigonomelriques.

D'aprés ce qui a été dit ci-dessus, le sinus d'un arc se
compte sur le diametre vertical, le sinus verse sur le dia-
métre horizontal, la tangente sur la ligne qui touche le
cercle & Torigine des arcs, et la sécante sur le diametre
mobile qui passe par 'extrémité de larc donné. De plus,
fes sinus et sécantes ont pour origine commune le centre
du cercle, tandis que P'origine des tangentes et des sinus
verses se confond avec celle des arcs. Enfin, on est géné-
ralement convenu de représenter par des quantités posi-
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tives les lignes trigonométriques de 'arc a,«ans {e cas out
cet arc est positif et moindre qu‘un quart de circonférence;
d'ou il suit que l'on doit compter positivement le sinus
et Ia tangente de bas en haut, le sinus verse de droite
gauche, et la sécante dans le sens du rayon mené i Tex-
trémité de Tarc a.

En partant des principes que nous venons d'adopter,
on reconnaitra immediatement que le sinus verse, et par
suite le cosinus verse sont toujours positifs ; et, de plus,
on déterminera sans peine les- sigmes qui doivent affecter
les autres lignes trigonomeétriques d'un arc dont Textré-
mité est donnée. Pour rendre cette détermination plus
facile, on concoit le ‘cercle divisé en quatre parties égales
par deux diamétres perpendiculaires entre eux, I'un hori-
zontal, [autre vertical; et ces quatre parties sont respec-
tivement désignées sous les noms de premier, second ,
troisieme ct quatritme quart de cercle. Les deux pre-
miers quarts de cercle sont situés au-dessus du diametre
horizontal , savoir, le premier & droite, et le second &
gauche. Les deux derniers sont situés au~lessous du méme
diamétre, savoir, le troisitme & gauche, et fe quatrieme &
droite. Cela posé, comme les extrémités de deux arcs,
complémens {'un de l'autre, sont également distantes de
Vextrémité de Farc —E— , on en conclura qu'ellés sont pla-
cées symétriquement de part et dautre du diametre qui
divise en deux parties égales le premier ét.le troisiéme
quart de cercle.”Si I'on cherche ensuite quels signes doi-
vent étre attribués aux diverses lignes trigonométriques
d'un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse,
suivant que l'extrémité de cet arc tombe dans un quart
de cercle ou dans un autre, on trouvera que ces signes
sont respectivement
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dens le 1" quartde cercle, dans le 2', dans fe 3., dans le 4.°

pour le smuas

, R ST -+ -+ — —,
et la cosécante’. . |
pour le cosinus ( -+ “+
et la sécante,... § 7 !
pour la tangente . -+

et la cotangente. |

Cn peut remarquer i ce sujet que le signe de la tangente
st toujours fe produit du signe du sinus par le signe du
COSIRUS.

Les considérations preécédentes conduisent encore 2
reconnaitre que le cosinus d'un arc se*confond avec la
projection du rayon qui passe par 'extrémité de cet arc
sur le diamétre horizontal, et que sur ce méme diametre
il doit étre campté positivement de gauche a droite , a
partir du centre pris pour originc ; que le cosinus verse
peut étre mesuré sur le diametre vertical entre le point
le plus élevé de la circonférence pris pour origine et fex-
trémité du sinus; que la cotangente, comptée positive«
ment de gauche 2 droite sur Ia tangente horizontale me-
née au cercle par Iorigine des cosinus verses, se réduit
a fa longueur comprise entre cette origine et le prolon~
gement du diametre mobile dont une moitié est le rayon
men¢ a Textrémité de l'arc; enfin que la cosécante , mesu-
rée sur ce diamétre mobile , se compte positivement dans
le sens du rayon-dont il s'agit, ‘et & partir du centre pris
pour origine jusqu'a Pextrémité de la cotangente.

Nous avons suffisamment développé dans les prélimi-
naires le systeme des notations 4 l'aide desquelles nous
représentons les diverses lignes trigonométriques et les
arcs qui leur correspondent. Nous ne reviendrons. pas
sur cet objet, et nous nous contenterons d'observer que
les lignes trigonométriques d'un arc sont censées appar-



ORI

432 NOTE L.“

tenir en méme temps 2 langle au centre qu'il mesure,
et que l'on désigne par la méme quantité. Ainsi, par
exemple, @, b,".... représentant des quantités quel-
conques , on peut dire également que les notations

sin.a, cos.6, &c.....

expriment le sinus de l'arc ou de l'angle @, le cosinus
de larc ou de langle b, &c.....
Nous terminerons cette note en rappelant quelques
propriétés remarquables des lignes trigonométriques.
D'abord, si I'on désigne par @ une quantité quelconque,
on trouvera que le sinus et le cosinus de l'angle @ sont
toujours liés entre eux par l'équation

(6) sin.>® - vos.*a = 1;

et que les autres lignes trigonométriques peuvent étre ex-
primées au moyen de ces deux premieres , ainsi qu'il suit :

. sin.a .
sw.a=|—-cos.a,ung.a= -4 SeC. @ == ;
( ) Cos. « Cos8. a
. . cos.a . )
cosiv.a == 1 — sin. &, cot. @ == -— , COEC. (1 == — - .
SN, « SN, d

Des formules (6) et (7} on déduira facilement plusieurs
autres équations, par exemple,

(8) cot.a=

;2 : !
, sée."a = 1-+tang.’a, coséela=i--col.’a,
tang.a

Il est encore aisé de voir que, si la quantité positive R
représente la longueur d'une droite entre deux points, et
a l'angle aigu ou obtus que forme cette droite avec un
axe fixe , la projection de la longueur donnée sur faxe
fixe sera mesurée par la valeur numérique du produit

R cor u,
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et la projection de la méme longueur sur une perpendi-
culaire a l'axe par la valeur numérique du produit

R sm. a.

Enfin on reconnaitra sans peine que si, en partant d'un
point pris au hasard sur la circonférence du cercle qui a
pour rayon l'unité, on parcourt sur cette circonférence,
dans un sens ou dans un autre, une longueur égale ala va-
leur numérigue d'une quantité quelconque ¢, le plus petit
arc compris entre les extrémités de cette longueur sera m-

-

ferieur ou supérieur & —, suivant que cos. ¢ sera positif
ou négatif,

Ces principes étant admis , concevons que sur la cir-
conférence dont on vient de parler on détermine, 1.° les
extrémités (A) et (B) des arcs représentés par deux quan-
tités quelconques @ et b, 2.* I'extrémité (&%) d'un troi-
2%% | Soit en outre (M) le
milieu de la corde-qui joint les points (A), (B); et
supposons que fe point (M) se projette sur le diametre
horizontal du cercle en un certain point (P). Si les lon-
gueurs mesurées sur ce diametie,  partir du centre pris
pour origine, sont comptées positivement de gauche i
droite, ainsi que les cosinus, la distance du centre au
point (£) devra étre représeniée | en vertu du 8.¢ théo-
reme]| par la quantité

sieme arc représenté par

cos. @ + cos. b

2
De plus, comme [en vertu du méme théoréme ] e point
(IV) est situé a égales distances des points (4) et (2), Ie
- diametre qui passe par le point (V) renfzrmera e mifieu
(M) defacorde AR ; et la distance de ce milieu (34)
au centre du cercle sera égele [apstraction faite du signe]

au cosinus de chacun des arcs N4, NB, ou, ce qui
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revient au méme, a

(B —e) = e (=8 ) =e ()
cos. —a )= cos. — b )= cos. .
2 2 2

Pour obtenir la projection horizontale de cette distance ,
il suffira de la multiplier par le cosinus de l'angle aigu
compris entre le rayon tiré horizontalement de gauche
droite, et le diamétre qui renferme le point (NV), c'est-a-

. , : s s ab
dire, par un facteur égal (au signe prés) a cos. ( ':' )
En dautres termes, la distance du centre au point (P)
aura pour mesure la valeur numérique du produit
(5) e (57)
cos. . €08, .
3 2

Jajoute que ce produit sera positif ou négatif, suivant
que le point (M) sera situé i droite ou i gauche du dia-

. > ab . .
métre vertical. En effet, cos. ( —-—':'——) est positif ou néga-
tif, suivant que le point (V) est situé par rapport a ce

diametre du coté droit ou du cété gauche ; et cos. ( a:. 5 )
est positif ou négatif, par suite le produit

(a—b ) ( a+b)
cos. .COS.
2 2

. . a4 b . .
est de méme signe que cos. , ou de signe contraire,

suivant que, chacun des arcs NA , NB étant inférieur
ou supéricur 2 —, le point (M) se trouve situé du
méme c6té que le point (V) ou du coté oppese. Comme
dailleurs la verticale qui passe par le point (M) renferme
aussi le point (P), il suit de la remarque précédente que
Ia distance du centre au point (P), dans le cas méme ou
T'on a égard aux signes, peut étre représentée par le produit

con. (23 )( =)

Ce produit et la quantité corat et

ont donc le méme
signe, avec la méme valeur numérique; et f'on a par con-
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sequent, pour toutes les valeurs possibles des quantités &
et b,

a—b a4 b
. b= . . €OS. R
(9) €05. @ —~= COS. 2¢0s ( T ) cos ( 3 )

Si dans I'équation (9) on remplace b par # 4+ b, on en

tirera

. b—a . a+b
(l 0) cos, @ — cos. b == zsin. . sin. .-
2 2

De plus, si dans les équations (9) et (10) on substitue

aux angles a et b leurs complémens =~ —a, = 1§,
2

on obtiendra les suivantes

sin. a -+ sin, & = 2 cos. .sin. ,
2 2

. . . (n—b) (a-f-&)
sin. @ — sin. & == 2 sin. { ———— }.cos. .
2 3

Les formules (9), (10) et (11) une fois établies, on en
déduira facilement un grand nombre dautres. On trou-

(o)

vera, par exemple,

sin.@a-—sin. & __ tang.; (a — &)
(12) sin.a +4-sin. b ~  tang. i {a - 6) °’
cos. b — cos. a

P Sa—— = tang. ; (a — bj.tang. > (a4-3);

| S cos.{a — &) ~~ cos. (@ -+ b) = zc0s.a cos. b,
U’)! cos. (@ — b) — cos.(a - &) == 2 sin. e sin. b ;
, s sin. (¢ 4+ &) 4+ sin. {a — b) = 2sin. a cos. 4,
(14) ) . )

] sin(a 4+ 8) — sin.(a — ) = 2sin. 6 cos. a,

cos. (@ k= §) == cos. ¢ cos. § = sin. a sin. b,
5 s
( )) sin. {a 3} b) == sin. @ cos. b == sin. & cos. a }

tang. @ 3= tang. b

(16) ‘tang. (a £ &) = T tang. a fang.

s cos.2a==cos’a—sin’a==2c0s'a— 1 =1 — 1sin."a,

(l7 l $iN. 2 @ == 2 $il. & ¢0s. &,



Foatn

436 NOTE L™
Soient maintenant @, b, ¢ trois angles quelconques.
On tirera de la premiere des formules (13)
(1 8)’ cos.(a+b-+-c)+ cos.(b+c—a).+cos.(c+a--b)+cos.(a+b-——r)
== § cos. acos. b cos. c.
Si dans la formule précédente, au liew de a, b, ¢, on
écrit ;a, +b, <c, puis, que l'on suppose

(19) a+b4+c=mx,
on trouvera
. X . a 13 c
(20) sin. a ~-sin. b ~}-sin. ¢ == 4 ccs. — Acos.; JCO8, -
. F3

Dans la méme hypothése, la formule (16) donnera
(21) tang.a + tang. b +- tang.c == tang.a.tang.b.tang.c.

L’équation (20} devant subsister, ainsi que I'équation
(19), lorsque I'on y remplace deux des angles «, &, ¢
par leurs supplémens, et qu'on change le signe du troi-
siecme, on en conclura

. . . . b e
sin. b =~ sin. ¢ — sin. @ == 4 cos. — .sin. ~ .sin. =

2 2 2

. . . & b ¢

(22) §in. ¢ + sin. @ —— sim. & == 4 #in.~ .cos.~ . sin. —
2 2 a’

. . . a b c
sin. & —-sin. & —- 8in. ¢ == 4 sin. — .sin. — .cos. — ,

2 2 2

De ces dernieres formules combinées entre elles et avec
J'équation (20} on deduit les suivantes

___ (sin.a~-sin b4-sin.c) (sin.b—4-sin.c—sin.a)

cos.* @ . :
2 B 4 sin. b.sin. ¢ !
(23) PR
st (sin.c-+ sin.a — sin.d) (sin.a—+sin.d —rsin.c)
sin. - @ = T 0
2 4 sin. §.sin. c. .

Enfin, si fon imagine que a, b, c désignent les trois
angles d'un triangle, et que les cotés opposés soient res-
pectivement 4, B, C; six produits égaux deux a deux,
savoIr ,
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Bsin.c==Csin.b, Csin.a=Asin.c, Asin.b==Bsin. &,

représenteront les perpendiculaires abaissées des sommets
sur les trois cotés. On aura par suite

& sm.e __ sin.d __ sin.e |

(24) A — B — ¢
et les équations (2 3) deviendront
(A+B+C) (B+C—A4d)

cos.' La = g R
(25)s e o
a1, __ (C+A—B)(A+B—
' sin. ‘a-_ 4BC .

De plus, en ayant égard aux formules (19) et (24),

on tirera de la premicre des équations (12)

(26) tang. + (@ —b) = j :_1;

Les formules (19), (24), (25) et (26) suffisent pour
déterminer trois des six élémens d'un triangle rectiligne ,
lorsque les trois autres élémens sont connus, et que cette
détermination est possible. On peut remarquer en outre
que les valeurs de cos. @ et de sin. @ déduites des équa-
tions (= 5), & laide des formules (17), sont respectivement

'
cot. ;C.

B4 C* — A4*
cas. 4= TBC ,
2
( 7) . V(A+B+C) (B+C—4) (C+A-DB) (A+8-C)
sin.a@a — - LBC .

La premicre de ces valeurs peut se tirer directement
d’un théoreme connu de géométrie. Quant i la seconde,
elle fournit le moyen d’exprimer la surface du triangle en
fonction des trois cotés. En effet, cette surface, équiva-
lente au produit de la base € par la moitié¢ de la hauteur
correspondante B sin. g, sera

(28) % BCsin.a =
Y @+B+C)(B+C—4)(C+A—B)(A+B~C) -
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NOTE II

Sur les Formules que resultent de lemploi du signe >
ou <, et sur les Moycennes entre plusieurs quantites.

SOIENT @ et b deux quantités inégales. Les deux for-
mules
a>b, b<a

serviront également 4 exprimer que la premiére quentité

@ surpasse la seconde b, cest-adire, que fa différence
a— b

est positive. En partant de ce principe, on établira faci-

lement les propositions que je vais énoncer.

1. THEOREME. 8¢ a, &, &', ..... &, &, & ......
repreésentent des quantites assujetties aux eonditions

a>b,
a> b,
a'> b,
&e....,
on «ura ausst
a-ad+a ... .>b4+b4-b ..,

DEMONSTRATION. En effet, forsque les quantités
a—b, & —¥t, a—b, &......
sont positives, on peut assurer que leur somme
G0 4 a" = (b )
Vest pareillement,
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2.° THEOREME. S/ 4, 4', 4", ... B, B, B" .....
representent des nombres assujettis awr conditions

4 > B,
A > B,
A"~ B,
&e.. ...,
on aura aussi
AA A" ... > BB B ...
DEMONSTRATION. En effet, chacune des différences
A—B, A—PR, 4" _p" ...
etant positive par hypothése, chacun des produits

(A-B)d A' ... =AAL A ... —BA A" ...,

B(A4—BYA" ... =BA A" ... —BR'A" ...,
BB'(A'-B")..,=BB'A4A" ... —BE B ...,
&c......

sera également positif, et par suite il en sera de méme
de leur somme

AAA ... —BB B ...

3.° THEOREME. Soient a, &, r trois quanlites quel-
conques, et supposons

a>b:
on en conclura, si r est positif,
ra > rb ’
et, si r est negatif

ra < rb
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DEMONSTRATION. Fn cffet, le produit
rfa—by=ra—rb
sera positif dans le premier cas, et négatif dans le second.

COROLLAIRE. Si, en supposant a et b positifs, on
prend successivement

I—' | — '
r=-—, r=q,
on en conclura
1 b 251
O B :

On se trouve ainsi ramené & cette proposition, évidente
par elle-méme, qu'une fraction est inférieure ou supe-
rieure 3 T'unité, suivant que le pfus grand de ses deux
termes est le dénominateur ou le numérateur.

4.° THEOREME. Soient A et A' deux nombres que
satisfassent a la condition

A> A4,

et b une quantite quelconque. On aura, si b esi po.:o't(f,
At > A,

et, si b est négatif,
At < A%

. Y
DEMoNSTRATION. En effet, le quotient—;- étant >1,

Ad A N\
sera évidemment supérieure ou inférienre a l'unité, sui-
vant que la quantité b sera positive ou négative.

fa fraction
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5.° THEOM‘:ME._De’s[gnons par 4 un nombre quel-
conque, et soient &, b’ deux quantitcs assujellies @
la condition
b> b':
on en conclura, si A est plus grand que Uunite
At > 4%,
et, si A est inférieur a lunité,
At < A%,
DEMONSTRATION. En effet, la quantité b—4' étant

positive, par hypothése, la fraction

i b=b

o =4
sera évidemment supérieure ou inférieure a l'unité, sui-
vant que {'on aura 4 >1 ou 4 < 1.

6. THEOREME. Soit L la caractéristique des loga-
rithmes pris dans le systtme dont la base est 4, et
désignons par B, B' deux nombres assujeitis a la
condition

B > B
On aura, si A est plus grand que l'unite,
L(B) > L(8B"),
et, si A est inferieur a lunite,
L(B) < L(B).
DEMONSTRATION. En effet, le logarithme
- B '
L(T =— L(B)—L(B)
sera positif dans le premier cas, et négatif dans le second.

COROLLAIRE. Silon se sert de la lettre / pour indi-
quer les logarithmes népériens pris dans le sysizme dont
la base est
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() e — 2,7182818...
[ chap. VI, §. 1.5, équation (5)], la condition
B > B
entrainera toujours la formule
[(B) > L(B').

Aux théoremes qui précedent nous ajouterons le sui-
vant, duquel on peut déduire plusieurs conséquences im-
portantes.

7.© THEOREME. Soit = une quantité quelconque.
On aura

(2) 1+ < e,
la letire o designant, a Uordinaire, la base des loga-
rithmes neéperiens.

DEMONSTRATION. Le second membre de la formuie
(2) restant toujours positif, le théoréme énoncé sera
évident par lui-méme, si la quantité 1 + = est négative.
1i suffira donc d'examiner le cas ou I'on suppose

(3) 1+ > o.

Or, l'équation (23) du chapitre VI [§. 4] donne, pour
toutes les valeurs réelles possibles de z,

x* z3 F z5

1,z+|.z.3+1.1.3.4+|.z.;.4.5+&'c'

X xr
€ =1+—+

(4)

x? T xt x
:1+x+——-(1+—)+ (l+—)+&c-;
2 3 2.3.4 5

¢t, comme les produits

z* z x4 . i) &
Hi+3) (1w g) e

sont positifs, non - seulement lorsque la quantité z est
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positive, mais aussi lorsque, étant négative, clle a une
valeur numédrique inférieure & Punité, on tirera de ['équa-

tion (4), toutes les fois que la condition (3) sera remplie,

e* > |+ x.

COROLLAIRE 1. Si, dans le cas ou 1 4~z est positif,
on prend les logarithmes népériens des deux membres de
la formule (2), on obtiendra la suivante

(5) (v +2z) < x;
[voyez le corollaire du 4.° théoreme ]. Cette derniére sub-
siste donc toutes les fois que son premier membre est réel.

COROLLAIRE 2. Solent z, v, 3, ... plusicurs quan-
tités assujetties aux conditions
(6) 1+7>0, 14-y>0, 1+3>0, &c....

On aura, en vertu de la formule (2),

1+zx<e*, 14+y<e’, 1+z<et, &c..;
et Ton en conclura [ 2.° théoréeme ]

(7))  (+2) (14y) (14-2). . .< T

Cette derniere formule subsiste donc, toutes les fois que
son premier membre ne renferme que des facteurs positifs.

COoROLLAIRE 3. Si dans le corollaire précédent on
suppose

z==ae, y=daa', z==a’a", .....

«, «', 2" ... désignant des quantités positives, et a, a',
a’ ... dautres quantités respectivement supérieures 2

fa fonmmule (7) deviendra
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;o . atad +aa’. ..
(l-—lr-az) (x»~(—aa)(s-{—a 2")... < et¥Texte .

Si de plus les quantités a, a', a”, ... sont toutes infé-
Tieures & une certaine limite 4, on aura [en vertu des
1. et 3.° théorimes |

ae+aa +a'a ... <A(a-+a+a"...),
et par suite on trouvera définitivement
Ao

"

(8) (1+aa)(1+a'a)(1+a"2")...<e

La formule (8) peut étre employée avec avantage dans I'in-
tégration par approximation des équations différentielles.

Passons maintenant aux théarémes sur les moyennes.
Ainsi qu'on 'a déja dit [ préliminaires, pag. 14], on ap-
pelle moyenne entre plusienrs quantités données une
nouvelle quantité comprise entre la plus petite et la plus
grande de celles que I'on considére. D'apreés cette défini-
tion, la quantité 4 sera moyenne entre les deux quan-
tités g, k, ou entre plusieurs quantités parmi lesquelles
I'une des deux qu'on vient de citer serait la plus grande
et lautre la plus petite, si les deux différences

g—*h, h—k
sont de méme signe. Cela posé, si, pour désigner une
moyenne entre les quantités a, ', a“ ... on emploie,
comme dans les préliminaires, la notation
M a, d,a .....),

on établira sans peine les propositions suivantes.

8.° THEOREME. Soient a, o, d" ..... & plusieurs
quanlilés assujetties a la condilion.

{(9) h=M(a, a, a" ...},
et r une autre quantiteé enticrement arbitraire. On
aura lowjours
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(10) rth=M (ra, rd, ra"...).

DEMONSTRATION. En effet, désignons par g la plus
grande, et par & la plus petite des quantités @, o', a"...
Les deux différences

g—h, h—F
seront positives ; et par suite les produits
Pg—h); r(h—Kk),
ou, en d'autres terines, fes deux différences
rg—rh, rh—rk,
seront.de méme:signe. On aura donc
rh=M(rg, rk),
et., a plus forte raison ,
rh= M (ra, rd, ra"...),

attendu que rg, rk sont nécessairement deux des pro-
duits

ra, ra, ra', &c...

9.° THEOREME. Soient 4, 4', 4" ... H plusieurs
nombres qui satisfassent a la condition

(11) H=—M(4, 4, 4"..)),
et b une quantiteé quelcongue. On aura
(12) H —=M(A4" A", 4™ ...).

DEMONSTRATION. En effet, soient G et H le plus
grand et le plus petit des nombres 4, A4', 4"
Les différences

G—H, H—K
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etant alors positives, on conclura du 4.° théoréme que
les suivantes.

G'— H', H'— K
sont de méme signe. On aura donc
H'= M (G, K*),
et a plus forte raison-
H' =M (A" A'*, 4" . ..)).

COROLLAIRE. Si l'on fait en particulier b =1, on
trouvera

VE=M V4, V2, ya . ).

10.° THEOREME. Designons par A un nombre quel-

conque, et soient b, ¥, & ... h plusz’eurs quantités
assujetties & la condition

(13) h=M(b, ¥, b" ...).
On aura

(14) A'=M (A", 4%, 4% .. .).

DEMONSTRATION. Désignons par g la plus grande ,
et par k la plus petite des quantités b, &', " .... Les
deux différences

g—h, h—k

étant alors positives, on conclura du ;. théoreme que
les suivantes

h ]
Af— 4%, A4+ — 4
sont de méme signe. On aura donc

Al =M (A, A"y == M (4*, A", 4", . .)-

AL RN ) IllII}H'."I""H"“HI!‘“"“'l”"H."""I"""”" EARLAL LA !
I
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11.° THEOREME. Soit L la caractéristique des loga-
rithmes dans le systéme dont la base est 4, et dési-

gnons par B, B', B" ..... H plusieurs nombres assu-
Jettis @ la condition
(rs5) H=M(B, B, B"...).

On aura, quel que soit 4,
(+6) L(Hy=M[L(B), L(B"), L(B")...].

DEMONSTRATION. En effet, supposons que fon
représente par G le plus grand, et par K le plus petit
des nombres B, B', B" ... Alors, les deux fractions

G H
H' K
€tant supérieures a ['unité, les logarithmes
G H
L) H(k)
ou, en d'autres termes, les différences

L(G)—L(H), L(H) — L(K)

scront de méme signe. On aura donc
L(H)= M [ L(G), L(K))]
=M[L(B), L(B), L(B" .. .
12." THEOREME. Soient b, &, &' ... plusieurs quan-
tités de méme signe, en nombre n, et a, o, o' . ...

des quantites quelconques en nombre egal a celui des
premieres. On aura

at+a-+a'. .. ___ a a a”
(7)) =M (T i)

DivoNSTRATION. Soit g la plus grande et 4 fa
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plus petite des quantités

a a
g— 7 ¢t 5 —k,
ad a
g—7 ot v—k
a’ a
g— 7 et -l;r——-k,

&e. .

seront toutes positives. En multipliant les deux premiéres
par b, les deux suivantes par &', &c..., on obtiendra
les produits

gb —a e a — kb,
gb —a et o —k¥,
et a'— kb,

qui seront tous de méme signe, aussi bien que les quan-
tités b, &, b” ... Par suite, les sommes de ces deux
especes de produits , savoir,

¥4 )= (a4’ +d"., ava ra kbbb,

et les quotiens de ces sommes par b - &' ~¢- 67 . . .,
savolr ,

’

ad+a'. .. at+d +d, . I
o — T ¥ G - K
=] bl -6 bbb ..

’

seront enicore des quanliiés dc meéme signe; dou [on
conciura

ST R TR RN TRR T LTI AL AT LARY ] ummuunmnnrumuu PRTYST TP
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P M (e, =M (5, T )

bbb
{voyez dans les préliminaires le 1. théoréme et la for-
mule (6)]

COROLLAIRE r.*" En supposant les quantités b, b',
b", ... réduites a I'unité, on trouve

(18) TS — Mg, 4, .. ).
Le premier membre de la formule précédente est ce
quon appelle la moyenne arithmetique entre les quan-
titds @, a', a" .....

COROLLAIRE 2.° La moyenne entre plusieurs quan-
tités égales se confondant avec chacune delles, si les

m

fracti a L devi (ol

ractions _6- y -5,— Y e eviennent €gales, on aura
a-+a'+a'.... a a a' & i

(19) T T a T T Ty =

ce quil est dailleurs facile de prouver directement.

CoroOLLAIRE 3. Si 'on désigne par a, ', 2”.....
de nouvelles quantités qui soient toutes de méme signe,
on aura, en vertu de ['équation (17),

agi-aad-+a’'a’. .. M aa o'a a'a”
ab+a' & 4-a’l ...

(20)

Cette derniére formule suffit pour établir le 3.° théoreme
des préliminaires.

13.° THEOREME. Soient 4, 4', 4" ... B, B, B"...
deux suites de nombres pris a volonte : et formons
avec ces deux suites, que nous supposons renfermer
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chacune un nombre » de termes, les racines
B B’ B
\/4_4—) ‘/2_‘; \/:47, &ec.. ..
On aura
B+B4+R... B B
()]_—"444"..=M (5’;, V7, yp...).

DEMONSTRATION. Les logarithmes des quantités

BB 4B”. .. I B B’ B"
lAA”... . VA, VT, T

indiqués par la caractéristique / sont respectivement

A+ A)+ 1Ay . .. 1(A) 14 14"
B+B+B..... Y THB Y TR Y TR s

et 'équation (17) fournit entre ces logarithmes la rela-
tion suivante

(A UAVH AT W THA)  (4)  r4n
BB B ..... — B 5 ,—b.—,,—,...],

Si maintenant on repasse des logarithmes aux nombres
ce qui est permis en vertu du théoréme 10, on retrou-
vera la formule (21).

CoROLLAIRE 1.” En supposant les nombres B, B,
B ... réduits a ['unité, on a simplement

(22) Vadaa...—=M(A, A4, 4" ...).

Le premier membre de la formule précédente est ce
qu'on appelle la moyenne géometrique entre les nombres
A, 4, A" ....

CorOLLAIRE 2./ Si toutes les racines

[ RN R AL RN R IRENAL LA TTA AL ATN LR ] llllunlnulllll“lvrnnlnN [EELE ] T ] 0 [}
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B B B
\/Z: ‘/:{'} ‘/A”) &e....

deviennent égales, leur moyenne se confondra avec cha-
cune delles. On aura donc alors

B4-B'+B”. .. B B’ B
(23) AA4'4" ... =/d=V2=V2"
= &c....;

ce quil serait facile de prouver directement.

La valeur numérique d'une moyenne entre plusieurs
quantités données n'est pas toujours une moyenne entre
leurs valeurs numériques. Ainsi, par exemple, quoique
— 1 s0it une quantité moyenne entre — 2 et —+ 3 ;
cependant ['unité n'est pas une valeur moyenne entre 2
et 3. Parmi les diverses maniéres d’obtenir une moyenne
entre les valeurs numériques de # quantités

o

a, a, a' ....
I'une des plus simples consiste 4 former dabord fa

movenne arithmétique entre les carrés

2 t
a*, a* a"* &ec....,

et & extraire ensuite la racine carrée du résultat. En opé-
rant ainsi, on trouvera premierement

al+a*+a’t. ..
n

=M (a*, a* a*...),

uis, en ayant égard au corollaire du ¢.* théoréme
puis, y ’

(24) Vavewa sy Ve, Var Ve ).

Va

Or, les quanlités positives
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Vi), y(a'*), y(a"*), &c....

représentant precisément les valeurs numériques des quan-
tités données

"

r
a, a, a ...,

il suit de fa formule (24) qu'on obtiendra une moyenne
entre ces valeurs, si l'on divise par |/n U'expression trés-
simple

Y@ 4d*+a*..)).

Cette expression , qui surpasse la plus grande des valeurs
numeriques dont il s'agit, est ce qu'on pourrait appeler
le module du systtme des quantités a, a, a” ... Le
module du systtme de deux quantités a et b ne serait
alors autre chose que le module méme de I'expression
imaginaire @ -+ b /=7 [voyez le chapitre VII, §. 2].
Quoi quiil en soit, les expressions réelles de la forme

V(a!’_,_ali-'_a": ..-.)

jouissent de propriétés trés-remarquables. Dans la géomé-
trie, elles servent a déterminer les longueurs mesurées en
ligne droite, et les aires de surfaces planes, par le moyen
de leurs projections orthogonales. En algébre, elles four-
nissent le sujet de plusieurs théorémes importans, parmi
lesquels je me contenterai d’énoncer ceux qui suivent.

14.* THEOREME. S les fractions

a ot a
T LI Y Ry v &c....
sont egales, la valeur numerique de chacune d'elles
sera exprimée par le rapport
‘/(a‘-i-a"»&—a”‘ )
Y628t ) !

I ECREEE) l|lll||ll|l""||u"l||r" l|||||nnnn'n""rnull:u CRRL L R0 oo !
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en sorle qu'on aura

e __e __a — o Y@t )
(35) s=3r—=pr==8&c..=x=% By (AW o T

le signe -~ ou le signe — devant étre adopté suivant
que les fractions proposées sont positives ou negatives.

DEMONSTRATION. En effet, dans Phypothése admise
les fractions

al a't a'’*
5 Y Ay Tpur &C-.-.

seront égales, et fon aura en conséquence

al a;x (l"‘ al+al’+a”!' ..
F: §r T pE = &ec... = b6, .. "

En extrayant les racines carrées on retrouvera fa formule
(25)-

15.° THEOREME. Solent a, o', &' ... des quantites
guelconques , en nombre n. St ces quaniités ne sont
pas toutes égales entre elles, la valeur numérique de
la somme

a+a +a" ...
sera infeérieure au produit
yrn./(a*+a*+a* ...);
en sorte qu'on aura
(26) val.num.(a+a'+a"...)<)/n.\/(a*4a'*~+a"..)),
DEMONSTRATION. En effet, si au carré de la somme
a+-a 4+a ...,

on ajoute les carrés des différences entre les quantités.
a, &, a’ ... combinées deux a deux de toutes les ma-
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nieres possibles, savoir,
(a—a')*, (a—a"), ... (@ —a")*, &c...,
on trouvera
(’ 5 (a+a'+a"...) +(a—a')' +(a—a*) +...+4(a’—a") 4 &e...
27) l = n(a’+a*+a"*....):

et T'on en conclura

(a+ad'+a"...)* < n(a*+a*+a"...).

En extrayant les racines carrées positives des deux
membres de cette derniere formule, on obtiendra préci-
sément la formule (26).

CoROLLAIRE. Si Ton divise par » les deux membres
de la formule (26), on trouvera

a+a'—+a"... < V(@ +a*+a"t...)

vn :
Ainsi fa valeur numérique de la moyenne arithmeétique
entre plusieurs quantités a, a', a” ... . est inférieure au
rapport

(28)  val. num.

Vi +a*+a" . )
yn ’

qui représente, comme on l'a remarqué plus haut, une
moyenne entre les valeurs numériques de ces mémes
quantites.

SCHOLIE 1. Lorsque les quantités a, a', a” . ...,
deviennent égales, on a évidemment

val. num. (a--a'+a”...) = /n.y/(a*+a*+a"., )= na.

ScHoLIE 2.° Si dans I'équation (27) on pose succes-
sivement n=—=2, n=—13, &c...., on en conclura

R T R I TR TR TN T T AT TR ummumuwnnr!-us:-u ETETCL TR S !
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s (a4 a')* 4 (a—a')® =1 (a* 4 a’*),
(29) (a+a'+a") Ha—a'y{a—a") +(a'—a")* = 3(a*+a’*+a"*),
l &e......
16.° THEOREME. Soient a, d, o' ..., «, o, o ...
deux suites de quantites, et supposons que chacune
de ces suites renferme un nombre n de termes. Si les
rapports
a a’ a”
a? 7 2

&e.. ..

ne sont pas lous e'gaux enlre eux, la somme
ge +d'a +a"a" ...

sera inféricure au produit

Vi ad*+a”...) ./ (a 4-a e, D5
en sorte qu'on aura
( ) val. num. (act +4-a'e’ 4 a"a” ,..)
o
3 <Y (@ +a?4a"t ) (@ et qarr ),

DEMONSTRATION. En effet, si au carré de la somme

"o

aa + a'a 4+ a’a" ...

on ajoule les numérateurs des fractions qui représentent
les carrés des différences entre les rapports

a a’ a"

a ? al’ ? ot ?

combinés entre eux de toutes les maniéres possibles,
savoir ,

(ad"——-‘ald‘)z’ (a“H—alf¢)2, s (alﬁﬂ—aIi‘l)l, &C, .

2

on trouvera
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S (a+a a'+a"a”...) '+ (aa'—a'a)'+ (ae”—a &) +. . -
3t

(3

l . +(a'd,"—ﬂ"¢')‘-§-&c... -— (GI-H"-H”'...)(EJ“"+¢"'.u),'
et fon en conclura
(¢¢+a’¢'+u"¢”.. ')a < ((l‘—}—a"—'—ﬂ"'. . ) (ul+¢ll+alfl.“‘).

En extrayant les racmnes carrées des deux membres de
cette derniere formule , on obtiendra précisément la for-
mule (30).

CoROLLAIRE. Si I'on divise par n les deux membres
de la formule (30), on trouvera

aa+a'a +a'a” ...
n

val, num,

(32) V(@ +aisa’...) Via+a't—+a’ .}

vn ) Vn *

Ainsi la moyenne arithmétique entre les produits

<

aa, ada', a'a", (...

a une valeur numérique inférieure au produit de deux
rapports qui représentent des moyennes entre les valeurs
numériques des deux espéces de quantités comprises dans
les deux suites

"

'
a, a4, a' ....
’

a, o, a” .....

ScHOLIE 1. Lorsque les rapports

a “’ all
—:, —y -?;, &e.. ..

deviennent égaux, on tire de la formule (31)
(Cd-{‘“’d’-’-a“ﬂ.”. . .)l = (a'—+—a“+a"‘, . .) (a’_‘_all_*_"l'. . .) R

et par suite

IR AU R EEY TNNTA LU AL UL LU -u-nuuun-n"nr--....... FRTEY'T PO
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val. num. (2e +-0'a’ +a"a” .. .)

= y(a" +a 42" ). (a a4 at,, )

1 serait facile d'arriver directement au méme résultat.

SCHOLIE 2. Si dans la formule (31) on pose succes-

sivement z==12, n==3, &c...., on en conclura

(a¢+a’az')’—|—(aa,’—-a’¢)‘ = (a:+“lz) (d‘ +111) R

( ) (ad,—{-a‘a.’-uz”a”)‘+(aa’—a’d.\‘-—l—(ad"—a”a,)‘-l—(a’a”-—-a“ac’)‘

33
= (al+all+alli) (a4~ a'* + ar*),

L N I

La premiere des équations précédentes saccorde avec
Téquation (8) du chap. VII [3§. 1.”"]. La seconde peut
s'écrire ainsi qu'il suit :

4) 5 (ea’—a'a) + (aa”—a"a) (a'a” —a"a')*

(3 l =(a*a'"+a"") (e’ e’ +a"*) — (ag—+a'a'+a’a )

et sous cette forme elle peut étre employée avec avan-
tage dans la théorie des rayons de courbure des courbes
tracées sur des surfaces quelconques, ainsi que dans plu-
siears questions de mécanique.

Nous terminerons cette note par la démonstration d'un
théoreme digne de remarque auquel on se trouve conduit
en comparant la moyenne géométrique entre plusieurs
nombres avec leur moyenne arithmétique. Voici en quoi
il consiste.

17.° THEOREME. La moyenne geometrique entre
plusieurs nombres 4, B, ¢, b, ... est toujours infe-
rieure @ leur moyenne arithmetique.

DEMONSTRATION. Soit n le nombre des lettres
4, B,C, D, ... Il suffira de prouver qu'on a généra-
fement
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(’S) ;/E’B‘C_ﬁ— < A+B+ C+D...

ou, ce qui revient au méme,

(36) ABCD.. < (‘*”*C*‘D"')".

n

Or, en premier lieu, on aura évidemment, pour n=—2,

A 2 . 2 E
AB:( +B) __(A B) <(A+B) ;
2 L 2
et I'on en conclura, en prenant successivement n =4,
n—28, &c.... enfin n—=2",

ABCD < (“j’*)‘ (Gw) < (A+B~;-C+D)f’
ABCDEFGH < ("+B;t‘+v )* (E+F-ZG+H )+

< ( A+B+4+C+D+E+F+-G+H )3
3 ’

e e

(37) ABCD...< (A+B+CM+D+.__).-.

2

En second lieu, si 7 n'est pas un terme de la progression
géométrique

2, 4, 8, 16, &ec...,

on désignera par 2™ un terme de cette progression supc-
rieur a n, et Ton fera

A4+B+C+D+ ...
n

K —

3

puis, en revenant a la formule (37), et supposant dans
le premier membre de cette formyle les 2"—n derniers
facteurs égaux a K, on trouvera

IRITEIN ""l'"H"!'"""""“l"‘"’llﬂ'“'"H""“"r'"'“”" Tveegw g w0 o
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ABCD.. K" < [ A4-BA-C4-D4-. .. +-(2"—n) K ]‘ ,

T

ou, en d'autres termes,

ABCD..K* ™" <K*".

On aura donc par suite
ABCD .. <K'= (L2 ZR Y,

ce qu'il fallait démontrer.

COROLLAIRE. On conclut généralement de la for-
mule (36)

(38) A4+B4-C+D... > ny/4BCD..,

quel que soit le nombre des lettres 4, B, C, D, .. ..
Ainsi, par exemple,

A4+ B >2V4B,

(39) A4+B+C>3yaBcC,
&e.. ...
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NOTE IIL
Sur la Résolution numerique des E‘qualiom.

RESOUDRE numeriquement une ou plusieurs équa-
tions, c'est trouver les valeurs en nombres des inconnues
qu'elles renferment ; ce qui exige évidemment que les
constantes comprises dans les équations dont il sagit
soient ellesmémes réduites en nombres. Nous nous oc-
cuperons seulement ici des équations qui renferment une
inconnue, et nous commencerons par établir a leur égard
les théorémes suivans,

1. THEOREME. Soit f(z) une fonction rcelle
de la variable =, qui demeure continue par rapport
a cette variable entre les limites x=z,, r=X. 81 les
deux quantites f(z,), f(X) sont de signes contraires,
on pourrae satisfaire a I'équation

(1) flx) =o0
par une ou plusieurs valeurs reelles de = comprises
enlre z, et X.

DEMONSTRATION. Soit z, la plus petite des deux

quantités x,, X. Faisons
X —z,=h;
et désignons par m un nombre entier quelconque supe-

rieur i T'unité, Comme des deux quantités f(z,), f(X),

T'une est positive, T'autre négative, si Ton forme la suite

1), fzA- ) f(ote 5 )mdf (X—3).S1X),

LS TR | I AU AN R AL UL T LU LR lunlmuunlrnn'r-u"u" BlEgEE g 0 [
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et que dans cette suite on compare successivement- le
premier terme avec le second, le second avec le troi-
sitme, le troisieme avec le quatrieme, &c..., on finira
nécessairement par trouver une ou plusieurs fois deux
termes consécutifs qui seront de signes contraires. Soient

fl=), f(X),

deux termes de cette espéce, x, étant la plus petite
des deux valeurs correspondantes de x. On aura évi-
demment

z, <z, < X' < X,
et

(X —=x,).

h
! — —
X —z, =2

Ayant déterminé £, et X' comme on vient de le dire,
on pourra de méme, entre ces deux nouvelles valeurs
de x, en placer deux autres z,, X" qui, substituées
dans f(x), donnent des résultats de signes contraires,
et qui soient propres a verifier les conditions

z, <z, < X" < X',

X' —z,=— (X'—z,)=

m

\ (X—u,).

1
m
En continuant ainsi, on obtiendra, 1.* une série de
valeurs croissantes de z, savoir,

(2) x,, x , x,, &...,
2.° une seérie de valeurs décroissantes

4 ] "

3) X, X', X", &ec...,

qui, surpassant les premieres de quantites respectivement
égales aux produits
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1x(X—z,), —x(X—zx,), —=x(X~-z,), &.,

finiront par différer de ces premiéres valeurs aussi peu
que lon voudra. On doit en conclure que les termes
geénéraux des séries (2) et (3) convergeront vers une
limite commune. Soit @ cette limite. Puisque la fonc-
tion f(z) reste continue depuis x =1z, jusqua z=2X,
les termes généraux des séries suivantes ,

f@), f(=), f(z), &e...,
f(X), f(X9), f(X), &c....

convergeront également vers la limite commune f(a);
et, comme en sapprochant de cette limite ils resteront
toujours de signes contraires , il est clair que la quantité
f(a), nécessairement finie, ne pourra différer de zéro.
Par conséquent on vérifiera I'équation

(1) f(z) =0,
en attribuant A la variable z la valeur particuliere @ com-
prise entre x, et X. En d'autres termes,

(4) z=a

sera une racine de 'équation (1).
ScHOLIE 1.7 Si, aprés avoir poussé les séries (2) et
(3) Jusquaux termes

x, et X0,

[n désignant un nombre entier quelconque], on prend
la demi-somme de ces deux termes pour valeur approchée
de fa racine @, lerreur commise sera plus petite que
leur demi-diflérence, savoir,

X— =,

1
T

m
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Comme cette derniére expression décroit indéfiniment a
mesure que 7 augmente , il en résulte qu'en calculant un
nombre suffisant de termes des deux séries, on finira
par obtenir de la racine a des valeurs aussi approchées
que l'on voudra.

SCHOLIE 2.° Sl existe entre les limites z,, X plu-
sicurs racines réelles de I'équation (1), la méthode pré-
cédente en fera connaitre une partie, et quelquefois méme
les fournira toutes. Alors on trouvera pour z, et X',
ou bien pour x et X', &c...., plusieurs systemes de
valeurs qui jouiront des mémes propriétés.

ScHOLIE 3. Si la fonction f(x) est constamment
croissante ou constamment décroissante depuis r=—1u,
jusqua @ == X, il n'existera entre ces limites quune

seule valeur de « propre a vérifier I'équation (1).

COROLLAIRE 1. Si {équation (1) n'a pas de racines
réclles comprises entre les limites z,, X, les deux
quantités

fla), f{X)

seront de méme signe.

COROLLAIRE 2. Si dans I'énoncé du théoreme 1.°*
fon remplace Ia fonction f'(x) par

fla) — b
[ 6 deésignant une quantité constante |, on obtiendra pré-
cisément le 4.° théoréme du chapitre II [§. 2. Dans la

méme hypothése , en suivant la méthode ci-dessus indi-

quée , on déterminera numeériquement les racines de
'équation

(s5) flz) =5

comprises entre r, et X.
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Nota. Lorsque ['équation (1) a plusieurs racines com-
prises entre z, et X, en calculant les séries (2) et (3)
on n'est pas toujours assuré d'obtenir la plus petite ou {a
plus grande des racines dont il s'agit. Mais on peut ar-
river a ce but en suivant une autre méthode dont M. Le-
gendre a fait usage dans le Supplement a la Théorie
des nombres. Cette seconde méthode se déduit immé-
diatement des deux théorémes que je vais énoncer.

2.° THEOREME. Supposons, comme dans le theo-
reme 1.7, que la fonction f(z) reste continue depuis
r=1z, jusqu'é x=X [ X élant superieur @ z,]; et
designons par ¢(z), x(z) deux fonctions auziliaires,
egalement continues dans Uintervalle dont il s'agit,
mais de plus assujelties, 1. a croitre constamment
avec = dans cet intervalle, 2.° a fournir pour la dif-
Jerence

¢(z) — x(x)

une expression variable , qui, d’abord negative lors-

qu’'on atiribue a = la valeur particuliere z,, demeure

toujours égale (au signe prées) a f(z). Si Uéquation
(l) f(:t) = o0

a une ou plusieurs racines reelles comprises entre x,

et X, les valeurs de z representées par

(6) r, x,, £, z, &....,

et déduites les unes des autres par le moyen des for-
mules

(7) ¢oE)=XE). o(=)=Xx (). ¢(55)=X(s.), &e...

composeroni une serie de quantites croissanies dont le

L L R R R LU L AL R L lvlln'lHuvl!ru"nrnlnnu EERERCT RO
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terme général convergera vers la plus petite de ces
racines. Si au contraire I'dquation (1) n’a pas de ra-
cines réelles comprises entre z, et X, le terme général
de la série (6) finira par surpasser X.

DiMoNsTRATION. Admettons en premier lien que
I'équation f(z) = o ait une ou plusicurs racines réelles
comprises entre les limites z,, X ; et désignons par a
la plus petite de ces racines. On vérifiera I'équation dont
il s'agit, ou, ce qui revient au méme, la suivante

(1) ¢(x) —x (x)=o0,
en prenant £ ==a; et I'on aura en conséquence
(8) ¢ (@) =x(a)-

De plus, la fonction x () étant constamment crois-
sante avec & depuis ¥ —ux, jusqud z=—X, et a sur-
passant z,,, 'on aura encore

x (@) > x (z,)
En combinant les deux derni¢res formules av-c la pre-
miere des équations (7), savoir,

x (z,) =0 (x,),
on en conclura

o (a) > e(s),
et par suite

(9) a >z,
De méme, en combinant les trois formules
?(@)=2x(a), x(@>x(z), x(x)=-1¢(z),

dont la seconde se déduit immédiatement de la formule
(9), on trouvera
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e (a) > o (),
et par suite
(10) a > zx,.

En continuant ainsi, on sassurcra que tous les termes
de la série (6) sont inféricurs 2 la racine a. Jajoute que
ces différens termes composcront une suite de quantités
croissantes; et en effet, puisque fa différence

¢ (z) — x(z)
est négative par hypothese pour r=—ux,, on aura
? (%) < x(=):
mais x (x,) == ¢ (z,); donc
e (z) <e(a),
(11) z, < x,.

De plus, x, étant compris entre x, et @, aucune racine
réelle de T'équation ¢ () — x () = 0 ne se trouvera
renfermée entre les limites z,, z, ; et par conséquent
[ voyez le théoréme 1., corollaire 1.}

¢ (z,)—x(z.), ¢(z,) —x(z,)

seront des quantités de méme signe, c'est-a~dire, toutes
deux négatives. On aura donc

¢ (z,) < xfx),
et par suite [2 cause de x (x,) = ¢ («.)],
9(z) <o),
(12) x, < x,;

&c.. .. Donc enfin les quantités
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xo) xn: xz: &C.....

formeront une série dont le terme général z,, croissant
constamment avec 2, sans pouvoir jamais surpasser la
racinc @, convergera nécessairement vers une limite
égale ou inférieure i cette racine. Nommons / cette limite.
Comme , en vertu des équations (7), on a, quel que
soit 2,

® (x,ﬂ) _ X ('Tn)’

on en conclura, en faisant croitre n indéfiniment, et
passant aux limites ,

(13) e (l) = x(I)

La quantité  sera donc elle-méme une racine de I'équa-
tion (1); et, puisque cette quantité sera plus grande que
x,, sans étre supérieure 2 la racine @, on aura évidem-
ment

(14) l = a.

Admettons, en second lieu, que I'équation (1) n’ait pas
de racines réelles comprises entre =, et X. On prouvera
encore dans cette hypothése, que le terme général =, de
la série (6) croit constamment avec », du moins tant
que ce terme reste inférieur & X. En effet, tant que cette
condition sera remplie, la différence

¢ (z.) — x (%)

sera [ théoréme 1., corollaire 1.7 ] de méme signe que
¢ (x) — x (%,),

cest-a-dire, négative, et par suite on établira comme ci-

dessus les formules (11), (12}, &e.... De plus, z, ne
pourra converger vers une limite- fixe / inféricure a X,



468 NOTE IIL

puisque Texistence de cette limite entrainerait évidem-
ment {'équation (13}, et par suite l'existence d'une racine
réelle comprise entre x, et X. Donc il faudra nécessai-
rement, dans Phypothese admise , que la valeur de z,
finisse par surpasser la limite X,

COROLLAIRE 1.” Les conditions auxquelles les fonc-
tions auxiliaires @ (), % (z) sont assujettics dans l'é-
noncé du 2.° théoréme, peuvent étre remplies d’une
infinit¢ de manitres. Mais, parmi le nombre infini des
valeurs que fon peut attribuer & {a fonction ¢ (z), il
importe d'en choisir une qui permette de résoudre faci-
lement les équations (7), cest-i-dire, en géneéral, toute
€quation de la forme

¢ (x) = constante.

La valeur de ¢ («) étant choisie, comme on vient de le
dire, on calculera sans peine les différens termes de la
série (6}, et il suflira de chercher la limite vers laquelle
ils convergent pour obtenir fa plus petite des racines de
Véquation (1) comprises entre x, et X. Si ces mémes
termes finissent par surpasser X , I'équation (1) n'aura
pas de racine réelle dans Tintervalle de x, 2 X.

CoROLLAIRE 2. Si lon prend
z, = o,

et si de plus I'équation (1) admet des racines positives ,
les quantités x,, z,, &c.... seront toutes inférieures i
la plus petite racine de cette espéce, et en fourniront des
valeurs de plus en plus approchées.

3.© THEOREME. Supposons, comme dans le theo-
reme 1.7, que la fonction f(z) demeure continue
depuis €=z, jusqu'a s=X (X étant supérieur & z,};

BTRTNT] '”"“""lIHHV'""'""""'""“""'F""’["'"'“" sarmmemer on
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et désignons par ¢(z), x(z) deux fonctions auzi-
liaires également continues dans Uintervalle dent il
s'agit, mais de plus assujetiies, 1.° a croitre constam-
ment avec r dans cet intervalle, 2.° @ fournir pour la
différence
¢ (x) — x(2)

une expression variable qui devienne posilive lors-
gu’on attribue a = la valeur particulitre X, ct demeure

toujours égale [au signe pres) a f(z). Si Uequation

(1) S@ =o
a une ou plusieurs racines reelles comprises entre z,
et X, les valeurs de x représentées par

{15) X, X', X", X", &e...,

et deduites les unes des autres par le moyen des Sfor-
mules

(16) 9(X)=x(X), o(X)=XX"), p(X")=X(X"), &...

composeront une série de quantités décroissantes dont
le terme genéral convergera vers la plus grande de
ces racines. St au contraive Uéquation (1) n'a pas de
racines réelles comprises entre z, et X, le terme gé-
neral de la série (15) finira par s'abaisser au-dessous
de z,.

La démonstration de ce troisime théoréme est tellement
semblable 2 celle du second, que , pour abréger, nous nous
dispenserons de la rapporter ici.

COROLLAIRE 1./ Parmi {e nombre infini de valeurs
quon peut attribuer a la fonction ¢ (x) de maniere 2
remplir les conditions exigées, il importe d'en choisir
une qui permette de résoudre facilement les équations
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(16), cest-a-dire, en général, toute équation de Ia forme

¢ () == constante.

La valeur de ¢ () étant choisie comme on vient de
le dire, on calculera sans peine les différens termes de
la série (15), et il suffira de chercher la limite vers
laquelle ils convergent pour obtenir la plus grande des
racines de Téquation (1) comprises entre z, et X. Si
ces mémes termes finissent par s'abaisser au-dessous de
z,, Véquation (1) n'aura pas de racine réelle dans l'in-
tervalle de =, 3 X.

COROLLAIRE 2.° Si, I'équation (1) ayant des racines
positives, X surpasse la plus grande racine de cette
espece, les quantités X', X", &c.... resteront toutes
supérieures  cette méme racine, ct en fourniront des
valeurs de plus en plus approchces.

ScroLIE 1.7 Si I'équation {1) n'a qu'une seunle racine
réelle a comprise entre x, et X, les termes généraux des
séries (G) et (15), dont la premiére est croissante, et la
seconde décroissante, convergeront vers une limite com-
mune égale a cette racine. Alors, si Ton prolonge ces
séries jusqu'aux termes

r, et XM,

puis, que I'on prenne la demi-somme de ces deux termes
pour valeur approchée de la racine @, l'erreur commise
sera plus petite que

JY(’” — :ﬂ
E—
2

Scrorig 2.° Pour montrer une application des prin-
cipes que nous venons détablir, considérons en parti-
culier {'équation
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(7)) a™—d 2™ — A, e A, x—Ad,=0,

m désignant un nombre entier quelconque, et
4., 4, .... 4 A

des quantités positives ou nulles. Comme {e premier
membre de cette équation est négatif pour x=—o, et
positif pour de trés-grandes valeurs de x, il en résulte
qu'elle a au moins une racine positive et finie. De plus,
cette méme équation ne différant pas de la suivante

— m>

'AK Ax Am-—v A'l
s e e = 1,
x X x x

dont le second membre reste invariable, tandis que le
premier décroit constamment pour des valeurs positives
et croissantes de z, n‘admetira évidemment quune seule
racine réelle et positive. Soit a cette racine, et A4 le plus
grand des nombres

4., 4,, ..... A
enfin désignons & l'ordinaire une moyenne entre ces

nombres par la notation

M(A,, A, ... A_, A).

"m—

A4

1 me1 ¥ m

On tirera de équation (17), eny faisant x == e, puis
ayant égard & la formule (11) des préliminaires,
A" =4, a" A, "+ A, a+ A,
= (@™ ' 4= ta+-1)M(4,, A4,,...4,,, 4,)

am—1 a

= M(A,, A, .4, ,4)<A.

—_1
-

2

m
@ — 1 * -y a—1

et par suite

a" —1

a——!<A—aT<A,

(18) a< 441,
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Par conséquent la racine positive de I'équation (17) sera
comprise entre les limites o et 4 + 1. D'un autre coté,
comme, en désignant par

A,a™ et A,a™

le plus petit et le plus grand des termes renfermés dans
le polynome

A g™ A, a4 + A4, a4+ A,,

et par n=—ou < m le nombre de ceux qui different de
z€ro, on aura évidemment

a™ > ndA,a"",
a™ < nd,a™’,
et par suite

a > (nA,)E,

a<(nd)’,

il est clair que la racine @ sera comprise entre le plus
petit et le plus grand des nombres

(19) nd,, (nd)F, (nd,)5, ... (nd,)".

Enfin, puisqu'en vertu du théoréme 1.°" [ corollaire 1.],
le premier membre de I'équation (17) restera négatif
depuis £==0 jusqua z=—a, et positif depuis r—a
jusqua x =—oo, il en résulte qu'on pourra choisir en-
core pour limite inférieure de la racine a le plus grand
des nombres entiers qui rendent négative I'expression

(20) " — A " — A — A4, x— A4

m—t me

et pour limite supérieure {e plus petit de ceux qui la
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rendent positive. Soient maintenant

z,, X
Ies deux limites inférieure et supérieure calculées d’éprés

Tune des régles que nous venons d'indiquer. Si I'on fait en
outre

(2 I) ¢ (2)=a", X(@)=A ™ A 2" A, x+ A

les théorémes 2.° et 3.° seront applicables & I'équation
(17); et comme, dans cette hypothése , chacune des
équations (7) ou (16) se trouvera réduite & la forme

m

x" — constante ,

il deviendra facile de calculer les quantités comprises
dans les deux sérics

X, X', X", X", &....

z,, z, x, =, &....,

b

dont les termes généraux seront les valeurs approchées
en plus et en moins de la racine a.

SCHOLIE 3.° Considérons encore I'équation
(22) e o B I S U TUS +dAd, x—Ad, =o0,
m désignant toujours un nombre entier , et
A, 4., ..... 4 A

m—3 2 m

des quantités positives ou nulles, dont fa plus grande
soit égale & A. En prenant — pour inconnue, on pourra
x

présenter cette équation sous la forme suivante
i\ ™ Am_l g\ i1 Am—z 1\ m—2
z A, x A, z e

A, l) L
...--.-..-oo--—‘j;—(‘r —-7;—-__0’

(23)



474 NOTE IIL

qui est pareille a celle de I'équation (17). On en conclura
que T'équation (22) admet unc seule racine positive infc-
vieure au quotient

(24) A
\ —_—
] r?

"

et (ue cette racinc est comprise non-seulement entre [a
plus petite et fa plus grande des quantités

A, A, \3 A, \7T
n A ’ nA,_, ’(nAm_s) y ottt

f25) o
A, \ =T A, \m
e () ()

[ 2= ou < m représentant le nombre des termes va-
riables renfermés dans le premier membre de I'équation
(22)], mais aussi entre le plus grand des nombres en-
tiers qui rendent négative lexpression

(3.6) D B - PR I +~ A, z—A,,

et le plus petit de ceax qui fa rendent positive. Apres
avoir fixé, daprés ces remarques, deux limites en plus
ct en moins de Ja racine en question, il sufiira, pour en
approcher davantage, dappliquer les 2.° et 3.° théo-
remes & Péquation (23), en y regardant — comme l'in-
connue qu'il sagit de déterminer.

ScHOLIE 4. Si léquation (1) avait deux racines
réclles comprises entre z, ct X, mais extrémement rap-
prochées 'une de Fautre, les termes généraux des sérics
(6) et (15) paraitraicnt au premier abord converger vers
la méme limite, et I'on pourrait prolonger long-temps les
deux séries avant de sapercevoir de la différence entre les |
Lunites vers lesquelles ils convergent effectivement. La

e
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méme remarque est applicable aux séries (2) et (3). Par
conséquent les méthodes de résolution fondées uniquement
sur le théoréme 1.°*, ou bien sur les théoremes 2.° et 3.5,
ne sont pas propres a faire connaitre, dans tous les cas,
le nombre des racines réelles d’'une équation numérique ;
mais elles fourniront tewjours des valeurs aussi appro-
chées que T'on voudra de toute racine réelle qui se trou-
vera seule comprise entre deux limites données.

Dans le cas particulier ou I'équation numérique que
T'on considére a pour premier membre une fonction réelle
et enticre de la variable x, on peut tout-d-la-fois, ainsi
que M. Lagrange I'a fait voir, déterminer le nombre des
racines réelles et calculer leurs valeurs approchées. Pour
attcindre facilement ce but, il convient de réduire d'abord
I'équation proposée A n'avoir que des racines inégales, en
opérant comme il suit.

Soit

(27) F(z) = o

T'équation donnée. Désignons par a, b, ¢, ... ses diverses
racines réelles ou imaginaires, et par m le degré de son
premier membre , dans lequel nous supposerons le coeffi-
cient de la plus haute puissance de zx réduit a Iunité.
Enfin soit m' le nombre des racines égales 4 a, m” le
nombre des racines égales 2 b, m" le nombre des racines
¢gales a ¢, &c.... On aura

w

{(28) w4-mm" - =m

ct

o

(20)  F(z) = (z—a)" (x—b)" (z—e)"" ...

On en conclura, en désignant par z une nouvelle va-
riable ,
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F(I+~ m! mt mor
(39) ¥y ('*’_) (“* (“+»4) -
Si maintenant on fait
(31) F(z—+3)=F(2)+zF (2)+z* F,(z)+&ec...,

et que T'on développe les expressions

(I z m! = mo = weer
+.r—a) ,(I—i—z_b) ) (.I-&—I_c) , &e...

suivant les puissances ascendantes de z, I'équation (30)
deviendra

1z 5@ 5O
F(.t) [(I) 8 e 8 2 e e a o
= (x+~m—z+...) (-+ 73+ )( +——z+ ) &e...
I—a
= 1 4 _,E,_*_‘,’ﬁ +,."l_._’_ )z+&c ...... H
r—a x—b xr—ec

puis, en égalant de part et d'autre les coefliciens de la
premicre puissance de 3, on trouvera

’

F) m m" m”
Fy = z—a LA S e -+ &c...

(32)

__m'(z—b)(z—c).. 4m (z—a)(z—c).. +m"'(x—a)(x—b)...+&c.
- (z—a) (z—b) (z—). -

Comme la formule précédente a pour dernier membre
une fraction algébrique évidemment irréductible, il en
résulte qu'il suffit de diviser le premier membre F(z)
de T'équation (27) par le plus grand commun diviseur des
deux polynomes F(x), F,(z) pour ramener cette équa-
tion a fa suivante

£33) (z—a) (x—1b) (z—¢). .

qui n'a ples que des racines inégales.
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Nous ne nous arréterons pas i faire voir comment on
pourrait déduire des mémes principes diverses équations
dont les racines, toutes inégales entre elles, seraient équi-
valentes, tantét aux racines simples, tantGt aux racities
doubles , tantét aux racines triples, &c... de fa proposce.
Nous ajouterons seulement ici quelques remarques rela-
tives au cas ol l'on suppose immédiatement toutes les
racines de ['équation (27) inégales entre elles. Chacun des
nombres m', m", m", &ec... se réduisant alors a I'unité,
on tire de la formule (32)

(34) F,(2) = (a—b)(@—r¢).. +{(z—a)(z—¢).. A-{x—a)@—b)..+-&c...,
et par suite

F (a) = (a—b) (a—c) ...,

F, (b) (b—a) (b—c) ...,

F (¢) = (c—a) (e—b) ...,
&e... ..,

F (a).F (b).F (€)erverieniiniianns

(36) m (m-1)
= (—1) * (a—b) (e—c)*...(b—c)"....

H

(s)

Ainsi, dans ['hypothése admise, le produit des carrés des
différences entre les racines de I'équation (27) sera équi-
valent [abstraction faite du signe] an produit

F (a).F,().F.(c)....,

et par conséquent au dernier terme de F'équation en z que
fournit {'élimination de z entre les deux suivantes

(37) F(@)=o, z—F (z)==o0;

de sorte quen appelant H la valeur numeérique de ce
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dernier terme, on aura
G8)  (a—b)' (@a—c)*...(b—c)*... =EH.

Dans la méme hypothese, les valeurs de F (a), F,(b),
&c..... données par les formules (35) n'étant jamais
nulles , si l'on désigne par @ une racine réelle de I'équa-
tion (27), il suffira d'attribuer au nombre o des valeurs
tres-petites pour que fes deux quantités

Fla+a) = aF (a)+ a*F,(a) -+ &ec....
Fla—a) ==-aF, (a) + a*F,(a) — &e....

soient de signes contraires. De plus, si 'on représente
par z,, X deux limites inférieure et supérieure entre les-
quelles la seule racine réelte a se trouve comprise , en vertu
du théoréme 1.*" [coroll. 1.5}, F(X) sera de méme signe
que F(a-+a), F(x,) de méme signe que F(au—a), et
par suite les deux quantités

F(z.), F(X)

seront de signes contraires.

Lorsque ['équation (27) n'a pas de racines égales, ou
quelle a été débarrasséc de celles qu'elle pouvait avoir ,
il devient facile de déterminer pour cette équation non-
sculement deux limites entre lesquelles toutes fes racines
réelles se trouvent renfermdes , mais encore une suite de
quantités qui, prises deux & deux, servent de limites res-
pectives aux dillérentes racines de cette espece, et enfin
les valeurs aussi approchées que I'on voudra de ces mémes
racines. Cest ce que nous allons établir, en résolvant
'un aprés l'autre les trois problemes suivans.

1. PROBLEME. Déterminer deux limites enfre {es-
quelles toutes les racines réelles de Féquation

Fooar o IR l|mmvmummlmm‘ummnmuwmvrnmuu eprrmare g o
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(27) F(z) =o
se trouvent renfermces.

SorLuTIoN. F(x) étant par hypothése un polynome
réel, du degré m par rapport a z, et dans lequel la plus
haute puissance de x a pour coefficient {'unité, si 'on
désigne les coefficiens successifs des puissances inféricures
par

a , @, ..... @ a,,

m—1 ?

et les valeurs numeériques de ces mémes coefficiens par

A, Ay, ... A, 4

on aura identiquement

m=—1 m?2

Fla)=z2"4a, 2" " +a,z"" ..., 2+ n

(39)

e

=a"hAd " k4", k4, oA,

Soit maintenant k un nombre supérieur & la racine po-
sitive unique de T'équation (17) [ 3. théor., scholie 2 |.
Le polynome (20) sera positif toutes les fois quon suppo-
sera x=—k ou > k. Par suite, il suffira dattribuer & z une
valeur numérique plus grande que le nombre %, pour
que la somme des valeurs numeériques des termes

M= g T2
A ™, 4,277, .. A, x, A,

P

devienne inférieure i Ja valeur numérique de z”, 1l en
résulte que le premier membre de I'équation (27) ne
pourra jamais s'évanouir , tant que la valeur de 2 sera
située hors des limites

—k, 4k

Donc toutes les racines positives ou négatives de Téqua-
tion (27) seront comprises entre ces mémes limites,
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ScHOLIE 1. Le nombre k étant assujetti a la seule
condition de surpasser la racine positive de I'équation
(17), on peut le supposer égal soit a la plus grande des
expressions (19), soit au plus petit des nombres entiers
qui, substitués a la place de z dans le polynome (20),
donnent un résultat positif.

SCHOLIE 2. On peut aisément s'assurer que le nombre
k, déterminé comme on vient de le dire, est supérieur
non-seulement aux valeurs numériques des racines réelles
de 'équation (277), mais encore aux modules de toutes les
racines imaginaires. En effet, soit

r=r (cos.t—i— ‘/—-—x sm.t)

une semblable racine. On aura en méme temps les deux
équations réclles

4))

r"cos.mt = A4, 7" cos, (m—1)t = A 77 cos.(m—2)t =L,

......................... +Ad__ reos.t+A4,=o0,

me~1

(4 ) { rMsinmet A " sin. (m—1) e = A, " 2sin, (m—2) e
|

e e ..t A4, rsint==o0,
et, en ajoutant la premiére équation multipliée par
cos. m? a la seconde multipliée par sin. m¢, on en con-
clura

(42) rm 4 " cost E A P Pcos it L. L.l

crersaienas *= A,  rcos.(m—1)tH= A, cos.mt=o.
Or il est clair qu'on ne saurait satisfaire 2 cette derniére
équation en suppasant r > &, puisque dans cette hypo-
thése Ia valeur numérique de r™ surpasse la somme des.
valeurs numeériques des termes

M3 Miem)
A7, A7, L A _r, A,

m—1 =

TN ’|"H"""""""ll!lvl!‘lv(lulluv‘ulv[rvii[nv-n---- rremmw e o



NOTE III. 481

et & plus forte raison la somme des valeurs numériques
que ces mémes termes acquiérent lorsquon les multiplie
par des cosinus.

ScHOLIE ;° En comparant avec le polynome (26)
les premiers membres des équations (27) et (40), on
prouverait facilement que, si 'on désigne par g un
nombre inférieur 2 la racine positive unique de I'équa-
tion (22), g sera une limite inférieure non - seulement
aux valeurs numériques de toutes les racines réelles de
I'équation (27), mais encore aux modules de toutes les
racines imaginaires. Cest ce qui arrivera, par exemple ,
si Yon prend pour g Ia plus petite des expressions (25),
ou le plus grand des nombres entiers qui, substituds &
la place de « dans le polynome (26), donnent un ré-
sultat négatif. Le nombre g étant déterminé comme on
vient de le dire, toutes les racines positives de I'équation
(27) se trouveront comprises entre les limites

+g, +k,
et les racines négatives de la méme équation - entre les
limites

—k, —g.

ScHOLIE 4.° Lorsqu'on se propose seulement d’obte-
nir une limite inférieure  la plus petite des racines posi-
tives ou supérieure 2 {a plus grande, on peut quelquefois
y parvenir en sappuyant sur le corollaire du 17.¢ théoréme
[note précéd.]. Supposons , en effet, que tous les termes
du polynome F(z), & I'exception d'un seul, soient de
méme signe. L'équation (27) prendra Ia forme suivante

" ({w’"—i—A,x'""—-|—...+A,_,x""“’+‘+A,+,x"‘—-'-‘+.
43) 2 oy A
ceeetennieneent+Ad T4+ Ad — A1,

Soit maitenant  le nombre des termes qui dans Ie pre-
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mier membre de T'équation (43) ne se réduisent pas i
zéro, et

Bz~
Ja moyenne géométrique entre ces termes , B désignant
la moyenne géométrique entre leurs coefficiens. En vertu
du corollaire du théoréme 17 [note I}, toute valeur réelle
et positive de x propre a vérifier ['équation proposée, ou,
ce qui revient au méme, i lui servir de racine, satisfera
nécessairement & la condition

A, 2™ > nBzx*,

et par conséquent & I'une des deux suivantes,

(44) z> (52)",

.
A nmas

(45) z < (25)"™
savoir, 3 la premiére, si m—s surpasse p, et a la se-
conde, dans le cas contraire. Il est hon d'observer que,
si le nombre s s'évanouit, A4, se réduira au coeflicient de
2™, cest-a-dire , a 'unité.

ScHoLIE 5. 1l est encore facile d'obtenir deux limites,
T'une inférieure, T'autre supérieure aux racines positives
de l'équation (27), par la méthode que je vais indiquer.
On observera d'abord que toute équation dont le premier
membre n'offre qu'une variation de signe, cest-a-dire ,
toute équation qui se présente sous la forme

Az A 3 g - g A, T b =0,

ou sous la suivante

g —A g A g T &L =,

[4,, 4, ...4,, 4,,,, &.... désignant des nombres
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quelconques ], n'admet qu'une racine positive, évidem-
ment égale a la seule valeur positive de & pour laquelle
la fraction

A,z 4, " e A, " - &

A A, (5) FA, () e

qui croit sans cesse depuis £ =0 jusqu'd x== oo, puisse
se réduire & l'unité. Par conséquent le premier membre
d’'une semblable équation aura le méme signe que ses
premiers ou ses derniers termes , suivant que la valeur de
x sera supérieure 2 la racine dont il s'agit, ou comprise
entre zcéro et cclte méme racine. Cela posé, concevons
que, dans le polynome (39), — A4, x* soit le premier
terme négatif aprés 2™, —- A4, z* le premier terme po-
sitif aprés — A;z", — A,27 le premier terme négatif
apres A, z*, -+ A,z le premier terme positif apres
~—A,z", &c....; en sorte que I'équation (27) devienne

A4, 2

s

4. —dAd " — 4,

H-A " A, T T A " — A

My

X
yd-1
A A A T L + A4, —o.

On cenclura des remarques précédentes, que toute valeur
positive de & propre a vérifier 'équation (27) doit étre
1.° inférieure 2 la plus grande des racines positives des
équations

m M—1 . e fomne
A2 — A g — 4 a2 —o ,
Az - A, A - ;+,$m"“—. ..==o,
&e.....

2.° supérieure i la plus petite de ces mémes racines | jors-
que A, est précédé du signe —, et dans {e cas contraire,

& la plus petite des racines positives des équations de la
forme
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-4, x-A,, 27—+ A+ A, T =0,

-A x4, 2 A A, T =0,
&c....uun

Quelquefois les deux conditions quon vient d'énoncer
sexcluent mutuellement ; et alors on peut affirmer que
{'équation (27) n'a pas de racines positives.

9.° PROBLEME. Trouver le nombre des racines
réelles de Ucquation (27), avec une suile de quan-
tités qui, prises deux a deux, servent de limites a
ces mémes racines.

SoLuTioN. Nous supposerons ['équation (27) ré-
duite & navoir que des racines inégales. Alors, si {on
désigne par k [ voy. le probleme précédent | une limite
supérieure aux valeurs numériques de toutes les racines
réelles, par £ un nombre moindre que la plus petite dif-
férence entre ces racines, enfin par &, k,, ... &, d'autres
nombres tellement choisis que dans la suite

(46) —~k, <Ky, ~kyy oo —kyy 0, key oo Koy Ky, K,

{a différence entre un terme et celui qui le précéde soit
toujours une quantité positive égale ou inférieure a 4,
il est clair que deux termes consécutifs de la suite (46)
ne comprendront jamais entre eux plus dune racine
réelle. Dailleurs, forsqu'on substitue & fa place de & dans
le polynome F(x) deux quantités entre lesquelles une
seule racine réelle au plus se trouve renfermée , les
résultats obtenus sont de méme signe ou de signes
contraires ; pour parler autrement, la comparaison de ces
deux résultats offre une permanence de signe, ou une
variation de signe, suivant quil n'existe pas de racine
réelle, ou quil en existe une entre les deux quantités

TR H-||llunlullu!'vnvr"n“‘-n-‘v-uvnn.m"nInw-un-- sarsme
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dont il sagit. Par conséquent, si on prend les termes
de Ia suite (46) pour des valeurs successives de la va-
riable x, et que I'on forme la suite des valcurs corres-
pondantes du polynome F(x), cette nouvelle suite offiira
précisément autant de variations de signe que I'équation
(27) a de racines réelles, et chacune de ces racines sera
comprise entre deux valeurs conséeutives de x qui, subs-
tituées dans F'(x), donnent des résultats de signes con-
traires. Ainsi toute la difliculté®onsiste 3 trouver pour le
nombre % une valeur convenable. On y parvient de la
manicre suivante.

Désignons par H la valeur numérique du dernier
terme de I'équation en z que fournit I'élimination de
entre les formules (37). Le nombre H, ainsi quon I'a
ddji remarqué, sera dquivalent [ abstraction faite du signe]

au produit des carrés des différences entre les racines

x
réelles ou imaginaires de I'équation (27). Par suite H*
sera équivalent au produit des modules de ces différences
[ le module de chaque différence réelle n’étant autre chose
que sa valeur numérique ]. Cela posé, soient @, b deux
racines distinctes de 'équation (27). Si ces deux racines
sont réelles, chacune d'clles ayant alors une valeur numé-
rique inférieure & &, la valeur numérique de leur diffé.
rence, cest-i-dire, la différence ou la somme de leurs
valeurs numériques ne surpassera jamais 2 k. Si au con-
traire chacune de ces racines ou l'une delles seulement
devient imaginaire,, on pourra, en désignant par r,, r,
leurs modules, et par ¢,, ¢, deux arcs réels, supposer

@ =r, (cos. t, -+ ‘/: sm.t ),
b =17, (cos.t, -+ 1/: sin. t,);

et lon en déduna
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a—b ==r cos.t, —r cos.t, 4 (r sin.t, — r sin.£) /7,

mod. (a—8) == [(r,cos.t, — r_co5.t,)* + (r, sin.t, — r,sin.e,)* 1%

o=

=[r *—ar r cos.(t,— r,*] 1_< (r 2 2r, v r,?)
On aura donc
mod. (a —b) < r, 4-r,;
et par suite

(47) mod. (a —b) < 2k,

pourvu que le nombre k& ait été choisi, comme dans le
premier probleme, de maniére a surpasser non-seulement
les valeurs numériques de toutes les racines réelles , mais
encore les modules de toutes les racines imaginaires. On
prouvera de méme que chacune des différences

a—c¢, ..... b—c, &ec....

a pour module un nombre inférieur 3 24 ; et Ion en
conclura que, si, aprés avoir formé tous les modules de

m(m—1)

cette espece en nombre égal 3 —"— , on met de coté
'un d’entre eux, par exemple, le module de la différence
a—b, le produit de tous les autres sera un nombre in-
férieur & Texpression
= (m-1)
(2k)" 7 7'
Donc, si Ton multiplie cette expression par le module
de la différence @—b, on trouvera un résultat plus grand
que le produit des modules de toutes les différences,

L
c'est-a-dire, un résultat plus grand que H *. En d'autres
termes, on aura

mimr—1)

(2k) * ' x mod. (a—15) > H;

ol, ce qui revient au méme,
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4

(48) mod. (a—10b) > ———%;I—)——

—_—

(z4) =
Lorsque {es racines a et b sont réelles, le module de Ia
différence a—b se réduit i sa valeur numérique. Par
consg¢quent on obtiendra un nombre 4 inférieur a la plus
petite différence entre les racines réelles de I'équation
(27), si I'on pose

P

(49) h L A—

— ]

(24) 2
ScHoLIE 1" 11 serait facile de prouver que, si cha-
eun des nombres A, , A,, ... A, [ 1. probléme] est
entier , le nombre H le sera également. Par suite, dans
cette hypothése, le nombre i, qui ne peut s'évanouir
tant que les racines de ['équation (27) restent inégales
entre elles, aura une valeur égale ou supérieure  l'unité.

Cela posé, la formule (48) donnera

(50) mod. (a—b) > T ;

(k) =

et T'on en conclura que , pour obtenir un nombre £ infé-
rieur 2 la plus petite différence entre les racines, il suffit
de prendre

(5 I) h = ——T("m—-;)-“- .

(2 4) !

ScHOLIE 2. Soit

(52) Z=o0
I'équation en z que fournit I'élimination de z entre les
formules (37). Si, par la méthode ci-dessus indiquée
[ 1." probleme, schelie 3 ], on détermine une limite G
mnférieure aux modules de toutes les racines réelles ou
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imaginaires de I'équation (52), on aura, en désignant
toujours par.a, b, ¢, ... les racines de I'équation (27),

mod. F,(a) > G,
ou, ce qui revient au méme [ voy. les équations (35)],
mod. (a—b)(a—c)... > G.

On en conclura

G
mod. (a—b) > ———o—— T
et par suite
G
(53) mod. (a—) > e

puisque les différences
a—b, a—c, &c....

qui renferment la racine @ combince successivement avee
toutes les autres, sont au nombre de m—1, ou, si l'on
met de coté la différence a—b, au nombre de m— 2,
Cela posé, il est clair que le nombre & satisfera encore
aux conditions requises, si I'on prend

4 h = —(%)‘m——

ScHoLIE 3. Aprés avoir déterminé & par 'une des
méthodes précédentes, on pourra choisir pour la suite des
nombres

k,, k., ... K,
une progression arithmétique décroissante dont la diffé-
rence soit ézale ou inférieure 2 A, en se bornant toute-
fois aux termes de cette progression qui restent compris
entre les limites o, k. De plus, si Ion désigne par g
[voyezde 1.5 probleme, scholie 3 ] unc limite inférieure
aux valeurs numériques de toutes les racines réelles de

ML L] |"'|'l"H"ul"uVl"l‘ln!-luln"nvullﬂnnrnmuu EETLIT EURIEY S '
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Téquation (27), on pourra évidemment dans la suite
(46) supprimer tous les termes positifs ou négatifs dont
les valeurs numériques seront plus petites que g, en
écrivant 2 la place les deux seuls termes
— &, +g

La suite (46) étant modifiée comme on vient de le dire ,
on substituera successivement dans le polynome F(z),
1.° les termes négatifs de cette suite depuis —k jusqu'a
— &, 2.° les termes positifs depuis —+ g jusqua -k ;
et toutes les fois que deux termes consécutifs de la pre-
micre ou de la seconde espéce fourniront des résultats de
signes contraires, on sera certain quune racine réelle,
négative dans le premier cas, positive dans le second, est
renfermée entre ces deux termes.

SCHOLIE 4. Lorsque par un moyen quelconque on
a déterminé, pour {'équation (27), une valeur appro-
chée en plus ou en moins de la racine réclle a, on peut
dans un grand nombre de cas obtenir de la ‘méme ra-
cine une valeur approchée en sens contraire, et fixer
deux linites, I'une plus grande que les racines réelles
inférieures & @, l'autre plus petite que les racines réelles
supérieures, en sappuyant sur la proposition que je vais
énoncer.

Représentons a Uordinaire par
F.(x), F,(x), F,(z), &c....

les cocfficiens des 1.7, 2., 3.7, ... puissances de =
dans le dcveloppement de F(z+z); par a, b, c, ....
les diverses racines de U'dquation (27), et par k un
nombre supéricur @ lewrs modules. Supposons en outre
que, la quantité £ étant une valeur approchée de lu

racine réelle o, la difference a—§, et la quantite o
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détermince par U'équation
— F (%)
(55) &= FE)
soient assez petites [ abstraction faite des signes] pour
que dans le polynome

(56) F.(B4:0a)F,O+3(:0) Fif)+4(za)FyH)+5&.. ..

la valeur numérique du premier (erme surpasse la
somme des valeurs numeriques de tous les autres.
Enfin désignons par G un nombre inférieur a Lexces
de la premiere valeur numeérique sur la somme dont
il s'agit. On sera certain, 1.° que la racine reelle o
se trouve seule comprise entre les limites

E, E42a,
2. que la difffrence a—b ou 5—a entre la racine s
q

et une nouvelle racine réelle & ne peut surpasser

. G
(57) R .

Pour démontrer la proposition précédente, .nous ob-
serverons d'abord que dans 'hypothése admise, le poly-
nome (56) étant de méme sigrie que son premier terme,
on pourra en dire autant @ fortiori des deux polynomes
(8~ 3 F @)+ (a)F,(5)— (2a) Fy(5) + (22) Fy(}) —&c...,

’ FL§) +(a)F, )+ () Fy§) -+ (a)Fyf +&e....,
qu'on obtient en développant les fractions

F(?—2a) F(E-«—-ztz)

@ ’ a ’

suivant les puissances ascendantes de &, et ayant égard
a l'équation (55). Par suite, les premiers termes des
deux polynomes €tant de signes contraires, il en. sera de

T RO EN TE TI T OTT AT AR ) IHNI|l|no"n""nrnlnnu L L o
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méme' des deux fractions, et de leurs numeérateurs

F(f—za), F({+2a).

Il y aura donc au moins une racine réelle de I'équation
(27) entre les [imites

E—2a, £4-2a.
Jajoute qu'il n’y en aura qu'une ; et en effet, il est facile
de voir que, si plusieurs racines réelles étaient renfer-
mees entre ces limites, en désignant par a et & deux
semblables racines prises a la suite I'une de l'autre , on
trouverait pour les valeurs des expressions

Fl@=(a—}@a—c)...,
F (by=(0b—c)(b —a)....

deux quantités de signes contraires. Par conséquent P'é-
quation

(59) F(z) =0

aurait une racine réelle comprise entre a et b, laquelle
serait de la forme

£+ 3,

la quantité z étant renfermée entre les limites — 2 4,
~+2a. Or, cest ce quon ne peut admettre. Car, si
T'on remplace dans la formule (31) z par y4-3, et que
Yon développe le premier membre de cette formule ainsi
modifiée suivant les puissances ascendantes de v, on en
tirera

F(»4+2)y4yF, (x+z)+ &c.o..... e

= Fz)+(y+3)F,(z2)+ (y+2)* F, (2) -+ &c... ;

puis, en dégalant de part et dautre les coefficiens de Ia
premiére puissance de y,
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(60) F (r+32) =

Par suite, le développement de
(61) F, (¢ + 2)
deviendra

(62) F(§)+23F,(E)+35*F(§)+423F (£)+ &e..o;

et, comme dans le polynome (56) la valeur numérique du
premier terme surpasse la somme des valeurs numériques

F,(z)+133F, (x)+33° F;(z) 4+ 45 Fy(x) +&e...u

de tous les autres , il en sera de méme a fortiori du po-
lynome (62), tant que la valeur numérique de z sera
supposée inféricure a celle de 2a. Il en résulte que,
dans cette hypothése , I'expression (61) ne saurait sé-
vanouir. Donc I'équation (59) n'a pas de racines réelles
comprises entre les limites £ —2a, £ 24 ; et I'dqua-
tion (27) n'en a qu'une entre ces limites. La racine dont
il s'agit est nécessairement celle qui sapproche e plus
de la quantit¢ £, et que nous avons désignce par a.
D’autre part, comme la fraction

F ({a42a)

o 3

équivalente au second des deux polynomes (58), est
de méme signe que le premier terme de ce polynome,

savoir ,
F (¢
FI(E):_—Ti:—)— 4

on doit en conclure que
F(E) e F(E-+24)

sont deux quamit(‘s de signes contraires , et que la racine
« se trouve resserrée entre les deux limites

£, E+4 2a.
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Quant i Ja seconde partie de la proposition ci-dessus
énoncée, elle est une conséquence immédiate du scho-
lie 2., puisque la quantité G restera évidemment infé-
rieure [ abstraction faite du signe] au polynome (62),
c'esti-dire, au développement de F (£-43), tant que
la valeur numérique de z ne surpassera pas celle de 2a.,
et par conséquent inférieure 2 la quantité F, () qu'on
déduit de F, (£+-2z), en posant

3= a — E.
H suit dailleurs de cette seconde partie que les racines
réelles plus grandes que a sont toutes supéricures a la
limite
G
(63) @ +

et les racines réelles plus petites que a inférieures a la
limite
(54) a — "'('TGA)TT .

3.° PROBLEME. Trouver les valeurs ausss appro-
chées que U'on voudra des racines réelles de U'équation
(27).

SoLUTION. On commencera par déterminer, & T'aide
du probléme précédent, deux limites, Pune en plus et
Tautre en moins, de chaque racine réelle et positive. Sup-
posons en particulier que la racine a soit de cette espéce,
et désignons par x,, X les deux limites inféricure ot
superieure a cette racine. Si T'on forme deux sommes dif.
férentes, la premiére avec les termes positifs du polynome
I'(r), la seconde avec les termes négatifs pris en signe
contraire, celle qui sera la plus petite pour & =x_ de-
viendra la plus grande powr ==X, Représentes cette
somme par ¢ (x) et Tautre par (). Les deux fonctions
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entieres ¢ (z), x () jouiront des propriétcs énoncées
dans les 2.° et 3. théoremes ; et par suite, si la fonction
¢(z) est telle quon puisse facilement résoudre les équa-
tions de la forme

¢ (x) = constante ,

les formules (7) et (16) fourniront immédiatement des
valeurs de plus en plus approchées de la racine a. Cest
ce qui arrivera, par exemple, toutes les fois que la fonc-
tion ¢(x) se présentera sous la forme

B(r+C)Y 4D,

B, C, D étant trois nombres entiers quelconques , et
n un nombre entier égal ou inférieur & m; puisqualors on
obtiendira les termes successifs des séries (6) et (t5) par
des extiactions de racines du degré n. Si la fonction ¢(x)
nest pas de la furme que nous venons d'indiquer, on
pourra facilement I'y ramener, en ajoutant aux deux
membres de ['équation

e (x) = x (=)
un polynome entier 4(27) dont tous les termes soient po-
sitifs, En effet, il est cluir que les valeurs de ¢(x) et de
#(2), modifiecs par l'addition d'un semblable polynome,
conserveront tu'Jjours les mémes propriétés. On peut, au
reste, attribuer au polynome 4 (2) une infinité de valeurs
différentes. Supposons, par exemple,

e(a)==z' 4~ 32" 4+ 8.
La valeur de ¢(2), modifi¢e par I'xddition du polynome
{4 (), deviendra

(g41) 47,
si l'on suppose

d(x) = 3z,
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cu bien
(2 + 2),
si fon suppose
d(z)=32* 4+ 122;

&c.... Ul est bon de remarquer 2 ce sujet, 1.° qu'on
peut toujours choisir fa fonction entiere (x) de manitre
a obtenir I'unité pour le nombre B, 2.° que dans beau-
coup de cas, Tun des nombres C, D se trouvera réduit
a zéro.

Apres avoir déterminé par fa méthode précédente les
racines réelles et positives de T'équation (27), il suffira
évidemment pour obtenir ses racines négatives de chercher
par la méme méthode les racines positives de I'équation

(65) F(—z)=o.

SCHOLIE. Outre la méthode d'approximation que
nous venons d'indiquer , il en existe plusieurs autres ,
parmi lesquelles on doit remarquer celle de Newton. Ellc
suppose que I'on connait déja une valeur approchée & de
la racine que l'on cherche, et consiste 2 prendre pour
correction de cette valeur la quantité a déierminée par
'équation

(55) @ = — %2—
Toutefois , cette derniere méthode n'étant pas toujours
applicable, il importe d’examiner dans quels cas on peut
Yemployer. Nous allons établir & ce sujet les propositicrs
suivantes,

4.° THEOREME. Supposons que, a de'.signant lune
guelcongue des racines réelles positives cu negatives
de léquation (27), et £ une valeur approchee de
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cette racine, on détermine « par le moyen de l'équation
(55). Si a est asses petit [abstraction faite du signe)
pour que dans le polynome (56) la valeur numerique
du premier terme surpasse la somme des valeurs nume-
riques de tous les autres , alors des deux quantites

E, £+ a
la seconde sera plus approchée de o que la premicre.

DEMONSTRATION. Nous avons déja vu [ 2.° probl.,
scholie 4 ] que , dans Thypothése admise, la racine a se
trouve seule renfermée entre les limites

£, £+ 2a
Cela posé, si I'on prend
(66) ea=£&+4z,

z sera une quantité comprise entre les limites o, 24, et
propre a vérifier I'équation

F(E+2)=o,
ou, ce qui revient au méme, la suivante,
(67) FE)+sF,(§)+ " F,(£)+&c...=o.
Si maintenant on fait pour plus de commodité

(69) g == — F,(8)+ 2z F;(£)A-&ec.

F (5 ’
et que T'on ait égard a la formule (55), I'équation (47)
deviendra
(69) s =t gsn

Ou aura par suite
(70) a=Ef+s=Ef+a+gz*;

d'otr il résulie qu'en prenant £ 4-a au lieu de £ pour
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valeur approchée de @, on commettra une erreur égale
non plus a fa valeur numérique de z, mais & celle de
¢z*. Daillews, le polynome (56) étant de méme signe
que son premier terme F (&), les deux polynomes

(1) | OGP P Orte.. = (—gag) F, (D),
F,B)—2Ga)F,(§—:(a)F;@—8e... = (1--4ag). F,§)

jouiront évidemment de la méme propriété ; ce qui exige
que la valeur numérique de 2aq, et a fortior: celle de
gz, restent inférieures 2 =. On en conclura immédiate-
ment que Jla valeur numérique de gz* est inférieure i
celle de
prenant

+ 5. Ainsi des deux erreurs que I'on commet en

E et E4a
pour valeurs approchées de a, la seconde est plus petite
que fa moitié de la premiére.
ScHOLIE 1.7 Comme on tire de ['équation (69)
. a
EE= =
et que la valeur numérique de ¢z est inférieure 3 L, on

est assuré que la valeur de z restera toujours comprise
entre les limites

SciioLrE 2. En résolvant I'équation (69) comme si
la valeur de ¢ était connue, on trouve
== Ty 2a

2q T
Le radical /7 est ici affecté d'un double signe.
Mais, puisque la valeur de z doit rester plus petite que
celle de 2a, il est clair qu'on devra préférer le signe
inférieur. On aura donc

=
&
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(72 -— 2% _
\7 ) Pt P r—gay

Cela posé, si fon nomme ¢,, Q, deux limites dont {'une
soit inferieure et 'autre supérieure i la quantité ¢ déter-
minée par la formule (68), on conclura de I'équation
(72), que la valeur exacte de z est comprise entre les
deux expressions

(73) LA 12

Vot Y gy, Iy 1—oay

Par conséquent cette valeur renfermera tous les chiffres
décimaux communs aux deux expressions réduites en
nombres.

SCHOLIE ;. Supposons que des deux quantités ¢,, Q
la seconde ait la plus grande valeur numeérique, et que
cette valeur numérique soit inférieure i 'unité. Alors, si
fa différence @ — & = = est | abstraction faite du signe |
plus petite qu'une unité décimale de T'ordre 2, c'est-a-dire,
si f'on a

(74) val. num. 3 < ( ,l'ﬁ) )u ,
la différence
a—(E+a)=—y:"

sera plus petite [abstraction faite du signe ] qu'une unité
décimale de Tordre 27, en sorte quon trouvera

1 in
1o ) .
Ainsi, en prenant £ au lieu de & pour valeur appro-
chée de la racine a, on doublera le nombre des décimales
exactes.

Si Ton supposait la valeur numerique de Q inférieure

non-seulement & I'unité, mais encore 3 o,1, on conclu-
rait de la formule (74)

(75) val. num. q3* < (
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val. num, gz* < ( . )lﬂ“
10

Plus généralement, si on suppose cette valeur numé-
. e N N\’ ;e .
rique inférieure 2 (To_) , T desxgnant un nombre entier

quelconque, lIa formule (74) entrainera la suivante,

10

(76) val. num. qz* < _J__)z“,

Enfin, si la valeur de Q est supérieure 2 I'unité, mais
inférieure 2 (10)", on trouvera

(77) val num. q;‘- < (__xl(_;)‘ n—r

ScHOLIE 4./ L'erreur que I'on commet en prenant
£+ pour valeur approchée de a, ou la valeur numé-
rique du produit gz* peut elle - méme se calculer par
approximation. En effet, si I'on a égard a I'équation (G9),
on trouvera

gzt = g(a4-¢3") = qa* +(2a)¢* 3" 4 ¢’ z%.
Or, supposons la valeur numérique de 2, par consé-

. - . I T
quent celle de z, inférieure 2 (—;;) , et la valeur nu-

mérique de Q, par conséquent celle de ¢, inférieure a
(10)*" ; n et r désignant deux nombres entiers. On aura
évidemment

l 22 ¢ \Int2r
val. num. (2a.)q*z* < ~;°..) ,
et
4nk}
val. num. ¢* z* < ('_) g
Io
De plus, si la valeur numérique de fa fraction

(79) F, (%) +2F, (§)+ ...
F, (2
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est reconnue inférieure 3 (10)¥’, s désignant encore
un nombre entier , on pourra prendre
2 _F. (&

FoES
pour valeur approchée du terme ga*, sans craindre une
erreur plus considérable que

1 3nxs
()
F.(&)

. , .. . ( .
Par suite, st l'on choisit # 4~ — a* -3 lieu
K

de £+4+a , pour valeur approchée de la racine a, cest-
a-dire , si fon pose

—

s F. (&)
(79) a—=f+a—a ﬁ,
lerreur commise sur la racine naffectera plus que les
unités décimales de l'ordre marqué par le plus grand des
trois nombres
snts, 3nd2r, 4n 3
Dans le cas particulier ot la valeur numeérique de Q est

inférieure 2 (——) , et celle de la fraction (78) &
10 7

s -
(—'—) , la nouvelle erreur devient plus petite que

s o

Il suffit donc alors de substituer le second membre de
I'équation (79) 2 la quantité £ pour tripler le nombre
des chiffres décimaux exacts dans a valeur approchée de
a. Clest ce qui arrive encore, a trés-peu pres, quand le
nombre n devient trés-considérable. Ces résultats sont
conformes a ceux que M. Nickolson a obtenus dans un
ouvrage récemment publié 4 Londres, et qui a pour titre :
Essay on involution and evolution, E-c.
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5. THEOREME. Les . mémes choses étant posees que
duns le théoréme précédent, concevons que le premier
terme du polynome (56), c’est-a-dire, du polynome
qui représente le developpement de F,(% +22), ait
une valeur numérique superieure non-seulement d la
somme des valeurs numeriques de tous les autres
termes , mais encore au double de cette somme. Alors,
si lon désigne par £, une quantite comprise entre les
limites

£, E+2a,

la seconde des denx quantites

F(E)
F J— A
RN S R h

sera plus approchée de a que la premiére.

DEMONSTRATION. Pour établir la proposition qu'on
vient d’énoncer, il suffit de faire voir que la valeur nu-
mérique de la différence

a— ¢,

est supérieure i celle de

(g _ FEYY_, x+v__ F@—F() |
“ [E' <z,)]“(“‘“) F (%) 7

ou, ce qui revient au méme, que la fraction

F.(&) —————”"3:;’(2’)
F (%)

a une valeur numeérique inférieure  'unité, Représentons

u - . .
ar — cette méme fraction. Il suffira de prouver que
par - q
v—u et v-u,

cest-a-dire, en dautres lermes ,
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(vo) TW=tE) o o) TOZFE)

a—
sont deux expressions de méme signe. Or, si l'on fait
(81) a—¢+4z et E =E-4C,

z et € seront deux quantités de méme signe comprises
entre les limites 0, 2a ; et les expressions (80), aprés
le développement des fonctions

F(E,+3), F(£,+¢€), F,(§+¢),

deviendront respectivement

Fo(8)+(€+2)F, (5)+ (€ 4 €43 Fy(§) +&...oon

F, () — E43—4E)F,(§) — (67 +Ca—+="—66) Fy(§) — &e...
Comme , dans chacun de ces derniers polynomes, le
coefficient de F,(£) a une valeur numérique évidem-
ment inférieure i celle de I'une des quantités

, 26",

net

nZ

et par conséquent au double de la valeur numérique du
produit

n{2a)""",
il est clair qu'ils seront I'un et lautre de meéme signe que
F (&), sila condition énoncée dans fe 5.° théoreme se

trouve remplie. Donc, &e....

SCHOLIE 1.” Les erreurs commises lorsqu'on prend
successivement

F (&)
St b=
pour valeurs approchées de la racine @, sont respective-
ment égales aux valeurs numeriques des deux quantités

F (&0
a—& e a—& +FEy
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NOTE III 503
On trouvera dailleurs , en ayant égard aux formules (81),

(82) a—§& =3z—¢,

el
_ res Fa)—F(§,)
T TGy = —

Flk+2)—F(E+6€) |
Fo(5+¢€) ’

puis, en développant les fonctions
F{¢4-3), F(E+0C), F,(£+40C),

I i F 1
(83) «—§ + 5 =

g P B P B aCat € B+ e
T S T e S e R (D s

=z——

Cela posé, concevons que , pour toutes les valeurs de €
et de z comprises entre o et 2, [a valeur numerique
du polynome

(84) Fo ()~ (s428) Fy(%) (24282436 Fy (B) +&e.....
reste inférieure 4 la limite M, et celle du polynome
(85)  F.(E)+20F. (5)+ 38 F, () + &c... .
supérieure & la limite V. Si Pon a

(86) val. num, (3 —¢) < (~l"°~)n

et

(87) %’ <(l°)*’,

n et r désignant deux nombres entiers quelcongnes , on
conclura de I'équation (83),

(83)  val. num. (,z_g‘ " frt\)<(_),
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I est essentiel de remarquer que, pour obtenir des
valeurs convenables de M et de NV, il suffit, 1.° de rem-
placer dans le polynome (84) z et € par 2, puis de
calculer la somme des valeurs numériques de tous les
termes, 2.° de remplacer dans le polynome (85) € par
2a., et de chercher ensuite fa différence entre la valeur
numérique du premier terme , et la somme des valeurs
numériques de tous les autres.

SCHOLIE 2.* Les mémes choses étant posées que dans
fe 5. théoréeme, si T'on fait successivement

s F®) _ s FG
(89) EI_E F, (E} H El"—'gl /',(E,) ]

les quantités &,, &,, £,, &c... seront des valeurs de plus
en plus approchées de la racine a. Si daillewrs on attri-
bue aux nombres M et N les mémes valeurs que dans<
fe scholie 1.*", alors, en supposant

! 3 Y
val. num. (@ — &) <{ =) »
on en conclura

antr
val. num. («—E,) << : ) ;

10

val. num. (a—E,) <( : )hﬂr.

lo
val. num. (a—E&,) <<—"°—)s"t7' )
&e.. ...

Ces dernitres formules renferment la proposition énon-
cée par M. Fourier dans le Bulletin de la Société phi-
lQmatique (livraison de mai 1818 ), relativement uu
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nombre de décimales exactes que fournit 3 chaque opé-
ration nouvelle la méthode de Newton.

, , . M cpas s
Toutes les fois que fa fraction — est inférieure a

T'unité, on peut prendre r—o, et par suite les diffé-
rences successives entre la racine a et ses valeurs ap-
prochées

5’ El: Ez’ E;: &L

sont respectivement plus petites que les nombres

Go)s () ()7 ()" s

Donc alors le nombre des décimales exactes se trouve
doublé pour le moins a chaque opération nouvelle,
Les recherches précédentes fournissent plusieurs mé-
thodes de résolution pour les équations numériques, Afin
de faire micux sentir les avantages que présentent ces
méthodes, je vais les appliquer aux deux équations
(90) £} 2 — =0
et
(91) Bk 4y =0
que Lagrange a choisies pour exemples [ Resolution des
cquations numeriques, chap. IV ], et dont fa premiére
a été plus anciennement traitée par Newton.
Si nous considérons d'abord T'équation (90), nous
trouverons [ 3.° théoréeme, scholie 2] qu'elle a une seule
racine positive comprise entre les deux limites

Vie—=12 et {/:.5::2,15....

De plus, fa valeur positive de x propre a vérifier I'équa-
tion

LA g = a?
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satisfera [ 1.°" probleme, scholie 4 ] a la condition
2 ‘/;._-{x < r} ,

ou, ce qui revient au méme, a la suivante,

z > (40)7 = 2,09....
La racine dont il sagit sera donc renfermee entre les
nombres 2,09 et 2,15 ... ; en sorte que sa valeur ap-
prochée a moins d'un dixieme prés sera 2,1. Pour ob-

tenir une valeur plus exacte, nous observerons quon a
dans le cas présent

Fry=zl—z2z—5, F,(f)=32'—:, F,(5) =3z, Fo)=1,
et que, si l'on prend

E=—=— 2,1,
la condition énoncée dans le 4.© théoréme sera remplie.
Cela posé, comme on tirera de ['équation (5 5)
+1iF
a4 = —;—E——_—-———é = — 0,005431878...,

>

on trouvera pour les nouvelles valeurs approchées de I'm-
connue x
E-t+a=—12,094568121...,
et
[N ) 34

E-{—w-—cb"m— :f-}—d,—d}F:z,ogd; 515

Enfin, comme, la valeur exacte de x étant présenteée sous
la forme x=-F4-z, z sera une quantité comprise entre les
limites 0, 2, et que par suite on aura évidemment

__F®+sF (% _ 63+s=
— = D = = < 0,6 <1,
F. (5 1 < 0,1,
Fo(® T a3
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NOTE IIL 507
val. num. : = wal. num. (& -+ qz*)

< val. num. & - (2a)* val. num. ¢ < o,01,

on en conclura [ 4.° théoreme, scholies 3 et 4] qu'en
prenant

x — 2,0945681

on cominet ane erreur plus petil‘c (que ¢,0001, et en
prenant

x = 2,0945515
une erreur plus petite que ©0,000001.

Au lieu d'employer les formules générales, on pour-
rait effectuer le calcul de la maniére suivante. Apres
avoir trouvé 2,1 pour fa valeur approchée de' z , on
fera dans I'équation (9o)

T == 2,1 + Z;
et T'on en tirera, en divisant tous les termes par le coef-
ficient de z ,
(92) 0,005431878... 4+ z4-0,560997328...3"
2
? -+~ 0,089047195...23 =0,
vu, ce qui revient au méme,
(93) z = — 0,005431878 ... + ¢z,
la valeur de g éiant déterminée par la formule
(94) g=-—0,560997328... — 0,089047195 ... 5.

Le double du premier terme de I'équation (92) est &
trés-peu prés 0,01 ; et, comme le premier membre de
cette €équation fournit deux résultats de signes contraires,
!(PI'S(IU.O“ y ﬁllt successivemenl

4aZ=0, 3=—=-—0,01,
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on peut affirmer qu'elle a une racine réelle comprise entre
les limites o et — o0,01. Pour démontrer que cette ra-
cine est unique, il suffit d'observer quen vertu de Ia for-
mule (60) I'équation

F (2,1 +3) = o
se réduit a
1+2%0,560997328...5-+3x0,689047195 ..z'=0,
et que cette dernicre ne saurait étre verifiée par aucune
valeur de z renfermée entre les limites dont il sagit. De

plus, il est clair que, pour une semblahle valeur de z,
la quantité ¢ déterminée par la formule (94) reste com-

prise entre — 0,560 et — 0,561 ; et, comme on tire
de l'équation (93)
z=—— 0,005431878 ..—0,000029505 ..(—¢)

(95)

— 0,000000320... (— ¢)* — &c.. ..,

a

on en conclura, 1.° en supposant — ¢=o0,560
5= — 0,00544850 ....,

2.° en supposant — ¢ = 0,561
2= -— 0,00544853 .....

Par suite, la valeur réelle et positive de x propre a ve-
rifier 'équation (90) sera comprise entre les limites

2,1 — 0,005448 50 = 2,09455150
et
2,1 — 0,00544854 = 2,09455146.
Cette équation a donc une racine positive unique a tres-
peu pres égale a
2,0945515.
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I est dailleurs facile de s'assurer qu'elle n'a point de ra-
cines négatives. Car, si elle en avait une seule, on pour-
rait satisfaire par une valeur positive de x i la formule
(96) x’—zx—{—;:o;

et cette valeur de x [ voyez le scholie 5 du 1.°" probléme ]
serait en méme temps inférieure a la racine positive de
I'équation

2} — 27 = o,
Cest-d-dire ; a

/- )

V= 1,414 ...,
et supérieure i la racine de I'équation

§ — 2 — 0O,

cest-a-dire , 2

ce qui est absurde.

Passons maintenant & ['équation (91), et cherchons
en premier lieu ses racines positives. Pour avoir une limite
supérieure aux racines de cette espéce, il suffira d’obser-
ver que, F'équation dont il sagit pouvant se mettre sous
la forme

Pty =7z,
on en tire [ 1. probléme, scholie 4], en supposant x
positif ,

2V77P < ya,
et par suite

:,L'<"7
5

On peut donc prendre ? pour une valeur approchée de
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la plus grande racine positive. Cela posé, si 'on fait dans
I'équation (91)
r = % -+ z,

on trouvera

(97) 005 43+42,40.3" 41zt =o0,
ou, ce qui revient au méme,

(v8) z==— 0,05 +¢3°,
Ia valeur de g étant déterminée par la formule

32

(99) 9:——.2,40——':—0— z.

Le double du premier terme de I'équation (97) est 0,1 ;
et, comme le premier membre de cette équation change
de signe lorsqu'on passe de z=—=o0 a z=-—0,1, tandis
que le polynome

3t 2
x—+—2><z,4oz+;x-7—o~z

reste constamment positif dans cet intervalle, il en résulte
quelle a une racine réelle, mais une seule, comprise
entre les limites o et — o0, 1. La valeur correspondante
de g est évidemment renfermée entre les deux quantites

—2)354—--'7 _2;40;

et f'on tire dailleurs de I'équation (98)

{(100) = — 0,05 —0,002§(—¢)—0,00025(—¢)*

z =
—0,00003125 (—¢q)) —&c...... ..

Si dans cette derniére équation on fait successivement

g=— 2354, ¢g=— 240,
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on trouvera pour les valeurs correspondantes de z
3=—0,05788..., z=—=-—0,05810...;

et fon en conclura que fa plus grande racine positive de
I'équation proposée est renfermée entre les limites

—;:———0,05783 ce.=1,69211 ..,

»

et
“+ —0,05810 ... =1,69189g ....

Donc, si Fon appelle a cette plus grande racine, sa valeur
approchée a onze cent-milliémes prés sera donnée par
la formule

(1o1) a = 1,6920.

En partant de cette premiere valeur approchée, on pourra
par une seule opération en obtenir une seconde dans lu-
quelle Yerreur ne portera plus que sur les décimales du
douziéme ordre.

Outre fa racine a que nous venons de considérer, 1'é-
quation (91 ) admet évidemment une racine négative
€gale [au signe prés] i la racine positive unique de {'é-
quation

(102) 2 —9x-—7=—0,

et par conseéquent renfermée [ 3.° théoréme , scholie 2 1
entre les limites

-—/E:-———;,?/';]G... et —-—{/1—1:~2,41...

Nommons ¢ la racine négative dont il sagit. La troisitme
racine b de I'équation (9 1) sera évidemment réelle et po-
sitive, puisque le produit @b¢ des trois racines doit étre
€quivalent au dernier terme pris en signe contraire, c'est-
a-dire, & — . Déterminons 2 présent cette troisitme ra-
cine. Pour y parvenir, on cheérchera d’abord un nombre
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G égal ou inférieur a la valeur numérique de F (a).
Or, puisquon a dans lé cas présent

F(r)=2)—yz+7,
Fo(a)=3s —7,
on en conclura
F,(a)—=3a" —7.
On pourra donc prendre
G=13(1,69189) —7=1,5874....
Diailleurs, en vertu de ce qui précéde, on a encore
a<1,6922, —c<3,7417,
et par suite
a—c < 5,4339.
Cela posé, on trouvera [2.° probleme, scholie 2 ]

G > 1, §874

a—b >
a—c 54339

—0,29212 ...

et on aura en conséquence
b < 1,69211 ... — 0,29214 ... < 1,40.
Aprés avoir reconnu, comme on vient de le faire, que
la racine b est inférieure i la limite 1,40, on supposcra
Tz = 1,40 <+ z.

L'équation (91) donnera dans cette hypothése

(103) 0,05 43z — 3,75.3 — -2z} =o,

ou, ce qui revient au méme,
(08)  z=—o,05 +g3",

la valeur de g étant déterminée par la formule

REAURIER IR L U T SLEA A TR ] umcnunnwuuerumun nerieware oy o
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(104) g = 3,75 +5 5

Le double du premier terme de I'équation (103) est

0,1 ; et, comme le premier membre de cette €quation

change de signe lorsqu’on passe de z—0 3 z=—=— o,1,
tandis que le polynome

1 —2X3,75.2 — 3 X

25 2
28 z
.. .- . ,
reste constamment positif dans lintervalle, il en résulte
quelle 2 une seule racine réelle comprise entre les limites
©, —0,1. La valeur correspondante de ¢ est évidem-
ment renfermée entre les deux quantités

3,66 et 3,75,

En substituant successivement ces deux quantités 3 Ia

place de la lettre ¢ dans I'équation (100), on obtiendra
deux nouvelles limites de I'inconnue z, savoir,

S AN 0,04
l—l—‘/x,y;: ™ 317 T
et
o, 1
— e - — 0,04305 ... ;

puis fon en conclura que fa racine positive b est com-
Prise entre

1,40 — 0,04317 ... =1,35682,,.
et

1,40 — 0,04305 ... =1,35694 .....

On obtiendra donc Ia valeur approchée de cette racine
un dix-milliéme prés, si 'on prend

(tos) b = 1,3569.

Quant a fa racine négative ¢ de I'équation (91), nous
savons déja quelle est comprise entre les limites
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— 3,7416 ... et — 2,41 ...
On aura donc sa valeur approchée a une unité prés, si
on la suppose égale 3 — 3. Cela posé, faisons dans f'e-
quation (91)
= — 3 +3

On trouvera

(106) ©,05-43—0,45.2" 40,05 .2} =0;
ou, ce qui revient au méme,

(¥8) 3= - 0,05 + ¢z,
{a valeur de ¢ étant déterminée par la formule

(1o7) g = 0,45 —o0,05.2.

De plus, on reconnaitra facilement 1.° que I'équation
(106) a une racine réelle , mais une seule, comprise
entre les limites 0, —o,1; 2.° que la valeur correspon-
dante de g est renfermée entre les deux nombres

0,45, ©,455;
3. que ces deux nombres substitués &la placede la lettre ¢
dans T'équation (100) fournissent deux nouvelles valeurs
approchées de z, savoir,

o, t
——e
] +}/|,09

= — 0,048922 ...

et

o, I
——-m _—0,0489ll ves

Par suite, la valeur approchée de ¢ & un cent-millitme
pres sera
(108) ¢ = — 3,04892.

Au reste, on aurait pu déduire immédiatement fa valeur
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approchée de ¢ des formules (101) et (105). En effet,
puisque dans I'équation (91) le coefficient de x* se réduit
a zéro, on en conclut

a4-b—+4c=o »
c—= —a—b;
et par conséquent, a trés-peu prés,
¢ == —(1,6920 4 1,3569) = — 3,0489.

Pour terminer cette note, nous présenterons ici deux
théoremes dont le second comprend la régle énoncée par
Descartes relativement 2 la détermination du nombre des
racines positives ou négatives qui appartiennent & une
€quation de degré quelconque. Dans ce dessein, nous
allons d'abord examiner le nombre des variations et des
permanences de signes que peut offrir une suite de quan-
tités, lorsqu'on suppose les différens termes de cette suite
comparés 'un i l'autre, dans 'ordre ou ils se succedent.

Soit

(109) a,, a,, @,, ... a
la suite que I'on considére, composée de m -1 termes.
Si aucun de ces termes ne se réduit a zéro, le nombre des
variations de signe qu'on obtiendra en les comparant deux
4 deux, dans T'ordre ou ils se succédent, sera compléte-
ment déterminé. Mais, si quelques termes se réduisent a
zéro, comme on pourra, dans cette hypothése, fixer ar-
bitrairement le signe de chacun d'entre eux, le nombre
des variations de signe dépendra de cette fixation méme ,
de maniére cependant 3 ne pouvoir s'abaisser au-dessous
d'un certain minimum , ni s'élever au-dessus d'un certain
maximum. Une semblable remarque peut étre faite sur le
nombre des permanences de signe. Ajoutons que, pour
obtenir le nombre mazimum des variations de signe , il

a

m=3 ? "}
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suffit de considérer chaque terme qui s'évanouit comme,
affecté d’un signe contraire a celui du terme précédent.
Concevons, par exemple , que la suite (109) se compose
des quatre termes
~+~1, ©, ©, —1I.

Le premier de ces termes étant positif, on obtiendra le
nombre mazimum des variations de signe, en considérant
le second terme comme négatif, et le troisitme comme
positif, ou, ce qui revient au méme, en écrivant

~+1, —O0, =40, —1I.
Par suite, dans ce cas particulier, le nombre mazrimum
dont il s'agit sera égal 2 3. On aurait obtenu au contraire
le nombre minimum des variations de signe , égal a ['unité,
en affectant chaque terme nul d'un signe semblable i celui
du terme précédent, c'est-a-dire, en écrivant

+1, +0, —+o0, —I.
Ces pripcipes étant admis, on établira sans difficulté fes
propositions suivantes.

6.c THEOREME. Supposons que, la constante & étant
réelle et positive, on multiplie le polynome

m m—s s
(110) a,z"+a,x" '+ax A...-+a _r-+a,

par le facteur linéaire =+ & . Celte multiplication
n’augmentera pas le nombre maximum des variations
de signe entre les coefficiens successzfs des puissances
descendantes de la variable .

DEMONSTRATION. En multipiiant le polynome (1 10)
par z—+h, on obtient un nouveau polynome dans lequel
les puissances descendantes de la variable ont pour coef-
ficiens respectifs les quantités

(r11) a,,a—+ha, a,+ha,,..a +ha ha_.

me—t?

IR I||ll!H'.lll""vl"“l'li‘llllnllunl!lu."l'rnnﬂnuv rrreremars oy



NOTE III. 517

I suffira donc de prouver que le nombre des variations
de signe ne croit pas dans le passage de la suite (109) 2
la suite (111), lorsqu'on a porté ce nombre au mazimum
dans T'une et Tautre suite, en affectant chaque terme qui
s'évanouit d'un signe contraire  celui du terme précédent.
Or, je dis en premier lieu que, les signes étant fixés
daprés cette régle,, chaque terme de la suite {(ti1), re-
présenté par un binome de la forme

e + ha_,

prendra le méme signe que P'un des termes a,a_ dela
suite (109). Cette assertion est également évidente dans
les deux cas qui peuvent se présenter, savoir, 1.° lorsque
les deux termes a,_,, @, sont originairement, ou en vertu
de la regle adoptée, affectés de signes contraires , par
exemple, lorsque a, s'évanouit; 2.° lorsque, @ ayant
une valeur différente de zéro, a__ est affecté du méme
signe que @ . En conséquence, si f'on attribue aux quan-
tités
(112) ba,, ka,, ka,, ... ka_ , ha,
les mémes signes quaux termes correspondans de la suite
(109), on pourra, sans altérer en aucune maniére la suc-
cession des signes dans la suite (1 11), yremplacer chaque
binome de la forme
@, + ha_

par 'un des deux monomes a_, ha__,. En opérant ainsi,
on obtiendra une nouvelle suite dans laquelle chaque
terme de fa forme a_ se trouvera suivi d'un autre terme
€gal, soit au monome «__,, soit au monome ha_ qui est
fa seconde partie du binome a,. —+ ke , tandis que
chaque terme de {a forme ka  se irouverasuivi du monome

m—1

ka_  , ou du monome @,,, qui est la premicre partie
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du binome @, ~+fa,_ . Cela posé, concevons que dans
la nouvelle suite on distingue, 1.° chaque terme de la
forme @, auquel succéde un autre terme de la forme
ka_, 2.° chaque terme de la forme ka, auquel succede
un autre terme de la forme a___; et soient respectivement

n+z )

a,, ha,, a,, ha,, &c...
les différens termes de 'une et l'autre espece rangcs dapres
Tordre de grandeur des indices qui affectent la lettre a.
La nouvelle suite, camposée des monomes

S a, a,,..a, ha, ha.,, .. ke, a.,.,..a,

(113)

l ka,, ha, ., .. ha,, Guys Guy,y, & hag,,

ne présentera évidlemment que des variations de signe
propres & la suite(109)avec celles qui peuvent naitre dans
fe passage de ka,2a,,,, de ka2 a.y,, &c... D'ailleurs
il est aisé de voir que, si les deux quantités

ha, et a

u4+g?

ou, ce qui revient au méme,
a, ¢ a .

sont affectées de signes contraires, la variation de signe
correspondante ne fera que remplacer une autre variation
de signe propre 1 la suite (109), savoir, celle qui avait
lieu entre le terme a,_ et Fun des deux termes @, a,_,.
Une remarque toute semblable sapplique au cas ol les
monomes ka,, @, sont affectés de signes contraires ;
&c.... On peut donc conclure que le nombre mazimum
des variations de signe n'augmente pas, lorsqu'on passe de
la suite (109) a la suite (113), et par conséquent a la
suite (111); ce quiil fallait démontrer.

CororL4irE. Si Ton multiplie le polynome (110)
par plusieurs facteurs lindaires de la forme
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z+h, z+R', z4+h", &ec...,

h, I, k", ..... désignant des quantités positives, on
n‘augmentera pas le nombre mazimum des variations de
signe entre les coefliciens successifs des puissances descen-
dantes de a variable x.

7.© THEOREME. Soient, pour le polynome

(o) F@)=azs"+4as""+...+a,. 1t+a,,

m' le nombre minimum des permanences de signe, et
m" le nombre minimum des variations de signe entre
les coefficiens successifs des puissances descendantes
de z. Alors dans I'équation

(114) F(r)=o0
le nombre des racines negatives sera cgal ou infeéricur
& m', le nombre des racines positives égal ou infe-
ricur d m”, et le nombre des racines imaginaires égal
ou supericur a la différence
m — (m' 4+ m").

DEMONSTRATION. Pour établir la premi¢re partie

du théoreme, jobserve que, si I'on appelle 4, &', 2", ...

les racines négatives de T'équation (114), le polynome

F (x) sera divisible par le produit
(z4+R)(z+H)(z+R")....

Nommons Q le quotient. D’apres le corollaire du théo-
. q

réme précédent, le nombre maximum des variations
de signe dans le polynome F(z) sera égal ou inférieur

8 ¥ 5

au nombre maximum de ces variations dans le polynome
Q, et par conséquent au degre de ce dernier polynome.
Par suaite, le nombre minimum des permanences de signe
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dans le polynome F (z) sera égal ou supérieur a la diffé-

rence entre le nombre m et le degré du polynome Q,
c'est-a-dire , au nombre des racines réelles et négatives
de T'équation

(114) F(z) = o.
Pour démontrer la seconde partie du 7.° théoreme, il
suffira de remarquer qu'en écrivant — z au lieu de z

dans I'équation (114), on change a-la-fois les racines po-
sitives en négatives, les variations de signe en perma-
nences, et réciproquement.

Enfin, comme cette équation, étant du degré m, doit
avoir m racines réelles ou imaginaires, il est clair que
la troisitme partie du théoreme est une conséquence im-
médiate des deux autres.

COROLLAIRE. Pour montrer une application du théo-
réme précédent, considérons en particulier I'équation
(113) " + 1 = o.
On trouvera, 1.° en supposant m pair,

m' — o, m"” = o,

2.° en supposant m impair,
’ n

m' =— 1, m" = o.

Par suite I'équation (115) n'a point de racines réelles
dans la premiére hypothése, et ne peut en avoir qu'une
dans la seconde, savoir, une racine réelle négative,
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NOTE 1V.

Sur le Deéveloppement de la Fonction alternée

(y—2) x (z—2) z—y) x .... x (v—2) (v—y) (v—2) . .... (v—u).

Dis1eNoNs par ¢ la fonction dont il sagit. Ainsi
quon fa déja remarqué [ chap. III, §. 2], chaque terme
de son développement sera équivalent (abstraction faite
du signe) au produit des diverses variables rangées dans

un certain ordre , et respectivement élevées aux puissances
marquées par les nombres

0, 1, 2, 3, vovu. B=1.

De plus, il est aisé de voir que tous les produits de cette
espece peuvent se déduire les uns des autres & 'aide d'un
ou de plusieurs échanges opérés entre les variables prises
deux a deux. Ainsi, par exemple, on déduira le produit

LE¥) LT

y'z* ouw e

d’un quelconque des produits de méme forme, en faisant
passer successivement par de semblables échanges 1a lettre
x & la premiere place, puis la lettre y a la seconde, puis
la lettre z 4 la troisitme, &c.... Comme dailleurs la
fonction @ change de signe (en conservant au signe prés
2 méme valeur ) toutes les fois quon échange deux va-
riables entre elles, on deyra conclure 1.° que le déve-
loppement de cette fonction renferme tous les produits
ci-dessus mentionnés, pris les uns avec le signe 4, les
autres avec le signe —; 2.° que, dans e méme dévelop-
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pement, deux produits, choisis au hasard , sont affectés
du méme signe, ou de signes contraires, suivant qu'on
peut les déduire T'un de ['autre par un nombre pair ou
par un nombre impair d'échanges. En partant de ces
remarques, on établira sans difficulté la proposition sui-
vante.

1. THEOREME. Joignez au produit
x. yl zl e u’l—l vﬂ—l
tous ceux que l'on peut en diduire a Laide d'un on
de plusieurs échanges successivement opcres entre les
’ 5 P
variables

z’ y; Z, e u, v

prises deuzx G deux. Le nombre des produits que vous
obtiendrez sera

1.2.3 s0e..(—1)un;

et ils se partageront en deux classes distinctes , de
telle maniére qu'on ne pourra jamais déduire lun
de lautre deux produits d'une méme classe que par
un nombre pair déchanges, ni deux produils de
classe differente que par un nombre impair d'échanges.
Cela pose, si Uon ajoute tous les produits d'une classe
pris avec le signe — aux produits de l'autre classe
pris avec le signe —, on trouvera pour somme, sut-
vant qion donnera le signe -~ aux produits d’une
classe ou o ceux de Uautre, soit le développement de
—+ ¢, soit le développement de — 9.

Il suffit évidemment davoir égard 4 la proposition
précédente pour construire le développement de la fonc-
tion alternée = ¢. Toutefois on doit remarquer encore
un autre théoreme, a laide duquel on peut décider im-
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médiatement si deux produits, pris au hasard dans le
développement dont il sagit, s’y trouvent affectés du
méme signe ou de signes contraires, Nous nous conten-
terons d'énoncer ici ce second théoreme , sans en donner
la démonstration qu'on déduira sans peine des principes
que nous avons exposes.

2.° THEOREME. Pour décider si, dans le dévelop-
pement de la fonction alternée ==¢ deux produils
de la forme
S

oy 2 .. wT
sont affectes du méme signe , ou de signes conlraires,
on distribuera les variables

T, Y, T, «o. U, ¥
en plusieurs groupes, en ayant soin de faire entrer
deux variables dans un méme groupe toutes les fois
qu'elles porteront le méme exposant dans les deux
produits que lUon considére , et formant un groupe
tsole de chaque variable qui n’aura pas changé d’ex-
posant dans le passage du premier produit au second.
Cela posé , les deux produits seront afecte'é du méme
signe, si la différence du nombre total des variables
au nombre des groupes est un nombre pair ; et ils
seront affectes de signes contraires, si celle différence
¢st un nombre impair.

On facilite I'usage du théoréme qui précéde, en écri-
vant les deux produits I'un sur lautre, et rangeant dans
chacun d'eux les variables d'aprés J'ordre de grandeur des
exposans qu'elles portent.

Pour appliquer & un exemple les deux théorémes ci-
dessus énoncés , considérons en particulier cing variables

T, Yy, 3, u, v
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Le produit de leurs différences, ou, si I'on veut, fa fonc-
tion alternée

y—r) (z—) (z—y) (u—2) (u—y) (u—2) (v—2) (v—y) (v—2) (v—1)
fournira un développement composé de cent vingt termes
respectivement égaux & cent vingt produits dont soixante
seront précédés du signe —-, et soixante du signe —.
L'un des produits affectés du signe — sera celui qui a
pour facteurs les premiéres lettres des binomes

Y—2, 35—, 2—Y, .co.. V—1U,

savoir ,

z* y' 2t ud vt
Pour juger si un autre produit tel que

z* z' vt Wl oyt
doit étre pris avec le signe -+ ou avec le signe —, il
suffira d'observer que, si l'on compare les deux produits
dont il est ici question sous le rapport des mutations qui
ont lieu entre les variables données lorsqu'on passe de
Tun a Tautre, on sera conduit a partager ces mémes va-
riables en trois groupes, dont 'un renfermera la seule
variable z, un second les trois variables y, z, v, et un
troisieme la seule variable u. Si du nombre des variables
égal a 5 on retranche le nombre des groupes égal a 3,
on aura pour reste 2, cest-a-dire, un nombre pair. Par
conséquent les deux produits devront étre affectés du
méme signe; et puisque le premier est précédé du signe
~, le second devra I'étre également.
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Sur la Formule de Lagrange relative a UInterpotation.

LoRsSQUON veut déterminer une fonction entiére de
x, du degré n—1, d'aprés un certain nombre de valeurs
particulieres supposées connues, il suflit d’avoir égard i
la formule (1) du chapitre IV [§. 1."]. Cette formule
donnée pour la premicre fois par Lagrange , pourrait
facilement se déduire des principes exposés dans le pre-
mier paragraphe du troisitme chapitre. En effet, dési-
gnons par

(1) u—a-+tbrt+cx*4... 4+ k"
la fonction cherchée, et par

Uy, U, U,y eouss U

n—-1x

ses valeurs particulieres correspondantes aux valeurs

Toy Ty Lyy vueea T

et
de 1a variable z. Les inconnues du probleme scront les
coefficiens @, b, ¢, ... & des diverses puissances de x
dans le polynome u; et l'on aura, pour déterminer ces
inconnues, les équations de condition

U, =a +br, 4+ cr® 4+ .....4 ha,"7,

U, —=ea—+ bz, +cx 4 ..... -+ bz ™,
(2) u,=a+br, 4+ cr 4 .....4 Az,
&eoninlt

U, =a-+br,  Acx’ ... ... 4hx, """

Cela posé, pour obtenir la valeur explicite de Ia fonc-
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tion u, il sagira uniquement d'éliminer les coefficiens
a,b, c, ...k entre les formules (1) et (2). On y par-
viendra en ajoutant équation (1) aux équations(2),
aprés avoir multiplié ces derniéres par des quantités choi-
sies de maniére a faire disparaitre la somme des seconds
membres. Soient

—X,, —X,, —X,, ... —X

n—1
les quantités dont il s'agit. On trouvera
v—Xu, — X u —X, u, —....... — X
=(1— X, — X, — X, —........—X,|)e

s+ (r—2, X, — 2, X, — 2, X, —....—z,, X, ) b

1 1

-+ (Iz__ InxXox_ II‘XK’— xl‘XZ’ e '—:n—xz'Xn—-l ) c

+ (2", X X X -, X ) A

R~1
et par suite

() =X uv+Xu+Xu+...+X_u

Pery |
attendu que les quantités

X, X, X,, ..... X

n—t

devront étre assujetties aux équations de condition

X+ X, 4+ X, +.0eeviienn+X,_ =1,
r, X,4+z, X, +2, X, +...o42,_, X, =2,
(4){ =X 42X, +2, X+ ...z, X, =2,

[ TN
L2 T X "TNX 2 X A, X, =2

Si T'on résout ces nouvelles équations par Ja méthode ex-

posée dans fe IIL® chapitre [§. 1. ], on obtiendra les
formules

L e N R L L AL LI llmulHmuﬂnnrnmnn [RRX LT E U ] [
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X. —_ (.z'-—xl)jz—-xz).....(x—x,,:_,_)k

(2= 2,) (Te—2,) - (Fa—20ly) ?

. (r—z)(z—=x,). . . (2—2=,.,)
(5) Xl - (z,— =) (x‘——;t‘)...(.z'.—x"_,)
[ AR
X = (z—z,) (z—2,) o-er. (—17,_,)
=t (1‘"_,-—1‘,,)(1'1_,——1‘,) ...(.Z'"_I—J:"_‘) b4

en vertu desquelles I'équation (3) se réduit 2 la formule
de Lagrange.

Au reste , Ia formule de Lagrange est comprise dans
une autre plus générale i laquelle on se trouve conduit ,
Jorsqu’on cherche & déterminer , daprés un certain nombre
de valeurs particulicres supposées connues, non plus
une fonction entitre, mais une fonction rationnelle de
la variable . Concevons, pour fixer les idées, que cette
fonction rationnelle doive étre de la forme
T

6) . a-br—4cxt ...+ k"
( U= X Czirz"+...+0z" °

Alors les inconnues du probleme seront les coefficiens
a,b,c,...h;a,€ v,... 08,

ou, pour mieux dire, les rapports
a b A€ ¥

c
2 W @ @i @ @t

2
o ’

dont le nombre est n—+m. II est aisé d'en conclure que
fa fonction % sera complétement déterminée, si fon en
connait -+ m valeurs particulieres

) Uy, Ug, Uy voo WV )
correspondantes & 7 ~+m valeurs

(3) Toy Tyy Tas ove Topns
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de la variable £. On arrive encore aux mémes conclu-
sions, en faisant voir qu'une seconde fonction rationnelle
de la forme

(9) P £ ST LISy il

? &' +C'z ) . "

ne peut satisfaire aux mémes conditions que la premiére,
sans lui étre identiquement égale. Supposons, en effet,
que les fractions (6) et (9) deviennent égales entre elles,
pour les valeurs particuliéres de z comprises dans la série
(8). L'équation

(10) s (@a+bzt...4ha"") (@4 Cxt...+§2™)

l—-(a’+b'.t+. cA K (@ Cze. .. +02") =0,

subsistant alors pour n—+m valeurs de la variable, tandis

que son degré reste inférieur 3 2 -+m, sera nécessaire-
ment une équation identique ; d'ou il suit quon aura

identiquement
( . ) a+-brtecx*4 .., 4-hx"? &b a4c' 2. 4 2"
at-Crrrit, . G2 T a6 w4y G

On ne peut donc résoudre que d'une seule maniére la
question proposée. On la résoudra effectivement en pre-
nant pour valeur générale de » la fraction

(I—I,,,“) ('t—\tww—x)' . ('r_'fnwn—_x)

"o g ) (F T )Xo X (E =T g 1) (E o= e nmt)

uN, .U -+ &e.

(Io—‘r) (Il_‘r)‘ . '(‘rm—l—‘t)

uu ..U
Ol Pt (26— ) e (L = oy )% X (E gy )« {F g =T )

—+ &c.

dans laquelle le dénominateur doit étre remplacé. par
Punité, forsqu'on suppose m==o, et le numérateur par
le produit «, u, ... u,, lorsqu'on suppose n==1. Cela
posé, on trouvera, pour m=—o,

2 —_— (I_Il)_('r—zt): (F—xny)
( ! —) U—=1u, (ID—J:.) (xn"’""a) .. (1’0-\1‘,._1)

-+ &c....,
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pour m=1,

-+ &e.

; (I—I:) (x—.r 3) L _(x—-z,‘)
ot (a2 ) (@0 )% (212 &2 3) (F 2 )

(13) v=

X— x —x

Yo oz @oz )(mzy) T ez @ e ) Az 2y

-+ &c.

&covv v
pour =1,

Uty . Uy
(‘4) U= (x,—x) (z,—x)...(z,,_,—)
Uyt i) (et gy o

&c...... Dans chacune des formules précédentes, on
complétera sans peine le numérateur ou le dénominateur
de la fraction qui représente la valeur de %, en ajoutant
au premier terme de ce numérateur ou de ce dénomina-
teur tous ceux qu'on peut en déduire a {aide dun ou de
plusieurs échanges opérés entre les indices. Par exemple,
si I'on suppose en méme temps m=—1 et ==2, ou
trouvera pour la valeur de u complétement développée

(r5) UES
r—x, g, T—I, T—2,

Uy e tuuw, —
! ('zo_‘z‘z)(‘rl_"rz) (xo_'rl)(‘rz_'rx) Bl (-r-“‘J'nx-rl_J-'g)

T, —x x,—x X, —~

u -+ %, -+ u
° (‘zo—‘rx){lo'—"rz) N (‘T,—Iu)(.l’,—-‘cl) : (-’;"xu){‘?g—r‘)

Il est bon de remarquer que la formule (12) est celle de
Lagrange, et que pour en déduire la formule (14) il
suffit de remplacer » — 1 par m , puis de prendre pour
inconnue la fonction —, supposée entiere, au lieu de la

fonction u.
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Des Nombres Sigures.

ON appelle nombres figures du premier, du second,
du troisitme ordre, &c.... ceux qui servent de coeffi-
ciens aux puissances successives de x dans les dévelop-
pemens des expressions

(42", (1427, (142)*, &e....

Cette définition fournit un moyen facile de les calculer.
En effet, nous avons prouvé, dans le chapitre VI [ §. 4],
quon a, pour des valeurs réelles quelconques de w, et
pour des valeurs numériques de z inférieures i l'unité,

(1) (i42) =

1—|-ﬁ.z'—|—'u—(5—:'—);c‘+...+ p{e—1). . .(u—n—c—x)‘rﬂ_’_&c.
1 1.2 1.2.3.0..m
St dans T'équation précédente on pose m=—(m+4-1),

m désignant un nombre entier quelconque, on trouvera

(2) (1+z)"" =

m_-:—__l_ 2+ (m+:) (’.m+z) P (m+|)l(fn;0-:). . .n(m+n) e

l_—

= &c....

Comme on a dailleurs évidemment

(m-1) (m4-2). . .(m=4-n) _ t.2.3...m(m41)...(m—n)

(3) t.2.3...0 T (a3 m)(1.2.3...m)
() (n-2). L (ntm)
- 12.3...m ?

IR TR I T N T AL TR m-umuunmnnrumnu ERTICT L IR i
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il en résulte que l'équation (2) peut s'écrire ainsi qu'il suit,
(4) (14+2)"" =

1.z.;...m_z.;.4...(m+r)x+3.4,;,._(m+:)x,—&cuu
1.2.3...m 1.2.3...m 1.z2.3...m

n(n4-1). . . (n4+m— - nt1)(nt-z2). . .(nt+m
___F ( ) ( )xn Ii_(+)(+) )-Z'"?&C.
l.Z.;-..m I.Z.Bc..m
Les coefliciens numeériques des puissances successives de

x dans le second membre de cette dernitre formule ,
savoir ,

( ) 1.2.3...m 2.3.4...(m+1) n(nt1). . . (n4-m—1) &c
J t2a3..m? aeem 07T 2om [
sont précisément les nombres figurés de Pordrc m. La
suite de ces mémes nombres ou la série (5) sétend a
I'infini. Son 2.™ terme, cest-a-dire, la fraction
n(n41)...(n-m—1)

I.Z.;...Ni

est d-lafois le coeflicient numérique de 2" dans le dé-
veloppement de (1~~z)™" ", et le coefficient de z™ dans
le développement de (1—+=z)"""". De plus, si dans ia
série (§) on fait successivernent

m=—1, m=—2, m=—3, &e...,

on obtiendra, 1.° la suite des nombres naturels ou figurds
du premier ordre

1, 2, 3, 4, «ocoon, &c....;

?
2.° la suite des nombres qu'on nomme triangulaires ou
figurés du second ordre, savoir,

i)

1, 3, 6, 10, ... =, & ;

3.° la suite des nombres qu'on appelle pyramidauz ou
figurés du troisitme ordre , savoir,
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n{n4-1)(n42) &

. , cee g

1, 4, 1¢, 20, ... ;
1

(O

Si l'on écrit ces différentes suites au-dessus les unes des
autres, en les faisant précéder par une premiere suite
composée de termes tous égaux a l'unité, et placant en
outre le premier terme de chacune d’elles sous le second

terme de la suite immeédiatement supérieure, on obtiendsa
le tableau suivant :

1, 1, 1, 1, 1, &e...,
1, 2, 3, 4, &c....,

1, 3, 6, &ec....,

6) )

1, 4, &c....,
1, &e....,

&e.. ...

Les nombres renfermés dans la 7-+1"° colonne verticale
de ce tableau sont les coefliciens de la 7.™ puissance d'un
binome. Pascal, dans son Traité du Triangle arithme-
tigue , a donné le premier la loi de formation de ces
mémes nombres. Newton a fait voir ensuite comment la
formule établie d'apres cette loi peut étre étendue a des
puissances fractionnaires ou négatives.

Plusieurs propriétés remarquables des nombres figurés
se déduisent immédiatement de la formule (4) du cha-
pitre IV [§. 3 ]. Concevons, par exemple, qu'aprés avoir
remplacé dans cette formule n par n—1, on y suppese

=m+1, y—m' 4+ 1,

m, m' étant deux nombres entiers quelconques, on
trouvera

BRALAURR AR R N R EAL A LA AL g IR luunluunlm"nrnmnu LRELETT EUESRS SR '
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(=) (mm'42) (mtem’4-3). ., (mtom’ )
’

o2z, (n—)

— (m+|)(m+1)...(m+n-—|) 4 (m+l)(m+z). . .(m+nf-2) Ti‘.

lezoy. . (n—1) Tozos. . (n—z) V

M R

_ meet () m e) L () -+ (n' )’ 2) (' mes)

t ezug. . (n—a) .23 (1) ’

puis, en faisant m' —o

(8) (mt2i(ma-3)..0(m+n)

tez.3o0 (n—1)
. (mn) (m2). «(m—4n—1) o (m+41) (m4-2). . L (mn—2)
- tez2a3., L (n—1) 1230 (e—2)

+ &c.... ..

m -
t

—+

—+ 1.

De méme, si, aprés avoir remplacé dans Ia formule (4)
[chap. IV, §. 317 par n—1, on fait en ouire
X=m—+ 1, y:—(m’-}- 1),

on en conclura

(m—m') (m—m'4-1). (m—m'n—3)
(9) t.2.3...(n—1)

e MY (). (mn—1) (-1 )(m2). . . (mn—2) 4

le2.3...(n—1) 1.2.3...(n—2) v

R T T

om0 m L (' —ng) 4 (m'+|)m'....(m'—n+;)
1 1.2.3.,.{n—2) - 1.2.3., . (n—1)

Lorsque dans l'équation précédente on suppose m' =
ou >m, et en méme temps == ou >m'—4-2, on
trouve
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— (m~+-1)...(m~++n—r1) A1 (mr). . (m-tn—2)
(lo) © 1.2.3...(n—1) X

1e2.3...(n—1)

4 rm’ (mty). . (mn—g)
1.4 1.2.3...(n—3)

&e...

() (m+|)...(m+n—m’-l)+(m+|)...(m+n—4n’—2)
+ 1330 (n—m'—1) T 1.2.3..(n—m'—z) °

Enfin, comme les équations (8) et (10) peuvent s'écrire
ainst qu'il suit :

n(n+1)...(nm—1)

(' l) 1.:.3...m+z.;.4...(m+r)

1.2.3...m 1.2.3...m et 1.2.3...m
n(rn41)...(n4+m) |
- 1.2.3...(m+1) ?

(12) o= n..(mm—r) M40 (a—1)...(n4m—2)

+ &c...
1.2.3...m y 1.2.3,..m

. {rl_’i (n-m')...(n4-m-m’'-1) - (n-m’-1)...(n+m-m’-2)

1 1.2.3...m 1.2.3...m

il est clair qu'elles entraineront les deux propositions que
je vais énoncer.

1.© THEOREME Si, aprés avoir formé la suite des
nombres figurcs de lordre m, on ajoute les uns aux
autres les n premiers termes de cetle suite, on ob-
tiendra pour somme le n.™ nombre figure de lordre
m-+ 1.

2.° THEOREME. Si l'on désigne par m, m' deux
nombres entiers assujeltis ¢ lz condiiion

m = oa »>m,

ot que dans le développement de (1—zy™+* on rem-
pirz;:e les puissances successives de = par m'+-: termes
conséculifs pris dans la suite des nombres figures de
lordre m, on obtiendra un résullat egal a zero.

RO T B R AR TR L LT RS AR Illl”llHl"ll""nrlnnn'l ERLE R T T ST [}
i
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COROLLAIRE 1.7 Si l'on suppose que les différens
termes de [a suite

(13) @, @, a,, ... a, &c....

représentent successivement les nonibres naturels , les
nombres triangulaires, et les nombres pyramidaux , on
trouvera dans le premier cas

(14) e — 2a _ + a_ = o,

Rz

dans le second

(lj) aﬂ_garl—t+3an—1_a :O’

13

et dans le troisicme
(‘6) an___4“"—1+6a’n—;-4an—3+an—4-=o'

La premitre des équations qui précedent se confond avec
la formule (3) du chapitre XII [§. 1.7].

COROLLAIRE 2.° Si Ton désigne géneralement par
(13) a,, a,, a,, a, &...,
les nombres figurés de l'ordre e,
(r7) 4y, a2, a,x*, ... a.a, &c..,.

sera une série récurrente dont I'échelle de relation aura
pour termes les quantités

(18) ' _m +(m:+?-;)m’ __(m—q—:)m(m—t), +&e.,

v 2 1.2.3

cest-2-dire, les coefliciens des puissances successives de
@ dans le développement de (1 —2)"**. Ainsi, par
exemple , la série

1, 3%, 6z, 103’ &e....,

dans laquelle les puissances successives de & ont pour
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coefficiens les nombres triangulaires, est rcécurrente, et
son échelle de relation se compose des quantités
1, —3, +3, —1.

‘Parmi les propriétés principales des nombres figurés,
on doit remarquer encore celles que présentent les équa-
tions (7) et (9), lorsquon leur donne les formes sui-
vantes

(l9) n(n—r—l)......(n-t-m-l—m')

t.2.3...(m+m<1)

na(n41)....(n+m'—1)  1.3.3..... m
1.2.3...m 1.2.3...m

(n—)n...(n4-m—2) 3.3.4...(m-+1)
+ 1.2.3...m 1.2.3...m

t.2.3...m  a(n— ). .(nm'—1)
1.2.3...m T orag...m

4+

’

n{n+1)....(R+m—m'—2)
(20) 1.2.3.. . (m—m —1)}

’
. n{n41)...(nm—1) m 41 (n—)n. . . (n4m—2)
- 1.2.3...m 1 1.2.3...m ~+ &e...

. (1) (' —n4-4) 2.3.4...(m41) 4 (m'—;—-l)..(m’—ﬂ-}-;) 1.2.3..m

1.2.5...(n—=2) 1.az.m 1.2.3...(e—1) y.2.3.m°*

Ajoutons que, dans la suite des nombres figurés de I'ordre
- me P A ,

n, le n+1"° terme équivaut & la somme des carrés des

coefficiens que renferme la ».™ puissance d'un binome.

En effet, si dans la formule (2) [chap. 1V, §. 3] on sup-

pose a-la-fols z=1n, y=n, on trouvera

(2|) 2nan—i)....(n41)

1.2, 3. {a—1)n

n\* n.n—1\* n.,
=|+(—) -+ ) +...+(
1 1.2 1

n—i\* n\?*
) +() 1,
.2 1

TR ||-nmnnm"vmuum<-u-u.m...-w.-.nI..'....... crremmas e
P

il
[
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Des Series doubles.

SoIENT
vy, u,, u,, &c,
1“0’ u,l 2 u‘z) &C' ]
(l) ullo , ul/l , ullz s &c. ,

des quantités quelconques rangées sur des lignes horizon-
tales et verticales, de telle maniere que chaque série ho-
rizontale ou verticale renferme une infinité de termes. Le
systeme de toutes ces quantités sera ce qu'on peut appeler
une serie double ; et ces quantités elles-mémes seront les
différens termes de la série, qui aura pour terme general

un("‘) s
m, n désignant deux nombres entiers quelconques. Cela
posé, concevons que I'on représente par

s (m)

fa somme des termes de la série (1) qui se trouvent com-
pris dans le tablcau suivant

u,, w,, v,, oo U

n—1 ?
1 1 ! 1
'y, w'y, u',, N T
" " n u
(2) u",, u’,, w",, N

S T

W g ) g e (m=s)

n-~1
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Cest-3-dire , des termes qui portent a-la-fois un indice
inférieur plus petit que 7, et un indice supérieur plus
petit que m. Si la somme des termes restans pris en tel
ordre et en tel nombre que l'on voudra devient infiniment
petite pour des valeurs infiniment grandes de m et de n,
il est clair que la somme s ™, et toutes celles qu'on
pourra en déduire en ajoutant a s ™ quelques-uns des
termes exclus du tableau n.° 2, convergeront, pour des
valeurs croissantes de m et de n, vers une limite fixe s.
Dans ce cas, on dira que la série (1) est convergente, et
quelle a pour somme la limite s. Dans le cas contraire,
la série (1) sera divergente , et n'aura plus de somme.

Lorsque les termes exclus du tableau n.° 2, étant ajou-
tés les uns aux autres en nombre arbitraire , ne donnent
jamais, pour des valeurs infiniment grandes de m et den,
que des sommes infiniment petites , on peut en dire autant
@ fortiori de ceux d'entre les mémes termes qui appar-
tiennent 2 une ou & plusieurs colonnes horizontales ou
verticales du tableau n.* (1). Il suit immédiatement de
cette remarque que, si la série double comprise dans le
tableau n.* (1) est convergente, chacune des séries simples
comprises dans les colonnes horizontales ou verticales du
méme tableau le sera pareillement. Désignons, dans cette
hypothése , par

5

le résultat qu'on obtient en ajoutant les sommes des m
premiéres séries horizontales du tableau n.® (1), cest-a-
dire, les m premiers termes de la série simple

(3)  wetu v e, P R P at )

et par
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S

le résultat quon obtjent en-ajoutant les'sommes des n

premiéres séries verticales, c'est-a-dire, les 7 premiers
termes de la série simple

(4)  sottd otu"s4&c. &, uu, 4w, ke,

s sera évidemment la limite de Texpression s_™ pour
des valeurs croissantes de 7, et s, la limite de 1a méme
expression pour des valeurs croissantes de m. Par suite,
il suffira de faire croitre indéfiniment m dans s™ et n
dans s, pour faire converger s et s, vers la limite s.
On peut donc énoncer la proposition suivante.

L THEOREME. Supposons que la sevie double
comprise dans le tableau n.° (1) soit convergente ; et
désignons par s la somme de cette serie. Les series
(3) et (4) seront cgalement convergentes , et chacune
d’elles aura encore pour somme la quantite .

Concevons maintenant que les valeurs numériques des

quantités comprises dans le tableau n.° (1) soient respec-
tivement désignées par

or €15 Q2> &e.,
(5) elo) elx 3 g’zi &C. b
e”o) gux y S’"“ &e. ]
&c..oo... ...

Les termes du tableau n.° (1) qui se trouvent exclus du
tableau n.° (2), étant ajoutés les uns aux autres en tel
nombre que Ton voudra, fourniront évidemment une
somme inférieure ou tout au plus égale [abstraction faite
du signe] a la somme des termes correspondans du tableau
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n.° (5). Donc, si, pour des valeurs infiniment grandes
des nombres m et n, cette derniére somme devient infi-
niment petite, il en sera de méme 4 fortiori de la pre-
miére; ce qu'on peut encore exprimer en disant que, si la
série double comprise dans le tableau n.° (5) est conver-
gente, la série (1) le sera pareillement. J'ajoute qu'on sera
complétement assuré de la convergence de la série double
comprise dans le tableau n.* (5), toutes les fois que, les
séries horizontales de ce tableau étant convergentes, leurs
sommes, savoir,

(6) P42 4P 48, P/ AP/ +P +&e., P+ P "+ P le.,
&c..vinn s

formeront elles-mémes une série simple convergente. En
effet, soit, dans cette hypothése, € un nombre aussi petit
que {'on voudra. On pourra choisir m assez considérable
pour que l'addition des sommes

,eu(’")_,,.g‘(m)_’_e:(m)_‘_&c_ , go(’"+|)+el(’"+’)+ez(m+‘)+ &c. R
&c........,

et par suite, celle des termes du tableau n.® (5) affectés
d'un indice supérieur au moins égal & m, ne produise
jamais un résultat plus grand que <¢. De plus, le
nombre m étant déterminé comme on vient de le dire,
on pourra encore, puisque chacune des séries horizon-
tales du tableau n.° (5) est convergente, choisir n assez
considérable pour que chacune des sommes

e, +oe., +oe. &c. ,
e, +e.., +e,., + &,

IR |"I|lllﬂll'lll"'"lll‘lvllll‘llvll‘vllI‘I'vll!!v'nIuc-nut- satemmar: oy



NOTE VII. 541

soit €gale ou inférieure a <~ € ; auquel cas I'addition des
termes qui, dans le tableau (§), portent un indice supé-
rieur plus petit que m, et un indice inférieur au moins
€gal & n, ne produira jamais un résultat plus grand que
;€ Les deux conditions précédentes étant remplies , il
est clair que dans la série (5) les termes affectés d'un
indice supérieur au moins égal & m, et d'un indice infé-
vieur au moins égal & n, ne pourront donner par leur
addition mutuelle qu'une somme tout au plus égale i €.
Donc cette somme deviendra infiniment petite , si fon
attribue aux nombres m et n des valeurs infiniment.
grandes, puisque alors il sera permis de faire décroitre ¢ au-
dela de toute limite assignable. Donc I'hypothése admise
entraine la convergence de la série (5), et par suite celle
de la série (1). En combinant ce principe avec fe premier
théoreme, on en déduit une nouvelle proposition que je
vais énoncer.

2.° THEOREME. Supposons que , toutes les seéries
horizontales du tableau n.’ (1) étant convergentes, leurs
sommes , savoir,

(3) gttt -t - 8., v - & vy, e,

&ciivinnnnn.
forment encore une serie convergente , et que cetle
double propriete des séries horizontales subsiste dans
le cas méme ou Uon remplace chaque terme du tableau
n. (1) par sa valeur numerique. On pourra dés-lors

affirmer, 1.° que toutes les seéries verticales sont con-
vergentes, 2.° que leurs sommes, savoir,

(4) w4 e, u,4u, 4w, &e. w,+u, &,

Jorment encore une serie convergente , 3.' enfin que la
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somme de la série (4) est précisément égale a celle de
la série (3).

COROLLAIRE 1" Le théoréme précédent subsiste
lors méme qu'on suppose quelques-unes des séries hori-
zontales ou verticales composées d'un nombre fini de
termes. En effet, chaque série de cette espece peut étre
considérée comme une série convergente indéfiniment
prolongée , mais dans laquelle tous les termes dont le
rang surpasse un nombre donné s'évanouissent.

COROLLAIRE 2. Soient

u" 1‘[, uz) u

) ) &c.o.on,

vy, v, v,, v,, &c....

deux séries convergentes qui aient respectivement pour
sommes les deux quantités s, s', et dont chacune reste
convergente lors méme qu'on réduit ses différens termes
a leurs valeurs numériques. Si T'on forme fe tableau
v, w,v,, v, ur,, &,
w,v,, uv,, wr,, &,
(s) uO v: Ed 1‘1”.’. 3 &C' >
u,v,, &c.,
&e.,
on reconnaitra sans peine que les séries horizontales de

ce tableau jouissent des propriétés énoncées dans le 2.°
théoréme, et que Jeurs sommes sont respectivement

(9) v,s, v,8, v, vs, &.....

Par suite, en vertu du 2.° théoréme et de son premier
corollaire, les sommes des scries verticales, savoir,
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U Vo, UV, UV, UV, UV, U, 0,,. ...

<:o>§

%Y +uv A ...Hu_ v +uv,, &..

formeront une nouvelle série convergente ; et la somme de
cette nouvelle série sera égale i celle de la série (9), clest-
a-dire,, évidemment au produit ss'. On se trouve ainsi
ramené par la considération des séries doubles au 6.° théo-
reme du chapitre VI [§. 3].

COROLLAIRE 3. SiTon appelle # le sinus d'un arc
. .. w V.4
compris entre les limites — —, 4+ —, et z sa tan-
gente, on trouvera

= == ud = -_—.:x(l—.'z:’)_':',

2]

Cela posé, puisque en vertu de la formule (39) [chap. IX,
§- 2] on a, pour des valeurs numériques de z inféricures
a Tunité,

23 2} z7

3 b

arc tang. 2 —= 2 —

on en conclura, pour des valeurs numériques de x infé-

. LT
rieures a —

Ve’

1
2

are sin, o = arc tang. & ( 1 —x’)"

3 7
.'::(l—-x")"é—i";(l—a:’)_%+imi (r—x’)_%—-x—?(l—x’)-?
3 5 7
—+ &e...,

ou, ce qui revient au méme,
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3 5 & 57 z7
arcsin, T— w2 o35 I 39T 2w,
* 3 24 5 246 7
LU SN 17 ANy ¥
3 z 5 2.4 7 ’
Is 7 17
+ — 4= &
5 2 7
7
—_— I &e.
7
—+ &e.

Comme les séries horizontales comprises dans le second
membre de ['équation précédente remplissent évidemment
les conditions énoncées dans le 2. théoréme, tant que la
variable x conserve une valeur numérique inférieure a

‘/— H il en résulte que cette equation peut secrire ainst
2
qu'il suit :

5 =

3
arcsin.x__—_.x-l—(%—l)f}—-—{— Ts%.—._;_'_, 5

(783 7S 7
2.4.6 1.4 2

De plus, si dans la formule (5) du chapitre IV [§. 3],
on attribue 2 y la valeur négative — 2, et @ x l'une des
valeurs positives 3, 5, 7, &c..., on en tirera successi-

vement

4 3 o
2 ——l_;’
. s 1.
33 — 1= 3 s

(11) 24 24

7.5.3 75 7 s
2.4.6 z4+z l—z.4.6'

\ &e..... ;
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NOTE VIL 545
et par suite, on trouvera définitivement
%7
7

(12) T=——
A+ &Civriiriannn. vai

1.3 23

3
arc sm. x=x+—}—:—-+2'4 :

1.3.¢
+z.4.6

\
r=—

v

1l est facile de prouver, a Taide du calcul infinitésimal,
que cette derniére équation subsiste non-seulement entre

‘—/'—;, = - ‘%, mais aussi entre
les limites x=—=— 1, £ =—1.

COROLLAIRE 4. En vertu de la formule (20)
[ chap. VI, §. 4], ona, pour toutes les valeurs de =
renfermées entre les limites — 1 et 4-1,

fes limites x =— —

(|+.1')“—|
M

ou, ce qui revient au méme,

=2— 2 (1= W)+ (1) (11 0) e

(r+x)”—1

“
z

1
£}

x* x
.._...7_+.Mz

() ()5

= LI EARY LA Y.
—_ 4+,u(x+,+3) M (..;‘*‘..;"";‘3 T
3 ) x4

+r\TS)T

—+ &ec.

Comme les séries horizontales que comprend le second
membre de l'équation précédente remplissent les condj-
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tions énancées dans le 2. théoreme, tant que la variable
T conserve une valeur numérique inférieure a Tunité , il
en résulte que cette équation peut s'écrire ainsi qu'il suit

(13) L0 =
“
F 3

:-——i’—}—f-—iﬁ—}— &eooiiiiiiiin..

GO

+u [T (ST ree]

B I g'rz_'s,

Mais on a déja trouvé [ chapitre VI, §. 4, 1. proll.,
corollaire 2 ]
(14) (‘+1) — =l(l+x)+;ﬁ [{(1+2) 4 &e.,

! étant la caractéristique des logarithmes népériens. Les
formules (13) et (14) devant saccorder entre elles
[ voyez le 6.° théoreme du chapitre VI, §. 4], on en
conclura, pour toutes les valeurs de z renfermées entre
les limites — 1 et + 1,

x? x3 x4
l('+x)=x__7+7—7+&c"
' 2 = iy X y 1y xF
W+ =7—( ) T+0+4) 7
(|S) -_— +(|+l+l+'..+ﬁ il'_;:&(‘.,

—[l('-{-r)]’_(_) () e,
&e.. ...

TR |"l|lln""!ll"""l"“l'ﬂ‘lllll"l!‘v!lllvllvnr-nnnn ciememe oy
|
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Dans ce qui précede, nous n'avons considéré d'autres
séries doubles, convergentes ou divergentes, que celles
dont les différens termes sont des quantitcs réelles. Mais
ce qui a été dit i égard de ces séries peut dgalement
sappliquer au cas ot leurs termes deviennent imagi-
naires, pourvu qu'alors on écrive par-tout expression ima-
ginaire aulicu de quantité, et module au licu de valeur
numcrique. Ces modifications étant admises , les théo-
rémes 1. et 2.° subsistcront encore. Clest ce que Ton
démontrera sans peine, en sappuyant sur le principe
suivant.

Le module de la somme de plusieurs expressions
imaginaires est towjours inférieur @ la somme de
lewrs modules.

Pour établir ce méme principe, il suffit d'observer que,
si Ton fut

@ (cos. 041/ S sin. 8) o' (cos. 8' 4 /= sin. 8') ...
= R (cos. T+ /Zisin. T),
¢, @' R désignant des quantités positives, on en conclura
R* = (goos.d—¢' cosd/4-...)* 4 (g sin. 8+ ¢’ sin. 8/} ...)*
="+ ... 4 2¢p cos. (8 —8) 4........
< @ et g e = (e ¢ 4.),
et par suite

R<e+¢+....
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Sur les Formules qui servent a convertir les Sinus ou
Cosinus des Multiples d'un arc en polynomes dont
les différens termes ont pour facteurs les puissances
ascendantes du Sinus ou Cosinus de ce méme are.

LEes formules dont il est ici question sont celles que
nous avons construites en résolvant les deux premiers
problemes énoncés dans le 5.° paragraphe du chap. VII,
et qui s’y trouvent affectées des numéros (3), (4), (5),
(6), (9), (10), (11) et (12). Elles donnent lieu aux re-
marques suivantes.

D'abord, si, dans le calcul & l'aide duquel on établit
Jes formules (3), (4), (5) et (6), on substitue aux équa-
tions (12) du chapitre VII [ 2.° paragr. ] les équations
(24) du chapitre 1X [ 2.° paragraphe ], on reconnaitra
immédiatement que les mémes formules subsistent dans
le cas ou I'on remplace le nombre entier m par une quan-
tité quelconque w , tant que l'on suppose la valeur nu-

mérique de z inférieure & —. Ainsi {'on aura, dans cette
q 4 ’

hypothese,
cos, Mz =1 —'i:—'--’:fsin.' z +(,u_+zll£:—,:i,u-—z) siné z
1) 22,3,
_ (/4+4)(,u:0-:)/; . :(;c;z)’vu—u sin.Cz 4 &e.,
sin. sz =cos.z [,u sin. 2 — L'u—_ﬁl)—%—i) sin,3 z
(2 .
\ —) (fe—.
g Lo () e (e—2) (e —d) o ;__&c.]
1.2.3.4-5 >

et

TR l"Illl”!l"ll"""!‘l'“!l"Ivll‘O'll'lvv!lvvv‘nIr-vlnn-- arernm e
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CDS.”Z (— COS.Z[ 1 — (L_'tl)(lu"‘——:—j-)

.2

sin? Z

(3)

+ (,u+;)(/41+zr) 3(#:)(/»—3)

sin.4z — &, ] ’

sin.,uz == ﬂsin‘z—wu

1.2.3
@) 4 B () g (u—1) (—3)
1.2.3.4.5
De plus, en vertu des principes établis dans le chap. IX
[§- 2] et dans Ia note précédente, on pourra développer
non-seulement cos. wz et sin. x 5, mais aussi les seconds
membres des formules (1), (2), (3), (4), suivant les
puissances ascendantes de w; et, comme les coefficiens
de ces puissances devront alors étre les mémes dans le
premier et le second membre de chaque formule, on ob-
tiendra, en comparant deux  deux les coefficiens dont il
sagit, une suite d'équations parmi lesquelles on distin-
guera celles que je vais écrire,

sin? z

sin.’ z — &e.

'z sin.* z 2 sindz 2.4 sinfz
e = — -+ &c..
(s) , T T s G »
. 1 sin3z .3 sinSz
6) Z==sin.z + - +-3 22 ...
2 2.4 5

Nous supposons toujours ici la variable z comprise entre

fes limites —%, —I—-—Z—— Mais on démontre facilement
a laide du caleul infinitésimal que, sans altérer les équa-
tions (1), (2), (3), (4), (5), (6), &c...., on peut y
faire croitre la valeur numérique de z jusqu'a —:r—. Ajou-
tons quen prenant sin. 3=2, on fait coincider I'équation

(6) avec la formule (12) de la note VII, et 'équation
(5) avec Ia suivante



550 NOTE VIII.

(arc sin. a:)’ =z* 4 Xl 424 Ll -+ 2:4.6 2 —+ &ec.
3 2 3-5 3 3.5.7 4

Cette dernitre se trouve dans les Mclanges d’analyse

publiés en 1815 par M. de Stainville , répétiteur i 'école

royale polytechnique.

Concevons i présent que, dans les formules déja citées
du chapitre VIL [§. 5 ], on attribue & Ia variable 5 une
valeur imaginaire. On conclura sans peine des principes
développés dans le chapitre IX [§. 3], qu'elles ne cesse-

ront pas d'étre cxactes. Supposons, par exemple,

z:‘/: i(z),

I étant Ia caractéristique des logarithmes népériens.
Comme on aura, dans cette hypothese,

cos.z=%(e”—-|—c_[‘)=§ (.’E—}—i),
= /=
‘, - (z—3),

sm. 2 == — (e*—e )=

et généralement (n désignant un nombre entier quel-
conque )

1 V=4 1
cos.nz————':-(x'-—f—;,.—), sin.nzzz— x’—--x—-) R

on tirera des équations (3), (4), (5), (6) [ chapitre VII,
§. 5], 1.° pour des valeurs paires de m ,

" 4 —
) Ao =
2[4+ 75 1)+ PR e

(m-t4) (m+-2) m.m (m—2) (m—4)

2.4.6.8.10.12 (‘r—l‘)é—l—&c...] ,

-+

E R T T BT T KT l"||"|""!'"""!I""l""IHIH"H"le'""rlf"’“'" LRELE L EEENEY SR t
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m ' —

(m—-2) m (m—2)

E+)[Fe—h e oy

(m—-4) (n4-2) m (m—2) (m—4) : )
+ z.4.6.8.”.o (r"—'—;)i—-}—&c...],

2.” pour des valeurs impaires de m,

() &" o gm =
(k)[4 L2 oy
+ (m—l—:)(m:—.;).(artlx—')('"“;) (xz—21)} +&c]

(10) g =

[ e R ey

(m—-3)(m4-1)m(m— ) (m—3)
2.4.6.8.10

+ (z—1) +&e. |,

Les formules (9), (10), (11), (12) du 5.* paragraphe
| chap. VII] fourniraient des résultats analogues.

Revenons maintenant i fa formule (3) du méme para-
graphe. En vertu de cette formule, cos. m 3 est, pour des
valeur paires de 7, une fonction enticrede sin. =, du degré
m ; et, comme cette fonction doit s'évanouir, ainsi que
cos. m3, pour toutes les valeurs de z comprises dans la
suite

(n—1)7 37T (m—1)7r

x x 37T
> +
am 2T am? am’ t am’ t am?’ " m

il est clair qu'elle sera divisible par chacun des facteurs
binomes



552 NOTE VIIL.

. . (m—)7 5 .3 . . T
sIn, Z—4= 81N, ~e—e—See , ,, $iD, T4 $ID. —— , SIN. Z}-BM, —— 4
am 2m am
. . Mam1) T T x
.ln,z_'m‘_(.___z— ;

y oo 802 —sin, Z—, sin.z —sin. —
m am 2m

et par conséquent égale au produit de tous ces facteurs
binomes par le coefficient numérique de sin. "z, savoir,

D

On aura donc, pour des valeurs paires de m,

(ll) cos. mz— 2" X

( | ’ w i ’ )( - ’ 31 : ’ ) ( . ’m—l .T . ’ )

8in,” —— — BIN." 3 sm.” — ——3I1." 2 ess] 510, - SIn." % ),
am am am

Par des raisonnemens semblables on tirera des formules

(4), (5) et (6) [chap. VII, §. 57, 1.° pour des valeurs
paires de m,

(l 2) sin. M2 == 2™ 5in.3cos.2 X

. T . . g . .y m—2.T . .
(sm.’ v —lln.’z)(sm.' 47 sin.? ,-.),..(sm.‘ T sin.” z) 3
2 am 2

2.° pour des valeurs impaires de m,

(13) cos. Mm% == 2" cos.z X
A L L am—2.T
(sm.‘ —sin.? z)(sm.‘ 3——-—sln.‘z)...(sm.‘ 2 —sxn.“z) ,
a2m am zm
et
(14) sin.m3 == 2™ " sin.z X

. 2T . . 47 . . m—. T . a
sin.® — —sin."z }{ sin.* — —sin.*z ), , .{ sin.? — sin.* -’-) .
am im 2m

Si dans les quatre équations qui précedent on réduit la

by |-v-|vnvn-gunn'vw"unuv-u-n--w-vn-vv-vnIn-------- evreeens -
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partie constante de chaque facteur binome & l'unité, en
€crivant, par exemple,

sin.* z . . T .
I — ———— aulieude sin?-— —sin?z,
. T 2m
sin.* —
2m

les facteurs numériques des seconds membres deviendront
évidemment égaux i ceux des termes qui, dans les for-
mules (3), (4), (5), (6) du chap. VI [§. 5 ], sont indé-
pendans de sin.z ou renferment sa premitre puissance ,
cest-d-dire,, 4 l'unité ou au nombre m. En conséquence
on trouvera, 1.° pour des valeurs paires de m,

(15) cos. M3 ==
sin.? z sin.* z sin.* z
1 f——————— Y ... [ 11—
. T o . m—\ )T
sin,* — sin.* 3 sin.* m=0)7 1,
2m 2m zm
(l6) Sin. MM Z —= M sin.Z cos. 5 X
sin.* z sin.? 5 sin.* z
—_— j——1... I = 2
L4 . m—z2) 77 .
sin.? 2L sin.? 4 sin* A — ) ?
am 2m am
2.° pour des valeurs impaires de m,
(17) €0s.MZ —— cos. 2 X
sin.* z sin.? 5 sin.* z
——\ 11— vl KRR (R Sty ey poy
sin.* — sin? 2— sin® ——— J»
am 2m am
(18) sin. Mz = M sin.z X
. siu?z sin.* z sin.* z
— ). [
., 2T R T RN
sin,* — sin.? 47 sin.? g_'—) .
2m ) 2m am

De plus, si fon observe qu'on a généralement

., . €Os. 28 — cos. 2 b
sin? b — sint @ =— —

2
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on reconnaitra sans peine que les équations (11), (12),
(13) et (14) peuvent étre remplacées par celles qui sui-
vent :

m
2

-3 x ki
cosS.m=s — 2 €08.2 3 —CO08, — C08.2%2—CO8,. ~— ).+
m m

(Ig) ..................(cos.zz——cos.m—;’:'w),

. 271 . 27 47
sin.mz =2 sin.25( c0s.35=—co0s.~— }{ cos.22—c08.— )...
m m

n—:2 .7
eevearcevsncsessss| COS. 25 = COS, Py
m

Ly x i
cos.mMz==2 2 C€O0S.T| C08.2Z-CO8.,— €08, 22— CO8. — J...
m m

m—22. %
et -sassesnsesnacss] COS.22Z ~ COS, ’
m

(20)

m— T
beeirevmasensenos.s| €COS 22— COS. >

. mt . 27T 47
sin.Mmz==2 2 §In.Z | C08.22—CO0S,— COB.ZZ——COS.-*’;‘— e

m

les deux premieres se rapportant au cas ou m est un
nombre pair, et les deux derniéres au cas ou m est un
nombre Impair.

Les douze équations qui précedent subsistent égale-
ment, quelles que soient les valeurs réelles ou imaginaires
attribuées 2 la variable z. On peut donc y remplacer cette
variable par -} — 3, par /= I(z), &c.... Dans le
premier cas , on obtient plusieurs équations nouvelles
correspondantes aux formules (9), (10), (11), (12) du
chapitre VII [ 5.° paragraphe]. Dans e second cas, les
équations (19) et (20) donnent respectivement, pour des

valeurs paires de m,

SR E AU RN RR IRV L LA SAE L LLE LRy '"""l“"”“‘""’r'""”" R I LA R ] [
|



NOTE VI 555

2" = =(2*—2c0s. - L Y[ 2 T,
== —( #*—12c008, —+ — }( x*—2c08. 2= - — )..
+ = . =i - =
m—1.7 1
.........(x‘——zcos. + =)
,,]) m x
(- ! T 1
1 2
E e 1“——2) (.z‘—zcos.——i——l)...
x P m x

m—2r. 7

1
..........(x‘—zcos. - +L_;)
m z*)?

et pour des valeurs impaires de m ,
.'L‘"'—-i-—l— z +—'— 2* — 2 cos. — -+ !
= = i) RO

2 m—2. 7T 1
«seresnsss| T~ 2cCos, + — ’
- m &
(22)
m ! P 1 a 27 1]
T—m =\ )\ & s — )L

" m—i1.7 1 .
e ecver o | T —zcos‘—._,};.__k.___z_ 5

ce qui saccorde avec les résultats obtenus dans le chap. X
[§ =1

I nous reste encore & indiquer plusieurs conséquences
assez remarquables que fournissent les équations (11) et
(15), (12) et (10), (13) et (17), (14) et (18). Lors-
quon développe leurs seconds membres suivant les puis-
sances ascendantes de sin. z, les coefliciens numeriques
de ces puissances doivent étre évidemment les mémes
que dans les formules (3), (4), (5) et (6) du chap. VII
[§. 5] De cette seule observation on déduira immédia-
tement plusieurs équations nouvelles auxquelles satisfe-
ront les sinus des arcs

T 27 T T &
- C..
2am’ am’ m’ im ? N
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On trouvera, par exemple, pour des valeurs paires de m,

m-r x . L4 . m—1) 7
; 1=1 sin.* — , sin.? —--...im.’(—l-—-,
am m am
2
( 3) m-t o, 2T T .y (m—2)7
m=2a sin.* .8} — .., 8in.} ~——u—"—
n am 2
m.m 1 1 1
T x + 7r+"'+ (m—l)T’
: sin® = sint 32 sin? o
( ) am im am
(ma)m—z) , '
g w Tttt T
23 sin.* —  gin.* — sin.? ————~
am am am

et, pour des valeurs impaires de m,

m—-1 —2} T
1=—2 sin.? Z . sin.? 37 ... 802 (_m_z)__
am m m
(25) m-s 4 (m—n) 7
m= 2 sm.* o sin? eeeo Bin? : )
am
‘m-1 ) (m—1 1 T 1
(b )m—r) + ‘e s
1.2 L T . 137 . (m-2)r
sin.* — sin.* = sin,* ~———
m 2m am
(26) (m-1)(m—1) 1 1 1
1.2.3 == 41+" . L (m-)T*
sin.* — sin.* — sin.* ———
am 2m m

) . p . 7 \*
Jajoute que, si I'on multiplie par (—m—) les deux
membres de chacune des équations (24) ou (26), on en
conclura, en faisant croitre m indéfiniment,

(27)
(28) =‘+T+?+._6"+T;+&c"‘

En effet, considérons, pour fixer les idées, fa seconde

|

=14 — A — + — + &e
- 9 2§ 49 e

3 oo

[=N

Pk g AL AU R KN IR LA AL LR ) luluwuv"Hllll"nr-"nn" LRALE T L IENE B (|
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des équations (24). En multipliant ses deux membres par

s
~=) , on trouvera
4 ) —
m*]

(29) =(

G, &) ( (=)

sin2 sin, % 9 sin.? ( ) (m z)?r

m

Soit dailleurs z un nombre entier inférieur i - De-

signons 2 l'ordinaire par la notation M (@, &) une
moyenne entre les quantités a et b. Enfin observons

que le rapport est toujours [ voyez la page 64 ]

. v 1 3 .
compris entre les limites 1, ——; et que I'on a par suite,

;s P .7
pour des valeurs numériques de x inférieures 3 —,

£ iz 1 1 1
g < = 2.
2 7
cos.

- _ — < :
sin. x sin, ;1 x  cos.;x cos*1x

Le second membre de I'équation (29) sera évidemment
la somme des deux polynomes

2T nr \*
( ) ! "') +...+—'--___(T>
T

27 2 4
sin.* — 4 sin.* — » sin.? T
m m m
n4-1.7\? ( n42.7 \*
1 “m " 1 m
e NN s () oy e
m m

m—2.7\*
1 2m

m 2 m—2)7 ?
— -—x) sin.? ¢ )
2

2m

L
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dont le premier, en vertu de l'équation (11) des préli-
minaires, pourra étre présenté sous la forme

cos.® ——

(l+‘2‘+?+---+7))<1"1(1, "7)’
tandis que le second, composé de —:L— n — 1 termes

o . 4 . . e
tous inférieurs 2 —;, restera compris entre les limites

o et zn—": Cela posé, T'équation (29) deviendra

m?

x* 4 _ ' ! 1
(=5 =(Hgty+ )
xM(l, — ) + XM (o, 1);
cos.t ——
m
et 'on en conclura immédiatement

NS 24 217
(30) 1+4+9+.-.+ =3 (l m,)xM(l,cos. ;)

— =T Mo, 1)

Cette dernitre formule subsiste, quels que soient les
nombres entiers m et n, pourvu que F'en ait - m > n. En
outre, il est aisé de voir que, silon prend constamment
pour ; m le plus petit des entiers supérieurs i 2 (a dé-
signant un nombre compris entre 1 et 2 ), les rapports

m n

n’ m
santes de n, vers la limite zéro, et le second membre

convergeront ensemble, pour des valeurs crois-

..o .
de la formule (30) vers la limite ——. Le premier membre

ERIT RO R F Y TRTT L [T TTTR AT SIY T RY ] llllnll|vn'll"lllnrl"nnu CRTE T TN '
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devant avoir fa méme limite que le second , il en ré-
sulte, 1.° que la série

1 1 1 T
1, T’ —9—, YRR o &e....

sera convergente, ce que T'on savait déja [ voyez le corol-
laire du 3.° théoréme , chapitre VI, §. 2]; 2.° que cette
. L
scrie aura pour somme —— .
L'équation (22) étant ainsi démontrée, on en tirera,
en divisant ses deux membres par 4,
LA ' 1 &
H—T—F A -+ 36 +&c....,
On aura par suite

x* x* 1

— _|__‘ &
T __l+9 2)_—|— C.

24

Cette nouvelle formule saccorde avec I'équation (27),
quon peut déduire directement de la premicre des équa-
tions (24) ou (26).

Avant de terminer cette note, nous ferons remarquer
que, pour établir les huit formules (3), (4), (5), (6),
(9), (10), {11) et (12) du chapitre VII[§. 5], il suffit
de démontrer les quatre derniéres, et quon y parvient
trés-promptement en développant fes équations (10) du
chapitre IX [§. 1.], savoir,

(; 1) 1--zcos.f+z" cos.20-+z3cos. 30+&e. = —'——zmi'e_.
1—22¢03.0+z* {z =g }
. .
(3 2) 3 sin.f4-z*sin. 2§42 %sin. 34+ &e, = __zsin. =4

1—22€08.0~-2*

Considérons , par exemple, I'équation (32). On en t-

rera, pour des valeurs numériques de z inférieures 3
Funité ,



560 NOTE VIIL
3 8in. §4-2*sin 2042 0in 304 . -2 "sin anf-22 " sin(an41 o+

1 z sin. §
= Al S
1422 2Z cos.f
)+ 2z
== sin.§ [ z(1-+2*)""4-22%cos.f(1+7) P +42 cos § (14-2%)73 +&e.]
z—2 4 2P —eeel =+ 2 o &e.
4-cos. §(22* =428+ ..o m 22t He )
. .6 )
A +co.~1.‘6(-z—i 2! — g I F 2n(ant2) "+ :‘:&c.)
==sin.fx 1.2 1.3 1.2 5

“+ c.,s,ae(‘_"“_6 At (an-1)2n(ent2) zan_'—_&c,)
l.l.j l.l-;

et Pon trouvera par suite , en égalant entre eux les coef-
ficiens des puissances semblables de z,

(33) sin. 220 =—

(—1) " sin. 0 2mcon8— Crmd 2 ) cons b+ &e.|,
(34) sin. (2 +-1)8 =
(— 1) sin0 [1— ZEEE a4 e ]

Si dans ces derniéres formules on remplace 8 par z,
et 27 ou 2n-+1 par m, on obtiendra précisément les
équations (10) et (1 1) du chapitre VII [§- 5] Les équa-
tions (9) et (12) du méme paragraphe se déduiraient,
par un calcul semblable, de la formule (31).

Fooptre g BARURIR AR R IR IR LA AL LI 'vll!lnu!'unlw“nrnwnvu ERTEECT £ TR T '
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NOTE IX.
Sur les Produits composes d'un nombre infini de
Facteurs.
DisiGNONS par
(1) Uy, U, U, ..... 8,, &c...,

une suite infinie de termes positifs ou négatifs , dont
chacun soit supérieur & — 1. Si les quantités

(2) (1+u,), I +u,), (x+u,), ... I(1+u,), &ec..

[ 7 étant la caractéristique des logarithmes népériens ],
forment une série convergente dont la somme soit égale
a s, le produit

(3) (1 +uy) (14-u,) (1+2,) ... (1+u,_)

convergera évidemment, pour des valeurs croissantes du
nombre entier 7z, vers une limite finie et différente
de zéro, équivalente 2 ‘. Si au contraire la série (2)
est divergente , le produit (3) cessera de converger vers
une fimite finie différente de zéro. Dans le premier cas,
on est convenu d'indiquer la limite du produit que T'on
considére, en écrivant le produit de ses premiers facteurs
suivi d'un &c., comme on le voit ici,

(4) (v +u) (1 +2u) (1 +u) &.....

La méme notation peut étre conservée dans le cas ol
cette limite s'¢vanouit.
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Poui que la série (2) soit convergente , il est d'abord
nécessaire que , le nombre n venant i croitre indéfini-
ment , chacune des expressions

l(l+un)! l(l+u.+x) ? l( 1+ unu) ’ &e.. . ’
et par suite chacune des quantiteés
&c.. ..

devienne infiniment petite. Cette condition étant rem-
plie, comme on a généralement

u u 124

n? aet ? nez ?

2 z3 x4 r=-—1
(5) 10+=) = x——;+-;-—-7—+— &ec. : e '} .
on trouvera, pour des valeurs de n trés-considérables,

l(""“n)=ul—%ul‘+_;'“-’—&c'=ul—%uu‘ (' j:‘n) y

(6) I(' +u-*|)=un+|—";ulu+x+%u1n¢;—‘&c'

=, _%"‘;u-: (‘ i!.,_‘) Y
&evoivnnnn

¢ , e, &c.... désignant encore des quantités
infiniment petites ; puis I'on en conclura, en représentant
par m un nombre entier quelconque, et par 1 ¢
une moyenne entre les facteurs 1==¢ , 12t¢ &c.,

n+1?
(7) +u) 4+ 1 u,) oo IFu ) ==
un'H‘|+l+-"_Hn--m—|‘—’:'(ua.+ ui,.... +"'+u’n+m—l) (l =+ E).

Concevons maintenant que dans la formule précédente on
fasse croitre le nombre m au-dela de toute limite, Selon
que chaque membre de la formule convergera ou non
vers une limite fixe, la série (2) sera convergente ou di-
vergente. Cela posé, I'inspection seule du second membre
suffira pour établir la proposition que je vais énoncer.
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1.°" THEOREME. S¢ la série (1) et la suivante

EA 2 i
(8) w,o, w, ut, .. ou?, &e....

sont l'une et l'autre convergentes, la série (2) le sera
pareillement, et par suite le produit (3) convergera ,
pour des valeurs croissantes de n, vers une limite
Sfinie différente de zéro. Mais, si, la série (1) étant
convergente , la serie (8) est divergente , le second
membre de la formule (7) ayant alors pour limite
Uinfini negatif, le produit (3) convergera nécessaire-
ment vers la limite zero.

COROLLAIRE 1. Si la série (2) étant convergente a
tous ses termes positifs, ou si elle demeure convergente
lors méme qu'on réduit ses différens termes i leurs va-
leurs numériques, on sera évidemment assuré de fa con-
vergence de la série (8); et en conséquence le produit
(3) aura pour limite une quantité finie différente de zéro.
Clest ce qui arrivera, par exemple, si le produit en ques-
tion se réduit & l'un des suivans :

(o) () () e (),
() (1= 3) () - (252,
(I—i—.’cz)(l—l— :2) (I—I- ;) (n—;—j—i),

COROLLAIRE 2. Comme la série

1 1 1
A R T
est convergente, tandis que les carrés de ses différens
termes , savoir,

i &e.. ..
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forment une série divergente, il résulte du 1.”" théoreme
que le produit

() (=) (55) (= 5) -

a zéro pour limite.

COROLLAIRE 3. Le théoréme 1.°" subsiste evidem-
ment dans le cas méme ou parmi les premicrs termes de
la série (1) quelques-uns deviendraient inférieurs 2 — 1.
Seulement, lorsquon admet cette nouvelle hypothese,
on doit remplacer dans la série (2) les logarithmes des
quantités négatives par les logarithmes de leurs valeurs
numériques. Cela posé, il est clair que, pour des valeurs
croissantes de n, le produit

(1———.17“)(1———;:;) (1———;—) .. (|-—— ':1

convergera, quel que soit x, vers une limite finie diffé-
rente de zéro.

CoroLLAIRE 4.° Toutes les fois que la série (1) est
convergente, le produit (3) converge, pour des valeurs
croissantes de 22, vers une limite finie qui peut se réduire
a zéro.

Lorsque la limite du produit (3) est finie, sans étre
nulle , on ne peut pas toujours assigner sa valeur exacte.
Dans le petit nombre de produits de cette espece aux-
quels correspond une limite connue, on doit distinguer
Ie suivant

(9) (1—z%) (i——z;)(l-——%) ..(l— ::)

dont nous allons & présent nous occuper.

\ . . z . ,
Quand, aprés avoir posé ¥ = —, on fait croitre n

TR '--.|'unq-.-uvnrwuunu<-u-n---~-u--w-~-r......-.‘ [



NOTE IX. 565

indéfiniment , le produit (g) converge vers une limite
finie représentée par la notation

(10) (1— :,) (t——{%) (l—-—}Tz:F-) &e.

Pour déterminer cette limite, il suffira de recourir a I'é-
quation (16) ou (18) de la note précédente. Considé-
rons , pour fixer les idées, I'équation (16). Si l'on y écrit

z .
par-tout — au lieu de 3, on trouvera, pour des valeurs

paires de m,

. ., 2 z
( 1 L) sin. z == M sin. — €08, — X
m m
. z . z . z
sin,? — sin.? —— sin.’ —
m m m
— — T— e o { Vi ———
L, T .27 . G (m—2)7 (9
sm.? — sin,* — sin,* ~———
m m m

et par suite | en supposant la valeur numérique de z in-
férieure & =, et le nombre m égal ou supérieur a 2 ]

sin. z
(12) | — =
m sin. —— cos, ——
m m
sint = l sin.* —z<{ sin.? —= (
m m n
L1 L, T +l 1= ., 27 +'+l = . (m—2)7T |9
sin.? — sin.? — sin.* ———
m m am

Soient dailleurs z un nombre entier inferieur a Im,
1 ~+ & une quantité moyenne entre les rapports

. z , z . z
sin.? — sin.? ——( sin,* —
m m m
I A e 1i——"
. L. 2 .
sin.* — sin.* — 1 sin? —
m m m

2 ’ =y L T
i e
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et 1 -+ ¢ une autre quantit¢ moyenne entre les ex-

pressions
. z . z
S sin.* — sin.? —
m m
l §— — l ) —
? sin NCasbid sin.? (nta)7
m Coom
_— _— y toee
L, B ? s ., 0z
sin.? — sin 2 —
m
- m _
. Lt )T n+1) 7%
sm.‘.(_+L_ sin,? i
m m
. z
sin.' —
l A - m
sin "w
: 2m
e,
sin.* —
"
sin.* ___(m—z)'x
am

Le second membre de I'équation (12) sera évidemment
la somme des deux polynomes

sin.* —— s sin. ——
m m m
—— NS ¥ (T2 FISNY § - ’
a2 .2 2 N nn
sin.* — sin,> — sint —
m m
: z . z . z
sin.* — sin,* — sin,* —
l m + m ! m
—_—— l—— e (e ——————
., (i) . () ., (m—=2)7!
sin,? ——— sin? ~——— sin.* ————
wm m . m

dont le premier pourra étre présenté sous la forme

(1)t 15 e,

tandis que le second prendra celle du produit

E LU L AR R L QTSI A LR llllullunlllnluvrlnnuu Aqrpaegae b
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z (7l+r A% (n+1. .1)‘
ﬂll -_—
_ m 1 " ) + 1 m +
2 2 —_ 2 5
( ) o I) sin.? ’-—--,+l X (n+z) sin,* __-.(71+,)7r

m m

m—z.T\*
oy ) En.:g' (1+€)

———1
2 2m

que Yon peut réduire ( en vertu des principes établis dans
la note précédente ) a

z
sin. —

Eea)

Cela posé , I'équation (12) deviendra

= (1+6). M (o, 1)

sin, z

(13) =

[(-+ )t (=) ] )

i z
sm,* —

xm m (
n* T \*
m

et I'on en conclura, en faisant, pour abreger,

1+€).M (o, 1);

(14) —= =147, ol : (1+44),

1+a (__) T

puis, revenant des logarithmes aux nombres,
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09 (=) (=) ()=

sin. z 1+ z%_z;-(l-i-l‘)ﬂ(o, 1)
[

. z z
msin.—— o8, —
m m

Supposons maintenant que, la valeur de » étant choisie
arbitrairement , on prenne pour +m e nombre entier im-
médiatement supérieur 3 n* (@ désignant un nombre frac-
tionnaire ou irrationnel compris entre 1 et 2). Lorsque

la valeur de n deviendra trésconsidérable , les quantités
n

m . . . .
—os i 2%, 6,9, & seront infiniment petites, le produit

Sz
$In. ——
m

. 2 z
m sin, — €08, — == 3 cos. —
m m m

m
différera trés-pen de z, et par suite le second membre
de 'équation (1 5) sapprochera indéfiniment de la limite

sin, z
—_—
Z

Le premier membre devant converger vers la méme
limite, on aura nécessairement

09 (m )i e

Cette derniére formule se trouve ainsi démontrée dans
le cas ou la valeur numérique de z reste inférieure a
o. Alors les quantités dont nous avons pris les loga-
rithmes sont toutes positives. Mais la démonstration don-
née subsiste également pour des valeurs numériques de
z supérieures 2 =, lorsque Ion convient de remplacer
le logarithme de chaque quantité négative par le loga-
rithme de sa valeur numérique. En conséquence, I'équa-
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tion (16) demeure vraie, quelle que soit fa valeur réelle
attribuée 2 la variable z. On ne doit pas méme excepter
le cas ou I'on supposerait

s == knm,

k désignant un nombre entier quelconque , puisque dans
cette hypothese, les deux membres de 'équation s'éva-
nouiraient en méme temps.

L'équation (16) une fois établie en fournira immédia-
tement plusieurs autres. Ainsi, par exemple, on en ti-
rera, pour des valeurs réelles quelconques des variables
T,Y, 3,

(17) _—_(__:r_) (__z?) (,_}f;:) &c. =
(=222 B )

et
sin. x
(18) iy =
(2 EEE)
y \71—y/\ 7Ty /27—y /\ 27y /\ 37—y /\37+y

: 3 s . . k.4
Si dans T'équation (17) on fait 2= —, on trouvera

=7 133537 .
—2—'2‘1.4.4.6‘6.&6‘...’
et par suite on obtiendra le développement de —:i en

facteurs , découvert par le géometre Wallis, savoir,
K
(19) T:-—.——--—.——.-—.—-.*——.—,&c“,,

. \ . T
On trouverait de méme, en faisant z — e
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T 44 8 13 12 1616
(20) ‘/z 3y 7'9'::'13':5':7'

Si dans I'équation (18) on pose a-la-fois

uiq

€ 3y =
2 2 ?

xr =

on en conclura

(2!) cos.

('—35)(* )(‘-—)( =5
=(-£) (-£2) (- :‘w')&c“"-"

On pourrait déduire directement la méme formule de
I'équation (1 5) ou(17) [note précédente], en y remplacant

z par <, puis faisant converger le nombre m vers la limite

©0. Observons enfin qu'on tirera de I'équation (16}, en
y supposant la valeur numérique de z inférieure 2 =,

1— ,z—l,)—q— Z(.— f“) + &e.
2°7T 3T
o)

v ozt 1 1 &
gy l+—27'+—5—4-+ Coone

(22) l—m—z—l(

—_——— e — +—Lb-+&c....)
3

Comme on a dailleurs, dans cette hypothése,

sin. Z
— e 1

z

sin. z 24 26 i
(2 ) ! = z(l__r—z.; 1.2.3.4.5 - 1.;.3.4.5.6.7+&c')

3
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z* z* 24
— __..—.-—-———&c.‘.)
= 1.2.3 (' 4.5  4.5.6.7

11 23 kS z =
- (1-2.3) (l—z-—j_'-&c ...... )

et par suite [ en vertu des principes établis dans le cha-

pitre VI et dans fa note VII]

(24) ! sin. z —

z

t 22t 1 1 23 z8 [ ¢ 2 26
— ey ——————— — —— &,
6 1.2 2 30 1.2.3.4 3 421.2.3.4.5.6

la comparaison des coefficiens des puissances semblables
de z dans les formules (22) et (24) donnera les équa-
tions

! ' ' i 1 27m? w:
ET s =g m S =,
1 1 1 T 237t at
(25) l—i—;—i——}-“-i-zz—i—&c...:;,m:-;:’
' 1 276 76
T e S T T

&e..

dont la premi¢re saccorde avec Ia formule (28) de I
I 1 1

T 3o Eo
&c.... qui entrent dans les seconds membres de ces
€quations, sont ce quon appelle les nombres de Ber-
noulli. Ajoutons que, si I'on désigne par 2m un nombre

pair quelconque , on aura généralement

VIIL® note. Les facteurs numeériques
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(26) Ve s o = - be
3 5 7

1 ' 1 & 1 1 1 & )
=1 o —— o o — i = 14— - —
o m b (e

1 ' 1 T
—_— ,_2”" ,+_27ﬁ+_—3m+—-4m+&c.... .
Dans ce qui précede, nous avons seulement considéré
des produits dont tous les facteurs étaient des quantiteés

réelles, et des séries dont tous les termes étaient réels. Mais
on doit remarquer, 1.° qu'en vertu des principes établis

dans le chapitre IX [ voyez I'équation (37) du §. 2, et
Péquation (20) du §. 3] la formule (5) subsiste dans le
cas méme ou la variable z devient imaginaire, pourvu
que son module reste inférieur 3 unité ; 2.° que le
rapport

_s_iﬁ z* Fal

-+ — &c....
z 1.2.3 1.2.3.4.5

converge vers l'unité, toutes les fois que la valeur réelle
ou imaginaire attribuée a la variable z sapproche indé-
finiment de zéro ; 3.° enfin que les équations (15), (16),
(17) et (18) de la VIIL® note subsistent également pour
des valeurs réelles et pour des valeurs imaginaires de z.
En partant de ces remarques, on parviendra bientot a
reconnaitre comment on doit modifier les propositions
et les formules ci-dessus démontrées dans le cas ou les
expressions

Uo, U, u, &e..o. T, Y, 3,

deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on établira
sans peine, a l'aide des formules (6), Ia proposition sui-
vante , analogue au 1. corollaire du théoréme 1.

2.* 'THEOREME. Supposons que la seérie (1), elant

RN I AL L LR L R LT T TR R T A S
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tmaginaive , demeure convergente quand on reduit ses
différens termes a leurs modules respectifs. Le produit
(3) convergera nccessairement , pour des valeurs
croissantes de n, vers une limile finie réeclle ou imagi-
naire.

De plus, on prouvera facilement que les équations
{17) et (21) subsistent, Jorsqu’on attribue 2 z une valeur
imaginaire quelconque # -+~ v ‘/ —1 : dou il résulte,
1.° qu'on peut exprimer par des produits composés d'un
nombre infini de facteurs les expressions imaginaires

e’ e~ e —e™" —_—

— sinu 4 cos. u.y/

a 2

e

( 7) eV_._(."Y ev_e"v
——————— C0S. % —

- sin. u./:,,

¢t les carrés de leurs modules, savorr,

- —-— 1 2 2
e'4e""\ . e'—e™" e Ve
( sincudge | ———— ) €087 U= —— _ _ wos.2u,
2

2 2z

ev4em v\ ? et "\ * P
— costu4| ~—— ) siniu= +-cos.21 ;
2 2

(28)

2

2.° que les expressions

ev —e™
arc tang. (_Tf—?— cot, © ) Iy
e

(29) P

arc tang. (7_:—_-;- tang. u ) )

sont respectivement égaies aux deux sommes

v v
arc tang. -— — arc tang, ————— ~}- arc tang. ————
u T —Uu T4 u

— arc tang. -+ arc tang. - &e...,
27T—U 2 T+u
(30)
27
-+ arc tang, ——

20
arc tang. ———— ~— arc tang, ——
T —2uU T 421 JA—2%

2v 2v
— arc tang. ———— —~ arc fang. ——— — &e..
3T42 U §T—2u%
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augmentées ou diminuées d'un multiple de la circonfé-
rence 2. D'autre part, comme les expressions (29) et
les sommes (30) sont des fonctions continues de v qui
s'évanouissent toujours avec cette variable , on peut as-
surer que le multiple dont nous venons de parler se ré-
duit & zero.”

8i I'on suppose en particulier x =0, 'on trouvera

et —e”Y vt v? v?
e R A G (ﬂ“?)““’

et e’ 22y 2*e? 2 0t
-T-= 1+ p l+—3‘—7’ l—l—-;;;; &c......

(31)

x
On trouvera encore, en prenant %= T
e'—e™" 4v 4v
arc tang. ———— == arc tang. —- — arc tang. ——
e't-e”" T 3T
(2)
4v 4v

~ arc tang. —— — arc tang, — 4 &e.,
5T 77

et en prenant u—v,

ety ey

— —cos. 27 ==

2
R 2tou? PRL 2704 &

( ) 1v 14 pry 1+ Tie 14 517“_ { N
33 1y gy

e e

—+—+CO,$. 2v =

2

2404 2404 1404 &
(l+ gy (l—}--;z—;r;-) (I-G——S-m-) Covona

Enfin, si dans la formule (32) on suppose la valeur nu-

. v : [0 ~ i . v
mérique de %r— inférieure 3 l'unité, les deux membres

de cette formule pourront étre développés suivant les
puissances ascendantes de v , et la comparaison des coef-
ficiens des puissances semblables dans les développemens
dont il sagit fournira les équations
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, ' + 1 L& .

3 5 7 vew s —'IT’
LT I e a3
[ —— —— P — Coavs == =

G4) Py 7 320
1 ' 1 5

Ty Ty Ty e T

dont la premiere coincide avec I'équation (40) du cha-
pitre IX [§. 2].

Concevons maintenant quaprés avoir divisé par v les
expressions (29) et les sommes (30), on fasse converger
la variable v vers la limite zéro ; on trouvera, en passant
aux limites,

T 1 1 1
(35) cototg = — — ' 4t ——&e....
u© T—U A 27—U 2T+

(36) tang. n = — o — — &e.

< -+ 3 -+ 3 -+ &e..
7_’ _—y 5_7_5' —y? z —u? .
2 2 2
Comme on a dailleurs généralement , pour des valeurs
numeériques de z inférieures 2 celles de a,

= 2 u

: ! PN =L e
pruriaaiiers ('_ o = pe Y3 Coey
on tirera des formules (35) et (36), en supposant fa
.. . 7

valeur numérique de w plus petite que — |
1 2u + 1 1 1 &
G7) oot u == — — — (1 z—’+3—‘+;+ c)
24} i ' T &
2"" 1 1 1
—_—— 1+7+;—<’+F-+&(‘ ..
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oy = 2—’1 L -l—— — &e.. )
38) wgu= ZF(+t+Zasa
25ul ' T 1
-0——_;; (|+ 3—++;;+:7—;+&L)
27us 1 1 0
+_TT (,+ F+;Z+7_6+&c)
-+ &ec....

Par suite on aura, en vertu des équations (25) et (26),

(39) cot. ¥ =—
1 atu L a4 3 1 26 o) _
7—6:—301.2.3.4—51.1,3.4.5.6 ’
(40) tang. u =
1 24yl [ 264
—3—(1‘—1):4- (2* -1) V.2 ~._; 42 (2(—1) 1.2.3.4.5.6
=+ &e....

Si Ton ajoute ces dernitres, aprés y avoir remplacé u
1 . ’ T
par —u, on obtiendra le développement en série de

- T
cos.;u  sin. Tu 1 ,
e e caséc.u,

1
cot, - utang. S u = —> : — -
sin.;u  cos.pu  sin.fucos ju

et Ton en conclura

(41) cosée. U =— %
Y 2E s Vs
-+ — (2 l) + (2 x) : 234 41(2 1)+ FWEY: +&e.

Nous ne nous arréterons pas davantage sur les consé-
quences qui dérivent de Ia formule (17). On peut con-
sulter sur cet objet l'excellent ouvrage d'Euler, qui a
pour titre Introductio in analysin ng/imtorum.

FIN DU TOME 1.%
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