COLLECTION ENSEIGNEMENT SUP //// Mathématiques

L3M1

Algebre I

GROUPES, CORPS ET THEORIE DE GALOIS

D.=Ga(KIQ)

@R

EDP

SCIENCES






ALGEBRE

Tome 1

GROUPES, CORPS
ET THEORIE DE GALOIS

Daniel Guin — Thomas Hausberger

Collection dirigée par Daniel Guin

@R

EDP

SCIENCES

17, avenue du Hoggar
Parc d’activités de Courtabeeuf, BP 112
91944 Les Ulis Cedex A, France



TABLE DES MATIERES

Avant-propos

Avertissement

Premiére partie - GROUPES

I Généralités sur les groupes
[.1 Définitions — exemples . . . . . . . . ... ... L.
I.2 Sous-groupes — morphismes . . . . .. ... L.

A - SOUS-groupes . . . ...
B - Sous-groupes engendrés . . . . ... ... ... ...
C - Ordre d’'un groupe, d’un élément . . . . . . ... ..
D - Morphismes . . . . .. ...
[.3 Produit direct de groupes . . . . . . .. ...

Thémes de réflexion

TR.L.A. Etude du groupe symétrique S,, . . . . . ... ... ...
TR.I.B. Groupes cycliques . . . . . ...
TR.I.C. Détermination des groupes d’ordre n, pour 1 <n <9

Travaux pratiques
TPI. Etude de quelques groupes de permutations . . . . . . . .

II  Groupes quotients
I1.1 Classes modulo un sous-groupe . . . . . . .. ... ....
I1.2 Compatibilité avec la structure . . . . . . . ... ... ..
I1.3 Groupes quotients . . . . . .. ...

xiii

xXvii

25
25
27
30

33
33



ALGEBRE T1

vi

I11

IV

I1.4 Caractérisation des sous-groupes normaux . . . . . . . . .
I1.5 Sous-groupes normaux et morphismes . . . . . ... . ..
I1.6 Sous-groupes d’un groupe quotient . . . . . ... ... ..

Thémes de réflexion

TR.IILA.  Sous-groupes dérivés et abélianisation . . . . . ... . ..
TR.IIL.B. Etude des sous-groupes normaux de S, . . . . ... ...
TR.II.C. Etude des automorphismes de S, . . . . . . . . ... ...

Travaux pratiques
TP.IL Classes, structure quotient et systémes générateurs forts

Présentation d’un groupe par générateurs et relations
III.1 Groupes libres . . . . . ... oo
I11.2 Générateurs et relations . . . . . .. ... L

Thémes de réflexion

TR.III.LA.  Présentation du groupe quaternionique H . . . . . . . ..
TR.IILB.  Groupes de présentation finie . . . . ... ... ... ...
TR.IIL.C.  Quelques propriétés des groupes libres . . . . . . . . . ..
TR.IILD.  Produit libre de groupes . . . . . . . .. .. .. ... ...

Groupes opérant sur un ensemble

Ivai Définitions — Exemples . . . . . . . ... ...
IV.2 Stabilisateurs — Orbites . . . . . . . . . .. . .. ... ..
V.3 Produit semi-direct . . . . . .. ...

A - Groupes opérant sur un groupe . . . . . . . . . . ..
B - Produit semi-direct de sous-groupes . . . . ... ..
C - Produit semi-direct de groupes . . . . ... ... ..
V4 Opérations transitives, fidéles . . . . . . .. ... ... ..
IV.5 Points fixes . . . . .. ...

Thémes de réflexion

TR.IV.A.  Groupes diédraux D,, . . . . . . . . .. L
TR.IV.B.  Groupe des isométries du cube . . . . . . ... ... ...
TR.IV.C.  Produits et extensions de groupes . . . . . . ... .. ..
TR.IV.D.  Groupes libresderang 2 . . . . . ... ... ... ....

Travaux pratiques
TPIV.A.  Générateurs et relations, autour de l'algorithme
de Todd-Coxeter . . . . . . . . . . ... ... ... ...,

53
53
54
o7

59
59

65
65
72

75
75
i)
76
7

81
81
84
87
87
87
88
90
91

93
93
94
94
96

99



TABLE DES MATIERES

VI

VII

TP.IV.B Actions k-transitives, formule de Burnside

et énumérations de Polya . . . . . .. .. ... 108
Les théorémes de Sylow 117
V.1 Le premier théoréme de Sylow . . . . ... ... ... .. 117
V.2 Le second théoréme de Sylow . . . . . ... ... ... .. 119
V.3 Applications . . . . .. .. ... 122
Thémes de réflexion 125
TR.V.A. Int(SG) 7& Aut(Sg) ...................... 125
TR.V.B. Détermination des groupes d’ordre n, n <15 . . . . . .. 126
TR.V.C. Détermination des groupes d’ordre pg . . . . . . . .. .. 127
Groupes abéliens 129
VI.1 Somme directe de groupes abéliens . . . . . . .. ... .. 129

A - Somme directe de sous-groupes d’un groupe abélien . 129

B - Somme directe de groupes abéliens . . . . . . .. .. 131

C - Facteur direct d’'un groupe abélien . . . .. ... .. 132
VI.2 Groupes abéliens libres . . . . . .. ... ... ... ... 133

A - Définition - Propriété universelle . . . . . . ... .. 133

B - Rang d’un groupe abélien libre . . . . . .. ... .. 137

C - Sous-groupes d’'un groupe abélien libre . . . . . . .. 140
V1.3 Groupes abéliens de torsion . . . . . . . ... ... .. .. 142
V14 Structure des groupes abéliens de type fini . . . . .. .. 145
Thémes de réflexion 155
TR.VILA.  Rang d’un groupe libre . . . . . .. ... ... .. .... 155
TR.VL.B.  Groupes divisibles . . . . . . ... ... ... ... .... 156
TR.VI.C.  Calcul des facteurs invariants . . . . . . . . ... ... .. 158
Travaux pratiques 161
TP.VILA.  Algorithmes de Gauss-Jordan, de Hermite et de Smith . . 161
TP.VI.B.  Courbes elliptiques et groupe de Mordell . . . . ... .. 166
Groupes résolubles 177
VIIL.1 Suites de composition . . . ... ..o 177
VII.2 Suites de Jordan-Hélder . . . . . . . ... ... ... ... 179
VIL.3 Groupes résolubles . . . . . . ..o 181
VIIl.4 Applications . . . . . ... 183

vii



ALGEBRE T1

viii

Deuxiéme partie - THEORIE DES CORPS

VIII Anneaux de polynémes

IX

VIII.1 Définitions - Exemples . . . . . . ... ... ... ...
VIIIL.2 Idéaux — Morphismes . . . . . . ... ... ... ...
VIIIL.3 Idéaux maximaux, idéaux premiers . . . . . . . . . . .
VIII.4 Produit d’anneaux - Théoréme chinois . . . . . . . . .
VIIIL.5 Corps des fractions d’un anneau intégre . . . . . . . .
VIII.6 Anneaux de polynémes . . . . ... ... ...
VIIIL.7 Anneaux principaux . . . ... ... L
VIIL.8 Divisibilité . . . . . . ... ...
VIIL.9 Irréductibilité des polynémes . . . . . . . . . ... ..

VIII.10 Racines — Ordre de multiplicité . . . . . .. ... ...
VIII.11 Polynomes symétriques . . . . . ... ...

Thémes de réflexion

TR.VIILA. Critére d’irrédutibilité par extension . . . . . . . . ..
TR.VIILB. Critére d’irréductibilité par réduction . . . . . . . ..
TR.VIIL.C. Résultant - Discriminant . . . . . . .. .. ... ...
TR.VIILD. Algebres - Algébres de polynémes . . . . . . ... ..

Travaux pratiques

TP.VIII. Entiers de Gauss et sommes de deux carrés . . . . . .

Généralités sur les extensions de corps

IX.1 Corps premiers — Caractéristique d’un corps . . . . .
IX.2 Extensions . . .. ... ... L

Thémes de réflexion

TRIX.A.  Corps finis . . . .. ... ... ...
TR.IX.B.  Corps des quaternions et théoréme des quatre carrés . . .

Travaux pratiques

TPIX.A.  Factorisation des polynémes . . . . .. ... ... ..
TP.IX.B.  Les quaternions de Hamilton . . . . .. .. ... ...

K-morphismes et groupe de Galois d’une extension

X.1 K-morphismes . . . .. ...
X.2 Groupe de Galois . . . . . . . ... ...

185

187
187
190
194
196
198
199
205
210
212
217
220

225
225
226
227
228

231
231

237
237
239

243
243
244

249
249
259



TABLE DES MATIERES

X.3 Degré d’'une extension et ordre du groupe de Galois

X4 Corps intermédiaires et sous-groupes du groupe de Galois
XI Extensions algébriques — extensions transcendantes

XI.1 Extensions algébriques . . . . . . .. ... ... ... ...

XI.2 Extensions transcendantes . . . . . ... .. .. ... ..

XI.3 Appendice . . . ...

Thémes de réflexion
TR.XI.LA.  Constructions a la régle et au compas . . . . . . ... ..
TR.XI.B. Théoréme de Liroth . . . . . . ... .. ... ... ....

Travaux pratiques
TP.XI. Nombres algébriques et polynéme minimal . . . . . . ..

XITI Décomposition des polyndmes — Clétures algébriques

XII.1 Corps de rupture et corps de décomposition
d’un polynéme . . . .. ...

XII.2 Clotures algébriques . . . . . . . ... ...

Thémes de réflexion

TR.XII. Plongements dans une cléture algébrique . . . . . .. ..

Travaux pratiques

TP.XII. Calculs dans les corps de nombres . . . . . ... ... ..
XIII Extensions normales, séparables

XIII.1 Extensions et éléments conjugués . . . . . .. .. ... ..

XIII.2 Extensions normales . . . . . . . .. ... ...

XIII.3 Extensions séparables . . . . .. .. ..o

XIII.4 Eléments primitifs . . . . . . ... ... ... ... ...

XIII.5 Norme et trace . . . . . . . . .. ...

Thémes de réflexion

TR.XIITLA. Corps parfaits . . . .. .. ... ... ... ... .. ...
TR.XIIT.B. Extensions inséparables et radicielles . . . . . . . . . ...
TR.XIIT.C. Dérivations et extensions séparables . . . . . .. .. ...

. 266

268

271

ix



ALGEBRE T1

Troisiéme partie - THEORIE DE GALOIS
ET APPLICATIONS

XIV Extensions galoisiennes — Théorie de Galois des extensions

finies

XIV.1 Extensions galoisiennes . . . . . .. ... ... ... ...
XIV.2 Cloture galoisienne d’une extension séparable . . . . . . .
XIV.3 Théorémes fondamentaux de la théorie de Galois . . . . .
XIV.4 Etude d'un exemple . . . . . .. ... ... ... ... ..

Thémes de réflexion
TR.XIV. Théorie de Galois des extensions infinies . . . . . . . . ..

Travaux pratiques

TP.XIV. Autour de la correspondance de Galois . . . . . ... ..
XV Racines de 'unité — Corps finis — Extensions cycliques

XV.1 Racines de I'unité . . . . . . . . ... . 0oL

XV.2 Corps des racines n-iéme de l'unité . . . . . . . .. .. ..

XV.3 Polynémes cyclotomiques . . . . ... ... ... ...

XV.4 Corps finis . . . . . .. ..

XV.5 Extensions cycliques . . . . . . ... Lo

Thémes de réflexion
TR.XV.A. Symboles de Legendre. Loi de réciprocité quadratique .

TR.XV.B. Interprétation cohomologique du théoréme « Hilbert 90 »
TR.XV.C. TIrréductibilité du polynéme X" —a . . . . . . . . . . ..
Travaux pratiques

TP.XV. Racines de I'unité dans un corps fini et codes BCH . . . .

XVI Résolubilité par radicaux des équations polynomiales

XVI.1 Extensions radicales . . . . .. ... 0oL
XVI.2 Reésolubilité des polynémes . . . . . . . ... ... ...
XVIL.3 Caractérisation des polynoémes résolubles . . . . . . . ..

Thémes de réflexion
TR.XVI.  Résolution des équations polynomiales de degrés 3 et 4

Travaux pratiques
TP.XVI. Théorie de Galois constructive . . . . . . . . . . . . ...

343

345
345
348
348
350

355
355

359
359

367
367
369
371
373
376

381

. 381

383
384

387
387

399
399
402
406

409
409

413



TABLE DES MATIERES

XVII Polygones réguliers constructibles et nombres de Fermat

XVII.1 Points constructibles . . . . . .

XVII.2 Constructibilité des polygones réguliers . . . . . . . . ..

Appendice
1 Ensembles ordonnés . . . . . .
2 Cardinaux — Ensembles infinis
Bibliographie

Index terminologique

431
431
434

439
439
442

449

451

xi



Premiére partie

GROUPES



I
GENERALITES SUR LES GROUPES

I.1. Définitions — exemples

Définition L.1.1. Un groupe est la donnée d’un ensemble non vide G et
d’une loi de composition interne

GxG—G
(@, y) — @ xy
vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Vz,y,2€ G, (zxy)xz=x*(y*2)
(ii) dec G, tel que Ve e Gyoxe=exz =1
(iii) Ve e G,3T € G tel que x+T=T*x =e.
La propriété (i) est 'associativité de la loi; I’élément e, dont l'existence est

assurée par la propriété (ii), est I’élément neutre pour la loi; 1’élément T est
appelé élément symétrique de z.

Remarques I.1.1.
a) Cet ensemble de propriétés est redondant. Les propriétés (i), (ii), (iii) sont
impliquées par les propriétés (i), (ii)’, (iii)’ avec :

(ii))’ 3e € G tel que Vr € G,e *x = x (élément neutre a gauche)

(iii)’ Vz € G,3T € G tel que T+ x = e (élément symétrique a gauche).
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En effet, en appliquant deux fois la propriété (iii)’, on a
Ve, 3Z7 € Gtel queT*T =¢

d’out

r*xT=ex(2+T)=(T+T)* (x*T)=T*(T*T)*T=T*exT =T *T = e.
De méme,
r=exx=(r*xT)xx=xx*(Txx)=2x=*e.

b) L’élément neutre est unique. Pour tout élément x de G, 'élément symétrique
T est unique.

En effet, soient €’ un autre élément neutre et ' un autre élément symétrique
de z. On a

et

T=Txe=T*(x*T)=(T*x)*T =exT =7
c¢) Pour tout z,y, z € G, de l'unicité de I’élément symétrique on déduit que
THY=Y*T

(on notera le changement de l'ordre dans I’écriture des éléments) et, en multipliant
a gauche (suivant la loi *) par I’élément T les deux termes de la premiére égalité
ci-dessous, on a

(xxy =zx*z) < (y=z) (simplification).

d) On remarquera qu’'un groupe est la donnée d’un ensemble et d’une loi de
composition interne définie sur cet ensemble, vérifiant les axiomes (i), (ii), (iii).
On verra en effet (TR.I.B remarque VI.2.3) que sur tout ensemble on peut définir
une loi de composition interne qui le munisse d’une structure de groupe; il y en
a en général plusieurs, voire une infinité si ’ensemble est infini. Par conséquent,
une expression du type « un groupe est un ensemble sur lequel il existe une loi
de composition interne vérifiant les axiomes (i), (ii), (iii) » est synonyme de « un
groupe est un ensemble », ce qui rendrait absurde l'introduction de la structure
de groupe. Voir aussi la remarque (I.1.2.b) ci-dessous.

Exemples I.1.1.

a) L’ensemble des nombres entiers relatifs muni de ’addition est un groupe,
noté (Z,+). L’ensemble des nombres rationnels non nuls, muni de la multipli-
cation, est un groupe, noté (Q*, x). Il est évident qu'un ensemble réduit & un
élément est muni d’une unique structure de groupe.
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b) (M,(C),+), ou M,(C) désigne I'ensemble des matrices (n,n) a coefhi-
cients dans C; (GL,(C), x), ou GL,(C) désigne I’ensemble des matrices (n,n)
inversibles a coefficients dans C. Ce dernier groupe est appelé groupe général
linéaire.

Table d’un groupe. Sile groupe G muni de la loi * a un cardinal assez petit,
il peut étre commode de décrire explicitement la structure de groupe a ’aide d’un
tableau. Plus précisément, si G = {z¢g = e, x1,...,2,}, ol e est I’élément neutre,
on décrit la loi de composition interne * par un tableau carré dans lequel le terme
situé a l'intersection de la i®™€ ligne et de la ™€ colonne est le terme z; * xj. Par
exemple, sur I'ensemble {0,1,2,3} on définit les lois de composition interne e et
x par les tables suivantes :

W N~ Ole
W N~ OO
O W N ==
_— O W NN
N = O Wl w
W N = O %
W N~ OO
N W O ==
O W NN
O =N W W

Pour montrer que ces lois munissent I’ensemble {0,1,2,3} de deux structures de
groupe, il suffit de vérifier qu’elles satisfont aux axiomes de la définition (I.1.1).

On remarquera que chaque élément du groupe apparait une fois et une fois
seulement sur chaque ligne et chaque colonne. Ceci est di au fait que, dans un
groupe G, on a

Vu e G,Yv € G, 3,y tels queuxz=vet ysxu=wv;

ces éléments sont donnés par x =u*xv et y = v * u.

On prendra garde au fait que la condition « chaque élément de I’ensemble G
apparait une fois et une fois seulement dans chaque ligne et chaque colonne »
dans un tableau comme ci-dessus est nécessaire mais pas suffisante pour que la
loi interne définie par ce tableau munisse G d’une structure de groupe. En effet,
considérons le tableau suivant :

N = W O =
W O = NN
— O NN WWw
SN = Wk

=W N = O %
= w N = OO
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Chaque élément de I'ensemble {0, 1,2, 3,4} apparait une fois et une fois seulement
sur chaque ligne et chaque colonne, mais la loi *, ainsi définie, ne munit pas
cet ensemble d’une structure de groupe, car elle n’est pas associative puisque
(1%2)x3=4x3=1et1%(2%3)=1%x4=3.

Remarques 1.1.2.

a) On remarquera que sur une table comme ci-dessus, on détermine facilement
I'existence d’un élément neutre ou d’un élément symétrique, mais que 1’associati-
vité de la loi n’apparait pas de facon évidente.

b) L’exemple ci-dessus des lois e et * définies sur 'ensemble {0, 1,2, 3} montre
qu'un ensemble peut étre muni de plusieurs lois de composition interne qui dé-
finissent des structures de groupes différentes. D’otl la nécessité, pour définir un
groupe, de donner ’ensemble et sa loi de composition interne. Par conséquent,
lorsqu’on voudra préciser que la structure de groupe considérée sur un ensemble G
est donnée par une loi particuliére, par exemple notée *, on notera le groupe (G, ).

Exemples 1.1.2.

a) Soit F un ensemble. On note Sg le groupe des applications bijectives de F
dans E (ou permutations de E) pour la loi de composition interne définie par la
composition des applications. Si E = {1,2,3} les éléments de Sg sont

(123 (123 (123

©={123) 17 \l231) 27 \312
(123 (123 (123

m=1132) ™7 \321) 7 \213)"

On notera ce groupe Ss3 (écrire sa table), et de fagon générale on notera S, le
groupe Sg pour E = {1,...,n}. Le groupe Sg est appelé groupe des permuta-
tions de 'ensemble F, ou groupe symétrique. Une étude détaillée de ce groupe
est proposée dans le TR.I.A en fin de ce chapitre.

b) On note Z/nZ l'ensemble des classes de congruences des entiers relatifs
modulo n. Rappelons que si n est un entier positif, deux entiers relatifs p et ¢ sont
congrus modulo n si p—q = kn, k € Z. Ceci définit sur Z une relation d’équivalence
dont Z/nZ est I'ensemble des classes. En notant cl(k) la classe de k, on vérifie
aisément que l'addition définie par cl(p) + cl(q) = cl(p + ¢) est indépendante du
choix des représentants p et ¢ et qu’elle munit Z/nZ d’une structure de groupe,
dont ¢l(0) est 1’élément neutre et cl(—z) est le symétrique de cl(x).
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¢) On note Dy le groupe des isométries du carré pour la composition des
applications. Les éléments de D4 sont

I = identité

R; = la rotation de centre 0 (le centre du carré) et d’angle m/2
Ry = la rotation de centre 0 (le centre du carré) et d’angle 7
Rs = la rotation de centre 0 (le centre du carré) et d’angle 37 /2
H = la symétrie par rapport a I’axe de symétrie horizontal
V= la symétrie par rapport a I’axe de symétrie vertical

A1 = la symétrie par rapport a la premiére diagonale

Ay = symétrie par rapport a la deuxiéme diagonale

qui se composent suivant la table

I R Ry Ry H V A A
T I R, Ry Ry H V A A
Ry R, Ry Ry I A, Ay V H
R, Ry Ry I RV H A A
Rs Ry I R Ry Ay Ay H V

H H Ay V
1% V. Ay H Ay Ry I R Ry
A, | Ay, H Ay V. R Ry I Ry
Ay | Ay V A, H Ry R Ry I

ou les termes de cette table sont z oy pour x dans la premiére colonne et y dans
la premiére ligne.

Ce groupe fait partie d’une suite de groupes D,, n > 3, appelés groupes
diédraux (c¢f. TR.IV.A).

Définition L.1.2. Si (G, ) est un groupe tel que la loi * satisfasse a la propriété

(iv)Vz,ye Gixxy=yx*uzx,
le groupe (G, *) est dit commutatif ou encore abélien.

Exemples 1.1.3.
a) Les groupes (Z,+), (Q*, x), (M, (C),+) sont abéliens.

b) Le groupe (GL,(C), x) ne 'est pas. On constate sur la table ci-dessus que
le groupe D4 n’est pas abélien.

Proposition L1.1. Si card EE > 3, le groupe Sg n’est pas abélien.
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Démonstration. Soient x, y, z trois éléments distincts deux a deux dans E. On
considére les deux transpositions 7, et 7, (on note 7;; la permutation qui échange
iet j), alors Ty 0 Ty, # Tys O Tyy. O

Attention. En général, dans un goupe non abélien, (zy)™ # x"y", n € N. Mais
si xy = yx, alors (zy)" = z"y", n € N.

Remarques I.1.3. Dans la suite, sauf mention contraire, on notera les lois de
groupes multiplicativement (z,y) +— zy, on les appellera produits, on notera z !
I’élément symétrique de = qu’on appellera inverse de x, et on notera 1 I’élément
neutre. Toutefois, si le groupe considéré est abélien, on notera sa loi additivement
(z,y) — x + y, on 'appellera somme, on notera —z 1’élément symétrique de z

qu’on appellera opposé de x, et on notera 0 I’élément neutre.

I.2. Sous-groupes — morphismes

A - Sous-groupes

Supposons qu’on connaisse le groupe (Q, +), mais qu’on n’ait pas défini d’ad-
dition sur Z. Puisque Z est un sous-ensemble de @, on peut considérer 'addition
de deux entiers dans Q. Il est facile de vérifier que I'addition, dans @, de deux
entiers est encore un entier. On définit ainsi une addition sur Z, qui est une loi de
composition interne.

De plus, quels que soient z,y, z des éléments de Z, les éléments (z + y) + z et
x4 (y + z) sont égaux dans Q et appartiennent a Z, ils sont donc égaux dans Z.
Autrement dit, I’associativité de la loi définie sur Z & partir de celle définie sur Q
découle de l'associativité de la loi de Q.

On vérifie de la méme maniére que 0, qui est I'élément neutre de Q pour
I’addition, est aussi élément neutre pour l'addition dans Z et que, pour tout
x € Z, —x, qui est le symétrique de x dans Q, est aussi le symétrique de x dans Z.

Autrement dit, ceci montre que la structure de groupe de (Z,+) est déduite
de celle de (Q,+). On dit que (Z,+) est un sous-groupe de (Q, +).

Le lecteur pourra faire la méme analyse en considérant 1’ensemble
Z[i] = {a +ib|(a,b) € Z*}, avec i2 = —1, vu comme sous-ensemble de (C,+).

On cherche a formaliser cette situation au cas général d’'un groupe (G, *) et
d’un sous-ensemble H de G. La loi de composition interne de G permet de définir
une loi de composition sur H,

Y(z,y) € Hx H, (x,y)— x*y.

C’est la loi induite sur H par celle de G.
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Mais, par rapport a la situation de Z et (Q, +) décrite ci-dessus, un premier
écueil peut se présenter : I’élément xxy appartient & GG, mais peut ne pas appartenir
a H, 1.e. la loi n’est pas une loi de composition interne pour H. Par exemple,
pour G = (M(C),+) et H = GL2(C), les éléments

=(o7) = (o)

appartiennent & H, (x + y) appartient & G mais pas a H.

Méme quand ce premier écueil est évité, il peut s’en présenter un second : pour
un élément z de H, le symétrique Z, qui appartient & GG, peut ne pas appartenir
a H. Par exemple, pour G = (Q*, x) et H = Z*, la multiplication induite sur H
par celle de G est une loi de composition interne pour H, mais 'inverse de 2 dans
G n’appartient pas & H.

Pour pouvoir étendre la situation décrite pour (Q,+) et Z a un groupe quel-
conque G et un sous-ensemble H, il faut donc que la loi induite sur H soit une
loi de composition interne pour H, on dit que H est stable pour la loi de G, et
que le symétrique, dans G, de tout élément de H appartienne a H, on dit que H
est stable par symétrique. La proposition (I.2.1) ci-dessous montrera que ces
conditions sont suffisantes.

Définition 1.2.1. Un sous-ensemble non vide H d’un groupe G est un sous-
groupe de G si, muni de la loi induite par celle de G, c¢’est un groupe.

Proposition L2.1. Un sous-ensemble non vide H d’un groupe G est un sous-groupe
de G si et seulement st

(i) V(z,y) € Hx H,zy € H.

(ii) Vee Hio e H.

Démonstration. Si H est un sous-groupe de G, les assertions (i) et (ii) sont claire-
ment vérifiées. Réciproquement, d’aprés I’assertion (i), la loi de G induit sur H
une loi interne, et cette loi est associative pour la méme raison que celle indiquée
ci-dessus pour (Q,+) et Z. D’aprés (ii), pour tout élément x de H,on a =1 € H,
d’ou, d’aprés (i), zz~! € H. Mais xz~! est I'élément neutre de G. On en déduit
que I’élément neutre de G est aussi élément neutre de H. Par conséquent, H muni
de la loi induite par celle de GG est un groupe. ]
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Remarques 1.2.1.
a) Le lecteur vérifiera que les deux assertions (i) et (ii) de la proposition (I.2.1)
sont équivalentes a : V(z,y) € H x H,zy™' € H et eq € H.

b) Un groupe G ayant au moins deux éléments admet au moins deux sous-
groupes : G et le sous-groupe réduit a ’élément neutre.

c) Il est clair que si H est un sous-groupe d’un groupe G et si K est un
sous-groupe de H, alors K est un sous-groupe de G.

Définition 1.2.2. On appelle sous-groupe propre dun groupe G tout sous-
groupe distinct de G et de I’élément neutre.

Notation. Si H est un sous-groupe de G, on notera H < G.
Exemples 1.2.1.

a) (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +).

b) (Q* x) < (R*, x) < (C*, x).

c) Le groupe multiplicatif U des nombres complexes de module 1 est un sous-
groupe de (C*, x).

d) Le groupe multiplicatif U,, des nombres complexes z tels que z"=1 est un
sous-groupe de U.

e) Le groupe GL(F) des automorphismes d’'un k-espace vectoriel E est un
sous-groupe de Sg.

f) Pour tout groupe G, on considére
Z(G)={g € GVz € G, gx = uzg}.
C’est un sous-groupe de G, appelé le centre de G.

Exercice 1.1.
1. Montrer que pour tout n > 3, on a Z(S,) = {1}, ou 1 est la permutation
identité.

2. Montrer que les matrices

) =) =) =62

ot i est un nombre complexe tel que i = —1, forment un groupe pour la multipli-

cation des matrices. (On montrera que c¢’est un sous-groupe du groupe GLy(C).
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On remarquera que démontrer directement que cet ensemble de matrices est un

groupe impose des calculs longs et fastidieux, en particulier pour vérifier 1’asso-

ciativité, d’ou l'intéret de la méthode proposée, qui est fréquemment utilisée.)
On note ce groupe H et on 'appelle groupe quaternionique.

Proposition L.2.2. Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ = {nx, x € Z}, pour n
parcourant N.

Démonstration. 1l est clair que les nZ = {nxz,x € Z}, pour n parcourant N, sont
des sous-groupes de Z. Réciproquement, soit H un sous-groupe de Z. Si H = 0,
alors H = nZ avec n = 0. Si H est non nul, son intersection avec N* est un
ensemble non vide d’entiers positifs et posséde donc un plus petit élément n.
Soit & un élément quelconque de H ; la division euclidienne de x par n donne
x=ny+k,avec 0 < k <n. Comme k = x — ny appartient & H, k est nul par
définition de 'entier n. On en déduit que H = nZ. U

Proposition 1.2.3. Soient G un groupe, I un ensemble non vide et {H;}ier une
famille de sous-groupes de G. Alors (\;c; H; est un sous-groupe de G.

Démonstration. Laissée au lecteur a titre d’exercice. O

Attention. Une réunion de sous-groupes d’un groupe G n’est, en général, pas
un sous-groupe de GG. Par exemple, on vérifiera que 37Z et 5Z sont des sous-groupes
de Z, mais que 3 + 5 = 8 n’appartient pas & 3Z U 5Z.

Exercice I.2. Montrer que si A et B sont des sous-groupes d'un groupe G, AU B
est un sous-groupe de G si et seulement si A est contenu dans B ou B est contenu

dans A.

B - Sous-groupes engendrés

Il est facile de voir que dans le groupe Z/nZ (exemple 1.1.2.b), tout élément
cl(k) est la somme cl(1) 4 --- 4 cl(1), k-fois. Autrement dit, I’élément cl(1) en-
gendre le groupe Z/nZ.

Définition 1.2.3. Soient G un groupe et S une partie de G. On appelle sous-
groupe engendré par S, et on note (S), le plus petit (pour la relation d’in-
clusion) sous-groupe de G contenant S.

11



CHAPITRE I. GENERALITES SUR LES GROUPES

12

Proposition 1.2.4. C’est [’intersection de tous les sous-groupes de G qui
contiennent S. O

Proposition L2.5. Soient G un groupe et S une partie non vide de G. On a

() ={x1--my, nEN" 2z, € Soua;' €8, Vi, 1 <i<n}
Démonstration. Notons H = {[[_, x;, n € N*, z; € S on xi_l €S, Vi, 1 <i<n}.
On remarque que S est contenu dans H. Soient x = x1...x, et y = y1 ...y, des
éléments de H, alors zy~! = 27 ... xnyljl e yl_l appartient & H, ce qui prouve

que H est un sous-groupe de G. D’ou (S) est contenu dans H. Il est clair que tout
sous-groupe de G contenant S contient H, d’ou (S) = H. O

Cas particulier important. Si S = {z} pour x € G, on note alors (x) le
sous-groupe engendré par z et il est clair que (z) = {z",n € Z}.

Remarque 1.2.2. Si la loi de G est notée additivement, on a
(S)={x1+ - +a,,neN" £z, € S,Vi,1 <i<n}
d'ou (z) = {nz,n € Z}.
Définition 1.2.4. Si S est une partie non vide d’un groupe G, telle que (S) = G,

on dit que S est une partie génératrice de G, ou que S est un ensemble de
générateurs de G, ou que S engendre G.

Exemple 1.2.2. Dans le groupe Ss, on a
2 _ 3 _ _ _
0] =092, 01 =€, 01073 =T2, T3001 = T1
d’ott <O’1,T3> 253.

Exercice 1.3.
1. En examinant la table de I'exemple (I.1.2.c), montrer que Dy = (Ry, H) ou
D4 = <R1,V> ou D4 = <R1,A1> ou D4 = <R1,A2>.

2. Montrer qu’un sous-groupe de (R,+) est, ou bien dense dans R, ou bien
engendré par un élément a de R.

Remarque 1.2.3. 1’exemple ci-dessus montre qu'une partie génératrice d’un groupe
n’est, en général, pas unique. En particulier G = (G).
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C - Ordre d’un groupe, d’un élément

Définition 1.2.5. Un groupe G est dit fini s’il n’a qu’un nombre fini d’éléments.
Dans ce cas, le cardinal de G s’appelle 'ordre du groupe G et est noté |G].

Soient G un groupe et x un élément de G. On appelle ordre de z, qu'on
note o(x), le cardinal de (z). Si ce cardinal est infini, on dit que = est d’ordre
infini.

Remarques 1.2.4.
a) Soient G un groupe fini et x un élément de G, alors o(z) < |G|.

b) Dans tout groupe G, I’élément neutre est le seul élément d’ordre 1.

c¢) Dans (Z,+), tous les éléments non nuls sont d’ordre infini.

Exemples 1.2.3.
a) Les groupes Dy et H sont d’ordre 8.

b) Dans le groupe Ss, les éléments 71, 72, 73 sont d’ordre 2, les éléments oy et
oo d’ordre 3. Le groupe S3 est d’ordre 6.
Plus généralement, pour tout n > 2, le groupe 5, est d’ordre n!.

c¢) Dans le groupe Dy, les éléments Ry et R3 sont d’ordre 4, les éléments H,
V', A1, Ay sont d’ordre 2.

Proposition 1.2.6. Soient G un groupe et x un élément d’ordre fini de G. Alors o(x)
est le plus petit entier positif s tel que x° = 1¢.

Démonstration. Si pour tout i et j dans Z, i # j, on a x' # 7, alors l'ordre
de (x) est infini, ce qui est contraire a ’hypothése. Donc il existe p > ¢ tel que
aP = x9 i.e. 279 = 1¢, avec p — ¢ > 0. L’ensemble {s € N*,z° = 15} est un
ensemble non vide d’entiers positifs, il admet donc un plus petit élément n. Alors
() ={1g,x,..., 2"}, et o(z) = n. O

D - Morphismes

Etudier un groupe, c’est déterminer les propriétés algébriques qui sont atta-
chées a la loi définissant la structure de groupe. L’un des moyens les plus efficaces
pour ce faire est de comparer le groupe donné a un autre groupe dont on connait
déja les propriétés. Si H est un sous-groupe d’un groupe G, le produit des élé-
ments de H est le méme, que ces éléments soient considérés dans H ou dans G.

13
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Il est donc simple de comparer les structures des groupes G et H. Par contre,
si deux groupes G et G’ ne sont pas contenus 'un dans I’autre, ou ne sont pas
sous-groupes d’un méme groupe, on ne peut plus faire cette comparaison. On
est alors amené & considérer une application f : G — G’ qui permette de se ra-
mener a la situation précédente, c’est-a-dire telle que f(G) soit un sous-groupe
de G'. Pour cela, il faut que I'application f soit compatible avec la structure de
groupe, donc compatible avec les lois qui définissent la structure. C’est la notion
de morphisme.

Définition 1.2.6. Soient (G,.) et (G',*) deux groupes. Un morphisme (ou ho-
momorphisme) de groupes de G dans G’ est une application f : G — G’
vérifiant :

V(z,y) € G xG, f(zy) = f(z)* f(y).

Notation. On note Hom(G,G") 'ensemble des morphismes de groupes de G dans
G’. On note End(G) 'ensemble des morphismes de groupes de G dans lui-méme,
qu’on appelle endomorphismes de G.

Proposition L.2.7. Tout élément f de Hom(G,G") vérifie les propriétés suivantes :
(i) f(la) = 1e
(ii) f(z=1) = f(x)~! pour tout élément x de G
(iii) H<G= f(H) <G

(iv) H < G' = f~Y(H') < G avec f1(H')={r € G, f(z) € H'}.

Démonstration. (i). Notons 1g et 1 les éléments neutres respectifs de G et G-
Soit x un élément de G, on a f(z) = f(zlg) = f(z)f(lg). Or f(x) = f(z)ler,
d’ont f(].G) == 1G"

(ii). Pour tout  de G on a lg = f(lg) = flzz™!) = f(z)f(z71), dou
f@™h) = fla)™".

(iii). Pour tous y; et yo dans f(H), il existe 21 et xo dans H tels que f(x1) = 11
et f(x2) = y2. Dot yryy ' = f(a1)f(22) ™" = f(21)f(x3") = f(a12;") qui appar-
tient & f(H).

(iv). Pour tous = et y dans f~'(H') on a f(z) et f(y) dans H’, d’ou
fley™) = f(z)f(y)~! appartient & H', et xy~! appartient a f~1(H'). O
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Définition - Proposition L2.8. Pour tout élément f de Hom(G,G'), f(G) est un
sous-groupe de G appelé image de f et noté Im(f); f~1({1g}) est un sous-
groupe de G appelé noyau de f et noté Ker(f). O

Proposition 1.2.9. Si f : G — G’ est un morphisme de groupes, on a
[f injectif] < [Ker(f)={lg}]

[f surjectif] < [Im(f)=G"].

Démonstration. On a

[f injectif] & [V(z,y) € G x G, (f(x) = f(y)) = (z =y)].

Si f est injectif et f(z) = 1 = f(1g), alors x = 1¢ et Ker(f) = {lg}.
Réciproquement, si f(z) = f(y), on a

lor= (@) fly) = Fla ) fly) = fl@™y),

d'ott 27ty € Ker(f). Si Ker(f) = {1g}, alors x = y et f est injective.
La deuxiéme assertion est évidente. O

Exemples 1.2.4.
a) Si H < G, alors I'injection canonique i : H < G est un morphisme.

b) L’application de GL,(C) dans C*, qui & une matrice associe son détermi-
nant, est un morphisme de groupes multiplicatifs dont le noyau, noté SL,(C), est
appelé groupe spécial linéaire. (On peut remplacer C par un corps commutatif
quelconque.)

Proposition 1.2.10. Soient G,G',G" trois groupes. Alors pour tout f de Hom(G,G'")
et tout g de Hom(G',G"), go f appartient & Hom(G,G" ).

Démonstration. Le lecteur vérifiera facilement que I'application de G dans G” de-
finie par g o f est un morphisme de groupes. O

Définition 1.2.7. Un élément f de Hom(G,G') est un isomorphisme s’il existe

un morphisme réciproque g, i.e. un élément g de Hom(G', G) tel que gof = idg
et fog=ridg.

15
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Proposition L2.11. Soient G et G' deuz groupes et f : G — G’ une application.
(1) f est un isomorphisme si et seulement si f est un morphisme bijectif

(ii) Si f est un isomorphisme, lapplication réciproque f~' est un isomor-
phisme.

Démonstration. (i). Il est clair qu'un isomorphisme est une application bijec-
tive. Il suffit donc de démontrer que si f est un morphisme bijectif, 'appli-
cation réciproque f~! est un morphisme de groupes. Pour tous z’ et vy’ dans
G, il existe x et y uniques dans G tels que ' = f(z) et ¥/ = f(y). On a

FHaY) = @) f ) = 7 (fay) =ay = @Y.
(ii). Evident. O

Attention. Une application bijective n’est pas nécessairement un isomorphisme.
Le lecteur vérifiera que, pour tout groupe non trivial G et pour tout g # 15 dans
G, l'application f, : G — G définie par f,(x) = gx est bijective, mais n’est pas
un morphisme de groupes.

Définition 1.2.8. Deux groupes G et G’ sont isomorphes s’il existe un isomor-
phisme f de G sur G'.

Cette notion est extrémement importante, car deux groupes isomorphes ont
exactement les mémes propriétés algébriques.

Notation. Si deux groupes G et G’ sont isomorphes, on note G' ~ G’. Les éléments
de End(G) qui sont des isomorphismes sont appelés automorphismes de G. Ils
forment un groupe pour la composition des applications, noté Aut(G).

Remarques 1.2.5.
a) Il est clair d’apreés les propositions (1.2.10) et (I.2.11) que la composition
des applications munit Aut(G) d’une structure de groupe.

b) Si deux groupes sont isomorphes, ils ont méme ordre.

Attention. La réciproque est fausse (cf. exercice 1.4 ci-dessous).

¢) Si f est un isomorphisme d’un groupe G sur un groupe G’, pour tout élément
x de G, les éléments x et f(x) ont méme ordre.

d) Si f : G — G’ est un morphisme injectif, alors G est isomorphe a f(G).
Ceci permet « d’identifier » G au sous-groupe f(G) de G'.
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e) Soient G un groupe et G’ un ensemble. Si f : G — G’ est une applica-
tion bijective, on peut munir G’ d’une structure de groupe telle que f soit un
isomorphisme, et cela de maniére unique.

En effet,

Vo' e G, vy € G, 3z € G, 3y € G, tels que 2’ = f(z),y = f(y).

On pose alors 2’y = f(zy); ceci définit sur G’ une loi de composition interne
telle que :

Vo e G,y e G, f(zy) = f(z)f(y).

On vérifie facilement que cette loi est associative, que f(lg) est élément neutre
et que 2/~ = f(z~'). L’ensemble G’ est donc muni d’une structure de groupe et,
puisque f est un morphisme bijectif, ¢’est un isomorphisme.

Evidemment, on obtient un résultat analogue si G est un ensemble et G’ un
groupe, en considérant 'application f~1.

f) Soient G un groupe, G’ un ensemble et f : G — G’ une application.
L’ensemble f(G) muni de la loi * définie par f(x) % f(y) = f(zy) est un groupe.
Par exemple f : Z? — C définie par f((a,b)) = a + ib.

Exemples 1.2.5.

a) Soit E un k-espace vectoriel de dimension n. Alors les groupes GL(E)
(cf. exemple 1.2.1.e) et GL, (k) (c¢f. exemple I.1.1.b) sont isomorphes par I'isomor-
phisme qui, & tout élément ¢ de GL(FE), associe la matrice M(y) de ¢ dans une
base fixée de E.

b) Automorphismes intérieurs. Soient G un groupe et g un élément de G.
L’application

og: G— G, T — grg L

est un automorphisme de G, appelé automorphisme intérieur défini par g. On
note Int(G) l'ensemble {py, g € G} des automorphismes intérieurs de G. C’est
un sous-groupe de Aut(G). On remarquera que, en général, on peut avoir ¢4 = @y
avec g # ¢, si g71g' € Z(G), dou |Int(G)| < |G.

Remarque 1.2.6. En général, pour un groupe G, Int(G) est un sous-groupe strict
de Aut(G). Mais pour certains groupes, on peut avoir Int(G) = Aut(G) (comme,
par exemple, pour les groupes S, n # 6, (¢f. TR.IL.B)).

Exercice 1.4.
1. Montrer que I'ensemble {0, 1,2,3} muni de la loi e définie en (1.4) est un
groupe isomorphe au groupe Z/47 (cf. exemple 1.1.2.b).
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2. Montrer que les groupes Dy et H, qui sont tous les deux d’ordre 8, ne sont
pas isomorphes. (Utiliser la remarque (1.2.5.c).)

3. Montrer que les matrices

L) () (B4
() (525) ()

forment un sous-groupe de GLy(R), isomorphe au groupe GLo(Z/27Z).

Théoreme L2.1 (de Cayley). Tout groupe G est isomorphe a un sous-groupe du
groupe S¢ de ses permutations.

Démonstration. Soit g un élément de G. L’application f; : G — G définie par
fq(z) = g est bijective, c’est donc une permutation de E. L’application

F: G— Sa, g [

est un morphisme de groupes. En effet F'(gh) est application de G dans G qui
a x associe ghx. Comme ghx = g(hz), cet élément est aussi 'image de z par
lapplication F(g) o F'(h). On en déduit que F'(gh) = F(g) o F'(h).
De plus, F est injective. En effet, si F'(g) est égal a l'identité, pour tout x de
G onagr =x,dou g =1g, ou 1g est I'élément neutre de G, et Ker(F) = {15}.
Par conséquent, F' est un isomorphisme de G sur son image F'(G), qui est un
sous-groupe de Sg. O

Remarque 1.2.7. On verra au TR.I.LA que si deux ensembles E et F' sont équipo-
tents, les groupes Sg et Sr sont isomorphes. Dong, si G est un groupe d’ordre n,
le théoréme de Cayley montre que G est isomorphe & un sous-groupe de .S,,. Mais
Ientier n n’est pas forcément minimal pour cette propriété, i.e. on peut avoir
p < n et G isomorphe & un sous-groupe de S, (cf. exercice 1.5 ci-dessous). Comme
on sait que |S,| = n!, on comprend I'importance de trouver un p inférieur a n tel
que G soit isomorphe & un sous-groupe de 5.

Exercice I.5.
1. Montrer que le groupe D, est isomorphe & un sous-groupe de Sj.

2. En comptant le nombre d’éléments d’ordre 4 de Sy, montrer qu’ils n’ont
pas tous méme carré.

En déduire que H n’est pas isomorphe & un sous-groupe de Sy.

Montrer, par la méme méthode, que H n’est pas isomorphe & un sous-groupe
de S7. Par conséquent, 'entier n minimal tel que H soit isomorphe a un sous-
groupe de S,, est n =8 = |H|.
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I.3. Produit direct de groupes

A - Produit de sous-groupes d’un groupe

Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On considére les parties
de G, HK = {hk,h € H k€ K} et KH = {kh,k € K,h € H}, ou le produit est
la loi de G.

Remarque 1.3.1. En général, ces deux parties de G ne sont pas égales et ne sont pas
des sous-groupes de G. En effet, considérons dans S3 les sous-groupes H = (1)
et K = (mp) :alors HK = {e, 7,79, 71 012}, KH = {e, 7,72, 72 0T} et, puisque
Tiom#moT, HK # HK ;de plus (1107) ' =mo7 ¢ HK et (pom) ! =
Tio1e ¢ KH, donc HK et K H ne sont pas des sous-groupes de Ss.

Proposition L3.1. Soient G un groupe, H et K deuz sous-groupes de G. Alors HK
est un sous-groupe de G si et seulement st HK = KH.

Démonstration. Remarquons d’abord que HK et K H ne sont pas vides puisqu’ils
contiennent 1’élément neutre. Si H K est un sous-groupe de G, pour h € H et
k€ K,onakh=(h'k"1)"! € HK, donc KH est contenu dans HK. Soit
z€ HK, alors 2~ ' = hk, et z =k 'h™' € KH, d'ot HK est contenu dans K H,
et HK = KH.

Réciproquement, si HK = KH, soient h et h’ dans H, k et k' dans K ; alors,
(Rk)(WE)™t = hkk' =W =1 Or, kk'~'W'~! € KH = HK, donc il existe h" € H et
k" € K tels que kk/~'h'=1 = B"E", d’ott (hk)(W'K)™' = hh'k" € HK, et HK est
un sous-groupe, ainsi que K H. Il

Remarque 1.3.2. Si G est abélien, pour tous sous-groupes H et K, HK est un
sous-groupe de G.

Exercice I.6. Montrer que si HK est un sous-groupe de G, c’est le sous-groupe
engendré par H U K.

Proposition 1.3.2. Soient G un groupe et {H;}1<i<n une famille finie de sous-
groupes de G. Si, quels que soient i et j, 1 <1i < j < n, H;H; est un sous-groupe
de G, alors

H\H>...H, :{.Tl....’En, x; € H; 1 <l<n}

est un sous-groupe de G.

Démonstration. Le lecteur montrera, par un raisonnement par récurrence, que cette
proposition est un corollaire immeédiat de la proposition (I.3.1). O

19



CHAPITRE I. GENERALITES SUR LES GROUPES

B - Produit direct de groupes

Proposition 1.3.3. Soient G et Gy deux groupes d’éléments neutres respectifs 1q,
et 1g,. Alors l'ensemble G x Ga muni de la loi de composition interne définie par

(w1, 22), (Y1, 92)) — (21Y1, T2Yy2)

est un groupe dont l’élément neutre est (1g,, g, ), Uinverse de l’élément (x1,x2)

étant Uélément (x7", x5").

La démonstration est laissée au lecteur & titre d’exercice. O

Définition L.3.1. Le groupe défini ci-dessus est le produit direct des groupes
G1 et GQ, noté G1 X GQ.

Les projections canoniques
p1: Gi x Gy — G1,  (71,72) — 11

P2 G1 X Gz — Gz, (1'1,1‘2) — T

sont des morphismes surjectifs, et les injections canoniques
q1 G1 — G1 X Gz, T —— (1‘1,1G2)

@ Gi — G1 x G2, w3 — (lgy,72)
sont des morphismes injectifs.
Remarques 1.3.3.

a) Le groupe G1 x G4 est abélien si et seulement si les groupes G et Go le
sont.

b) Le groupe Im(qy) (resp. Im(q2)) est un sous-groupe de G x Go isomorphe
a G (resp. G2).

¢) Si Gy et Gy sont des groupes d’ordre fini, alors G x G2 est d’ordre fini et
‘Gl X GQ‘ = ’GlHGQ‘

Exercice 1.7. Montrer que ’ensemble {0,1,2,3} muni de la loi % définie en (1.4)
est un groupe isomorphe au groupe (Z/27) x (Z/2Z). Vérifier que ce groupe n’est
pas isomorphe au groupe Z/47Z.
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Proposition 1.3.4. Soient deux groupes G1 et Ga. Un groupe G est isomorphe au
produit direct G X Gy si et seulement s’il contient deux sous-groupes Hy et Ho
tels que

G) Hi~G; i=1,2
(ii) YV hy € Hl,V hy € HQ, hi1hy = hohy
(iii) G = H1H>
(IV) Hi NHy = {lg}
Démonstration. Soit ¢ : G1 X G2 — G un isomorphisme. On pose H; = Im(¢oqp)

et Hy = Im(¢oqq); alors le groupe Hy (resp. Hs) est isomorphe & G (resp. Ga).
D’autre part,

Vh; € H;Jx; € Gi,i = 1,2 tels que hy = ¢(x1,1a,), he = ¢(1lg,, z2),
d’om,
hihg = ¢(£E1, 1G2)¢(1G135L‘2) = qb((l'l? 1G2)(1G17x2)) = qb(xl?x?)'

De la méme maniére, on a

h2h1 = ¢(1G1 y $2)¢($1a 1G2) = Qb(.’El, .’EQ)

d’ott h1hy = hahy. Tout élément de G s’écrit ¢(z1,x2) = ¢(z1, la,)d(la,, 2) qui
appartient & HyHy, donc G = Hy Hs. De plus, Hi N Hs = {¢(1a,, 1g,)} est réduit
a I’élément neutre de G.

Réciproquement, soient H; et Ho deux sous-groupes et ¢; : G; — Hj,
i = 1,2 des isomorphismes, avec G = H1Hy et Hy N Hy = {1g}. Pour tout
x = (g1,92) € G1 X Ga, on pose Y(z) = ¢1(91)P2(92) € G. Si 2/ = (¢}, 45) alors
(x)(2") = ¢1(91)P2(92)P1(g1)P2(gh). En utilisant (ii), on obtient donc

Y(x)p(z') = d1(g1)d1(91)d2(92)d2(g5) = D1(9191)d2(9292) = Y (xa’).

Cela montre que % est un morphisme. Il est surjectif puisque G = HiHs. Si

P1(91)P2(g2) = 1, alors ¢1(g1) = ¢a(g2) "t € Hi N Ha, donc ¢1(g1) = d2(g2) =
1lg. On en déduit g1 = 1g, et g2 = 1g,, puis * = 1g, xa,, ce qui montre l'injecti-
vité. Par conséquent, v est un isomorphisme de G; x Gy sur G. O
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Exercice L.8.
1. Généraliser la proposition (1.3.4) & une famille finie de groupes G, ..., Gy.

Attention. Cette proposition ne peut étre généralisée a une famille infinie de
groupes, car seul le produit d’'un nombre fini d’éléments a un sens.

2. Montrer que si G est un groupe fini dont tous les éléments distincts de 1g
sont d’ordre 2, alors G est un groupe abélien et il existe un entier p > 1 tel que
G ~1ZJ27 x --- x L/27Z (p facteurs).

Théoreme L.3.1 (propriété universelle du produit direct de groupes). Soient Gy et
G deux groupes, p; les projections canoniques de Gy x G sur G, i = 1,2. Pour
tout groupe G et tout morphisme de groupes f; : G — Gy, i = 1,2, il existe un
unique morphisme de groupes h : G — Gy x G tel que p;oh = f;, i =1,2.

Démonstration. Existence de h : pour tout = de G, posons h(z) = (fi(x), fa(x)).
Il est clair que h est un morphisme de groupes et que p;oh = f;, i =1,2.
Unicité de h : supposons qu’il existe un autre morphisme de groupes
N :G— Gy x Gy tel que p; oh' = f;, i = 1,2. Alors, pour tout z de G, on a
N(x) = (f1(z), fo(x)) = h(z), dou W = h. O

Remarque 1.3.4. Le probléme universel de produit de groupes s’énonce de la fagon
suivante : deux groupes G et Go étant donnés, existe-t-il un groupe P et des
morphismes de groupes p; : P — G;, i = 1,2, tels que, pour tout groupe G et
tous morphismes de groupes f; : G — G;, 1 = 1,2, il existe un unique morphisme
de groupes g : G — P tel que p;og = f;, t = 1,27 Si (P, p1,pe) existe, on dit
que c’est une solution du probléme universel de produit des groupes G1, Go. La
proposition précédente montre que P = G1 X GGo, p1 et po étant les morphismes
de projection, est une solution du probléme.

Il est facile de montrer que la solution d’un probléme universel est unique a
isomorphisme unique prés. Ceci signifie que deux solutions sont isomorphes et
qu’il existe un unique isomorphisme de 1'une sur l'autre; on pourra préciser ce
que cela signifie en se reportant au TR.IL.A.

En particulier, étre solution d’un probléme universel est une propriété qui
caractérise un objet. Par exemple, un groupe P muni de morphismes de groupes
o; : P — G;, i = 1,2, est isomorphe au produit direct G7 x G si et seulement
s'il est solution du probléme universel de produit des groupes G et Gs.

On rencontrera dans cet ouvrage plusieurs types de problémes universels.
En particulier, on peut se poser le probléme universel de somme de groupes,
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probléme dual du précédent, obtenu en « renversant » le sens des morphismes.
On verra au TR.IILD et au chapitre VI que ce probléme universel de somme
admet des réponses trés différentes suivant que l'on considére des groupes non
abéliens ou des groupes abéliens, ce qui n’est pas le cas pour le probléme univer-
sel de produit comme cela a été remarqué en (1.3.3.a). Par conséquent, la solution
d’un probléme universel, lorsqu’elle existe, ne dépend pas seulement du type de
probléme posé, mais aussi du type de structure algébrique concerné.

Proposition 1.3.5. Soient I un ensemble non vide et {G;}ic;r une famille de groupes
d’élément neutre respectif lg,, i € I. L’ensemble [[;c; Gi muni de la loi de
composition interne ((xi)ier, (Yi)ier) = (Tiyi)icr est un groupe, noté [[,c; G;
et appelé produit direct des groupes (G;)icr, dont l’élément neutre est 1 = (1, )ier

et dans lequel Uélément inverse de x = (x;);c; est l'élément x71 = (l‘;l)iej.

Démonstration. Laissée au lecteur a titre d’exercice. O

Exercice 1.9. Le lecteur démontrera I’énoncé suivant, qui est la généralisation de
I’énoncé du théoréme (1.3.1) & une famille quelconque de groupes (G;)icr-

Soient I un ensemble non vide, (G;)ier une famille de groupes et les mor-
phismes de projection p; : [[;c; Gi — Gy, i € I. Pour tout groupe G et toute
famille de morphismes de groupes f; : G — G;, i € I, il existe un unique mor-
phisme de groupes g : G — [[;c; G tel que, pour tout i € I, p; o g = f;.
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® TR.IA. Etude du groupe symétrique S,

Pour un ensemble E, on note Sg le groupe des applications bijectives de F
dans F, ou permutations de ’ensemble F, pour la composition des applications.
On a vu (proposition I.1.1) que, dés que le cardinal de E est strictement supérieur
a 2, ce groupe est non abélien.

Le théoréme de Cayley (I.2.1) et surtout les trés nombreuses occasions ot ils
interviennent dans des domaines trés variés des mathématiques, rendent 1’étude
des groupes symétriques trés importante. On amorcera ici cette étude qui sera
poursuivie et approfondie aux TP.I et TR.IL.B.

1. Montrer que si E et E’ sont des ensembles équipotents (cf. appendice), les
groupes Sg et Sgr sont isomorphes.

Par conséquent I’étude du groupe Sg, ot F est un ensemble fini de cardi-
nal n, se raméne a ’étude du groupe S, groupe des permutations de I’ensemble
[n] = {1,...,n}. On rappelle que le cardinal de S,, est n!, i.e. le groupe S, est
d’ordre n!.

Soit o € S, le support de o est I’ensemble

supp(0) = {i € [n], o(i) # i}.

2. Montrer que, dans S,, deux éléments dont les supports sont disjoints com-
mutent.

Pour o € S,, et pour i € [n], on appelle o-orbite de i ’ensemble
Qs (i) ={o"(i),r € Z}.

3. En remarquant que Q,(i) est la classe de i pour une relation d’équivalence
définie sur [n], et en notant {iy,...,1;} une famille de représentants des o-orbites
distinctes dans [n], montrer que

n= > Qi)

1<gst
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On va maintenant étudier des permutations particuliéres, les cycles, qui sont
les constituants élémentaires du groupe symétrique (cf. question 6 ci-dessous).
Un élément o € S, est un r-cycle, ou cycle de longueur r, s’il existe un

ensemble ordonné de r entiers distincts dans [n], {i1,...,i,}, tel que
U(il) = ig,... ,O'(ij) = ij+17"',0-(7:7‘) = il
ke {n] — {ir.. i)} o (k) = k.

On remarquera qu'un 1-cycle est nécessairement 'identité et qu'un 2-cycle est une
transposition. Une permutation circulaire d'un ensemble & n éléments est un
n-cycle de S,, (i.e. de longueur maximale).

4. Montrer qu’un r-cycle est un élément d’ordre r dans S,,.

5. Montrer qu’un élément o € S,,, n > 1, est un r-cycle si et seulement si dans la
décomposition de [n| en o-orbites, il n’existe qu’une seule o-orbite non ponctuelle
(i.e. non réduite a un point). Le cardinal de cette orbite est égal a r.

6. Montrer que tout élément o € S, o # id, s’écrit sous la forme
c=io-0n, s> 1

ot les ~y; sont des cycles a supports disjoints, tous différents de 'identité, et que
cette décomposition est unique a 'ordre prés des facteurs.
Cette décomposition s’appelle la décomposition canonique de o en cycles.
Cette décomposition permet donc de ramener I'étude des permutations a celle
des cycles.

7. Montrer que pour o € S,, 'ordre de o est le ppcm des ordres des cycles de sa
décomposition canonique.

8. Montrer que tout o € S, se décompose, de maniére non unique, en un produit
de transpositions.

Nous allons maintenant introduire un invariant des permutations. Soit o € S, ;
si on note ¢ le nombre de o-orbites distinctes dans [n], on pose sgn(c) = (—1)"¢
et on l'appelle signature de o.

9. Montrer que si vy est un r-cycle, sgn(vy) = (—=1)" 1.

10. Montrer que si T est une transposition, sgn(c o 1) = —sgn(o). (On considére
la tranposition 7 qui échange 7 et j; on montre que :

— si Qy(k) est une o-orbite ne contenant ni ¢ ni j, Quor (k) = Qp (k) ;

— si i et j sont dans deux o-orbites distinctes, les termes de ces deux o-orbites
forment une seule (o o T)-orbite ;



THEMES DE REFLEXION

— si i et j sont dans la méme o-orbite, les termes de cette o-orbite forment
deux (o o 7)-orbites distinctes.

Donc le nombre de (o o 7)-orbites est égal au nombre des o-orbites, plus ou
moins un.)

11. Montrer que si ¢ € S, est un produit de k transpositions, alors
sgn(o) = (—l)k, et que les nombres de transpositions dans deux décompositons
de o en produit de transpositions ont méme parité.

L’ensemble {—1, 1} muni de la multiplication usuelle est un groupe isomorphe
a Z/27. La signature définit donc une application sgn : S,, — Z/27Z.

12. Montrer que cette application est un morphisme de groupes.
Le morphisme sgn : S, — 7Z/27Z défini ci-dessus s’appelle le morphisme
signature.

13. On dit que deux permutations o et ¢’ de S, sont conjuguées dans S, s’il
existe une permutation o tel que ¢/ = aca~'. Démontrer la formule suivante :
pour un k-cycle (z1,...,xg),

-1

alxy,...,xp)a” = (a(xy),...,a(xg)).

En déduire, en particulier, que toutes les transpositions sont conjuguées dans S,.

14. Démontrer qu’il existe un unique morphisme non trivial S, — Z/2Z. (On
démontrera que si un tel morphisme vaut +1 sur une transposition, alors il est
trivial sur les transpositions : ¢’est donc le morphisme trivial.)

Ce qui précéde montre 'unicité du morphisme signature. Son noyau, noté A,,,
formé des permutations de signature +1, sera étudié au TR.II.B.

@ TR.I.B. Groupes cycliques

Un groupe monogéne est un groupe engendré par un élément,
G=(z)={zF kez).

Ces groupes sont des groupes abéliens particuliérement importants. On verra
au chapitre VI que tout groupe abélien engendré par un nombre fini d’éléments
est isomorphe a un produit direct de groupes monogénes.

1. Montrer que sur tout ensemble fini, on peut définir une loi de composition
interne qui munisse cet ensemble d’une structure de groupe monogéne. (Soit X
un ensemble & n éléments; on note x; un élément et on pose xo = 2x1,...,
xp = kxy,...,xn =nwzy, (n+ 1)x; = z1. On munit X de la loi

T+ xj = xj + x; = kx1, aveck = (i + j) modn.)
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2. Montrer que si G est un groupe monogéne :
— ou bien G est infini et isomorphe a Z,
— ou bien G est d’ordre fini et isomorphe au groupe additif Z/nZ, avecn = |G)|.

Un groupe monogéne d’ordre fini est dit cyclique. Ce qui précéde montre que
I'étude des groupes cycliques se raméne a celle des groupes additifs Z/nZ.

3. Montrer que si p est un nombre premier, tout groupe d’ordre p est cyclique,
donc isomorphe a Z/pZ.
Nous allons établir un résultat technique qui nous sera utile dans la suite.

4. Montrer que si G = (z) est un groupe cyclique d’ordre n, =¥ = 1 si et seulement
si k € nZ.

Sous-groupes des groupes cycliques

28

Nous avons vu (proposition 1.2.2) que les sous-groupes de Z sont les nZ, n € N.
Ils sont donc isomorphes & Z. On remarquera ici une différence fondamentale entre
les groupes abéliens et les espaces vectoriels : le sous-groupe nZ est strictement
contenu dans Z (par exemple si n = 2, nZ est 'ensemble des nombres pairs)
et pourtant isomorphe & Z, alors qu’un sous-espace vectoriel strict d’un espace
vectoriel de dimension finie ne peut lui étre isomorphe.

5. Montrer que les sous-groupes de Z/nZ correspondent biunivoquement aux sous-
groupes kZ de 7, avec k > 0 divisant n. En déduire qu’un sous-groupe d’un groupe
cyclique est un groupe cyclique.

6. Montrer que si G = (z) est un groupe cyclique d’ordre n, si k est un entier
relatif et si h = pged(k,n), alors z* et 2" engendrent le méme sous-groupe.

Le théoréme de Lagrange (II.1.1) montre que si G est un groupe fini, I'ordre
de tout sous-groupe H de G divise 'ordre de G. En général, si d est un diviseur
quelconque de l'ordre de G, il n’existe pas de sous-groupe H de G d’ordre d. Par
exemple, on verra au TR.II.B que le groupe Ay, qui est d’ordre 12, n’a pas de
sous-groupe d’ordre 6. Cependant,

7. Si G = (z) est un groupe cyclique d’ordre n et si d est un diviseur de n, montrer
que H = <:L“”/d) est un sous-groupe d’ordre d de G et que c’est le seul.

On verra au chapitre VI que, plus généralement, si G est un groupe abélien
fini d’ordre n, pour tout diviseur d de n, il existe un élément de GG d’ordre d.
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Générateurs d’un groupe cyclique

En général, si G = (x) est un groupe cyclique, il existe dans G d’autres généra-
teurs que . Par exemple, le groupe des racines cubiques de I'unité G = {1, j, j%}
est engendré par j et j2. Nous allons montrer que les générateurs d'un groupe
cyclique G forment un groupe, dont nous allons calculer 'ordre.

8. Montrer que si G = (z) est un groupe d’ordre n, 2* est un générateur de G si
et seulement si pged(k,n) =1 (i.e. si k et n sont premiers entre eux).

On en déduit que le nombre de générateurs d’un groupe cyclique d’ordre n est
égal & p(n), ou ¢ est la fonction d’Euler

o(n) = card{k € N,1 <k <n-—1,pged(k,n) = 1}.

9. Montrer que les générateurs du groupe Z/nZ forment un groupe multiplicatif,
noté U(Z/nZ). (On utilisera I'identité de Bezout.)

On remarquera que ce groupe n'est pas un sous-groupe de Z/nZ, puisque sa
loi n’est pas induite par celle de Z/nZ.

10. Montrer que, pour tout n € N*, le groupe Aut(Z/nZ) est isomorphe au groupe
U(Z/nZ).

Produit direct de groupes cycliques. Application au calcul de ¢(n)

11. Montrer que si p et q sont des entiers positifs, pZ N qZ = pqZ si et seulement
si p et q sont premiers entre eux.

En déduire que les groupes Z/pZ x 7/qZ et Z/pqZ sont isomorphes si et
seulement si p et q sont premiers entres eux.

12. Généraliser cette derniére assertion en montrant que les groupes
Z/piZ X ... X L/pkZ et Z/pi...ppZ

sont isomorphes si et seulement si les entiers p;, 1 < i < k, sont premiers entre
eux deux a deux.

On en déduit que pour tout nombre n € N* dont la décomposition en facteurs

premiers est n = pi'...p*, le groupe Z/nZ est canoniquement isomorphe au
groupe Z/p*Z x ... X L/pF L.
13. En déduire que si n = pi*...p;*, ou les p;, 1 < i < k, sont des nombres
premiers, alors p(n) = sz’f ©(p;"). (On établira qu'un isomorphisme de groupes
f : G — G’ induit une bijection entre I’ensemble des parties génératrices de G et
I'ensemble des parties génératrices de G'.)
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14. Montrer que pour tout nombre premier p et tout entier positif s, on a

e*) =p"Hp—1).
En déduire que sin = pi* ... p;* est la décomposition de n en facteurs premiers,

gp(n):nﬁ (1%)

on a

TR.I.C. Détermination des groupes d’ordre n,
pour 1< <9

Il s’agit de déterminer tous les groupes, & isomorphisme prés, d’ordre n pour
1<n<9.

On sait que le seul groupe d’ordre 1 est le groupe trivial réduit a 1’élément
neutre. La question TR.I.B.3 donne la réponse pour n = 2,3,5,7.

Casn =4
1. Montrer qu’un groupe d’ordre 4 est isomorphe a Z /A7 ou a Z/27 x 7.]27 et
que ces deux groupes ne sont pas isomorphes entre eux.

Casn =6
Soit G un groupe d’ordre 6.

2. Montrer que si G est abélien, il est isomorphe & 7Z/6Z (lui-méme isomorphe a

7.)27. % 7./37.).

3. Montrer que si G est non abélien, il est isomorphe a Ss.

Casn =8
Nous allons montrer qu’il existe, a isomorphisme prés, exactement cing groupes
d’ordre 8 qui sont :

7./87., 7.J27 x T.J27 x L.J2Z., T.JAZ x 7.J2Z, Dy, H.

4. Montrer que les cing groupes ci-dessus ne sont pas isomorphes entre eux deux
a deux.

Soit G un groupe d’ordre 8; il est clair que s’il posséde un élément d’ordre 8,
il est isomorphe & Z/87Z et on sait que, d’aprés (EI.8.2), si tous ces éléments sont
d’ordre 2, il est isomorphe & Z/27 x Z/27 x 7./ 27.

On suppose qu’aucune des conditions ci-dessus n’est réalisée. Il existe donc un
élément a d’ordre 4 dans G.
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5. Montrer qu’il existe dans G un élément b, n’appartenant pas au sous-groupe
(a) et que {a,b} engendre G.
On voit facilement que ba € {ab, a®b, a®b}.

6. Montrer que si ba = ab, le groupe G est abélien et il est isomorphe au groupe
produit Z. /A7 x Z]27Z.

7. Montrer que I'égalité ba = ab est impossible.
On en déduit donc que si ab # ba, alors ba = a3b.

8. Montrer qu’alors b*> =1 ou b*> = a?, et que :
— si b?> =1, le groupe G est isomorphe au groupe Dy ;

— si b?> = a?, le groupe G est isomorphe au groupe H.

Casn=29
Si le groupe G posséde un élément d’ordre 9, il est isomorphe au groupe Z/9Z.
On suppose que le groupe G ne posséde pas d’élément d’ordre 9.

9. Montrer que le groupe G posséde deux éléments a et b d’ordre 3 tels que a® # b
et b> # a, qui engendrent G.
Il est facile de voir que ba € {ab, ab?, a®b, a*b*}.

10. Montrer que seule I'égalité ba = ab est possible (calculer (ba)?), et qu’alors le
groupe G est isomorphe au groupe Z/3Z x 7./37.
Il y a donc, & isomorphisme prés, deux groupes d’ordre 9 qui sont :

7.)97., 7./3Z x 7./3Z

(vérifier qu'’ils ne sont pas isomorphes entre eux).

On aura remarqué que si G est un groupe d’ordre n =4 ou 9, i.e. n = p? ol
p est un nombre premier, alors G est isomorphe & Z/p*Z ou & Z/pZ x Z./pZ. On
établira ce résultat de fagon générale en dans l'exercice (IV.4).
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TPI. Etude de quelques groupes de permutations

Dans ce TP, on se propose de manipuler avec MAPLE quelques groupes de
permutations, c’est-a-dire des sous-groupes du groupe symétrique S,,, pour diffé-
rents entiers n. D’apreés le théoréeme de Cayley, tout groupe peut étre vu comme
un groupe de permutations, d’ou I'importance de ces derniers. C’est 'occasion
d’étudier la structure de groupe (la définition par des générateurs, le calcul du
centre, de l'ordre des éléments) et d’appréhender sans formalisme la notion de pré-
sentation par générateurs et relations (qui sera étudiée en détail au TP.IV.A). En
particulier, on s’intéressera aux deux groupes non abéliens d’ordre 8 : le groupe Dy
des isométries du carré et le groupe quaternionique H.

= Quelques remarques concernant la manipulation des permutations et des
groupes de permutations sous MAPLE : on prendra soin de charger au préalable
la librairie group de MAPLE (faire with(group) ;).

— Définition d’une permutation. On peut soit se donner une « permutation
list » [o(1),...,0(n)] : ainsi [1,3,4,5,2] désigne pour MAPLE la permuta-

13452
a supports disjoints dont le produit est ¢ : ainsi [[1,2,3], [4,5]] désigne
la permutation (1,2,3)(4,5). On passe de 'un a l'autre comme suit :
>convert([1,3,4,5,2],disjcyc);
>convert([[1,2,3],[4,5]],permlist,5);
>convert([[1,2,3],[4,5]],permlist,9);
>map (g->convert(g,disjcyc), [[2,3,1,5,4],[2,3,1,5,4,6,7,8,9]11);
>map (g->convert(g,disjcyc),{[2,3,1,5,4]1,[2,3,1,5,4,6,7,8,91});

. 12345 . . .
tion < >, soit se donner la permutation o comme la liste des cycles

Noter que, dans la deuxiéme commande, la permutation est vue comme un
élément de Sy et comme un élément de Sg dans la troisiéme. La commande
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type(g,disjcyc(n)) renvoie true si g est un élément de S, donné comme
une liste de cycles a supports disjoints et false sinon.

Remarque. Concernant toutes les commandes MAPLE suivantes (et toutes
les procédures que vous serez amenés a écrire), sauf mention du contraire, il
sera sous-entendu que les permutations sont entrées comme listes de cycles
a supports disjoints.

— Opérations sur les permutations. Elles sont données par les commandes
invperm, mulperms (inverse et produit respectivement). Le neutre est [ ].

— Définition d’un  groupe de permutations. La commande MAPLE
G:=permgroup(n,{gl,...,gr}) définit le sous-groupe G de S, par
un ensemble g1, ..., g, de générateurs. On peut alors tester si g appartient
a (G par groupmember (g,G) et calculer le cardinal par grouporder(G).

Remarque. A priori, tous les algorithmes & la base des commandes MAPLE
utilisés dans cette feuille sont connus du lecteur, a I'exception précisément de
groupmember et de grouporder dont l'implémentation dépassant le cadre de ce
TP sera passée sous silence (voir cependant la question 4.). Le lecteur intéressé
pourra consulter [10], chapitre 8, ou attendre le TP.II.

Les groupes S,, et A,
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= Quelques commandes MAPLE wutiles : seq, nops, op, type( ,odd).

1. Calculer mulperms([[1,2]1],[[1,3]]) et mulperms([[1,3]1],[[1,2]]). Que
constate-t-on ? Ecrire une procédure multperm:=proc(gl,g2) renvoyant gl o g2.

2. La commande combinat [permute] (n) renvoie la liste de tous les éléments de
Sy en tant que « permutation lists ». Définir S3 avec la commande permgroup et
donner la liste de ses éléments a I'aide de la commande elements. Comparer avec
le résultat de la commande combinat [permute] (3).

3. Ecrire des fonctions définissant sous MAPLE, pour n un entier quelconque
donné, le groupe S,, a partir des systémes de générateurs suivants :

— les transpositions (1,2),(2,3),...,(n —1,n);
— la transposition (1,2) et le n-cycle (1,2,...,n).

Vérifier, pour différentes valeurs de n, que 'on obtient bien S,, tout entier (et le
démontrer au papier-crayon pour tout n).
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4. Soit G le sous-groupe de S,, défini par un ensemble Sy = {gi1,...,9,} de
générateurs et soit S = So U {g7",..., '} (on conserve les inverses, bien que le
groupe soit fini, par souci d’efficacité algorithmique). Partant de L = S U {15}
et N =5, quels types de « mots » en les générateurs et leurs inverses obtient-on
dans L et N aprés exécution de la ligne suivante 7

N:={seq(seq(multperm(g,h),g=N) ,h=S)} minus L; L:=L union N;

Et aprés exécution de cette ligne deux fois de suite? Tester avec MAPLE sur
Sp, pour n = 3,4, engendré par la transposition (12) et le n-cycle (1,2,...,n).
Conclusion ? Ecrire une procédure elements1:=proc(G) donnant la liste des élé-
ments du groupe G, par itération de la ligne de commandes précédente autant de
fois que nécessaire. A I'aide de la commande time, comparer sur des exemples les
temps de calcul entre cette procédure naive et la procédure elements de MAPLE
dont 'implémentation est passée sous silence : conclusion ?

5. Soit G(n), pour n > 3, le sous-groupe de S,, engendré par :

— les cycles (1,2,3) et (3,...,n) si n est impair;
— les permutations (1,2,3) et (1,2)(3,...,n) si n est pair.

Que dire de la parité des éléments de G(n)? Vérifier avec la commande parity
puis observer les cardinaux. Quelle conjecture cela suggeére-t-il? La démontrer
(indication : commencer par remarquer que (1,2,4)(1,2,7)~" = (1,i)(1,4) et que
Sy, est engendré par les transpositions de la forme (1,7) ; en déduire que le groupe
alterné A,, est, pour n > 3, engendré par les 3-cycles (1,2,4), i = 3,...,n). Ecrire
enfin une procédure A:=proc(n) définissant A, sous MAPLE pour tout entier
n > 2.

6. On sait que le centre de S, est trivial, sauf pour n = 2 ot le groupe est abélien.
En testant avec MAPLE (commande center), faire une conjecture pour A, et la
démontrer.

Deux groupes de permutations de cardinal 8

= Quelques commandes MAPLE utiles : sort, Matrix.

Préliminaires : on rappelle que le type d'une permutation o € S, est la liste
1,...,1,n1,...,n,.], ol les n;, rangés par ordre croissant, sont les longueurs des
cycles dans la décomposition canonique en produit de cycles disjoints, avec au
préalable autant de 1 que de points fixes : la somme des éléments de la liste vaut
donc n (en analyse combinatoire, on dit qu’une telle liste est une partition de n).

7. Ecrire une procédure typ:=proc(g,n) renvoyant le type de la permutation
g € Sy, Tester avec les éléments (1,2,3) et (1,2,3)(4,5) de Sg. Comment trouver
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I'ordre d’une permutation lorsque 'on connait son type? Ecrire une procédure
ord calculant I'ordre d’une permutation. Donner la liste des ordres des éléments
de Sy et vérifier que ces nombres divisent tous le cardinal de S4. Dénombrer & la
main les éléments d’ordre 4 et comparer.

Etude du premier groupe : avec les notations de I'exemple 1.1.2.c, on rappelle
que le groupe des isométries du carré est Dy = {I, Ry, Ry, R3, H,V, A1, Ag}.

8. Une isométrie du carré permutant les sommets du carré, justifier que Dy s’iden-
tifie, quitte & numéroter les sommets, & un sous-groupe de Sy (précisément, on
montrera que la restriction aux sommets définit un morphisme injectif de groupes
de Dy dans Sy ; on identifie alors Dy a son image). Décrire, en tant que permu-
tations, les éléments de Dy. Enfin, définir D4 avec la commande permgroup et
donner la liste des éléments avec la commande elements. En déduire qu’il s’agit
effectivement d’un sous-groupe de Sy de cardinal 8.

9. Vérifier que Dy = (Ry,H) = (R1,V) = (R1,A1) = (R1,A2) et que, dans
chacun de ces cas, Dy = (a,b), ot a est d’ordre 4, b d’ordre 2 et ba = a®b.
Démontrer que ces relations déterminent complétement le groupe (i.e. la liste
de ses éléments et sa table de multiplication). Existe-t-il d’autres systémes de
générateurs a deux éléments ? Sont-ils tous de la forme précédente ?

Etude du second groupe : le groupe quaternionique H est le sous-groupe de
GL2(C) constitué des matrices

)=o) =) =65)

On pose, pour g et ¢’ dans H, o4(¢') = g¢'. D’aprés le théoréme de Cayley,
I'application g — o4 permet de voir H comme un sous-groupe de Sg.

10. Définir ‘H sous MAPLE comme un groupe de permutations en utilisant la
remarque précédente (on pourra effectuer le calcul matriciel avec MAPLE en char-
geant au préalable la libraire LinearAlgebra). Vérifier par MAPLE qu’il s’agit
bien d’un sous-groupe de Sg d’ordre 8. Enfin, démontrer que H est engendré par
deux générateurs a et b soumis aux relations a* = b* = 1, a® = b? et ba = ab>.

11. Que dire du sous-groupe de Sg engendré par les permutations (1234)(5678)
et (1537)(2846) ?

12. Est-il possible de voir H comme un sous-groupe de S, avec n < 87 On écrira
une procédure test:=proc(a,b) testant si deux éléments d’ordre 4 engendrent
un groupe isomorphe & H et 'on recherchera avec MAPLE les éléments d’ordre 4
de S7 (combien en dénombre-t-on & la main 7).

Remarque. Se reporter a I'exercice 1.5 pour une méthode utilisant uniquement le
papier-crayon.
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On a vu au chapitre I que, pour tout n de Z, nZ est un sous-groupe de Z
et la loi interne de Z, c’est-a-dire 'addition, induit une loi interne sur Z/nZ qui
munit cet ensemble d’'une structure de groupe. De plus, la projection canonique
7 : Z — Z/nZ est un morphisme de groupes.

L’objectif de ce chapitre est de formaliser cette situation pour un groupe quel-
conque. Autrement dit, étant donné un groupe G et un sous-groupe H, a quelles
conditions peut-on définir un ensemble quotient G/H et une application cano-
nique 7 : G — G/H, de telle sorte que la loi de G induise sur G/H une loi interne
le munissant d’une structure de groupe et que 7 soit un morphisme de groupes ?

On va montrer qu’a tout sous-groupe H d’un groupe G est associée une relation
d’équivalence R définie sur G. Si cette relation d’équivalence satisfait certaines
conditions de compatibilité, la loi interne de GG induit une loi interne sur I’ensemble
des classes d’équivalence G /R qui munit cet ensemble d’'une structure de groupe
et la projection canonique 7 : G — G/R est un morphisme de groupes. On
montrera qu’inversement, a toute relation d’équivalence R définie sur un groupe
G et satisfaisant les conditions de compatibilité, est associé un sous-groupe H de
G tel que la relation R soit la relation associée au sous-groupe H. Ceci conduit &
la notion de sous-groupe normal.

II.1. Classes modulo un sous-groupe

On considére un groupe G, H un sous-groupe de G, et on définit sur G la
relation

(xRy) <= (z™'y € H).
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Proposition IL.1.1.
(i) La relation R est une relation d’équivalence.

(i) Soit x un élément de G, sa classe d’équivalence pour la relation R est
lensemble xH = {xh,h € H}.

Démonstration. (i). Pour tout z de G,onax 'z = 1g € H, d’ott Rz et la relation

R est réflexive. Pour tout x et tout y dans G, on a (z~1y)~t = y~ 1z, d’oi si 2Ry
alors yRx et la relation R est symétrique. Si 2Ry et yRz, alors 'y € H et
y~lze H douzlyy~lz =272 € H et 2Rz, la relation R est donc transitive.

(ii). Si 2Ry il existe h € H tel que x~'y = h, i.e. y = xh. O

Définition IL.1.1. La relation R est appelée relation d’équivalence a gauche
modulo H, et xH la classe a gauche de x modulo H.

Remarques I1.1.1.
a) On définit une relation d’équivalence a droite modulo H par

(zRy) <= (zy~" € H)

et la classe a droite de  modulo H est 'ensemble Hx = {hxz,h € H}.
Lorsque nous aurons & considérer les relations & gauche et & droite modulo H,
nous noterons ces deux relations respectivement R et Rp.

b) Quel que soit h dans H, on a Hh = H = hH et H est la classe a droite et
a gauche de I’élément neutre de G modulo H.

c) Si le groupe G est abélien, en notant sa loi additivement, les relations
d’équivalences définies ci-dessus s’écrivent

(aRy) & ((z —y) € H),

et les relations d’équivalences (resp. les classes) a gauche et a droite modulo H
coincident.

Si le groupe GG n’est pas abélien, ce n’est plus le cas, en général. On consi-
123

dére dans Sz le sous-groupe H = (1) avec 7 = <2 1 3>. En remarquant que

123

93 1), les classes a gauche et a droite

S3 = {e,7,0,0%,To0,00T} avec o = (
modulo H sont respectivement :

oH ={o,007} Ho ={o,To0}

o?H ={0%,0?or =700} Ho?={0% 100>

=oorT}

qui sont deux & deux distinctes puisque To o # g o T.



I1.1. CLASSES MODULO UN SOUS-GROUPE

Exemple IL1.1. On considére un élément n de Z et on pose H = nZ, sous-groupe
de Z. La relation d’équivalence (resp. les classes) modulo H coincide(nt) avec la
relation (resp. les classes) de congruence modulo 7.

Notation. On note (G/H), (resp. (G/H)q) 'ensemble des classes d’équivalence
des éléments de G pour la relation a gauche (resp. a droite) modulo H. Ces
ensembles sont aussi appelés ensembles quotients a gauche (resp. a droite)
modulo H.

Proposition IL1.2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G.
(1) Toute classe a gauche xH (resp. a droite Hx) est équipotente a H.

(ii) Les ensembles (G/H)4 et (G/H)q sont équipotents.

Démonstration. (i). Pour tout élément = de G, l'application H — xzH qui a h
associe xh, est évidemment bijective.

(ii). Pour tout H de (G/H),, posons p(zH) = Hz™!, qui est un élément de
(G/H)4. Montrons que ¢ est une application. En effet, xt H = yH est équivalent
arTlyc H dona™! € Hy ', et Hr—' = Hy ™!, c’est-a-dire p(zH) = p(yH).
D’autre part, Hx—! = Hy ™! est équivalent & 'y € H, autrement dit, 2 H = yH.
Ceci signifie que p(xH) = p(yH) implique xH = yH et donc que ¢ est injective.
De plus, pour tout Hx dans (G/H)g, on a Hx = p(z~'H), par conséquent ¢ est
surjective. Il existe donc une application bijective de (G/H)4 sur (G/H )q, ce qui
prouve que ces deux ensembles sont équipotents. ]

Définition I1.1.2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle
indice de H dans G, qu'on note [G : H], le cardinal de I’ensemble (G/H),
(ou (G/H)aq).

Théoreme II.1.1 (de Lagrange). St G est un groupe fini, pour tout sous-groupe H
de G on a
|G| = |H||G : H].

Démonstration. Puisque les xH, x € G, sont les classes d’équivalences pour la
relation d’équivalence R, elles forment une partition de G. De plus, d’apres la
proposition précédente, chacune de ces classes est équipotente & H. On en déduit
que le cardinal de G est égal au cardinal de H, multiplié par le nombre de classes,
qui est précisément le cardinal de I'ensemble quotient (G/H),. D’oit la formule

G| = |H||G : H]. O
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Remarque I1.1.2. Ce théoréme est souvent énoncé de la fagon suivante : dans un
groupe fini, 'ordre de tout sous-groupe divise 'ordre du groupe.

Comllaire IL1.1. Pour tout groupe fini, l'ordre de tout élément divise 'ordre du
groupe.

Démonstration. Pour tout x de G, 'ordre de z est 'ordre du sous-groupe (x) de G.
On applique alors le théoréme de Lagrange avec H = (z). O

Proposition IL.1.3. Dans un groupe, ['intersection d’un nombre fini de sous-groupes
d’indice fini est un sous-groupe d’indice fini.

Démonstration. Soient G un groupe et H;, ¢ = 1,...,n, une famille de sous-groupes
de G qui sont tous d’indice fini dans G. Supposons que n = 2. Il est clair que
pour tout = de G, on a (Hy N Hy)xz C (Hyz N Hox). D’autre part, pour tout y
dans (Hix N Hex), on a yr~ ' € Hy et yz=' € Hy, d.e. yz~' € Hy N Ho, d'oil
(Hy N He) x = Hyz N Hox. On en déduit que [G : (Hy N Hq)] < [G : Hy][G : Ho).

Si le résultat est vrai pour les (n — 1) sous-groupes Hy, ..., H,_1, on applique
le raisonnement ci-dessus aux sous-groupes (ﬂ?z_llHi) et Hy. ([

Attention. L’énoncé ci-dessus n’est plus vrai, en général, pour un nombre infini
de sous-groupes d’indice fini (considérer les sous-groupes de Z ou, plus générale-
ment, cf. TR.IIL.C).

Théoreme II.1.2 (formule de I’indice). Si H est un sous-groupe d’indice fini d’un
groupe G et si K est un sous-groupe de G contenant H (H C K C G), alors K
est d’indice fint dans G et

[G:H|=[G: K|K : H]

Démonstration. Soit {x;}icr une famille de représentants des classes a droites dis-
tinctes des éléments de G modulo K. Les Kx;, ¢ € I, forment une partition de
G et card(I) = [G : K]. Soit {y;}jes une famille de représentants des classes a
droites distinctes des éléments de K modulo H. Les Hy;, j € J, forment une
partition de K, et card(J) = [K : H]. Pour tout g dans G, il existe un unique
1 € I tel que g € Kx; et il existe un unique k € K tel que g = kx;. D’autre part, il
existe un unique j € J tel que k € Hy;, d’ott g appartient a Hy;x;. On en déduit
que G = U jyerx s (Hy;zi).

Lemme IL1.1. Les ensembles Hyjx;, (i,7) € I x J, forment une partition de G.
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Démonstration. Supposons que Hyyxy = Hy;x;, alors KHyjxy = KHy;x;.
Mais, puisque H C K, on a KH = K et KHy; = Ky; = K, car y; € K.
De la méme maniere, K Hy; = K. On en déduit que Hyjxy = Hy;z; implique
Kzy = Kuz; et, puisque les Kx; forment une partition de G, que ¢ = 4. Par
conséquent Hy; = Hy; et, pour une raison analogue, j' = j. D’ot le lemme.
Ceci prouve que [G : H] = card(I x J) = card(I) x card(J) = |G : K|[K : H].
Comme [G : H] est fini, cette égalité implique que [G : K| est fini. O

Remarque I1.1.3. La démonstration ci-dessus montre que la formule de lindice
est vraie de fagon plus générale dés que deux quelconques des trois termes qui
apparaissent dans la formule sont finis, le troisiéme étant alors nécessairement

fini.

Exercice IL.1. Soient H et K deux sous-groupes finis d'un groupe G. Montrer que

H|K
card(HK) = card(KH) = %

I1.2. Compatibilité avec la structure

Définition I1.2.1. Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne
(notée multiplicativement) sur lequel est définie une relation d’équivalence R.

(i) R est compatible a droite (resp. a gauche) avec la loi si, quels
que soient z,y,a dans F, on a (rRy) = (zaRya) (resp. (zRy) =
(azRay)).

(ii) R est compatible avec la loi si elle est compatible & droite et a
gauche.

Proposition IL2.1. Avec les mémes notations que ci-dessus, R est compatible avec
la loi si et seulement si

Vo' y,y € E[(zR2) et (yRy')] = [zyRa"y/].
Démonstration. Supposons que R soit compatible avec la loi : alors si aRa’ et

yRy', on a zyRz'y et 2’'yRa'y’, dou xyRa'y par transitivité.
Réciproquement, 1’assertion de 1’énoncé étant vraie pour tout x,z’,y,y’, c’est

en particulier vrai pour y = 3/, d’ou si zRx’ alors zyRz'y et la relation est
compatible a droite avec la loi. De méme, en considérant x = z’/, on montre
qu’elle est compatible & gauche. ]
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Proposition IL2.2. Soient G un ensemble muni d’une loi de composition interne, R
une relation d’équivalence définie sur G et G/R l'ensemble quotient de G par la
relation d’équivalence R. Alors la loi interne de G induit une loi interne sur G/R,
(Z,y) — Ty (ot pour z € G, Z désigne la classe d’équivalence de z) si et seulement
st R est compatible avec la loi de G.

Démonstration. La correspondance (T,7) — Ty définit une loi interne sur G/R si
et seulement si elle définit une application G/R x G/R — G/R, autrement dit,
si et seulement si

(T =71,y =7y1) = (TY = =),

d’ou le résultat d’apres la proposition (11.2.1). O

Remarque I1.2.1. Si la relation R est compatible avec la loi de G, la loi induite
sur G/R par celle de G est définie par T § = Ty. Il est clair que si la loi de G
est associative (resp. commutative, resp. admet un élément neutre e, resp. tout
élément = admet un élément symétrique 1), il en est de méme pour la loi induite
sur G/R, € est 'élément neutre, I’élément symétrique de T est 2L

Exemple IL.2.1. Pour tout entier n, la relation d’équivalence définie par la
congruence modulo n dans Z est compatible avec ’addition et la multiplication
des entiers. Ces deux lois induisent donc des lois de compositions internes sur I’en-
semble des entiers modulo n, qui sont associatives, commutatives, qui possédent
un élément neutre; de plus tout élément admet un symétrique pour la loi induite
par 'addition.

I1.3. Groupes quotients
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On va maintenant étudier la situation ot GG est un groupe.

Proposition IL3.1. Soient G un groupe et R wune relation d’équivalence définie
sur G, compatible avec la loi de G. Alors l’ensemble quotient G /R, muni de la loi
induite par la loi de G (définie par (T,y) — Ty), est un groupe.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition I1.2.2, qui assure
que la loi sur le quotient est bien définie, et de la remarque I1.2.1. O

Une autre facon de dire les choses est la suivante : notant 7 : G — G/R
lapplication de passage au quotient, la loi sur le quotient G/R est définie par
m(x)7(y) = m(zy). On applique alors la remarque (1.2.5.¢)

On est donc amené & déterminer les relations d’équivalences compatibles avec

la loi de G.
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Proposition IL3.2. Pour tout sous-groupe H d’un groupe G, la relation Ry (resp.
uR) est compatible a droite (resp. a gauche) avec la loi de composition de G.

Réciproquement, si une relation R définie sur un groupe G est compatible a
droite (resp. a gauche) avec la loi de composition du groupe G, alors il existe un
unique sous-groupe H de G tel que R = Ry (resp. R = gR).

Démonstration. Soient x,y,a des éléments de G tels que xRy, i.e. xy~t € H.
Alors, (za)(ya)~! = zaa='y~! appartient & H, i.e. zaRpgya. Une démonstration
analogue donne le résultat pour gR.

Soit R une relation d’équivalence définie sur GG, compatible & droite avec la loi
de G. On note H la classe d’équivalence de I’élément neutre 1g de G. Montrons
que H est un sous-groupe de G. Puisque 1¢ € H, H est non vide. Pour tous x et y
dans H, on a xR1g et yR1g. La compatibilité de R avec la loi de G implique que
xy "Ry~ ; de plus, puisque yR1g, on a yy 'Ry~ !, d'ott 1Ry ! et y 'R1g. On
en déduit que zy~'Rlg, i.e. xy~! € H, ce qui prouve que H est un sous-groupe
de G. Vérifions que R = Rp. Si Ry alors, d’aprés la compatibilité, zy ' R1g,
dott 2y~ € H et 2Rpy. Si xRpy, zy~' € H, donc zy 'Rlg et, d’aprés la
compatibilité, xRy. L’unicité de H découle du fait que si R = Ry, alors H est
la classe d’équivalence de 1¢. O

La relation d’équivalence R est donc compatible avec la loi de G si et seulement
si il existe un sous-groupe H de G tel que R = gR = Rp. Cela conduit a la
définition suivante.

Définition I1.3.1. Un sous-groupe H d’un groupe G est dit normal (ou distin-
gué) dans G si gR = Ry. On note alors H < G.

Et nous avons démontré :

Théoreme IL.3.1. Si H est un sous-groupe normal d’un groupe G, la loi de com-
position interne induite sur l’ensemble G/H par celle de G munit G/H d’une
structure de groupe. La surjection canonique w: G — G/H qui, a un élément de
G associe sa classe modulo H, est un morphisme de groupes.

Exemple IL3.1. Pour tout n € N*, 'addition de Z induit une structure de groupe
sur Z/nZ, qui est celle définie dans 'exemple (1.1.2.b).

Proposition IL3.3. Un sous-groupe H d’un groupe G est normal dans G si et seule-
ment s’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :

(i) Ve € G, zH C Hx
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(i) Vx € G, zH = Hz

(ii) Ve € G, sHz ' C H

(ii’) Vo € G, xHx ' = H

(iii) Vh € H,Vz € G, zha~ ' € H

(iv) 1l existe un groupe G' et un morphisme de groupes f : G — G’ tel
que H = Ker(f).

Démonstration. Le sous-groupe H est normal dans G si et seulement si les relations
g R et Ry sont égales, donc si et seulement si les classes & gauche et les classes a
droite sont égales.

Les assertions (i) et (i’) ainsi que (ii) et (ii’) sont clairement équivalentes.
D’autre part, (i) implique (ii), qui est équivalente a (iii). Si zha™' € H,
(x € G, h € H), alors il existe h’ € H tel que zh = h'z, donc xtH C Hzx et
(iii) implique (i).

Si H est un sous-groupe normal de G, H est le noyau du morphisme canonique
de projection 7 : G — G/H. Réciproquement, si f : G — G’ est un morphisme
de groupes, en posant H = Ker(f), on a :

Vh € HVx € G, f(zha™) = f(z)f(h)f(z)"' = 1
d’ou zha™! € H et H est un sous-groupe normal de G. U

Remarque I1.3.1. Un sous-groupe H d’un groupe G est normal dans G s’il est stable
par les éléments de Int(G) (cf. exemple 1.2.5.b).

Exemples I1.3.2.

a) Il est clair que si G est un groupe abélien, tout sous-groupe H de G est
normal et G/H est un groupe abélien. En particulier, d’aprés 'exemple (I1.2.1),
le groupe additif des entiers modulo n est le groupe quotient de Z par le sous-
groupe nZz.

b) On a vu (exemple 1.2.2) que S5 est engendré par o et 73. Considérons le
sous-groupe H = (1) = {e, 01,02 }. On vérifie que les classes & gauche et a droite
de S3 modulo H sont égales, donc H < S3. De plus S3/H ~ Sy ~ 7,/27.

¢) Le groupe spécial linéaire SL,, (k), étant le noyau du morphisme déterminant
det : GLy (k) — k*, est un sous-groupe normal de GL, (k).

d) On note A, le sous-groupe de S,, formé des permutations de signature +1.
C’est le noyau du morphisme signature sgn : S,, — Z/27Z, c’est donc un sous-
groupe normal de S,,.
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Exercice I1.2.
1. Montrer que pour tout groupe G, Int(G) est un sous-groupe normal de

Aut(G).

2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Montrer que si [G : H| = 2,
alors H est un sous-groupe normal de G.

3. Montrer que tous les sous-groupes du groupe quaternionique H sont nor-

maux dans H.

Remarque I1.3.2. Si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe G, avec H C K,
alors :

(H < G) implique (H<K).

Attention. FEn général,
(H < K) n'implique pas (H<G), (H<@G) n’implique pas (K <G),

(H< K et K<G) n’implique pas (H <G).

Autrement dit la propriété pour un sous-groupe d’étre normal n’est pas transitive.
Un exemple d’une telle situation est donné dans le TR.II.B.

I1.4. Caractérisation des sous-groupes normaux

Il est clair qu’un sous-groupe H d’un groupe G n’est pas nécessairement nor-
mal dans G. Nous allons introduire un sous-groupe intermédiaire entre H et G,
appellé le normalisateur de H dans GG, dans lequel H sera un sous-groupe normal
et qui permettra de déterminer si H est normal dans G.

Définition I1.4.1. Soient G un groupe et P(G) I'ensemble de ses parties. On dit
que deux éléments S et S’ de P(G), (S # (), sont conjugués s’il existe un
élément = de G tel que S’ = xSz~! = {zsz~! s € S}.

En convenant que la partie vide est conjuguée d’elle-méme, la relation de
conjugaison est une relation d’équivalence sur P(G). Pour une partie S # () de G,
sa classe d’équivalence pour cette relation est I’ensemble {zSz~! 2 € G}, quon
appelle classe de conjugaison de S.
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Remarques I1.4.1.
a) Si S = {g}, ot g est un élément de G, les éléments de sa classe de conju-
gaison sont appelés les conjugués de g dans G.

b) Une partie S’ est conjuguée d’une partie S si elle est 'image de S par
un automorphisme intérieur de G. Par conséquent, deux parties conjuguées sont
équipotentes.

c) Si H est un sous-groupe de G, toute partie de G' conjuguée de H est un

sous-groupe de G, isomorphe & H.

Exercice IL.3. Montrer que dans le groupe S, pour tout k, 1 < k < n, les k-cycles
sont conjugués (cf. TR.I.A.3).

On sera amené a utiliser la notion plus générale suivante :

Définition I1.4.2. Soient S et S’ deux parties d’'un groupe G et H un sous-
groupe de G. Alors S et S’ sont conjuguées sous H s'il existe un élément x
de H tel que S" = Sz~

Proposition - Définition IL4.1. Soient S une partie d’un groupe G et H un sous-
groupe de G.

(i) L’ensemble Ny(S) = {x € H,xSxz~! = S} est un sous-groupe de H
(donc de G) appelé le normalisateur de S dans H.

(ii) L’ensemble Zp(S) ={x € H|Vs € S, xsz~! = s} est un sous-groupe
de H (donc de G) appelé le centralisateur de S dans H.

(iii) Zy(S) <« Ng(9).

Démonstration. (i). Il est clair que 1y € Npg(S). Soient z,y € Ng(9),
xSzt = ySy=! = S, dou xy 'Syz~! = S = (py HS(zy~!), donc

ry~t € Ny (9).
(ii). Se démontre de la méme fagon.

(iii). Soient = € Zy(S) et a € Npg(S5), alors pour tout s € S,

(axa™') s (az~'a™') = azs’z'a™!, avec s’ = a~lsa. Puisque x € Zy(S),
zs'z™! = ¢, doi

(aza™) s (ax™ta™t) = as'a™! = aa"lsaa™t = s,
d’ou le résultat. O
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Proposition IL4.2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors H est
un sous-groupe normal de Ng(H), et H est un sous-groupe normal de G si et
seulement si No(H) = G. O

Proposition I1.4.3. Soient G un groupe, S une partie de G, H un sous-groupe de
G. L’ensemble des classes de conjugaison de S sous H a pour cardinal l’indice de
N (S) dans H.

Démonstration. Deux classes de conjugaison zSz~! et ySy~' sont égales si et

seulement si (zy~1)S(zy~1)~! = S, e ay~! € Ny(S). Autrement dit, deux
classes de conjugaison xSz~ ! et ySy~! sont égales si et seulement si les éléments
et y sont dans la méme classe modulo Ny (S). On en déduit que le nombre de
classes de conjugaison de S distinctes est égal a [H : Ng(.5)]. O

Exercice I1.4. Montrer que Ng(H) est le plus grand sous-groupe de G dans lequel
H est normal.

I1.5. Sous-groupes normaux et morphismes

Théoréeme IL5.1. Soient G et G' deux groupes et f un élément de Hom(G,G').
Alors f induit un isomorphisme f de G/Ker(f) sur Im(f).

Démonstration. Soit m : G — G/Ker(f) la projection canonique. Tout élément
de G/Ker(f) est la classe 7(x) d'un élément = de G. Posons f(m(z)) = f(z) et
montrons que f est une application : si 2’ est un autre représentant de la classe
m(x), on a xx'~! € Ker(f), dot f(z') = f(x) et f est bien définie. On vérifie
aisément que f est un morphisme de groupes. Par construction, f est surjective.

D’autre part, si f(7(z)) = f(r(y), on a f(z) = f(y), i.e. zy~' € Ker(f), dou
m(x) = m(y), donc f est injective. D’ou le résultat. O

Remarque IL5.1. Le théoréme ci-dessus peut étre démontré a partir du théoréme
de factorisation des applications. En effet, on sait que si E et E’ sont des ensembles
et f: E — E' est une application, on définit sur E une relation d’équivalence R
par 2Ry si et seulement si f(x) = f(y). On considére E/R l'ensemble des classes
d’équivalence des éléments de F et application f définie comme ci-dessus est une
bijection de E/R sur Im(f). Il suffit alors de vérifier que sous les hypothéses du
théoréme (I1.5.1), I'application f est un morphisme de groupes.
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Exercice IL5. Soit G un groupe :
a) Montrer que le centre Z(G) de G est un sous-groupe normal de G.

b) Montrer que le groupe G/Z(G) est isomorphe au groupe Int(G).
(On  considérera I’homomorphisme G — Int(G) défini par g +— ¢,
(exemple 1.2.5.b).) On en déduit que pour tout groupe G tel que Z(G) = {1}, on
a G ~ Int(G).

c) Montrer que si le groupe G/Z(G) est cyclique, alors le groupe G est abélien.

Proposition IL5.1. Soient G et G' deuz groupes et f un élément de Hom(G,G').
Alors

(i) H<G = f(H)<f(G),

(ii) H'<«G' = f~YH')«G.

Démonstration. (i). Solent y € f(H) et z € f(G), alors il existe h € H et g € G
tels que f(h) = y et f(g) = 2. On a zyz~! = f(ghg™') € f(H) et f(H) est
normal dans f(G).

(ii). Soient h € f~Y(H') et g € G. On a f(ghg™') = f(g)f(h)f(g)~' € H',
d’ott ghg™! € f7H(H'). O

Attention. Sous les hypothéses de la proposition (I1.5.1), on n’a pas f(H) nor-
mal dans G', sauf si, par exemple, f est surjectif.

Exercice IL6.

1. Soient GGy et G5 des groupes, H; et Hs des sous-groupes normaux respectifs
de Gy et G2. Montrer que les projections canoniques m; : G; — G;/H;, i = 1, 2,
induisent un isomorphisme de groupes (G1 xG2)/(H1x H2) ~ (G1/H1)x(G2/H2).

2. Montrer que si H et K sont deux sous-groupes conjugués d’'un groupe G,
alors Ng(H) et Ng(K) sont des sous-groupes de G conjugués.

I1.6. Sous-groupes d’un groupe quotient
Lemme I1.6.1. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. Si H est

normal dans G, alors HK est un sous-groupe de G et H est un sous-groupe
normal de HK .
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Démonstration. Puisque H est un sous-groupe normal de G et que K C G, pour
tout k € K on a kH = Hk, dott KH = HK et HK est un sous-groupe de
G d’aprés la proposition (I1.3.1). De plus, pour tout h € H et tout g € G, on a
ghg™' € H, donc a fortiori pour g € HK, par conséquent H est un sous-groupe
normal de HK. O

Théoreme IL.6.1. Soient G un groupe, H un sous-groupe normal de G,
m: G — G/H la projection canonique.

(i) Le morphisme 7 induit une correspondance biunivoque entre les sous-
groupes (resp. sous-groupes normauz) de G contenant H et les sous-
groupes (resp. sous-groupes normauzx) de G/H.

(ii) Si K est un sous-groupe de G, alors HK est un sous-groupe de G conte-
nant H et m(K) = HK/H.

Démonstration. (i). Soit K un sous-groupe de G/H et considérons K = 7~ 1(K)
I'image réciproque de K par 7. Puisque application 7 est surjective, 7(K) = K
et puisque 7 est un morphisme, d’aprés la proposition (1.2.7.(iv)), K est un
sous-groupe de G. Si K est un sous-groupe normal de G/H, d’aprés la propo-
sition (II.5.1.(ii)) K est normal dans G. De plus K contient H qui est I'image
réciproque de 1’élément neutre de G/H.

Inversement, soit K un sous-groupe de G contenant H. Alors H est normal
dans K et 7(K) = K/H est un sous-groupe de G//H, qu’on notera K. D’aprés la
proposition (I1.5.1.(i)), si K est normal dans G, K est un sous-groupe normal de
m(G) =G/H.

Les applications K +— K et K +— K sont des bijections réciproques
I'une de l'autre de I'ensemble des sous-groupes (resp. sous-groupes normaux) de
G contenant H sur l'ensemble des sous-groupes (resp. sous-groupes normaux)
de G/H.

(ii). Le sous-groupe H étant normal dans G, on a déja vu que H K est un sous-
groupe de G qui contient H comme sous-groupe normal. Donc 7(HK) = HK/H.
D’autre part, il est clair que 7(K) C w(HK); réciproquement, si y = w(hk),
(h € H, k € K) alors y = w(h)n(k) = w(k), donc 7(HK) C n(K). Finalement,
m(K)=HK/H. O

Exemple I1.6.1. Les sous-groupes du groupe Z/nZ sont les groupes kZ/nZ avec
nZ C kZ, c’est-a-dire avec k divisant n dans N*. Le nombre de sous-groupes de
Z/nZ est donc égal au nombre de diviseurs de n dans N*.
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Proposition IL6.1. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal de G. Si K et
K’ sont deuz sous-groupes de G contenant H, alors

K < K' = (K/H) < (K'/H).

Démonstration. On a K/H =7n(K) <7n(K')=K'/H. O

Exercice I1.7.
1. Soient f : G — G’ un morphisme de groupes et H un sous-groupe de G.
Montrer que f(Ng(H)) € Ng(f(H)). Que peut-on dire quand f est surjectif ?

2. Soient G un groupe, H un sous-groupe normal de G, 7 : G — G/H la pro-
jection canonique. Si K est un sous-groupe de G contenant H, comparer Ng(K)

et Ng/p(m(K)).

Théoréeme I1.6.2 (de passage au quotient). Soient G et G’ deur groupes, H
(resp. H') un sous-groupe normal de G (resp. G'), # : G — G/H (resp.
' G — G'/H') la projection canonique. Pour tout f € Hom(G,G") tel que
f(H) C H', il existe un unique f € Hom(G/H,G'/H') tel que form =70 f.

Convention. L’expression « le diagramme suivant

A~—f—%B

A

est commutatif » signifie que les applications f, f’,g,¢ satisfont a la condition
gof=/fog

Démonstration du théoreme (11.6.2). Considérons le diagramme suivant :

a .

ﬂl lﬂ,

G/H — G'/H'
i

Si le morphisme f existe et fait commuter le diagramme, il doit vérifier
f(m(x)) =7'(f(x)) et, tout élément de G/H s’écrivant 7(x) pour x € G, cette
égalité impose 'unicité de f.
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Montrons que I'égalité ci-dessus définit bien une application f, i.e. que f(7(z))
est indépendant du représentant x choisi dans G pour décrire sa classe dans G/H.
Si 7m(x) = 7(y), on axy~' € H, donc f(zy~™') = f(z)f(y)~* € f(H) C H'. D’ou
7' (f(x)) = 7'(f(y))-

Montrons que f est un morphisme de groupes. On a

f(r(@)n(y)) = F(n(zy)) = o' (f(zy)) = ='(f(2)f (1))
= (f(@)7'(f(y) = F(m())f(x())- m

Remarque I1.6.1. En particulier, si H C K er(f), il existe un unique morphisme
f € Hom(G/H,G') tel que f = fom. On dit que f factorise a travers .

Théoreme I1.6.3. Soient G un groupe et H un sous-groupe normal de G. Pour tout
sous-groupe K de G, HNK est un sous-groupe normal de K, H est un sous-groupe
normal de HK, et les groupes quotients K/H N K et HK/H sont isomorphes.

Démonstration. Si le sous-groupe H est normal dans G, alors il est normal dans
HK et HN K est normal dans K, donc les groupes quotients K/(H N K) et
HK/H existent. Considérons les morphismes canoniques

7:K—-K/(HNK), n:HK—HK/H, i:K — HK.

Alors i(HNK) = (HNK) C H et, d’aprés le théoréme (I1.6.2), il existe un
unique morphisme i : K/(H N K) — HK/H tel que le diagramme suivant soit
commutatif : ‘

K —— HK

ﬂl l”’

K/(HNK) — HK/H

On a vu au théoréeme (I1.6.1.(ii)) que n'(K) = HK/H, donc le morphisme
7' 0i = iom est surjectif, il en est donc de méme du morphisme 7. D’autre part,
on a
[i(n(2)) = 0] & [7'(i(z)) = 0] & [+ € HN K]
d’ott i(m(x)) = 0 équivaut & w(x) = 0 et i est injective. Par conséquent i est un

isomorphisme. O

Théoreme I1.6.4. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes normauz de G
tels que H C K. Alors les groupes (G/H)/(K/H) et G/K sont isomorphes.

51



CHAPITRE II. GROUPES QUOTIENTS

52

Démonstration. On sait, d’aprés le théoréme (11.6.1), que K/H est un sous-groupe
normal de G/H et le groupe quotient (G/H)/(K/H) est bien défini. Considérons
les morphismes canoniques

mgw:G—G/H, 7ng:G—G/K, n:G/H— (G/H)/(K/H).

Puisque my(K) = K/H, d’apreés le théoréme de passage au quotient, il existe un
unique morphisme ¢ : G/K — (G/H)/(K/H) tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

LN G/H

WKl lﬂ

G/K —— (G/H)/(K/H)

Le morphisme 7 o mp étant surjectif, il en est de méme du morphisme .
D’autre part, on a

[p(rr(2)) = 0] & [7u(z) € K/H] < [z € K],

d'ott p(mr(x)) = 0 équivaut a mx (x) = 0 et ¢ est injective. Par conséquent ¢ est
un isomorphisme. O
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& TR.IL.A. Sous-groupes dérivés et abélianisation

A tout groupe G on associe un sous-groupe normal D(G), appelé sous-groupe
dérivé de G, tel que le groupe quotient G/D(G) soit un groupe abélien. On
montre que ce dernier groupe est solution du probléme universel d’abélianisation.

Soit G un groupe : pour tous z et y éléments de G, on pose [z, y] = zyz "y~ L.
Cet élément de G est appelé commutateur de x et y. On remarquera que le
groupe G est abélien si et seulement si, pour tous = et y éléments de G, on a
[.%', y] =1L

On note D(G) le sous-groupe de G engendré par les commutateurs [z, y| pour
x et y parcourant G et on I'appelle sous-groupe dérivé de G.

1. Montrer que D(G) est un sous-groupe normal de G.
2. Montrer que le groupe G/D(G) est abélien.

3. Soit H un sous-groupe normal de G. Montrer que G/H est abélien si et seule-
ment si D(G) C H.

Probléme universel d’abélianisation

Pour tout groupe G, on appelle abélianisé de G la donnée d’'un groupe abélien
Gap et d'un morphisme de groupes A : G — Gy, tels que, pour tout groupe abélien
A et tout morphisme de groupes f : G — A, il existe un unique morphisme de
groupes abéliens f : G, — A tel que fol = f. Si (Gap, \) existe, on dit que c’est
une solution du probléme universel d’abélianisation du groupe G.

4. Montrer que si le probléme universel d’abélianisation admet deux solutions,
elles sont isomorphes et que I'isomorphisme permettant de passer de I'une a 'autre
est unique. (On considérera deux solutions (Ggp, A) et (G,, \') et on considérera

le probléme précédent en remplagant (A, f) par (Gg, A) d'une part et (G7,,\)
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d’autre part. L'unicité de 'isomorphisme provient de la condition d’unicité impo-
sée au morphisme f par I’énoncé.)

On reformule la question précédente en disant que, si le probléme univer-
sel d’abélianisation admet une solution, elle est unique a un unique isomorphisme
prés. C’est-a-dire que, dés qu’on connait une solution, on connait toutes les autres,
sans ambiguité sur le passage de 'une & 'autre. Comme on I’a remarqué a la ques-
tion précédente, c’est la condition d’unicité du morphisme f imposée par 1’énoncé
du probléme qui impose « I'unicité de la solution » et « l'unicité de l’isomor-
phisme », i.e. qui confére a ce probléme son caractére universel.

5. Montrer que (G/D(G), ), ou 7 est la projection canonique 7 : G — G/D(G),
est solution du probléme universel d’abélianisation de G.

On déduit de la question 4 que (G/D(G),w) est la solution du probléme
d’abélianisation de G.

TR.IL.B. Etude des sous-groupes normaux de S,

Le goupe A,, n > 3, formé des permutations de signature +1 d’un ensemble
a n éléments, est le noyau du morphisme signature (¢f. TR.I.A), c’est donc un
sous-groupe normal propre de .S,,. Nous allons montrer que pour tout n # 4, c’est
le seul sous-groupe normal de S,.

Nous allons plus précisément montrer que, pour n > 3,n # 4, le groupe A,
n’a pas de sous-groupes normaux propres.

Un groupe GG n’ayant pas de sous-groupes normaux propres est dit simple.

L’étude des groupes finis simples est une partie importante de la théorie des
groupes. Le résultat suivant, dont la démonstration est 1'une des plus difficiles des
mathématiques (et dépasse donc trés largement le cadre de ce livre), en est une
étape cruciale :

Les groupes simples finis, autres que les groupes cycliques d’ordre
premier, sont d’ordre pair.

Le but de ce TR est évidemment beaucoup plus modeste, néanmoins, le fait
que les groupes A,, n > 5, soient simples a des conséquences trés importantes. En
particulier, c’est la raison fondamentale pour laquelle les équations polynomiales
de degré supérieur ou égal & 5 ne sont pas résolubles par radicaux, contrairement
aux équations polynomiales de degré inférieur ou égal a 4 (cf. chapitre XVI).

1. Montrer que les groupes abéliens simples sont les groupes cycliques d’ordre
premier.
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2. Montrer que si H est un sous-groupe normal non trivial de Sy, n > 3, alors
H N A, est un sous-groupe normal non trivial de A,. Montrer que A,, est I'unique
sous-groupe d’indice 2 de \S,,.

3. Montrer que si n > 3, le groupe A, est engendré par les 3-cycles (1,2,1) avec
3<i<n.

Casn =3

4. Montrer que le seul sous-groupe normal propre de S3 est As.

Casn=4
On considére les éléments de S, suivants :

o1 =(1,2)(3,4), 02 =(1,3)(2,4), o3 = (1,4)(2,3),
ou (i,7) est la transposition (ou 2-cycle) échangeant 7 et j et on pose
Vi ={1,01,02,03},
ou 1 est la permutation identité.
5. Montrer que

— il contient tous les éléments d’ordre 2 de Ay ;
— V4 est un sous-groupe abélien normal de Ay et Sy;

— c’est le seul sous-groupe d’ordre 4 de Ay.

6. Montrer que V; admet trois sous-groupes propres K;,i = 1,2,3, et qu’ils sont
normaux dans Vy, mais pas dans A4. (On a ainsi un exemple illustrant le fait que
la propriété d’étre un sous-groupe normal n’est pas transitive, comme cela a été
souligné dans les exemples (I1.3.2).)

7. Montrer qu’il n’y a pas de sous-groupe d’ordre 6 dans Ay et que Z(A4) = {1}.

8. Montrer que le groupe Sy /Vy est isomorphe au groupe Ss. En déduire que Ay est
le seul sous-groupe normal propre de Sy contenant strictement Vj. (Indication :
identifiant S5 avec l’ensemble des permutations o dans Sy vérifiant o(1) = 1,
démontrer que tout élément de S, s’écrit de maniére unique comme un produit
xy, x € Vi, y € S3. En déduire que le groupe S4/V} est isomorphe au groupe
S3. Finalement, démontrer que A4 est le seul sous-groupe normal propre de Sy
contenant strictement Vj. (Si H est un tel sous-groupe, considérer I'application
Sg >~ 54/‘/21 I S4/H))

9. En déduire que les seuls sous-groupes propres normaux de Sy sont Vy et Ay.
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Casn>5

10. Soit H un sous-groupe normal de A,,. Montrer que si H contient un 3-cycle,
alors H = A,,.

Soit H un sous-groupe normal non trivial de A,. On va démontrer que si H
contient une permutation o, alors il existe un 3-cycle v tel que ¢/ = yoy o™}
soit un 3-cycle. Pour cela, on note /(o) la longueur du cycle le plus long dans la

décomposition canonique de o en produit de cycles.

11. Démontrer, en distinguant successivement les cas (o) > 3, (o) = 3, (o) =
que dans chaque cas H contient un 3-cycle. (On calculera d’abord oy~'o™ 1.)

12. En déduire que pour n > 5, A, est un groupe simple.
13. Montrer que A,, est le seul sous-groupe normal de S,,.

14. Montrer que D(A,,) = A,.
Nous allons maintenant établir que D(S,,) = A,,.

15. Montrer que D(S,,) C A,.
On considére la projection canonique 7 : S, — S, /D(Sy,).

16. Montrer que pour tout couple (1,7') de transpositions, on a w(7) = 7(7’). En
déduire que pour tout élément o de A, on a (o) = 1.

17. En déduire que D(S,,) = A,,.

Application. Pour tout entier n > 1, il n’existe pas de sous-groupe de S,
strictement compris entre S,,_1 et S,.

Le groupe S,,_1 n’étant pas un sous-groupe de S,, la phrase ci-dessus est
incorrecte : elle nécessite donc une précision. Les éléments de .S, qui laissent fixe
le point n forment un sous-groupe K qui est isomorphe & S,_1 : c’est via cet
isomorphisme que l'on considére S, _1 comme un sous-groupe de 5.

Nous allons montrer le résultat suivant :

Pour tout entier n > 1, si H est un sous-groupe de S, contenant
strictement K, alors H = S,,.
Le résultat est évident pour n = 2, 3.

18. Montrer que A4 est le seul sous-groupe d’ordre 12 de Sy et en déduire le
résultat pour n = 4.

On suppose maintenant que n > 5 et soit H un sous-groupe de S,, contenant
strictement K. On pose K1 = KNA, et HH = HNA,.

19. Justifier que K1 ~ A,,_1 et montrer que Ky est strictement contenu dans Hj.
En déduire que I'indice de Hy dans A,, est strictement inférieur a n.
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On considére l'ensemble E = A,,/H; des classes a gauche de A4,, modulo H;.
D’apreés le dernier résultat de la question 19, on a 1 < card(E) < n.
A tout élément zH; de E et tout élément g € A,,, on associe I’élément gz H;

de E.
20. Montrer que ceci définit un morphisme de groupes ¢ : A,, — Sg.

21. On suppose que card(E) # 1. Montrer alors que Ker(p) est strictement
contenu dans A,, et en déduire que ¢ est injectif. (On utilisera la question 12.)

22. Déduire de ce qui précéde que card(E) =1, d’ou card(H) = card(S,).
Ce dernier résultat prouve que H = S,,.

& TR.IIL.C. Etude des automorphismes de

Le but de cette étude est de montrer que pour tout n € N*, n > 2, n # 6, on
a Int(Sy) = Aut(S,).

1. En remarquant que le groupe Sy, n > 2, est engendré par les transpositions
7; = (1,4), montrer que tout automorphisme de S,, qui transforme toute transpo-
sition en une transposition est intérieur.

Pour démontrer le résultat annoncé, il suffit donc de prouver que, pour n # 6,
tout automorphisme de S,, transforme toute transposition en une transposition.
Pour cela, nous allons d’abord étudier les centralisateurs de certains éléments de
Sy (questions 2 et 3), puis faire un raisonnement par I’absurde.

On considére 7 = (7, ) une transposition donnée et C(7) son centralisateur,

i.e. C(1) = Zg, ({1)).

2. En considérant E = [n] \ {i,j}, montrer que 'application qui a un élément
v de C(7) associe sa restriction a F, induit un morphisme surjectif de groupes
f:C(1) — Sg ~ Sy—_2, dont le noyau est isomorphe a Z/27.

3. En déduire que si o est un produit de k transpositions a supports disjoints,
ces transpositions engendrent un sous-groupe normal de C(o) qui est isomorphe
a(z)27)".

Soit ¢ € Aut(S,). On suppose qu’il existe une transposition 7 telle que
©(T) = 0, ol o est égale & un produit de k transpositions, avec k > 2.

4. En remarquant que les centralisateurs C(7) et C(o) sont isomorphes, montrer
que S, _o posséde un sous-groupe normal isomorphe a (Z/27), avec | > 0.

L’étude faite au TR.IL.B ci-dessus montre que ceci n’est possible que si
n—2=2(i.e.n=4),oun—2=4 (i.e. n=06).
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5. Montrer que, dans la situation ci-dessus, le cas n = 4 est impossible. (On aurait
alors |C(7)| =4 et |C(0)| = 8, ce qui est en contradiction avec C(1) ~ C(0).)

On déduit donc que, pour tout n # 6, tout automorphisme de S,, transforme
toute transposition en une transposition.

On déduit de ce qui précéde, ainsi que de l'exercice (I.1.1) et de l'exer-
cice (IL.5.b), que pour tout n > 3, n # 6, on a S, =~ Int(S,) ~ Aut(S,).

Pour compléter cette étude, on montrera au TR.V.A que Int(Ss) # Aut(Se).
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TP.II. Classes, structure quotient et systémes
générateurs forts

On poursuit dans ce TP I'étude des groupes de permutations, autour des no-
tions de classes et de quotient. On liste les classes de conjugaison, ce qui est
l'occasion de discuter « I’équation aux classes » pour la conjugaison (voir le corol-
laire 2.1 du chapitre IV pour une version plus générale), puis les classes a gauche
et & droite modulo un sous-groupe afin d’illustrer la notion de sous-groupe dis-
tingué. En particulier, on regarde le quotient de S, par le groupe de Klein Vj,
quotient isomorphe & S3. Pour finir, on répond au probléme du calcul effectif de
Pordre et des éléments d’un groupe de permutations GG défini par un systéme de
générateurs, ainsi que du test d’appartenance & G d’un élément donné : quels algo-
rithmes se cachent derriére les commandes grouporder, elements et groupmember
de MAPLE, qui sont vraisemblablement plus performants que les algorithmes naifs
vus dans le cadre du TP.I?

Conjugaison et équation aux classes

1. Dénombrer a la main le nombre de conjugués de o = (123)(45) dans Sg ; vérifier
avec la commande SnConjugates.

Dans le cas d’un groupe de permutations GG quelconque, disons de degré n,
deux éléments a et b conjugués sous G sont conjugués dans S, donc de méme
type. Ecrire une procédure areconj:=proc(G,a,b) testant si a et b sont conjugués
dans G. On utilisera la condition nécessaire précédente afin d’éliminer de suite ces
cas ou la réponse est négative.

Soient a = (1,2)(3,4), b = (1,3)(2,4) et Dy le sous-groupe de Sy engendré
par (1,2,3,4) et (1,3) (c’est le groupe des isométries du carré déja rencontré dans
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le TP.I). Vérifier que a et b appartiennent a Dy4. Sont-ils conjugués dans Sy 7 Et
dans D, ? Vérifier également avec la commande areconjugate de MAPLE.

2. Ecrire une procédure classeconj:=proc(a,G) renvoyant la classe de conjugai-
son de a dans G. Reprenant ’exemple de la question précédente, calculer les classes
de a et b dans Sy et dans G. L’équation aux classes d’un groupe G est la formule
Card(G) = >, Card(C}), ot les C; sont les classes de conjugaison distinctes de G.
Cela résulte tout bonnement du fait que la conjugaison est une relation d’équi-
valence sur G. Ecrire une procédure nommée listeclasses:=proc(G) donnant
I’équation aux classes pour le groupe G sous la forme de la liste des cardinaux
des classes de conjugaison de G, rangés par ordre croissant. Vérifier la validité de
I’équation aux classes pour Sy et le groupe Dy de la question précédente.

3. Deux groupes ayant méme équation aux classes sont-ils isomorphes en tant que
groupes abstraits ? (Indication : rechercher parmi les groupes de permutations
abéliens.)

Classes modulo un sous-groupe, sous-groupes distingués

60

w  Quelques commandes MAPLE utiles : isnormal, evalb(E=F) (teste par
exemple I’égalité de deux ensembles E et F).
Dans ce paragraphe, G est un groupe et H est un sous-groupe de G.

4. Soit  un élément de G. Ecrire deux procédures classeg:=proc(x,H) et
classed:=proc(x,H) renvoyant respectivement la classe a gauche xH et a droite
Hzx de x modulo H.

5. La commande cosets renvoie une liste de représentants des classes a gauche
modulo un sous-groupe. Définir le groupe de Klein V, des isométries du rectangle
comme un sous-groupe de Sy (par restriction a I’ensemble des sommets) et donner
la liste des classes & gauche modulo Vj. Puis lister les classes a droite (indication :
le morphisme g — ¢~! induit une bijection (G/H), — (G/H)4). Conclusion ?
Vérifier avec une commande MAPLE appropriée. Est-ce étonnant, sachant que la
conjugaison conserve le type? Pour finir, déduire de la liste précédente que le
groupe quotient Sy/Vj est isomorphe & S (indication : considérer la restriction
de l'application de passage au quotient Sy — S4/V au sous-groupe Ss, identifié
aux permutations laissant fixe 1).

Remarque. Noter que Vj est un sous-groupe distingué de A4. C’est une exception :
on a démontré au TR.II.B que A, est simple pour n # 4 : il ne posséde pas de
sous-groupe distingué propre.

6. On prend cette fois pour H le sous-groupe engendré par (12) et (34), qui
est également isomorphe a Vj, car engendré par deux éléments d’ordre 2 qui
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commutent. Est-il distingué dans Sy 7 Lister les classes & gauche et a droite de Sy
modulo H.

Remarque. On a démontré au TR.IL.B que A4 et Vj sont les seuls sous-groupes
distingués propres de Sj.

7. Ecrire ses propres procédures classesg:=proc(G,H) et classesd (i.e. n’utili-
sant pas la commande cosets) renvoyant respectivement les ensembles de classes
(G/H)4 et (G/H)q (indication : on pourra se contenter de 'algorithme naif sui-
vant : calculer des classes jusqu’a épuiser les éléments du groupe). Tester sur les
exemples précédents. En déduire que cosets calcule bien des représentants des
classes @ gauche (et non a droite comme le stipule I'aide de MAPLE, du moins
avec notre définition de classe a gauche).

Systémes générateurs forts et algorithme de Schreier-Sims

Soit G un groupe de permutations de degré n; il agit donc sur ’ensemble
{1,...,n}. On considére la tour de groupes

GZGoDGlD"'DGn_lz{Id}

ou G; désigne le sous-groupe constitué des éléments g de G qui laissent fixes
(i.e. g(j) = 7) les indices j < i. Une liste L = (S1,...,Sn—1), ot S; est un systéme
de représentants des classes (& gauche) G;_1/G;, est appelé systéme générateur

fort de G.

8. Construire un systéme générateur fort pour les sous-groupes de degré 4 sui-
vants : {Id}, < (1234) >, A4 et Sy (on utilisera la commande classesg).

Soit O; = {g(i),9 € G;—1} (orbite de i sous G;_1); choisissons, pour tout
j € Oj, un élément g;- de G;_1 tel que g;(z) = j. Démontrer au papier-crayon que
Si = {gé,j € O;} représente les classes G;_1/G;. Il n’était donc pas nécessaire de
recourir a la commande classesg.

Enfin, calculer le produit H?;ll |Si| sur les exemples précédents ; que constate-
t-on ?

9. Démontrer la proposition suivante :

Proposition 1. Soit L = (S1,...,Sn—1) un systéme générateur fort de G. Tout
élément g de G s’écrit de maniére unique comme un produit g = 010+ 0 0p_1,
ot o; €85; pour 1 <i<n—1.

En déduire des procédures cardl:=proc(SGF) et elementsl:=proc(SGF) ren-
voyant respectivement le cardinal et la liste des éléments d’un groupe de permu-
tations G donné par un systéme générateur fort SGF'. Tester sur les exemples
précédents et vérifier avec les commandes natives de MAPLE.
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10. Ecrire rapidement une procédure image:=proc(g,n,i) calculant I'image de
Ientier ¢ par une permutation g de degré n (donnée comme toujours par une liste
de cycles a supports disjoints). On pourra utiliser la conversion en une permlist
ou, au contraire, s’en passer, ce qui est préférable.

L’algorithme suivant, qui permet de tester si une permutation g appartient
au groupe G défini par un systéme générateur fort L = (Si,...,S,_1), résulte
directement de la preuve de la proposition 1 :

(a) On pose ¢’ = g.

(b) Pour i de 1 & n, on effectue les opérations suivantes : on regarde si ¢'(4)
appartient a O; = {o(i),0 € S;}; si c’est le cas, on note o; 'unique élément
de S; tel que ¢'(i) = o;(i) et remplace ¢’ par o; ' o g € G;; dans le cas
contraire, g n’appartient pas & G et c¢’est terminé.

(c) Si tous les tests ont été positifs, alors g appartient & G et il s’écrit g =
010:--00p-1-

Ecrire une procédure appart:=proc(g,SGF) réalisant cet algorithme et tester sur
les exemples habituels.

11. Afin de compléter le programme d’étude prévu, il reste a expliquer comment, &
partir d’un systéme de générateurs, obtenir un systéme générateur fort de maniére
efficace.

Tout d’abord, modifier la procédure appart pour qu’elle renvoie le couple
(i,g") obtenu en sortie de 'algorithme si g & G (autrement dit, g = oqy0---00;_109
avec 0; € Sj pour j < i et ¢ € G;_1, mais il n'existe pas o; € S; tel que
g (i) = o;(4)) et (n,1d) si g € G.

La stratégie est la suivante : si SG = {¢1,...,9,} engendre le groupe, on
part du systéme générateur fort du groupe trivial {Id} et rajoute progressivement
les g;. Il s’agit donc de construire, a partir d’un systéme générateur fort L =
(S1,...,8n—1) d’'un groupe G, un systéme générateur fort L' = (S],...,S5/,_;) du
groupe G’ engendré par G U {g}. Pour cela :

(a) On applique la procédure appart (modifiée) & g : si i = n, alors il n’y a rien
a faire; dans le cas contraire, on rajoute ¢’ a S; puis on applique (a) avec
g=¢ oh, pour tout h € Sj, 1 < j <.

(b) Lorsqu’il n’y a plus rien a faire, on a obtenu un systéme générateur fort
pour G’.

Implémenter cet algorithme (appelé algorithme de Schreier-Sims) et tester sur les
exemples habituels. On écrira une procédure récursive sgf_plus:=proc(g,SGF)
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correspondant & ’ajout de I’élément ¢, puis une procédure sgf :=proc(SG,n) ren-
voyant le systéme générateur fort demandé.

Remarque. Le lecteur motivé pourra consulter [16], paragraphe 6, pour une preuve
(théoréme 6.8) ainsi qu’une discussion de la complexité de cet algorithme.

Enfin, tester l'efficacité du calcul du cardinal et des éléments, via celui d’un
systéme générateur fort, en comparant les temps de calcul avec ceux des com-
mandes grouporder et elements de MAPLE, ainsi qu’avec la procédure naive
elementsl du TP.I. Conclusion? Ces commandes MAPLE sont, en fait, basées
sur des variantes de I'algorithme de Schreier-Sims.
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IT1

PRESENTATION D’UN GROUPE
PAR GENERATEURS ET RELATIONS

Nous avons vu en (1.2.B) que, si S est une partie génératrice d’un groupe G,
tout élément x de G s’écrit x = s1...s, avec s; € S ou si_1 € S. Mais cette
écriture n’est pas unique (remarque 1.2.3). Dans ce chapitre, nous allons montrer
que pour tout ensemble X, il existe un groupe L(X) dans lequel tout élément
s’écrit de maniére unique en fonction des générateurs z; € X. C’est le groupe
libre de base X. Outre ’écriture des éléments, ce groupe est d’une grande
importance, car on verra que tout groupe est isomorphe & un quotient d’un tel
groupe. De plus, cela conduit a la notion de groupes présentés par générateurs et
relations, qui sont des groupes dans lesquels les écritures des éléments en fonction
des générateurs peuvent étre simplifiées a ’aide des relations entre ces générateurs.
Ces groupes sont particuliérement intéressants pour les possibilités qu’ils offrent,
de calculs effectifs sur les éléments et de définitions explicites de morphismes, dont
on trouvera des illustrations dans le TP.IV.A & la fin du chapitre IV.

II1.1. Groupes libres

Définition I11.1.1.
a) Soient G un groupe et S une partie de G. Le groupe G est dit libre de
base S si tout élément x de G s’écrit de maniére unique

ni

Nk
11 ]

r =S in

o0&

avec k,i1,...,ix € N, ny,...,ng € Z, s4,...,8, €5, tels que s;; # s;,,,. Si
k=20, on pose x = 1.
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On dit alors que S est une famille génératrice libre de GG, ou encore que
S est une base de G.

b) Un groupe G est dit libre s’il posséde une base.

c) Si le groupe G posséde une base finie, il est dit libre de type fini.

Théoreme IIL1.1. Pour tout ensemble X, il existe un groupe libre L(X) de base X.

Posons X = {z;}ics et considérons X! un ensemble équipotent & X, dont
on notera les éléments :Ui_l,z' el

Il est important de noter qu’il s’agit la seulement d’une notation, qui sera
commode dans la suite. Les éléments x; ! ne sont pas les inverses des z; puisque,
pour l'instant, X et X! ne sont que des ensembles sans aucune structure algé-
brique. On aurait pu noter cet ensemble équipotent & X par Y et ses éléments
par y;,¢ € I, mais, dans la suite, ’écriture des éléments en aurait été compliquée.

Définition I11.1.2.
a) On appelle mot en X U X! toute suite finie d’éléments de X U X!
T =z ...z, ol g = F1.
b) Dans D'écriture ci-dessus, l'entier n est la longueur du mot x, qu’on

notera [(x).

c¢) Deux mots z{' ... 2" et ). .z
1 in J1 Jk

Vp, 1< p<n, i =Jp et ¢ = .

sont des mots égaux si n = k et

Par convention, il n’existe qu'un seul mot de longueur 0, qu’on notera 1. C’est
le mot qui correspond & la suite vide de X U X1

1

Exemple IIL.1.1. Si X = {z,y, 2}, 2yz, ryyzz~'zx~ 2 sont des mots en X U X 1.

On note M(X) I'ensemble des mots en X U X! et on définit sur M (&) un
produit (loi de composition interne) par juxtaposition des mots. Plus précisé-

ment, si z = CL‘? oxm ety =2t ... 2% sont deux mots, alors
1 in J1 Jk
— €l €n 1 Tk
TY =Xy T T

Par convention, on pose lx = x1 = z. On remarquera que ce produit est
associatif, que 1 est élément neutre, mais que M(X) n’est pas un groupe car
tout élément autre que 1 ne peut avoir d’inverse. En effet, pour tout x et y dans
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M(X), on al(zy) = l(x)+I(y), donc dés que x ou y est différent de 1, I[(zy) > 0,
et zy # 1. Pour pallier cet inconvénient, on va définir sur M(X’) une relation

d’équivalence R telle que M(X)/R soit un groupe pour le produit induit par
celui de M(X).

Définitions I11.1.3.
a) Deux mots = et y de M(X') sont adjacents s’il existe t1,t2 € M(X) et
a€ X UX! tels que
T =11ty et y = tlaa_ltg

ou
B = tlaafltg et y = t1ta,

avec la convention (a~!)~! = a pour tout @ € X U X~ 1.
Notation. Si z et y sont deux mots adjacents, on écrira x A y.

b) La relation R est définie sur M(X') par

[tRy] < [Ft1,...,tn € M(X)telsquex =t1, y =tpett; Atiyr, i =1,...,n—1].

Lemme II.1.1. La relation R est une relation d’équivalence.

Démonstration. Pour tout x de M(X) on a z R z, en prenant a = 1, la relation est
donc réflexive. La relation d’adjacence étant symétrique, on en déduit facilement
qu’il en est de méme pour la relation R. Soient x R y et y R z; on a

(x=t1)A.. . Aty =y =tnt1)A... Alpyp = 2,

d’ott z R z et la relation R est transitive.

Notation. Pour tout  de M(X), on notera [z] sa classe dans M(X)/R.

Lemme II1.1.2. La relation R est compatible avec la loi interne de M(X).

Démonstration. Soient x, y, z dans M(X'); remarquons que = A y implique que
xz A yz. En effet, si @ = titg et y = tiaa ', alors zz = t1(te2)
et yz=tiaa"'(taz). Par conséquent, si (x = t;) A ... A t,, alors
(xz = t12)A... A (t,z = yz), ce qui prouve que la relation R est compatible
a droite avec la loi de M(X'). Un raisonnement analogue montre la compatibilité
a gauche.

Lemme II1.1.3. L’ensemble M(X)/R est un groupe pour la loi induite par celle
de M(X).
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Démonstration. D’apreés la remarque (I1.2.1), on sait que la loi interne de M(X)/R
induite par celle de M(X) est associative et posséde un élément neutre. Il suffit
donc de montrer que tout élément [x] posséde un inverse. Considérons d’abord le
cas ol ¢ € X UX ! il est clair que 2z~ "R 1, car en prenant t; =t = 1, on a
zrx™t =tz Tty et 1 = tqty, dott zz~! A 1. De la méme maniére, z~ 'z R 1. On
en déduit donc que

Ve € M(X), [z]7t = [z
La projection canonique 7 : M(X) — M(X)/R vérifie

m(zy) = [zy] = [2]ly] = m(2)7(y)-

Done, pour tout z = ;! ... z{", ¢ = %1, [x] est inversible et a pour inverse

in

)7 = (] )T =] )T = e e ) = e,
Démonstration du théoréme IV.1.1. Nous allons démontrer que le groupe M(X)/R
est le groupe L(X) cherché; pour cela, nous allons construire un groupe Ly
qui répond & la définition (III.1.1) et montrer que ce groupe Lx est isomorphe
a M(X)/R. Pour ce faire, nous allons montrer que chaque classe de M(X)/R
posséde un élément privilégié, le groupe Lx sera formé & partir de ces éléments.

Définition IT1.1.4. Un mot x de M(X) est réduit si x = 1 ou & = aj...ap,
avec a; € X U X! tels que ajy1 # a;l, i=1,...,n—1.

Proposition IIL1.1. Chaque classe d’équivalence de M(X) pour la relation R
contient un mot réduit et un seul.

Démonstration. L’existence est évidente, car si x est non réduit, il existe un mot u
tel que xAu et l(u) < I(z). Comme la fonction [ est a valeurs positive ou nulle,
en un nombre fini d’étapes on arrive & un mot réduit.

Pour montrer l'unicité, on introduit la construction suivante : pour tout
x=2x1...2, de M(X) on définit des éléments u; de la fagon suivante :

Uy = 1,

up = I,

Ug = T1T9 Si X1 # 1‘2_1

ug =1 sinon,
et de facon générale, on pose

Uj+1 = U;x;41 sile dernier terme de wu; est différent de :L“Z-;ll,

Uj41 = Uz—1  SINOI.
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Par définition, chaque mot wu; est réduit et u; R (z1...z;). De plus si = est
réduit, alors x = u,.

On appelle u,, la forme réduite de z, qu’on note r(z).

L’unicité du mot réduit dans chaque classe d’équivalence de M(X') pour la
relation R découle des deux lemmes suivants :

Lemme I11.1.4. Si deuzx mots sont adjacents leurs formes réduites sont égales.

Démonstration. Solent © = x1...XxTks1--.Tn €& Yy = X1 ... mkaaflxkﬂ R %
deux mots adjacents. Alors les suites u; et v; respectivement associées sont telles
que ug = v, ..., ur = vk. Montrons que uy = Vgya.

— Si le dernier terme de uy, est différent de a~! alors
U = Vg, Vp41 = VA, V42 = Vi = Ug.

— Si le dernier terme de wuy est a”t, on a u, = ta”' et, u; étant réduit, le
dernier terme de t est différent de a, donc

—1
U = Vk, UVkt1 =1, Vg2 =ta = ug.

On en déduit que pour tout j > 0, up4; = Vgyo4j €t Uy = Vpio, dott r(x) = r(y).

Lemme I11.1.5. Deux mots équivalents et réduits sont égaux.

Démonstration. Soient x et y deux mots réduits tels que xRy. Il existe t1,...,t,
tels que x = t1, y = t,, t;At;41, 1 <i < n—1. En considérant la forme réduite
de chaque ¢; et en appliquant le lemme (II1.1.4), on a

x:r(tl):...zr(tn):ya

d’ott le lemme.

En notant Lx ’ensemble des mots réduits correspondants & chaque classe de
M(X)/R et en considérant la loi interne définie sur Lx par (r(z),7(y)) — r(zy),
on obtient un groupe dans lequel tout élément = s’écrit de maniére unique

ni n
Tk

.f:I'il s Ty

avec i1,...,0 € N, ny, ... ng € Z, xyy, ..., x;, € X, tels que x;, # ;.
D’autre part, lapplication, qui & un élément de M(X)/R associe I'unique

mot réduit qu’il contient, induit un isomorphisme de groupes de M(X)/R sur
Lx. Ceci achéve la démonstration du théoréme (III1.1.1). O
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Remarques I11.1.1.
a) Si X = {x}, alors L(X) est un monogéne infini engendré par x, donc L(X)
est isomorphe a Z.

b) Si card(X) > 1, alors L(X) est un groupe non abélien.
En effet, soient x et y dans X tels que & # y. Alors zyz~'y~' est un mot
réduit différent de 1, car de longueur 4. Donc zy est différent de yz dans L(X).

1

Théoreme IIL.1.2 (propriété universelle du groupe libre). Soient G un groupe, S
une partie génératrice de G et i : .S — G linclusion canonique. Alors le groupe G
est libre de base S si et seulement si, pour tout groupe G et pour toute application
o:8 — @, il existe un unique morphisme de groupes f : G — G’ tel que foi = 0.

Démonstration. Supposons que G = L(S); tout élément = de L(S) s’écrivant de

maniére unique r = SZI e s?k’“, on pose

f(l') = U(5i1 )n1 s U(Sik)nkv
et f(1) = 1lg. Il est clair qu'on définit ainsi un morphisme de groupes
f:L(S) — G vérifiant f oi = o. De plus, si f’ est un autre morphisme de

groupes vérifiant ' oi = o, pour tout z de L(S) on a f(z) = f'(x), d’ou 'unicité.

Réciproquement, considérons un couple (G,i) vérifiant 1’énoncé ci-dessus.
On applique alors cet énoncé avec, pour couple (G’,0), le couple (L(S),j), ou
j S < L(S) est linclusion canonique. Il existe un unique morphisme
g: G — L(9) tel que goi = j. D’autre part, on sait qu’il existe un morphisme de
groupes f : L(S) — G prolongeant I'identité de S. En notant J|s et g|s les restric-
tions de f et g a S, on déduit de ce qui précede que go fig = idg et fogg =idg,
d’ott fog=idg et go f = idy. Par conséquent les groupes G et L(S) sont
isomorphes et, puisque f(S) =5, G est libre de base S. O

Comllaire IIL.1.1. Deux groupes libres de base un méme ensemble S sont iso-
morphes par un unique isomorphisme prolongeant lidentité de S.

Démonstration. Soient G' et G’ deux groupes libres de bases S. D’apreés le théo-
réme (I11.1.2), il existe un unique morphisme de groupes f : G — G’ tel que
f|s = idg et un unique morphisme de groupes g : G' — @G tel que gs = idg. On
en déduit que fog =1idq et go f =idg. U

Remarque I11.1.2. On peut donc parler du groupe libre engendré par S.

Théoreme IIL.1.3. Deux ensembles X et'Y sont équipotents si et seulement si les
groupes libres L(X) et L(Y') sont isomorphes.
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Démonstration. Supposons que X et Y soient deux ensembles équipotents. Il existe
donc une application bijective ¢ : X — Y ; le méme raisonnement que ci-dessus
montre qu’il existe un isomorphisme L(X) — L(Y') qui prolonge ¢.

La réciproque utilise la notion de groupe abélien libre et sera l'objet du
TR.VIA. O

Le théoréme II1.1.3 justifie la définition suivante :

Définition I11.1.5. Si G est un groupe libre, le cardinal d'une partie génératrice
libre de G est appelé le rang de G.

Remarque I11.1.3. D’aprés la proposition II1.1.3, deux groupes libres sont iso-
morphes si et seulement s’ils ont méme rang.

Quelques propriétés des groupes libres seront étudiées au TR.III.C & la fin
de ce chapitre. On trouvera au TR.IV.D un exemple de groupe libre de rang 2.
Plus généralement, deux symboles distincts engendrent toujours un groupe libre
de rang 2.

Théoreme IIL.1.4. Tout groupe est isomorphe & un quotient d’un groupe libre.

Démonstration. Soient G' un groupe, S une partie génératrice de G et i : S — G
I'injection canonique. D’aprés le théoréeme (I11.1.2), il existe un morphisme de
groupes f : L(S) — G tel que fig = ids. On a donc G = (S) = (f(9)) et f est
surjective. On en déduit que G est isomorphe a L(S)/Ker(f). O

Le théoréme suivant est fondamental, mais sa démonstration trés technique
dépasse le cadre de ce livre. Il sera donc admis; le lecteur désireux d’en voir

une démonstration est invité a se reporter & un ouvrage spécialisé en théorie des
groupes, par exemple [8].

Théoreme IIL.1.5. Tout sous-groupe d’un groupe libre est libre. O

Attention. Si G est un groupe libre (méme de rang fini) et si H est un sous-
groupe de G, il n’existe aucune relation a priori entre le rang de G et celui de H,
comme le prouve [’exercice ci-dessous.

Exercice IIL1. (). Soient G un groupe libre de rang 2 et {x,y} une base de G.

a) On considére S = {y "zy"|n € N}. Montrer que le sous-groupe de G
engendré par S est libre de base S.
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b) En déduire que le groupe G contient un sous-groupe qui est libre de rang
infini dénombrable. Montrer que pour tout n € N, il existe un sous-groupe de G
de rang n.

II1.2. Générateurs et relations

72

Définition IIL.2.1. Si S est une partie d'un groupe G, le sous-groupe normal
de G engendré par S, qu’on notera (S), est U'intersection de tous les sous-
groupes normaux de G contenant S. Si S = (), on pose (S) = {1}, ou 1 est
élément neutre de G.

En général, si G est un groupe engendré par une famille X = {z;}ier, les
générateurs x; sont liés par des relations.

Exemple II1.2.1. Si G = (x) est cyclique d’ordre n, le générateur z vérifie la relation
" =1

Une relation liant les générateurs z;, ¢ € I, peut s’écrire sous la forme r = 1,
ou 7 est un élément du groupe libre L(X).

Définition II1L.2.2. Soit G un groupe engendré par un ensemble d’élé-
ments X = {x;}icr, ces éléments vérifiant un ensemble de relations
R = {rp = 1g}rek. On dit que (X|R) est une présentation de G par géné-
rateurs et relations si G est isomorphe au groupe L(X)/(R), ou (R) est le
sous-groupe normal du groupe libre L(X), engendré par les {ry trek-

Exemples I11.2.2.
a) Pour tout ensemble X, (X|()) est une présentation du groupe libre L(X).

b) (z|x™) est une présentation du groupe cyclique d’ordre n.

Exercice II1.2. Soient X un ensemble et Y C X un sous-ensemble de X. Montrer
que (X|Y) est une présentation du groupe libre de base {X} \ {Y}. (La pro-
priété universelle de groupe libre permet de construire un morphisme de groupes
L(X\Y)— (X]Y) et on montre que ¢’est un isomorphisme.)

Remarque I11.2.1. Lorsqu’on donne une présentation d’un groupe G par généra-
teurs et relations, G = (X|R), il est utile de supprimer des ensembles X et R les
éléments qui sont clairement redondants.
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Proposition IIL2.1. Soient G = (X|R) et G' un groupe. Pour définir un morphisme
de groupes f : G — G', il suffit de définir f(x) pour x € X et de vérifier que,
pour tout v de R, f(r) = 1q.

Démonstration. La donnée des f(x) pour z € X induit, d’aprés le théo-
réme (II1.1.2), un morphisme (qu’on notera encore f) de L(X) dans G'. Si,
pour 7 parcourant R, f(r) = lg alors, d’aprés le théoréme de passage au quo-
tient (I1.6.2), f induit un morphisme de groupes L(X)/(R) — G'. En compo-
sant avec isomorphisme G ~ L(X)/(R), on obtient un morphisme de groupes

G—G. ]

Remarque I11.2.2. Soit G un groupe présenté par générateurs et relations,
G = (X|R), et soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Montrer que le mor-
phisme f est injectif (i.e. f(z) =0 < = € (R)) est équivalent a déterminer toutes
les relations existantes dans G, liant les générateurs. C’est en général tres difficile
a faire directement et parfois impossible. Par conséquent, si I’'on souhaite montrer
que f est un isomorphisme (ce qui est le cas lorsqu’on veut montrer que G est
une présentation par générateurs et relations d’un groupe donné G'), il faudra
souvent, soit définir un morphisme réciproque, soit montrer, dans le cas ou les
groupes sont finis, que f est surjectif et que G et G’ ont méme ordre (cf. exercices
et TR ci-dessous).

Exercice I11.3. Montrer que ({a,b}|a*, b?, abab) est une présentation du groupe dié-
dral Dy (cf. I.1.5.¢).

Attention. On prendra garde au fait qu’un groupe peut admettre plusieurs
présentations par générateurs et relations.

Exercice I1L4. Montrer que (z|z%) et ({a,b}|a?,b3 aba=tb~1), avec a # b, sont
deux présentations du groupe cyclique d’ordre 6.
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& TR.III.A. Présentation du groupe quaternionique H

Le but de cet exercice est de montrer que ({a,b}|a*,a®b=2, b~ aba) est une
présentation du groupe quaternionique H (cf. exercice I1.2 de la premiére partie).

La méthode proposée ici n’est pas la plus simple, mais a 'avantage d’utiliser
I'intéressant résultat suivant :

Lemme. Soient G un groupe engendré par une partie S et H un sous-groupe
normal de G. Le groupe G/ H est engendré par les classes Hs, pour s parcourant S.

1. Démontrer ce lemme.
Notons G le groupe ({a,b}|a*, a?b=2,b~Laba) et posons

- (%) m- ()

2. Montrer que a — A et b — B définit un morphisme ¢ : G — H et qu’il est
surjectif.
On note H le sous-groupe de G engendré par a, H = (a).

3. Montrer que H est un sous-groupe normal de G.
4. Montrer que |G/H| = 2. (Utiliser le lemme.)
5. En déduire que |G| = 8 et que le groupe G est isomorphe au groupe H.

& TR.IIL.B. Groupes de présentation finie

Le théoréeme (II1.1.4) montre que tout groupe admet une présentation par
générateurs et relations. Cependant, si ’ensemble de générateurs est infini, ’étude
du groupe n’est pas toujours facilitée par cette présentation.
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Beaucoup d’exemples de groupes que nous avons vus dans ce chapitre sont
engendrés par un nombre fini d’éléments. Ce sont des groupes de type fini.

Un groupe présenté par générateurs et relations, G = (X|R), est dit de pré-
sentation finie si les ensembles X et R sont finis.

Pour toute présentation finie d’un groupe G, G = (X|R), on introduit le
nombre suivant, qui est lié & la présentation donnée,

d(X,R) = card(X) — card(R).

On remarquera que cet entier, qui appartient & Z, dépend de la présentation
donnée de G et on sait qu’elle n’est pas unique. Par exemple, pour les deux présen-
tations du groupe cyclique d’ordre 6 données a 'exercice 111.3, on a d(X,R) =0
pour la premiére et d(X, R) = —1 pour la seconde. Ce nombre d(X, R) devient
optimal lorsqu’on a éliminé de X et R tous les éléments redondants. Néanmoins,
bien que non intrinséquement lié au groupe G, il permet d’étudier certaines pro-
priétés des groupes de présentation finie.

Soit G un groupe admettant une présentation finie G = (X|R) telle que
d(X,R) > 0. Onnote X = {z1,...,zpt et R={ry,...,rg}, p > q.

1. En posant a;; I'exposant de x; dans r;, montrer que le systéme de q équations

a p inconnues
p
> " a;;T; =0
i=1

admet une solution non triviale {b1,...,b,} avecb; € Z , 1 < j < p.

2. Montrer que application X — 7, définie par x; — b;, induit un morphisme
de groupes f : G — Z.

3. En déduire que si (X|R) est une présentation finie d’un groupe G telle que
d(X,R) > 0, alors le groupe G est infini.

& TR.IIL.C. Quelques propriétés des groupes libres

Soit P une propriété. On dit qu’un groupe G est résiduellement-P si, pour
tout élément = # 1 de G, il existe un sous-groupe normal H, de G, x ¢ H,, tel
que le groupe G/H, posséde la propriété P.

Soit G un groupe libre de base X = {z)}xea-

Considérons un élément x # 1 de G, écrit sous la forme = = xi\ll xi\’;, avec
€, =1, n =1, les \; n’étant pas tous nécessairement distincts.

Pour tout A\; € {A1,..., A}, on note oy, la transposition (7,7 + 1), considérée
comme élément de Sy4;.
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1. Montrer que I'application X — Sy, 1 définie par x, — oy, siAj € {A\1,...,\p}
et xx— 1si A& {A\1,...,\,} induit un morphisme de groupes ¢ : G — Sy 1.

2. On pose H, = Ker(y). Montrer que x ¢ H, et que le groupe G/H, est fini.
3. En déduire qu’un groupe libre est résiduellement fini.

4. Déduire de ce qui précéde que si G est un groupe libre, I'intersection de tous
ses sous-groupes d’indice fini est réduite a I’élément neutre.

Un groupe libre étant infini, le sous-groupe réduit a 1’élément neutre ne peut
étre d’'indice fini. Comparer alors le résultat ci-dessus et la proposition (II.1.3).

5. Montrer que si un groupe G est résiduellement-P, il est isomorphe a un sous-
groupe d’un produit direct de groupes possédant la propriété P.

6. En déduire qu'un groupe libre est isomorphe a un sous-groupe d’un produit
direct de groupes finis.

& TR.III.D. Produit libre de groupes

Soit (G} )ier une famille de groupes. Nous allons construire un nouveau groupe,
noté [[;c; G, muni de morphismes naturels de groupes \; : Gi — [[;c; G et
montrer que ce groupe et ces morphismes constituent une solution du probléme
universel de somme de groupes évoqué a la remarque (1.3.4).

Pour faciliter la compréhension de cette construction, nous allons d’abord
étudier le cas o card(l) = 2.

Soient G et G’ deux groupes. On pose X = G U G’ et on appelle mot sur X
toute suite finie g1...g,, ot n € N et g; appartient & G ou a G’, pour tout 1,
1 < i < n. Le mot correspondant & la partie vide de X sera noté 1 et on note
M(X) lensemble des mots sur X.

Deux mots g1 ...g, et hy...h, sont égaux si n = p et g; = h; pour tout 4,
1<i<n.

Deux mots

g1---9i-19i9i+1---9n €t g1-..9i—19i+1---Gn

sont élémentairement équivalents si g; est ’élément neutre du groupe auquel
il appartient, de méme que deux mots

91---9i-19i9i+19i+2 ---gn €t g1...Ggi—1higit2 ... gn
tels que g; et g;+1 sont dans le méme groupe et que g;g;+1 = h;.
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Deux mots a et b de M(X) sont équivalents s’il existe une suite finie de mots
U, ..., U, tels que a = uy et b = uy,, avec u; élémentairement équivalent & ;.
pour 1 <7< n—1.

1. Montrer que ceci définit une relation d’équivalence R sur M(X).
Soient @ = g1 ... gn et b= hy...h, deux mots. On définit leur produit par

ab=g1...gnh1...hy

et pour tout mot ¢ on pose cl = lec = c.

2. Montrer que la relation d’équivalence R définie sur M(X') est compatible au
produit.
On note [a] la classe d’'un mot a de M(X) dans I'ensemble quotient M(X)/R.

3. Montrer que Il’ensemble quotient M(X)/R muni du produit défini par
[a][b] = [ab] est un groupe, dont I’élément neutre est [1].

On procéde maintenant & une « réduction » des mots de la fagon suivante :
dans un mot a = g ... gn, si des g; consécutifs sont dans le méme groupe G ou G’
on les remplace par leur produit dans ce groupe et on supprime tous les termes
égaux aux éléments neutres de G et G'. On note 7(a) le mot auquel on arrive ainsi
et on 'appelle mot réduit.

On note G [[ G’ 'ensemble des mots réduits.

4. Montrer que chaque classe d’équivalence de mots de M(X) contient un et un
seul mot réduit.

5. Montrer que G || G’ muni du produit r(a)r(b) = r(ab) est un groupe.
On appelle ce groupe le produit libre des groupes G et G’.
6. Montrer que dans G [[ G’ tout élément a une écriture unique g1 gy g29b - - - gnd,,

avec, pour tout i, 1 <1< n,g; € Getg, € G, chacun des termes de cette écriture
étant différent des éléments neutres de G et G'.

Cas général
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On pose X = U;c1G; et on suppose que 'ensemble [ est ordonné afin d’éviter
les doubles indices. On appelle mot sur X toute suite finie g1 ... g, ot n € Net g;
appartient a un certain groupe G; pour tout 4, 1 < ¢ < n. Le mot correspondant
a la partie vide de X sera noté 1 et on note M(X) 'ensemble des mots sur X.

Deux mots g ...gn et hy...h, sont égaux si n = p et g; = h; pour tout 1,
1<i<n.

Deux mots

g1-.--9i—19i9i+1---9n et g1 ..-9i—19i+1---9n
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sont élémentairement équivalents si g; est ’élément neutre du groupe auquel
il appartient, de méme que deux mots

g1 ..-9i-19i9i+19i+2 - - - gn et gi-.. gi_lhigH_Q ... 0n

tels que g; et g;+1 sont dans le méme groupe et que g;g;i+1 = h;.

Deux mots a et b de M(X) sont équivalents s’il existe une suite finie de mots
U, ..., U, tels que a = uy et b = uy,, avec u; élémentairement équivalent & ;.
pour 1 <7< n—1.

7. Montrer que ceci définit une relation d’équivalence R sur M(X).
Soient @ = g1 ... gy €t b= hy...h, deux mots. On définit leur produit par

ab=g1...gnh1... hy

et, pour tout mot ¢, on pose cl = 1lc = c.

8. Montrer que la relation d’équivalence R définie sur M(X) est compatible au
produit.
On note [a] la classe d’un mot a de M(X') dans I'ensemble quotient M(X)/R.

9. Montrer que l'ensemble quotient M(X)/R muni du produit défini par
[a][b] = [ab] est un groupe dont ’élément neutre est [1].

Un mot a est dit réduit sia=1ousia=g...g, est tel que Vi, 1 <7< n,
gi; n'est pas égal a I’élément neutre du groupe auquel il appartient et g; et g;+1 ne
sont pas dans le méme groupe Gj, Vi, 1 <i<n— 1.

Comme a la proposition I11.1.1, & tout mot a on associe sa forme réduite r(a).

10. Montrer que chaque classe d’équivalence de mots de M(X') contient un et un
seul mot réduit.
On note [[,.; G 'ensemble des mots réduits.

11. Montrer que [[;c; G; muni du produit r(a)r(b) = r(ab) est un groupe.
On appelle ce groupe le produit libre des groupes (G;);er.

12. Montrer que dans [ [;c; G; tout élément a a une écriture unique a = gi . .. gn,
ot n € N, deux éléments consécutifs dans cette écriture n’appartenant pas au
méme groupe G et aucun d’entre eux n’étant égal a I'élément neutre du groupe
auquel il appartient, et a =1 sin = 0.

13. Montrer que Vi € I application \; : G; — ||
un morphisme (injectif) de groupes.

ser définie par \i(g;) = 7(g;) est

Nous allons maintenant montrer que ([[;c; G, Ai) est solution du probleme
universel de somme des groupes (Gy)ier.
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14. Montrer que pour tout groupe G et toute famille de morphismes de groupes
fi : Gi — @G, il existe un unique morphisme de groupes g : [[,c; — G tel que
goX = fi,1€1.

On peut mettre en relation la construction ci-dessus et les groupes libres de
la facon suivante :

15. Soit X = {x;}ic; un ensemble. Montrer que le groupe libre L(X) est iso-
morphe au produit libre des groupes monogénes infinis (z;), i € I.



IV
GROUPES OPERANT SUR UN ENSEMBLE

Le groupe Dj introduit a 'exemple (I.1.2.c) est le groupe des isométries du
carré. Notons F I'ensemble des sommets du carré. Pour tout élément f de Dy, il
est clair que I'image par f de tout élément = de F est encore un élément de E.
Autrement dit, on a une application Dy x E — E, définie par (f,z) — f(x), qui
est compatible avec la composition des applications et telle que, si f est I'identité,
alors f(x) = x. Mais on peut également définir le groupe D, abstraitement (par
exemple, par sa table); son interprétation comme groupe des isométries du carré
permet alors, d’aprés ce qui précéde, de considérer le groupe D4 comme « opérant »
sur un ensemble F & quatre éléments. L’objet de ce chapitre est de formaliser ce
point de vue et de voir que cette situation permet d’obtenir des renseignements,
aussi bien sur ’ensemble sur lequel le groupe opére, que sur le groupe lui-méme.

IV.1. Définitions — Exemples

Définition IV.1.1. Soit G un groupe (noté multiplicativement, d’élément
neutre 1) et soit £ un ensemble non vide. Une opération a gauche de G
sur E est la donnée d’une application

GxE—E, (9,2) — g.x
satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(i) V(91,92) € G x G, Vx € E, (g192).2 = g1-(g2.2)

(ii) Ve e E, l.ox = x.
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Remarque I'V.1.1. On définit de fagon analogue une opération a droite de G sur E.

Dans toute la suite, on ne considérera, sauf mention explicite, que des actions
a gauche de G sur E et on ne précisera plus le coté. Au lieu de dire « soient G un
groupe, F/ un ensemble non vide et une action de G sur E », on dira « soit G un
groupe opérant sur un ensemble E ».

Proposition IV.1.1. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E.
(i) Pour tout g dans G, Uapplication

Vg: E— E, T g.T

est une permutation de E.

(ii) Soit Sg le groupe des permutations de E, application
v: G— Sg, g
est un morphisme de groupes.

Démonstration. (i). Il est clair que pour tout élément  de E on a v,(g~*

g est donc surjective. D’autre part,

) =z,

(@) = 1)) = (97 79(x) =97 ()] = [z =1y
et 4 est injective.
(ii). Pour tous éléments g et h dans G et = dans E, on a
(g 0 ) () = g.(h.z) = (gh).x = Ygn(x),
d’ott 4 0 v = 7Ygn, et v est un morphisme de groupes. U

Comllaire IV.1.1. La donnée d’une action d’un groupe G sur un ensemble E est
équivalente a la donnée d’un morphisme de groupes de G dans Sg.

Démonstration. Compte tenu de la proposition (IV.1.1.(ii)), il suffit de prouver
que la donnée d’'un morphisme de groupes f : G — Sp définit une action de G
sur E. Pour tout g € G et x € F, on pose g.x = f(g)(z). Alors,

V(g,h) € G x G, Vo € E, g.(h.z) = f(g9)(f(h)(x)) =

(f(g) o f(h)(z) = f(gh)(x) = (gh).x.
De plus 1.z = idg(x) = z, donc g.z = f(g)(x) définit une action de G sur £. O
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Exemples IV.1.1.
a) Tout groupe G opére sur lui-méme par « translation »

GxG — G, (9,2) — g.x = gux.

b) Tout groupe G opére sur lui-méme par conjugaison

GxG — G, (g,2) — g.x = gxg L.

c¢) Tout groupe G opére sur P(G), ensemble des parties de G, par conjugaison
GxPG) —P@G), (9.9) —gS=gS9"",  (g,0) — 0.

d) Soit H un sous-groupe d'un groupe G. Alors G opére sur I'ensemble (G/H ),
des classes a gauche modulo H, par

Gx(G/H)y — (G/H)yq, (9,xH) — g.(xH) = gxH.

e) Soit E un ensemble non vide. Alors le groupe S des permutations de E
opeére sur F par

Spx E— E, (0,2) — o.x = o(x).

Définition I'V.1.2. Soit G un groupe opérant sur un ensemble F. Le noyau de
I’action est le noyau de 'homomorphisme de groupes v : G — Sg définissant
Paction de G sur E.

Ce noyau permet d’obtenir des renseignements sur le groupe G comme, par
exemple, les résultats suivants :

Exercice IV.1.

1. Soient G un groupe et H un sous-groupe de . Montrer que le noyau
de l'action de G sur (G/H), définie dans I'exemple (IV.1.1.d) est le sous-groupe
Npeq zH 2~!. Montrer que c’est le plus grand sous-groupe normal dans G contenu
dans H.

2. En déduire que si G est un groupe simple (¢f. TR.IL.B), pour tout sous-
groupe H # G de G, G est isomorphe a un sous-groupe de Sjg.p)-
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Il est clair que dans 'action de D, sur le carré, I’élément A; laisse fixe les
sommets de la premiére diagonale. On dit que A; stabilise ces deux éléments
de E.

Proposition - Définition IV.2.1. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E et soit
x un élément fivé de E. L’ensemble Stabg(x) = {g € G : gx = x} est un sous-
groupe de G, appelé le stabilisateur de x.

Démonstration. Soient g et h des éléments de Stabg(x). On a g.x = x et h.x = z,
d’ou
(gh™").x = (gh™).(h.x) = g.(h " h).x) = g.(1.x) = g.x = =,

d’ott gh~! appartient a Staby(x), qui est donc un sous-groupe de G. O

Définition IV.2.1. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E et soit z un
élément fixé de E. L’ensemble Q, = {g.z, g € G} est appelé 'orbite de x sous
I’action de G.

Remarque IV.2.1. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. La relation R
définie sur F par
[*Ry] <= [g € G,y = g.7]

est une relation d’équivalence. L’orbite €, d’un élément z de E sous 'action de
G est une classe d’équivalence pour la relation R. Les orbites des éléments de E
sous l'action de G forment donc une partition de F.
Exemples IV.2.1. Pour les exemples (IV.1.1), on a respectivement :

a) Stabg(z) = {lg}; Q. =G (Vx € G).

b) Stabg(z) = Zg(x); Q, = classe de conjugaison de x.

c) Stabq(S) = Ng(9); Qg = classe de conjugaison de S.

d) Stabg(zH) = 2Hz™'; Q.yp = G/H.

e) Stabsy(v) ~ Sp_(y); Qu = E.

Exercice IV.2. Montrer que si H est un sous-groupe d’indice n de S, il est iso-
morphe au groupe S, _1. (On utilisera le TR.IL.B et l'exercice I1.1.)
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Proposition 1V.2.2. Soient G un groupe opérant sur un ensemble E/ et x un élément
de E. Alors, pour tout élément y de Q, les sous-groupes Stabg(x) et Staba(y)
sont conjugués.

Démonstration. Soit y € €1, ; il existe g € G tel que y = g.x. Nous allons montrer
que Gy = gGyg~'. Pour tout h € Gy, on a h.y = y, dou (hg).x = g.x i.e.
(9 thg).x = x, i.e. (g7 hg) € Gy, dott G, C gGag~'. Linclusion dans l'autre
sens est une vérification immédiate. O

Proposition IV.2.3. Soit G un groupe opérant sur un ensemble F. Alors pour tout
élément x de E, on a
card(§)y) = [G : Stabg(z)].

Démonstration. Par définition, [G : Stabg(z)] est le cardinal de l’ensemble
G/Stabg(x). Nous allons construire une application de Q, sur G/Stabg(z) et
montrer qu’elle est bijective. Tout élément de 2, s’écrit g.z, pour un certain
g € G. Posons ¢(g.x) = gStabg(x) et montrons que cela définit bien une ap-
plication de €, sur G/Stabg(z) : si g.o = h.r, alors © = (g 'h).z et g 'h
appartient a Stabg(x), d’ou gStabg(r) = hStabg(x) et ¢ est bien définie. Il est
évident qu’elle est surjective. D’autre part, gStabg(z) = hStabg(x) équivaut a
(g7th) € Stabg(z), ie. (97 h).x =z, d’ott g.x = h.w et ¢ est injective. O

Exercice IV.3. Montrer que le cardinal de la classe de conjugaison d’'un élément
quelconque d’un groupe fini divise l'ordre de ce groupe.

Corollaire IV.2.1. Soit G un groupe opérant sur un ensemble fini E et soit {x;},
1 <@ < r, une famille de représentants des orbites distinctes, alors :

r

Card(E) =) [G : Staba(x;)].

i=1

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate de la proposition (IV.2.3) et du
fait que les Q,, x € F, forment une partition de F. ]

Corollaire IV.2.2 (équation aux classes). Soit G un groupe fini opérant sur lui-méme
par conjugaison et soit {x;}, 1 < i < r, une famille de représentants des orbites

distinctes, alors :
.

Card(G) =Y [G: Za(x;)].

i=1
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Démonstration. On a vu dans l'exemple (IV.2.1.b) que, dans ce cas,
Stabg(z;) = Za(x;). O

Comllaire IV.2.3. Soit G un groupe fini opérant sur lui-méme par conjugaison et
soit {x;}, 1 < i < k, une famille de représentants des orbites distinctes non
ponctuelles (i.e. non réduites a un élément), alors :

k
Card(G) = Card(Z(G)) + Y _ (G : Za(x:)).

i=1

Démonstration. Si le groupe G est abélien, toutes les orbites sont ponctuelles et
Z(G) = G, on a donc bien 'égalité.

Si le groupe G est non abélien, 'orbite 2, d’un élément = est ponctuelle,
Q, = {x}, si et seulement si x appartient a Z(G). Pour les éléments x de Z(G),
on a Stabg(x) = G, d’ou [G : Stabg(z)] = 1. Par conséquent, dans I’équation aux
classes, la somme des termes qui correspondent aux orbites ponctuelles est égale
a card(Z(@)). D’ou le résultat. O

Exercice IV.4. Dans cet exercice, p est un nombre premier.

1. Montrer que si G est un groupe d’ordre p"™, n > 1, le centre Z(G) de G
n’est pas réduit a I’élément neutre.

2. En déduire que :
a) Tout groupe d’ordre p? est abélien.

b) Un groupe G d’ordre p? est isomorphe & Z/p*Z ou & Z/pZ x Z/pZ. (On
considérera un sous-groupe H d’ordre p de G et un sous-groupe K engendré par
un élément de G n’appartenant pas a H.)

c) Pour tout entier n > 1 et pour tout entier ¢, 0 < ¢ < n, tout groupe
non abélien d’ordre p™ posséde un sous-groupe normal d’ordre p?. (On fera un
raisonnement par récurrence sur n et on appliquera ’hypothése de récurrence au
groupe G/Z(QG).)

Le cas des groupes abéliens sera traité dans 'exercice (VI.5.3).

3. Soit H un sous-groupe d'un groupe fini G tel que [G : H] = p soit le plus
petit nombre premier divisant |G|. Montrer que H est un sous-groupe normal
de G. (On utilisera I'équation aux classes associée a I'action de H sur (G/H),
induite par 'action par translation a gauche de G sur (G/H),.)
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IV.3. Produit semi-direct

A - Groupes opérant sur un groupe

Soient G et H deux groupes et
GxH — H, (g,2) — g.x

une action de G sur I'ensemble H. On a vu que ceci est équivalent a la donnée
d’un homomorphisme de groupes

v: G— Sy, g

avec vq4(x) = g.x.
Supposons que Im(vy) < Aut(H). Alors

V(xz,y) € Hx H, Vg € G, g.(xy) = (g9.2)(g.y).

Réciproquement, si 'action de G sur H satisfait a cette condition supplémentaire,
alors pour tout g de G et pour tout (z,y) de H x H, on a v4(xy) = v4(x)v4(y).
Autrement dit 7, est un endomorphisme de H et, puisqu’il est bijectif, c’est un
automorphisme. Dot Im(y) < Aut(H).

Définition IV.3.1. Une opération d’un groupe GG sur un groupe H satisfaisant a
la condition Im(vy) < Aut(H) est dite opération par automorphismes.

Attention. Dans toute la suite, lorsqu’un groupe opérera sur un autre groupe,
on supposera que 'opération est par automorphismes.

Exemple IV.3.1. 1’action d'un groupe sur lui-méme par conjugaison est par auto-
morphismes. Ce n’est pas le cas pour 'action par translation.

B - Produit semi-direct de sous-groupes
Définition IV.3.2. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On
dira que G est le produit semi-direct de K par H si :
(i) K est un sous-groupe normal de G
(i) G=KH

(it}) K N H = {1}.
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Remarque IV.3.1. La condition (i) implique que le groupe G opére par conjugaison
sur K. Par restriction, on a donc une action par conjugaison de H sur K et
I’homomorphisme « : H — Sk ainsi déterminé vérifie Im~y < Aut(K). De plus,
dans G = KH, on a

V(k, k) e K x K, Y(h,h') € Hx H, khk'hW =khkh RH.
Si on note l'action de H sur K par (h, k) — hk, on a
khk'h = kKW,
d’olt une écriture particuliére du produit dans G = K H.
Remarque IV.3.2. Les conditions (ii) et (iii) de la définition (IV.3.2) impliquent
que le groupe G est en bijection ensembliste avec le produit K x H, mais la loi

interne définie est trés différente de celle du produit direct de sous-groupes K x H,
comme le montre I’écriture ci-dessus.

Exercice IV.5. On sait que Dy ~ ({a,b}|a*,b?, abab) (exercice I11.4). En considé-
rant les sous-groupes de Dy, K = (a), H = (b), montrer que le groupe Dy est le
produit semi-direct de K par H.

Produit semi-direct de groupes

On généralise I'écriture du produit décrite ci-dessus.
On considére deux groupes G et N et une action de G sur N définie par
v € Hom(G, Aut(N)). On notera cette action

(9,2) — 92, g€ G,z € N.

Proposition - Définition IV.3.1. Awvec les notations ci-dessus, ’ensemble N x G muni
de la loi de composition

(z,9)(y, h) = (x 9y, gh)

ot (x,y) € Nx N et (g,h) € GXG, estun groupe, en général non abélien, appelé

produit semi-direct de N par G relativement o vy et noté N x G.
Y

Démonstration. Montrons que la loi ainsi définie est associative. Soient
(x,9),(y,h), (2, k) trois éléments de N x G. On a

((xvg)(yvh))(zJC) - (aj gyvgh)(zvk) - (.f gy ghzvghk)
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et
(z,9)((y, h) (2, k) = (x,9)(y "=z, hk) = (x I(y"z), ghk)

et, laction de G sur N étant par automorphismes, ce dernier terme est égal a
(z 9y 9"z, ghk), d’ou I'associativite.
On vérifie aisément que I’élément neutre est (1y,1g) et que

(2,9)" = (9 a7t g7h). O

Proposition 1V.3.2.
(1) Awec les notations ci-dessus, les applications

a: G— N xG, g— (1,9)
v

B: N— NxG, x v (z,1)
ol

sont des morphismes injectifs de groupes.
(ii) En posant K = Im(B) et H = Im(«), le groupe N x G est le produit
v
semi-direct du sous-groupe K par le sous-groupe H.

(iii) En identifiant N a K et G a H par les morphismes [ et «, action de
g € G sur x € N s’identifie a (g,x) — grg~' dans N x G.
gl

Démonstration. (i). Evident.

(ii). Montrons que K est un sous-groupe normal de N x G. Soient (z,1) € K
et (y,9) € NxG, alors (y,9)(x,1)(y,9)"" = (y gacyfl,l; € K. On en déduit
que KH est Jn sous-groupe de N x G et, comme (x,g9) = (z,1)(1,g9), on a
KH = N x@G. De plus, (z,g9) € KWOH si et seulement si x = 1 et g = 1,
e, KOH = (1,1).

(iii). Les identifications par « et [ reviennent a remplacer (1,¢) par g, (z,1)

par x et (1,1) par 1. Alors (x, g) s’écrit zg et la multiplication dans N x G s’écrit
2l

zgyh = zgyg~'gh = x Iygh, avec 9y = gyg~'. O

Remarque 1V.3.3. Siy € Hom(G, Aut(N)) est tel que y(g) = idx pour tout g € G,
alors N x GG est le produit direct N x G.
v
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Exemple IV.3.2. On considére Cy et Cy deux groupes cycliques d’ordre respectif
4 et 2. On pose Cy = (a) avec a* = 1, Cy = (b) avec b> = 1 et on considére
v : Cy — Aut(Cy) le morphisme de groupes défini par

(1) = ide,, y(b)(z) =27 w € Cy.

Alors, d’aprés 'exercice IV.5 et la proposition (IV.3.2.(iii)), le produit semi-direct

Cy4 x Cs est isomorphe au groupe diédral Dy.
gl

On peut se demander si deux éléments distincts v et § de Hom(G, Aut(N))

peuvent donner deux produits semi-directs N X G et N x G isomorphes. L’exer-
Y é
cice ci-dessous donne une réponse partielle & cette question.

Exercice 1V.6.
1. Soient v € Hom(G,Aut(N)) et ¢ € Aut(G). Montrer que v et v o ¢

définissent deux produits semi-directs N X G et N x G isomorphes.
v Yoy

2. Soient 7y et ¢ deux éléments distincts de Hom(G, Aut(N)). Montrer que s’il
existe un élément ¢ € Aut(N) tel que

Vg € G, y(g) = ob(g) o

les produits semi-directs N x G et N x G sont isomorphes.
¥ 0

IV.4. Opérations transitives, fidéles
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Définition IV.4.1. On dit qu’un groupe G opére transitivement sur un en-
semble F si

V(z,y) € EX E,3g € G, y=g.x.

C’est équivalent & dire qu’il n’y a qu’une seule orbite.

Exemples IV.4.1.
a) Un groupe G opére transitivement sur lui-méme par translation.

b) Un groupe G # {1} n'opére pas transitivement sur lui-méme par
conjugaison.



IV.5. POINTS FIXES

Proposition 1V.4.1.
(1) Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors G opére transitivement
par translation & gauche sur l'ensemble (G/H )y des classes a gauche modulo H.

(ii) Si G opére transitivement sur un ensemble E, il existe un sous-groupe H de
G et une bijection équivariante E ~ (G/H), (i.e. I'action de G sur E se transporte
via cette bijection en I'action de G par translation a gauche sur (G/H),).

Démonstration. (i). Pour I'opération de G sur (G/H), par translation définie par
(9,2H) — gzH, on a Qg = (G/H),.

(ii). Si G opére transitivement sur F, on a F = Q,, qui est équipotent a
(G/Stabg(x))g, et la bijection g.o — gStabg(x) vérifie la propriété énoncée. [

Dans l'action de Dy sur le carré, il est clair que le seul élément de D, qui laisse
invariant chaque sommet est I'identité. On formalise cette propriété de la fagon
suivante :

Définition IV.4.2. On dit qu'un groupe G opére fidélement sur un en-
semble E si

(9€G, gr=x,Vx € E) = (g=1).

C’est équivalent a dire que 'homomorphisme 7 : G — S(FE), associé a I'action
de G sur F, est injectif.

Exemples 1V.4.2.
a) L’action d’un groupe G sur lui-méme par translation est fidéle.

b) En général, 'action d’'un groupe G # {1} sur lui-méme par conjugaison
n’est pas fidéle, puisque le noyau de cette action est le centre Z(G) de G.

IV.5. Points fixes

Définition IV.5.1. Soit G un groupe opérant sur un ensemble FE. Le sous-
ensemble de E

E¢={x € E|gx=2zVge€G}

est appelé sous-ensemble des points fixes de E sous 'action de G.
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Remarques 1V.5.1.
a) On a

Eq ={z € E|Stabg(z) =G} ={x € E|Q, = {z}}.

b) Eg peut étre vide (par exemple dans le cas o G opére transitivement
sur E).

Exemples IV.5.1.
a) Si un groupe G opére par conjugaison sur lui-méme, I’ensemble des points
fixes est le centre Z(G) de G.

b) Si un groupe G # {1} opére par translation sur lui-méme, 'ensemble des

points fixes est vide.

Proposition IV.5.1. Soient p un nombre premier, n un entier non nul et G un groupe
fini d’ordre p™ opérant sur un ensemble fini E. Alors

Card(Eq) = Card(E) (mod p).

Démonstration. Un élément x appartient a Eg si et seulement si Q, = {z}, donc
Card(Eq) est le nombre d’orbites ponctuelles. Soient (x;);c; une famille de re-
présentants des orbites non ponctuelles. Alors

Card(E) = Card(Eq) + Z Card(§y,).
el

Or, Card(Q,) = [G : Stabg(z;)] est différent de 1 et divise p”, il est donc de la
forme p®i, avec a; > 1. Donc (Card(E) — Card(Eq)) est divisible par p. O



THEMES DE REFLEXION

& TR.IV.A. Groupes diédraux D,

Nous avons introduit au chapitre I le groupe D, des isométries du carré et
avons indiqué dans 'exemple (IV.3.2) que ce groupe est un produit semi-direct
du groupe cyclique Z/47Z par le groupe cyclique Z/27. Nous allons ici introduire
le groupe diédral général D,, comme groupe d’isométries du polygdne régulier a
n cotés et montrer que c’est un produit semi-direct du groupe cyclique Z/nZ par
le groupe cyclique Z/27.

Soient n € N, n > 3, et P, le polygéne plan régulier convexe a n sommets
Ag, ..., A,_1 inscrit dans le cercle unité, dont on notera O le centre. On note D,
le groupe des isométries du plan qui laissent P,, invariant.

1. Vérifier que la symétrie orthogonale s d’axe O Ay et la rotation r de centre O
et d’angle 27 /n appartiennent a D,,.

2. Montrer que le cardinal de D,, est 2n.

3. Montrer que srs =r~' et en déduire que pour tout m € N, on a sr™s = r~"™.

4. En déduire que {{a,b}| a",b* abab) est une présentation par générateurs et
relations du groupe D,,.

On pose G = (r) et H = (s) et on considére 'action de H sur G donnée par
le morphisme de groupes v : H — Aut(G) défini par v(s)(r™) = r~™.

5. Montrer que D,, ~ G x H.
v
Puisque G ~Z/nZ et H ~ 7/2Z, on a le résultat annoncé.

Etude du groupe Aut(D,,)

On pose H = {v € Aut(D,,)|y(a) = a} et K = {vy € Aut(D,,)|y(b) = b}, on a
et b sont les générateurs de D,, dans la présentation donnée a la question 4.
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6. Montrer que H et K sont des sous-groupes de Aut(Dy,).
7. Montrer que |H| =n et |K| = ¢(n), ou ¢ est la fonction d’Euler.

8. Montrer que Aut(D,,) est le produit semi-direct du sous-groupe H par le sous-
groupe K.

TR.IV.B. Groupe des isométries du cube

On considére un cube dans R? dont les sommets sont numérotés de 1 & 8, ol
[1,2,3,4] détermine la face supérieure, [5,6,7,8] la face inférieure, ces deux faces
étant reliées par les arétes [1,5], [2,6], [3,7], [4,8].

On note G le groupe des isométries directes de ce cube (dans R3). Tout élément
r de G induit une permutation o, de I’ensemble des sommets, donc un élément
de Sg. Comme 7 est entiérement déterminé par o, (en d’autres termes, 'action
de G sur 'ensemble des sommets du cube est fidéle), on peut identifier r et o,
donc décrire un élément de G par la permutation de Sg correspondante.

1. Démontrer que les éléments
o 12345678 3= 12345678
- \23416785)” - \26731584
appartiennent a G.

2. Soit H = (a, ) le sous-groupe de G engendré par « et (3. Déterminer 'orbite
de 1 sous ’action de H.

3. En déduire que G opére transitivement sur I’ensemble des sommets du cube.
4. Déterminer le stabilisateur de 1 sous 'action de GG. En déduire I'ordre de G.

On veut démontrer que G est isomorphe au groupe S;. Une fagon de faire
serait de caractériser Sy par des générateurs et des relations et vérifier que G
admet un systéme de générateurs de ce type. Une autre fagon, plus naturelle, est
de trouver un ensemble de quatre éléments sur lequel agit G. Il est raisonnable
de penser que cet ensemble est a trouver dans la géométrie du cube.

5. Démontrer que I'ensemble {[1,7],[2,8],[3,5],[4,6]} des diagonales (non orien-
tées, donc [1,7] = [7,1] par exemple) du cube est permuté par G. En déduire que
G est isomorphe a Sy.

TR.IV.C. Produits et extensions de groupes

Soient G un groupe, N un sous-groupe normal de G et G/N le groupe quotient.
On cherche a étudier la structure de G et ses propriétés a partir de celles de N
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et G/N. Plus généralement, deux groupes N et H étant donnés, on cherche tous
les groupes G tels que N soit isomorphe & un sous-groupe normal de G et H
isomorphe au quotient par ce sous-groupe.

Plus précisément, étant donnés trois groupes N, G, H et des morphismes de

groupes N — G et G -2~ H, on dit que
NG 2w

est une suite exacte si Im(i) = Ker(p). Une suite de plusieurs morphismes est
exacte si toutes les suites formées de deux morphismes consécutifs sont exactes.

Avec ces notations, le probléme posé ci-dessus consiste & trouver tous les
groupes G tels que la suite

1—N-“Sg> H——1

soit exacte, les groupes N et H étant fixés. En effet, I'exactitude de la suite
1 — N -5 G est équivalente au fait que le morphisme i est injectif et donc
que N est isomorphe & un sous-groupe de G. De plus, 'exactitude de la suite
N - a-om indique que i(N) = Ker(p), d’'ou i(N) est un sous-groupe
normal de G. Lexactitude de la suite G -2 H — 1 indique que le morphisme p
est surjectif. On en déduit que le groupe H est isomorphe au groupe G/Ker(p),
qui est égal au groupe G/Im(i).

Dans la situation ci-dessus, on dit que G est une extension de H par N.

Les groupes N et H étant donnés, le probléme de déterminer tous les groupes
G qui sont extension de H par N est trés difficile et n’a pas de réponse en général.
Nous allons ici interpréter, dans ce cadre, les notions de produit semi-direct et
direct.

Soient N et H deux groupes et un morphisme v : H — Aut(N) définissant

une opération par automorphismes de H sur N. On pose G = N x H.
v

1. Montrer que les morphismes canoniques
i:N— NxH, n— (n,1)
¥
p:NxH— H, (n,h)+— h
¥
sont tels que la suite

1— NS NxH-2Hg—1
Y

est exacte.
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2. Montrer que application s : H — N x H, définie par s(h) = (1,h), est un
v
morphisme de groupes vérifiant po s = idy.

On dit que s est une section de p. La condition po s = idg impliquant que s
est un morphisme injectif, on remarquera que s(H) est isomorphe & H.
Réciproquement, on considére une suite exacte

1—N-"“Sag- 2 H—1

et on suppose qu’il existe une section s de p.

3. En identifiant N ai(N) et H a s(H), montrer que G est isomorphe au produit
semi-direct N x H, ou ~y définit I'action de s(H) sur i(N) par conjugaison.
v

Conclusion. Ce qui précéde montre que, deux groupes N et H étant donnés,
un groupe G est isomorphe & un produit semi-direct de N par H si et seulement
s’il existe une suite exacte

1—N-‘“g- H -1

tel que le morphisme p admette une section.
D’aprés la remarque (IV.3.3), un groupe G est produit direct N x H de deux
groupes N et H si et seulement si c’est le produit semi-direct N x H, olt v est
¥

I'identité.

4. Soient N et H deux groupes. Montrer qu’un groupe G est isomorphe au produit
direct N x H si et seulement s’il existe une suite exacte

1—N-“g-2H—1

telle que le morphisme p admette une section s vérifiant s(H) C Zg(i(N)).
5. Appliquer ce qui précéde pour montrer que :

a) Le groupe S,, est un produit semi-direct de A,, par Z/27. (Considérer la
signature.)

b) Le groupe quaternionique H ne peut étre obtenu comme produit semi-direct
de deux de ses sous-groupes.

TR.IV.D. Groupes libres de rang 2

L’objectif de ce TR est de donner des exemples de groupes libres de rang 2.
Cette étude est basée sur le résultat suivant :
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Lemme du ping-pong

Soit un groupe G opérant sur un ensemble E. On suppose que Fy et Ey sont
des sous-ensembles de E, FEy ¢ Fq, et que G1 et Gy sont des sous-groupes de
G tels que G1 ait au moins trois éléments et que les propriétés suivantes soient
satisfaites :

Vg € G1 \ {1@},g(E2) CFE, et Vhe G2 \ {1@},h(E1) C Es.
Alors le sous-groupe de G engendré par G et Go est isomorphe au produit libre
de G1 et GQ.

1. Soit g = g1hy ... g, un mot, avec, pour tous i, g; € G1\{lg} et h; € Go\ {lg}.
Montrer que ce mot ne peut étre trivial. (Faire opérer ce mot sur Es.)

2. Soit hg € Go\{1g} et supposons que hog = 1. Montrer que I'opération de g sur
F induit une application bijective de Eo sur Fi. En déduire alors que Fo C Fj.

3. En déduire que tous les mots réduits construits a partir de G et G2 sont non
triviaux et en déduire le lemme.

On considére maintenant le groupe SL2(R) formé des matrices (2,2) inver-
sibles & coefficients dans R, de déterminant +1 (groupe spécial linéraire). Pour

ZZ) € SLy(R) et tout élément z € E = R U {0}, on

considére ’homographie

toute matrice M = (

avec hay(—2) = oo et har(o0) = 2, si ¢ # 0.
4. Montrer que hys, pour M € SLy(R), définit une action de SLa(R) sur E.

On considére les matrices

4=o1) 2= ()

et on pose By =] — 1,1[ et E3 le complémentaire de [—1,1] dans E.
5. Montrer que pour tout entier n # 0, h'j(E1) C Ey et h}(Es) C Ej.

6. En déduire que tout mot réduit w construit a partir de A et B, commengant par
une puissance de B et se terminant par une puissance de A, est tel que hy, # id
et donc que w # 1.

7. Montrer qu’il en est de méme pour tout mot réduit construit a partir de A
et B.
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8. En déduire que le sous-groupe de SLo(R) engendré par A et B est libre de
rang 2.

9. Plus généralement, montrer que deux symboles abstraits distincts engendrent
un groupe libre de rang 2.
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TP.IV.A. Générateurs et relations, autour de ’algorithme
de Todd-Coxeter

Les groupes définis par générateurs et relations constituent, avec les groupes
de permutations, les deux principaux types de groupes pour lesquels MAPLE offre
des commandes avancées dédiées & leur manipulation.

Si les groupes de permutations sont définis par des générateurs, les relations
sont entiérement régies par la multiplication des cycles; de plus, I'unicité de la
décomposition en cycles définit un élément de fagon univoque. Dans le cas des
groupes présentés par générateurs et relations, se posent des problémes de « com-
binatoire des mots » : & supposer que le groupe soit fini, comment savoir si 'on a
écrit tous les mots (et étre sir que ces mots correspondent a des éléments distincts
modulo les relations) ?

Un des principaux algorithmes est diit & Todd et Coxeter : il permet, disposant
d’une présentation de G et d'un sous-groupe H d’indice fini n (défini par des
générateurs exprimés comme des mots en les générateurs de G), de donner un
systéme de représentants des classes modulo H.

Dans le cas ou G est un groupe fini, en prenant H = {Id}, on obtient en
particulier les éléments de G.

De plus, l'algorithme nous fournit un morphisme p : G — Aut(G/H) ~ S,
qui traduit I'action de G par translation sur les classes G/H. C’est d’ailleurs cette
action qui est a la base de l'algorithme, d’ot le choix de différer ce TP en fin de
chapitre IV. On obtient ainsi, si p est injectif, une réalisation de G' comme un
groupe de permutations.

Les objectifs de ce TP sont multiples : d’une part, on apprend a manipuler
les groupes définis par générateurs et relations (calcul du cardinal, du moins si ce



ALGEBRE T1

dernier est fini, etc.) et fournit des présentations de quelques groupes usuels inté-
ressants (par exemple le groupe des isométries directes du carré et celui du tétra-
édre, isomorphes a Sy et Ay respectivement). On utilise MAPLE pour vérifier que
I’on a bien obtenu toutes les relations, point difficile qu’il est fastidieux de réaliser
a la main. D’autre part, c’est I'occasion, via ’algorithme de Todd-Coxeter, d’étu-
dier 'opération de G sur G/H par translation. Apparaissent également, parmi les
exemples choisis, plusieurs produits semi-directs.

1= Ne pas oublier de charger la librairie MAPLE dédiée a la manipulation des
groupes : with(group) ;.

Familiarisation avec les commandes MAPLE : premiers exemples

100

1. La définition d'un groupe par générateurs et relations se fait avec la com-
mande grelgroup. Ecrire deux fonctions Cyclique et Diedral définissant,
par une présentation et en fonction de n, le groupe cyclique C,, ~ Z/nZ et le
groupe diédral D,, des isométries du polygone régulier a n cotés (indication : on
rappelle que ce second groupe est engendré par la rotation d’angle 27” et une sy-
métrie axiale; autrement dit, D,, = ({a,b}|a",b?, abab). On renvoie au besoin
a TR.IV.A pour plus de détails). Vérifier, avec la commande grouporder, que
I’on obtient bien le nombre d’éléments escompté. Définir également le groupe
libre Z ~ Z a 1 élément et lui appliquer la commande grouporder.

2. Soit G un groupe engendré par un ensemble d’éléments X = {a; };c; vérifiant
un ensemble de relations R = {rp = 1g}rex. Pour démontrer que (X|R) est
une présentation de G, i.e. que G est isomorphe au quotient G’ = L(X)/(R),
on montre en pratique que Card(G’) = Card(G) (en fait I'inégalité < suffit) :
on a une application G’ — G en vertu de la propriété universelle et du théoréme
de factorisation (cf. chapitre I11, proposition II1.2.1), qui est surjective puisque
X engendre G. La difficulté consiste & montrer I'injectivité, autrement dit, que
ce sont bien 1a toutes les relations. On peut utiliser MAPLE pour cela.

Démontrer, en utilisant cette stratégie, que Sy ~ ({a, b}|a*, b?, (ab)?) et donner
également une présentation de A4. Pour finir, remarquer que 'algorithme de
MAPLE est tellement gourmand en terme d’espace disque utilisé qu’il est dif-
ficile de statuer avec 'ordinateur si A5 ~ ({a,b}|a®,b>, (ab)®) ou non (suggéré
par le choix des générateurs a = (123) et b = (345) de As).

3. Si G = (X|R), on définit un sous-groupe H de G par I'ensemble de ses géné-
rateurs, exprimés comme des mots en les éléments de X. On utilise pour cela
la commande subgrel.
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Tester cette commande avec G = Dj et les sous-groupes K = (a) et L = (b).
Sont-ils distingués dans D57 Vérifier avec la commande isnormal. Calculer
leurs ordres (noter que pour appliquer la commande grouporder & un sous-
groupe, il faut d’abord en calculer une présentation via la commande pres).

Sachant que l'ordre de x € X est égal a 'ordre du sous-groupe qu’il engendre,
écrire une procédure ordre:=proc(x,G) renvoyant l'ordre d’'un mot z en les
générateurs du groupe (. Tester en calculant les ordres des éléments de C1g.
Conclusion ?

I1 semble que la commande pres de MAPLE soit buguée (& moins que le pro-
bléme n’ait été corrigé depuis...) : pres(subgrel({x=[a,al},Cyclique(10))
donne un résultat aberrant. On évitera, autant que possible, d'utiliser par la
suite cette commande (dont on ne connait d’ailleurs pas les algorithmes sous-
jacents, a la différence de grouporder, batie sur 'algorithme de Todd-Coxeter
que nous détaillerons plus loin).

4. La commande cosets renvoit une liste de représentants des classes modulo
un sous-groupe défini avec une commande subgrel (qui fait donc référence au
groupe dont il est issu). Tester avec L C Dj : s’agit-il des classes a droite ou
a gauche ? Tester également avec (a) C Sy. C’est a priori un choix arbitraire
historique dans la littérature sur le sujet.

Comment obtenir les éléments de G en utilisant la commande cosets ? Ecrire
une fonction elementsl renvoyant, en fonction du groupe G (défini comme
toujours par une commande grelgroup), la liste de ses éléments. Tester sur
les exemples précédents (Cho, D5, S).

L’algorithme de Todd-Coxeter

On se donne un groupe G défini par un ensemble X = {¢1,..., g} de géné-
rateurs vérifiant un ensemble R = {r; = 1g}1<j<k de relations. D’autre part, soit
H un sous-groupe de G engendré par Y = {hy,...,hs}. Les rj et h; sont exprimés

comme des mots en les éléments de X U X L.

L’algorithme de Todd et Coxeter permet d’énumérer les différentes classes a
droite, i.e. les ¢léments de (G/H)q, en faisant agir G sur (G/H )4 par translation
a doite : Hx - g = H(xg). Au final, on obtient l'indice n de H dans G, des
éléments g; € G tels que (G/H)y = {Hg1,...,Hgn,} (i.e. des représentants des
classes) et la description explicite du morphisme p: G — S((G/H)4) = Sy, (aprés
numérotation des classes), c’est-a-dire I'expression des p(g;) en tant qu’éléments

de S,,.
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L’énumération de Todd-Coxeter est basée sur les trois observations suivantes,
ot les classes sont affectées de numéros en commengant par 1 = H :

TC-1:1-h=1 pour tout h € H;

TC-2 : ¢-r =1 pour toute classe 7 et tout « relateur » r € R;

L' — 4 pour toutes classes i, j et tout g € G.

TC-3:i-g=j<j-g°
On définit trois types de tables; pour faciliter la compréhension, nous pren-
drons l'exemple suivant : G = ({a,b}|a*, b3, abab) et H = (a).

— Les tables du sous-groupe : A chaque h = gil . ..gl-:ltl € Y, on associe une
table a une ligne et [ + 1 colonnes (I est la longueur du mot). On mettra en
position j le numéro de classe de 1 -gijtl1 . gil =(1 -gijtl1 . g;‘il) -gifl. Sur
notre exemple, la table est donc initialisée (compte-tenu de TC-1) avec :

a

171

C’est un cas particulier ou la table du sous-groupe est déja compléte.

— Les tables des relateurs : Sur le méme principe, a chaque r = gil .. gijlEl € R,
on associe une table a [ + 1 colonnes et un nombre de lignes indéterminé
pour l'instant. On peut méme présenter ces tables en les mettant bout a
bout. Sur notre exemple, en tenant compte de TC-2 pour l'initialisation,
on trouve :

On passe donc du numéro en position (i,5) & celui en position (i,j + 1) en
faisant agir ’élément de X U X ~! figurant en premiére ligne entre les deux
colonnes j et j + 1. Les barres verticales matérialisent le début et la fin de
chaque table.

— La table de ’action sur les classes : On met en colonne les éléments de X
et en ligne les numéros des classes. En position (i, g) se trouve le numéro de
classe de 7 - g. Pour notre exemple :

alb
1
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On construit ces tables progressivement : dés que l'on obtient une nouvelle
classe, donc un nouveau numéro, en posant i - g = j par exemple, on rajoute une
ligne aux tables des relateurs et a celle de 'action sur les classes, et on reporte ce
numéro partout ou apparait i - ¢ = j. On utilise aussi TC-3 pour compléter o
I’on peut.

Traitons notre exemple :

— Compte tenu de TC-1, la table des relateurs s’écrit :

a a a a bbb a badb
1)1 1 1|1 |11 1

— On pose ensuite 2 =1-b; les tables deviennent :

a a a a b b b a b a b

1({1 1 1112 111 2 1
2 2 112 1 1|2
alb
11|12
2

— On continue et on pose 3=2-0:

1171 1 1]1]2 3|1]1 1
2 2 112 1 112
3 311 213 213

alb

1112

2| |3

3

Au cours de ce processus de remplissage, on peut découvrir dans les tables du
sous-groupe ou des relateurs une nouvelle égalité 7 - ¢ = j' entre deux numeéros
déja existants; on remplace alors partout ot I’on peut.

— Dans notre exemple, on trouve 3 -b = 1. Les tables deviennent :

a a a a b b b a b a b
111 1 1 111
2 1
3

12
213
311

N — W

1
12
213
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alb
1(1|2
2 13

— On continue et on pose 2-a =4 :

a a a a b b b a b a b

1{1 1 1]11]2 3|11 2 4]1
214 213 11214 1 112
3 311 23 213
4 21 4 4 4

alb

1112

214(3

3 |1

4

Arrivé a ce stade apparait un nouveau phénomeéne : dans notre exemple, on
déduit 4-b = 1. Or 3-b = 1 se lit dans la table de 'action sur les classes. Par
conséquent 4 = 3. On supprime donc la derniére ligne des tables des relateurs et
de la table de I’action, et on remplace partout 4 par 3.

— On obtient :
a a a a b b b a b a b
1{1 1 1]1]2 3|1]1 2 3|1
213 213 11213 1 1|2
3 311 213 213
alb
11112
21313
3l |1

— On continue et on pose 3-a =4, puisd-a=>5:

a a a a b b b a b a b

111 1 1]1]|2 111 2 1
213 4 5123 1|23 1 1|2
314 5 2(3|1 2|34 5 2|3
415 2 3|45 415 4
512 3 415 41512 3 415
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U W N =
N O s W |2
Gl —m W NS

—~ Onposeb-b=56:

a a a a b b b a b a b

1{1 1 1)1]2 3(1]1 2 3|1
213 4 51213 1123 1 1|2
314 5 2(3|1 234 5 2|3
415 2 3|4|5 645 6 6|4
5/2 3 4|5|6 4|52 3 4|5
6|6 6 6|6|4 566 4 5|6

alb

11|12

2|3|3

341

4155

5(2|6

6(6|4

L’algorithme est terminé. Comme on le voit, il y a une certaine flexibilité
dans l'ordre ou l'on fait les déductions successives. En général, cet algorithme se
termine lorsque 'indice de H dans G est fini (voir [16], chapitre 8, Théoréme 3.4
pour un énoncé précis).

Expliquons pourquoi, lorsque cet algorithme se termine, il donne bien le ré-
sultat escompté. Notant I = {1,...,n} Pensemble des numéros obtenus, on va
justifier que la table de 'action sur les classes définit bien une action de G sur I.
Puis, on va mettre en bijection I et (G/H )4, de sorte que les actions de G sur les
deux ensembles se correspondent (on parle de bijection G-équivariante). On suit
le raisonnement de [2], chapitre 6, Théoréme 9.10 :

— Par construction, les colonnes de la table de I'action sur les classes corres-
pondent bien & des bijections de I. En vertu de TC-2, on obtient donc un
morphisme p : G — S(I) = S, (par propriété universelle et passage au
quotient). En d’autre termes, G agit sur I.
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— L’application G — I définie par g — 1-g, qui est surjective par construction

de I (G 'y agit transitivement), factorise en vertu de TC-1 en une application
¥ (G/H)qg— 1.

On construit d’autre part, par récurrence, une application ¢ : I — (G/H)g4.
On part de ¢(1) = H ; au cours du processus de remplissage, lorsque I'on
rajoute j = i- g, on pose ¢(j) = ¢(i) - g. Si par contre on tombe sur une
égalité j = 1, alors ¢(j) = ¢(i) également, puisque la premiére égalité résulte
des propriétés TC-i qui sont vérifiées par les éléments de (G/H)g4.

L’application ¢ o ¢ : (G/H)q — (G/H)4 est G-équivariante et vérifie
¢o(H) = H.Ilsagit donc de l'identité : po)(H-g) = potp(H)-g = H-g.
On en déduit que 9 est également injective : ¢’est donc une bijection.

En définitive, on peut identifier les indices et les classes et le morphisme p :
G — S(I) = S,, décrit bien 'action de G sur (G/H)4 (aprés identification).

. Confronter sur ’exemple précédent les résultats des calculs & la main avec

ceux de MAPLE. On calculera les classes a droite (G/H)q avec la com-
mande cosets et le morphisme p: G — S((G/H)q) = S, via la commande
permrep (H).

En utilisant l'ordre des permutations correspondant aux générateurs a et b,
démontrer que ces derniers sont respectivement d’ordres 4 et 3 (a priori, les
relations a* = b® = 1 ne permettent que de majorer ces ordres). En déduire
le cardinal de G.

Enfin, démontrer que G constitue une présentation du groupe O des isomé-
tries directes du cube (indication : on pourra utiliser les résutats démontrés
dans le TR.IV.B).

. Soit T le groupe des isométries directes du tétraédre. Justifier que 1" per-

mute transitivement les quatre sommets, que cette action est fidéle et que
le stabilisateur d'un sommet est une rotation d’angle %’T En déduire que T’
est de cardinal 12 et isomorphe & Ay. Quel est 'ordre du produit ab de deux
telles rotations (d’angle 2 et d’axes distincts) ?

Cela améne a définir G = ({a,b}|a3, b, abab), groupe dont on désire
connaitre le cardinal. Effectuer & la main ’algorithme de Todd-Coxeter en
prenant H = (a) (noter que ce choix est plus judicieux que H = {Id} pour
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l'objectif en question); on trouve la table suivante :

a a a b b b a b a b

=W N =
N = W
W N =~ =
=W N =
N P V)
A~ N~ W
GV N
N = W
W o =N
N NSO
=W N =

Vérifier avec MAPLE, puis conclure qu’il s’agit bien d’une présentation du
groupe T'.

On modifie maintenant légérement les relations : on considére G; =
{{a,b}|a®,b3, aba?b). Prenant toujours H; = (a), effectuer de nouveau 1’al-
gorithme & la main et avec MAPLE. Démontrer enfin que G7 ~ Z/37Z :
I’ordre du groupe est bien moindre.

Encore des exemples

. Soit G = ({a,b}|a?,b*, abab~ta=tb~1). Calculer son ordre avec la commande
grouporder, puis 'ordre de H = (a) et K = (b) via la commande cosets.
Enfin, a 'aide de la commande permrep appliquée au sous-groupe H, re-
trouver les ordres de a et b, et démontrer que G est isomorphe a Sj.

. Soient G = {{a,b,c}|a?, b3, abc) et H le sous-groupe de G engendré par
a et cbc~t. A I'aide du morphisme G — (G/H )4 et des commandes MAPLE,
montrer que G est isomorphe & As. Autrement dit, nous avons obtenu une
présentation de As.

En utilisant le sous-groupe K = (a), réaliser également G' comme un sous-
groupe de Agzg.

. Soit G = ({a,b}|a”, b3 bab~ta=2). Démontrer que G est le produit semi-
direct de H = (a) par K = (b) (consulter si nécessaire le chapitre IV,
paragraphes 3.B et 3.C pour des rappels sur la notion de produit semi-
direct). De quel produit semi-direct Z/7Z %, Z/37 s’agit-il (& isomorphisme
prés) 7 On explicitera le morphisme 7y : Z/3Z — Aut(Z/7Z) : notant encore
par les lettres a et b les générateurs 1 des deux groupes respectivement, il
s’agit de donner ~(b)a.

. Soit G = ({a,b}|a*,b*,a%b?). Calculer son ordre wvia la commande
grouporder (au besoin, réinitialiser MAPLE & laide de la commande
restart). Ce groupe est-il abélien? Pour le savoir, définir le groupe G
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obtenu en rajoutant la relation de commutativité aba= '~ = 1¢ de a et b.
Déterminer la structure de groupe de G; (on montrera qu’il s’agit d’un
produit direct de deux groupes cycliques dont on déterminera les ordres).

Soit H le sous-groupe de G engendré par le produit ab. Démontrer avec
MAPLE que H est d’indice 4 et isomorphe & Z.

De fagon générale, quel est le noyau du morphisme p : G — S((G/H)q)?
Que se passe-t-il si H est distingué ? Revenant & notre exemple, démontrer
que le quotient G/H est un groupe isomorphe & Z/47Z.

Pour finir, soit K le sous-groupe engendré par a. Démontrer que G est le
produit semi-direct de H par K. Existe-t-il plusieurs produits semi-directs
Z % ZJAZ possibles ? Que vaut a(ab)a™!?

TP.IV.B. Actions k-transitives, formule de Burnside
et énumérations de Polya

Ce TP fait suite au TP.II et termine I'étude des groupes de permutations. Un
tel groupe de permutations G, de degré n, agit naturellement sur X,, = {1,...,n}.
On en détermine les orbites et teste la transitivité de ’action pour différents
groupes. Puis on généralise & l'action diagonale sur Xﬁ afin de discuter la
k-transitivité. Des limitations dues aux temps de calcul apparaissent rapidement
et sont contournées par 'usage de la formule de Burnside. Cela permet de regar-
der des groupes de plus haut degré et, en particulier, de mentionner les fameux
groupes de Mathieu. Pour finir, on procéde & quelques dénombrements dits « de
Polya », la formule d’énumération de Polya étant basée sur une généralisation de
la formule de Burnside.

Calcul de l'orbite
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= Quelques commandes MAPLE utiles : minus, time.

1. Ecrire une procédure orbite:=proc(G,X,action) renvoyant la liste des or-
bites pour l'action d’un groupe G (défini avec la commande permgroup) sur
un ensemble X : I’élément g - x, pour g € G et z € X, est donc action(g,x).
On partira de la liste des éléments de GG, obtenue via la commande elements,
et on soustraira progressivement les classes, jusqu’a épuisement des éléments
(algorithme naif).

Tester cette procédure avec S3 et Az agissant sur {1,2,3}; ainsi action cor-
respond a la fonction (g,x)->image(g,3,x), ol image désigne la procédure
déja écrite au cours du TP.II.
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2. Ecrire des fonctions OrbiteSn et OrbiteAn renvoyant respectivement, en fonc-
tion de n, les orbites pour I'action naturelle de S,, et A, sur X,, = {1,...,n}.
Vérifier que l'action est transitive pour 3 < n < 8.

Quel est le temps de calcul pour Sg? Comparer en calculant I’orbite de 1 avec
la commande MAPLE orbit.

3. La lenteur de la procédure orbite provient du fait que I'on calcule au préalable
tous les éléments du groupe. On peut s’en passer, en travaillant intelligemment
avec le systéme S de générateurs du groupe G. Ainsi, pour calculer 'orbite de 4,
on procéde comme suit :

(a) Initialisation : O := {i}.
(b) On fait agir les éléments de S : 8’il n’en résulte aucun nouvel élément,
c’est terminé ; sinon, soit N ’ensemble de ces nouveaux éléments.

(¢) On met & jour O := O U N.

(d) On fait agir les éléments de S sur N (plutét que sur O tout entier) : s'il
n’en résulte aucun nouvel élément, c’est terminé. Sinon, on met a jour N
comme ’ensemble de ces nouveaux éléments qui ne sont pas déja dans O,
puis on applique (c).

Implémenter cet algorithme au sein d’'une procédure
orbite_i:=proc(G,i,action)
renvoyant 'orbite de ¢ pour 'action de G définie par action, puis modifier

la procédure orbite afin qu’elle utilise orbite_i. Enfin, récolter les fruits en
testant, sur Sg par exemple, 'amélioration du temps de calcul.

4. Ecrire une fonction OrbiteG renvoyant, en fonction du groupe de permutations
G (qui sera toujours introduit comme un permgroup), la liste des orbites pour
I’action naturelle de G. Comme application, déterminer tous les groupes de
permutations transitifs de degré 3 (i.e. les sous-groupes de S3 agissant transi-
tivement sur X3). Vérifier également la transitivité de 'action pour les groupes
suivants :

L[1] :=permgroup(4,{[[1,2,3,4]11}):

L[2] :=permgroup(4,{[[1,2,3,4]],[[1,2]11}):

L[3] :=permgroup(4,{[[1,2,3,41]1,[[1,3]11}):

L[4] :=permgroup(4,{[[1,2],[3,4]]1,[[1,3],[2,4]11}):

L[5] :=permgroup(4,{[[1,2,3]1],[[1,2],[3,4]11}) :\vspace*{-1mm}

On peut démontrer qu’il s’agit la de tous les groupes transitifs de degré 4 (a
conjugaison preés).
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Etude de la k-transitivité
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On dit qu'un groupe G opére k-transitivement sur un ensemble X (de cardi-
nal supérieur ou égal a k) s’il opére transitivement (pour 'action diagonale) sur
Iensemble des k-uplets de points tous distincts : pour tout x = (x1,...,x)) et
2’ = (2,...,2}) dans X* tels que z; # z; et x} # af (j # 1), il existe g € G tel
que, pour tout i, g - x; = a:; En particulier, un groupe agissant k-transitivement
agit transitivement et [-transitivement pour [ < k.

1 Quelques commandes MAPLE utiles : irem; on peut définir le produit
cartésien X2 par deux commandes seq successives :
X2:=n->{seq(seq([i,jl,i=1..n),j=1..n)}:

5. Ecrire une fonction orbite2 renvoyant, en fonction de n, la liste des orbites
pour l'action diagonale de S,, sur X2. Tester avec n = 3 : quel est le nombre
d’orbites 7 Vérifier que ces actions sont 2-transitives, pour 3 < n < 7.

6. Ecrire une fonction Orbite2 renvoyant, en fonction du groupe de permutations
G, la liste des orbites pour l'action diagonale sur X2 (n sera donc le degré
de G). En déduire que les seuls groupes 2-transitifs de degré 4 sont Sy et Ay.

Déterminer également le cas du degré 5, i.e. les groupes de permutations agis-
sant 2-transitivement parmi les groupes transitifs de degré 5 dont voici la liste :

L[6] :=permgroup(5,{[[1,2,3,4,5]1}):

L[7] :=permgroup(5,{[[1,2,3,4,51],[[1,2]11}):

L[8] :=permgroup(5,{[[1,2,3,4,5]11,[[2,5],[3,4]11}):
L[9] :=permgroup(5,{[[1,2,3,4,5]11,[[1,2,3]11}):
L[10] :=permgroup(5,{[[1,2,3,4,51],[[2,3,5,411}):

Reconnaitre Sy et As et vérifier que L1 est un produit semi-direct.

7. Pour définir X* sous MAPLE, une solution est d’indexer ses éléments & l'aide
de la bijection @, : {1,...,n*} — X* dont la réciproque est la fonction

k
(xl, - ,1‘k) — 1+ Z(mz - 1)]{2'71
i=1

(& un décalage pres, cela correspond a ’écriture d’un nombre en base k).

Ecrire une procédure Phik:=proc(i,n,k) calculant ®y(i) et définir X* sous
MAPLE comme une fonction Xk de n et k.
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8. Ecrire une fonction orbitesG renvoyant, en fonction de 'entier k et du groupe
de permutations G, la liste des orbites pour 'action diagonale sur Xﬁ. En
testant sur la liste des L;, quel nombre minimal d’orbites trouve-t-on pour
I'action sur X2 ? Justifier qu'une action 3-transitive donne lieu a 5-orbites,
puis donner la liste des groupes de permutations 3-transitifs de degré inférieur
ou égal a b.

Parmi ces derniers, lesquels opérent 4-transitivement 7 Démontrer au papier-
crayon que S, agit n-transitivement et que A,, agit (n— 2)-transitivement pour
tout n.

9. Soit II(k) I'ensemble des partitions de {1,...,k} et 7 : Xk — TI(k) I'applica-
tion définie par x — m,, ol m, désigne la partition correspond & la relation
d’équivalence i ~ j < x; = x;. Démontrer que o — 7, := 1, (x € o), définit
une application surjective de ’ensemble O des orbites pour l'action diagonale
sur Xﬁ vers II(k), et que cette application est injective lorsque l'action est
k-transitive. En déduire que le nombre d’orbites distinctes pour une action
k-transitive sur X* est égal au nombre p(k) de partitions de {1,...,k}.

11 existe différentes fagons de calculer p(k) :

(a) Soit p(k,j) le nombre de partitions de I’ensemble {1,...,k} en j sous-
ensembles (disjoints) ; on a p(k, k) = p(k,1) =1 et

p(kvj) :jp(k - 17]) +p(k - 17.j - 1)

(on distingue selon que k est tout seul ou appartient a I'un des j ensembles
de la partition de {1,...,k—1}). Cette relation permet de calculer p(k, )

par récurrence, puis p(k) = Z?le(k:,j).

(b) Soit on utilise la formule

k—

.

k 'k
=2 o
j=1r ’I“]

I
o

Calculer p(k) jusqu’a k = 10, par les deux méthodes. Pour la premiére, on
n’oubliera pas d’ajouter option remember au début de la procédure récursive
que l'on écrira, ce qui diminue les temps de calcul.

Formule de Burnside

Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini X et soit N le nombre
d’orbites. Pour g € G, on note r(g) le nombre de points fixes de g dans X, i.e. le
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nombre d’éléments z € X tels que g - x = x. La formule de Burnside dit que

1
N= Card(Q) Z rg)-

geG

= Quelques commandes MAPLE utiles : add.

10. Démontrer la formule de Burnside (indication : on pourra poser é(x,g) = 1

11.

si g-x = z et 0 sinon, puis calculer > -, (g) en introduisant la fonction §).

Ecrire une fonction nbPtFix renvoyant, en fonction de g et de n, le nombre
de points fixes de la permutation g de degré n agissant sur X,. Quel est le
nombre de points fixes pour I’action sur X* par rapport a celle sur X,, ? En
déduire une procédure nb0Orb:=proc(k,G) calculant, & I'aide de la formule
de Burnside, le nombre d’orbites pour l'action diagonale d’un groupe de
permutations G sur Xﬁ. Comparer les temps de calcul entre OrbitesG et
nb0rb, par exemple pour S5 agissant sur X g’ Conclusion ?

Le gain obtenu nous permet d’investiguer de nouveaux exemples. Parmi la
liste suivante des groupes de permutations transitifs de degré 6, lesquels
sont 4-transitifs (ou plus) ? On écrira une procédure OrdreTrans:=proc(G)
renvoyant 'ordre de transitivité du groupe de permutations G.

L[11] :=permgroup(6,{[[1,2,3,4,5,6]11}):

L[12] :=permgroup(6,{[[1,5],[2,4],[3,6]11,[[1,61,[2,5],[3,4]11}):
L[13] :=permgroup(6,{[[1,2,3,4,5,6]11,[[2,6],[3,5]11}):

L[14] :=permgroup(6,{[[1,3,5],[2,4,6]1]1,[[1,2],[5,61]1}):

L[15] :=permgroup(6,{[[1,2,3]1]1,[[1,4],[2,5],[3,6]11}):

L[16] :=permgroup(6,{[[1,3,5],[2,4,61],[[1,2]11}):

L[17] :=permgroup(6,{[[1,3,5],[2,4,6]1]1,[[1,6],[2,511}):

L[18] :=permgroup(6,{[[1,2],[3,4],[5,6]1]1,[[1,2,3],[4,5,6]11}):
L[19] :=permgroup(6,{[[1,2,3,4,5,6]11,[[1,3],[2,4]11}):

L[20] :=permgroup(6,{[[1,2,3]1]1,[[1,5,2,4],[3,611}):

L[21] :=permgroup(6,{[[1,2,3,4]1],[[1,5],[3,6]113}):

L[22] :=permgroup(6,{[[1,2,3,4,51],[[1,6],[2,5]1}):

L[23] :=permgroup(6,{[[1,2,3,4,5,6]11,[[1,3]11}):

L[24] :=permgroup(6,{[[1,2,3,4,5]]1,[[1,6],[2,3],[4,5]1}):
L[25] :=permgroup(6,{[[1,2,3,4,5,6]]1,[[4,5,611}):

L[26] :=permgroup(6,{[[1,2,3,4,5,6]1]1,[[1,2]1]1}):
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Méme question pour le degré 7 :

L[27] :=permgroup(7,{[[1,2,3,4,5,6,711}):

L[28] :=permgroup(7,{[[1,2,3,4,5,6,7]11,[[2,7]1,[3,6]1,[4,511}):
L[29] :=permgroup(7,{[[1,2,3,4,5,6,711,[[2,3,5],[4,7,611}):
L[30] :=permgroup(7,{[[1,2,3,4,5,6,711,[[2,4,3,7,5,6]1}):
L[31] :=permgroup(7,{[[1,2,3,4,5,6,711,[[2,3]1,[4,711}):

L[32] :=permgroup(7,{[[1,2,3,4,5,6,711,[[1,2,3]11}):

L[33] :=permgroup(7,{[[1,2,3,4,5,6,711,[[1,2]11}):

Voyez-vous d’autres groupes que A, et S, 7 Tester sur les deux derniers
exemples suivants :

L[34] :=permgroup(11,{[[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11]],[[3,7,11,8],
[4,10,5,6]1}):

L[35] :=permgroup(12,{[[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11]1],
((3,7,11,81,[4,10,5,611,[[1,12],[2,11]1,[3,6]1,[4,8],[5,9],
[7,10111):

C’est un fait assez surprenant : les seuls groupes finis qui sont au moins
4-transitifs sont, & part les groupes A, et Sy, les quatre groupes de Mathieu
My, Mys, Mog et May. Les deux premiers ont été notés L3y et Lss dans la
liste précédente ; les deux autres sont d’ordre 23 et 24, d’ou des temps de
calcul trés longs.

Enumérations de Polya

Soient, A, B deux ensembles finis et G un groupe de permutations agissant sur
A. On considére action suivante de G sur 'ensemble B4 des fonctions f : A — B
un élément g agit par (¢ - f)(a) = f(g - a). La formule d’énumération de Polya
nous dit que 'ensemble O des orbites sous G de B est de cardinal

Card Z Card(B
gGG

ou ¢4 désigne le nombre de cycles dans la décomposition de g en produits de
cycles a supports disjoints. C’est un corollaire immédiat de la formule de Burnside
(remarquer que f est laissée fixe par g si et seulement si f est constante sur le
support de chaque cycle de g).

Afin de répondre & des problémes classiques de dénombrement, on introduit
une version a poids de cette formule. La fonction de poids est une application
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w : B — R, a valeurs dans un anneau commutatif quelconque contenant Q. Le
poids de la fonction f est par définition w(f) = [[,c4w(f(a)); en particulier,
le poids est constant sur les orbites sous G de BA. La formule d’énumération de
Polya, avec poids, nous dit que :

1 c1(g) en(9)
> w(o) = G d(@) > (Zw(b)) (Zw(b)”) (1)

0€O geG \beB beB

ot ¢;(g) désigne le nombre de cycles de longueur i dans la décomposition canonique
de g. Le type de g nous renseigne donc sur les coefficients ¢;.
La démonstration de cette formule utilise une version avec poids du lemme de

Burnside :
Zw(o) Card Z Z

e gEG gI=f

(on retrouve la formule de Burnside classique en prenant pour w la fonction
constante de valeur 1). De plus, si ¢ = aq ... a; est la décomposition en cycles, les
fonctions fixes par g sont en bijection avec les r-uplets (b1, ...,b,) € B" (b; désigne
la valeur de f sur le cycle ;). Le poids d’une telle fonction est w(f) = [Jw(a;)",
ou [; désigne la longueur du cycle a;. On termine la preuve en injectant cette
égalité dans la formule de Burnside (en exercice).

= Quelques commandes MAPLE utiles : mul; on peut simplifier et ordon-
ner une expression polynoémiale P(x1,...,xz,) par la succession de commandes
sort (normal (P)).

12. La formule d’énumération de Polya permet de dénombrer des objets considérés
modulo certaines symétries. Par exemple, on s’intéresse aux colliers de n perles
différents que ’on peut réaliser avec des perles rouges ou bleues. Par définition,
deux tels objets sont considérés comme différents s’il ne sont pas égaux modulo
une permutation circulaire (le fermoir est invisible).

Dénombrer & la main les colliers & 5 perles. Combien y en a-t-il & 3 boules
rouges et 2 boules bleues? Pour n = 10 par exemple, il est impossible de
dénombrer & la main : on utilise le formalisme de Polya exposé ci-dessus.

Définir une fonction Z renvoyant, en fonction du groupe de permutations G
et de la liste W des poids des éléments de B, le résultat de la formule de
Polya (1). On pourra utiliser la procédure typ écrite au cours du TP.I.

Un collier réalisé a partir de perles rouges ou bleues est une fonction de
{1,...,n} dans 'ensemble {rouge,bleu}. En prenant comme poids la fonc-
tion constante de valeur 1, puis en attribuant a rouge un poids « formel »
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13.

r (ainsi R = Q[r]), retrouver les résultats précédents. Dénombrer ensuite les
colliers a 10 perles; combien y en a-t-il a exactement 6 perles rouges ?

Remarque. MAPLE dispose d’une bibliothéque de combinatoire assez riche
(charger la librairie combstruct) qui permet de construire de tels objets (en-
core faut-il comprendre la syntaxe). Par exemple, on peut définir un type
« collier a 10 perles rouges ou bleues modulo permutations circulaires », en
afficher un exemple choisi aléatoirement, et méme dénombrer :

>collier2:={N=Cycle(Union(rouge,bleu)) ,rouge=Atom,bleu=Atom}:
>draw([N,collier2,unlabeled], size=10);
>count ([N,collier2,unlabeled], size=10);

On considére, de plus, comme identiques deux colliers qui sont égaux & un
« retournement de collier » prés (cela correspond aux deux fagons d’enfiler le
collier autour du cou). Dénombrer les colliers différents de 5 perles, avec cette
définition. Combien y en a-t-il & exactement 3 boules rouges ? Mémes questions
avec 10 perles.
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v

LES THEOREMES DE SYLOW

On sait, d’aprés le théoréme de Lagrange (II.1.1), que 'ordre de tout sous-
groupe d'un groupe fini G divise 'ordre de G. Mais on a vu (par exemple au
TR.IL.B) que si G est un groupe d’ordre n et si d est un diviseur de 7, il n’existe
pas nécessairement de sous-groupe de GG qui soit d’ordre d. On peut donc se poser
la question :

Etant donné un groupe fini G d’ordre n, existe-t-il des diviseurs de n pour
lesquels il existe des sous-groupes de G d’ordre ces diviseurs ?

L’objet de ce chapitre est d’apporter une réponse a cette question lorsque le
diviseur d est de la forme une puissance d’un nombre premier.

De plus, la connaissance des sous-groupes correspondants permettra de préci-
ser la structure du groupe G.

V.1. Le premier théoréme de Sylow

Lemme V.1.1. Soient p un nombre premier et n un nombre entier non nul. Pour
tous nombres entiers r, n, s tels que 1 < r < n et s non divisible par p, on
a Cf;n = Ap"", o \ est un nombre entier non divisible par p (Ci, désigne le
nombre de parties a q élements dans un ensemble a m éléments).
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Démonstration. On a

o )t sp(spt =) (sp" —pT 4 1)
i (spt —ph)! prpr—1)...1

mepSPT =1 sp"—(p"—k)  spt—(p" —1)
T T

:Sp

Posons
sp™ —1 sp” — (p" — k) sp” — (p" —1)
s .

A= .
1 pr—k pr—1

Puisque p ne divise pas s et que Cf;n est un nombre entier, pour établir le ré-
sultat il suffit de montrer que pour tout nombre k, 1 < k < (p" — 1), la fraction
Al T;;k est égale a une fraction irréductible dont p ne divise ni le numérateur ni le
dénominateur. Ecrivons k sous la forme k = ¢p', avec t > 0 et p ne divisant pas ¢.
On a alors

Spn —k - Spnft —q
ko g
— q, d’ou le résultat. 0

et p ne divise pas sp™ !
Théoreme V.1.1 (premier théoréme de Sylow). Soit G un groupe fini. Pour tout
nombre premier p et tout nombre entier r tels que p" divise l'ordre de G, il existe
un sous-groupe de G d’ordre p”.

Démonstration. Notons |G| = ¢p", avec p ne divisant pas ¢. Soit r un nombre
entier fixé, 1 < r < n. On note E(r) 'ensemble des parties de G & p” éléments.
D’apreés le lemme (V.1.1), on a

card(E(r)) = Cg;n =\p"".

Pour tout élément g de G, l'opération par translation & gauche de g sur G est
une bijection. Par conséquent, pour tout élément X de E(r), on a card(g.X) =
card(X) et le groupe G opére donc sur 'ensemble E(r). Soient {X;}, 1 < i < s,
I'ensemble des orbites distinctes et {z;}, 1 < i < s, une famille de représentants
de ces orbites. D’aprés le corollaire (IV.2.1), on a

S

Ap" " = card(E(r)) = Z (G : Stabg(z;)].

n—r+1

Si p"~"+1 divisait tous les termes [G : Stabg(w;)], alors p serait en facteur

dans la somme et il diviserait A. Par conséquent, puisque p ne divise pas A,
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"=+l ne divise pas [G : Stabg(zy)].

il existe un indice k, 1 < k < s, tel que p
Posons H = Stabg(zy).
Nous allons montrer que le sous-groupe H de G est d’ordre p".

Puisque G est un groupe, on a
Vhe G, Yg# 4 €G, gh#dh.

C’est en particulier vrai pour h € X}, et g,¢' € H, auquel cas gh et g'h sont dans
X, car H = Stabg(xy). On en déduit donc une injection de H dans Xj, d’ou
|H| < card(Xy) =p".

D’autre part, on a ¢p" = |H|[G : H]. Par conséquent, [G : H] divise ¢gp" et
p" "1 ne divise pas [G : H]. D’otl [G : H] = ¢'p! avec ¢ divise g et 0 <t <n—r.
On en déduit que |H| = %pn_t. Mais, on a 7 < n —t < n, d’ou p" divise |H]| et
p" < |H|.

On a donc p" < |H| < p", d’ou I'égalité. O

Exercice V.1. Soient G un groupe fini et p un nombre premier divisant ’ordre
de G. Montrer qu’il existe un élément d’ordre p dans G.

Définition V.1.1.
a) Un groupe fini d’ordre p", oul p est un nombre premier, est appelé un
p-groupe.

b) Soient G un groupe et p un nombre premier divisant l'ordre de G. Un
sous-groupe de G d’ordre p”, ou r est maximal tel que p” divise l'ordre de G,
est appelé un p-sous-groupe de Sylow de G.

Remarque V.1.1. Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors tout
p-sous-groupe (resp. p-sous-groupe de Sylow) de G contenu dans H est un p-sous-
groupe (resp. p-sous-groupe de Sylow) de H. (C’est une conséquence du théoréme
de Lagrange.)

V.2. Le second théoréme de Sylow

Lemme V.2.1. Soient G un groupe et (p,n,r) € N*xN*xN*, p premier ne divisant
pas r. Soient H un sous-groupe de G d’indice r et K un sous-groupe de G d’ordre
p". Alors K est contenu dans un conjugué de H.

Démonstration. Posons E = (G/H)4 et considérons 'opération de K par transla-
tion a gauche sur E. Alors, puisque Card(E) = r, d’apreés la proposition (IV.5.1),
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on a |Ex| = r(mod p). Comme p ne divise pas r, |Ex| n’est pas nul, donc
Fx n’est pas vide. Mais, H € Ej si et seulement si K est un sous-groupe de
Stabg(zH) = xHx~!, donc K est un sous-groupe de xHx . O

Lemme V.2.2. Soit G un groupe fini et H un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors
H est I'unique p-sous-groupe de Sylow de son normalisateur Ng(H ).

Démonstration. D’aprés la remarque (V.1.1), H est un p-sous-groupe de Sylow de
Ng(H). Donc |[Ng(H)| = gp™ avec p ne divisant pas ¢. Soit K un p-sous-groupe
de Sylow de Ng(H) (on a donc |K| = |HJ). Alors, [Ng(H) : K| = ¢ et, d’aprés
le lemme (V.2.1), K est un sous-groupe de xHz~! pour x € Ng(H). Mais, si
r € Ng(H), alors tHx~! = H. Par conséquent, K est un sous-groupe de H et,
puisque |K| = |H|,ona H = K. O

Théoreme V.2.1 (deuxieme théoréme de Sylow). Soient G un groupe fini et p un
nombre premier divisant [’ordre de G.

(i) Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow de G.
(ii) Tous les p-sous-groupes de Sylow de G sont conjugués entre eu.

(iii) Le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G est congru a 1 modulo p et
divise 'ordre de G.

Démonstration. Posons |G| = ¢p™, avec p ne divisant pas q.

(1). Soient H un p-sous-groupe de G et S un p-sous-groupe de Sylow de G. On
a|H|=p", [G:S] =qet pne divise pas ¢q. D’aprés le lemme (V.2.1), H est un
sous-groupe de S~ pour un élément x de G. Mais |zSz~!| = |S|, donc xSz !
est un p-sous-groupe de Sylow de G.

(ii). Comme on l’a remarqué ci-dessus, le conjugué d’un p-sous-groupe de
Sylow est un p-sous-groupe de Sylow. Soient S et S” deux p-sous-groupes de Sylow
de G. Le raisonnement ci-dessus, appliqué & H = S’, montre que S’ est un sous-
groupe de zSx~! pour un certain élément x de G. Puisque |S'| = |S| = |zSz1,
on en déduit que S’ = xSz,

(iii). Soit S I'ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G. Le groupe G opére
transitivement par conjugaison sur S. Soit H € S

card(S) = card(Qy) = [G : Stabe(H)].

Mais Stabg(H) = Ng(H) et ¢ = [G : H] = [G : Ng(H)][Ng(H) : H]|. Par
conséquent, card(S) divise ¢, donc card(S) divise ¢gp™ = |G]|.
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On considére l'action de H sur § par conjugaison et Sp I'ensemble des points
fixes pour cette action. D’aprés la proposition (IV.5.1), on a

card(Sg) = card(S) mod(p).

Mais, un p-sous-groupe de Sylow H’ appartient a Sy si et seulement si
H' = yH'y~" pour tout élément y de H, i.e. si et seulement si H est un sous-
groupe de Ng(H'). D’aprés le lemme (V.2.2), Ng(H') ne contient qu'un seul
p-sous-groupe de Sylow qui est H'. D’ot H = H' et card(Sy) = 1. On en conclut
que card(S) =1 (modp). O

Remarque V.2.1. La démonstration ci-dessus montre plus précisément que, si
|G| = gp™ avec p ne divisant pas ¢, le nombre de p-sous-groupes de Sylow de
G divise q.

Corllaire V.2.1.
(i) Un groupe fini G admet un seul p-sous-groupe de Sylow S si et seulement
si S est un sous-groupe normal de G.

(il) Si G est un groupe abélien, pour tout nombre premier p divisant [’ordre
de G, il n’y a qu’un seul p-sous-groupe de Sylow.

Démonstration. (i). C’est une conséquence évidente du fait que les p-sous-groupes
de Sylow d’un groupe G sont conjugués entre eux et qu'un sous-groupe de G est
normal dans G si et seulement s’il est égal & tous ses conjugués dans G.

(ii). C’est une conséquence du point précédent et du fait que, dans un groupe

abélien, tous les sous-groupes sont normaux. O

Exercice V.2. Soit G un groupe d’ordre pqr, ou p > q > 7 sont des nombres
premiers. On note, respectivement, n,, ng, n, le nombre des p-sous-groupes,
g-sous-groupes, r-sous-groupes de Sylow de G.

a) Montrer que pgr = ny(p — 1) +ng(¢ — 1) + np(r —1) + 1.
b) Montrer que

(np>1,ny>1,n.>1)= (n, =qr, ng = p, ny = q).

c¢) En déduire que G n’est pas simple.
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Proposition V.3.1. Soit G un groupe fini d’ordre pq, ot p et q sont deuxr nombres
premiers distincts et q n’est pas congru ¢ 1 modulo p. Alors G n’a qu’un seul
p-sous-groupe de Sylow.

Démonstration. Le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G est congru & 1 mo-
dulo p et divise ¢q. Puisque ¢ est premier et non congru a 1 modulo p, le nombre
de p-sous-groupes de Sylow de G est égal a 1. U

Proposition V.3.2. Soit G un groupe fini d’ordre pq, ot p et q sont des nombres
premiers distincts, alors G n’est pas simple.

Démonstration. Puisque p et ¢ sont distincts, on peut supposer que p > ¢ et, par
conséquent, g n’est pas congru a 1 modulo p. Donc, d’aprés ce qui précéde, G
n’a qu'un seul p-sous-groupe de Sylow, qui est donc un sous-groupe normal non
trivial de G. Donc G n’est pas un groupe simple. O

Proposition V.3.3. Soient p et q deux nombres premiers distincts tels que

p# 1 (mod q) et ¢#1 (mod p).

Alors, tout groupe d’ordre pq est cyclique.

Démonstration. D’aprés la proposition (V.3.1), il existe dans G un seul p-sous-
groupe de Sylow S et un seul g-sous-groupe de Sylow 7', qui sont donc des sous-
groupes normaux de G, d’aprés le corollaire (V.2.1.(ii)). Puisque |S| = pet |T| = ¢
qui sont premiers, S et T" sont des groupes cycliques et leur intersection est réduite
a {1}. Posons S = (z) et T = (y). Considérons z = zyz 'y~ ';onaz € S et
yx~ 'y~ € S puisque S est un sous-groupe normal de G, donc z € S. Pour des
raisons analogues z € T', d’ott z = 1 et zy = yx. Par conséquent zy est un élément
d’ordre pq dans le groupe G, qui est lui-méme d’ordre pgq, donc G = (zy). ([l

Proposition V.3.4. Soit G un groupe fini non trivial et soit pi* ... p* la décompo-
sition en facteurs premiers de l'ordre de G. Si pour tout i, 1 < i < k, G a un
unique p;-sous-groupe de Sylow S;, alors G est isomorphe au groupe ngz‘gk S,
produit direct des groupes S;, 1 < i < k.

Démonstration. D’aprés I'hypothése, chacun des S; est normal dans G et, par

conséquent, H = S57...5; est un sous-groupe de G, dont on vérifie aisément
qu’il est isomorphe au produit direct des (5;), 1 < i < k (cf. exercice 1.8). De
plus, |G| = |H|, d’ou le résultat. O
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Corollaire V.3.1. Soit G un groupe abélien fini non trivial et soit p!* ...p* la dé-
composition en facteurs premiers de [ordre de G. Alors G est isomorphe au produit
direct de ses p;-sous-groupes de Sylow, 1 <1 < k. U
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Nous allons ici compléter ’étude du groupe des automorphismes du groupe
S, commencée au TR.II.C.

Pour tout n € N*, on identifie S,, & Sg avec F = {1,...,n}, (¢f. TR.I.A),
et on considére 'opération naturelle de S,, sur E (exemple IV.1.1.e). Pour tout
élément i de E, on note S(i) le stabilisateur de ¢ pour cette action. On a vu a
I'exemple (IV.2.1.e) que S(i) est isomorphe & S,,_1, donc d’indice n dans S,,.

1. Montrer que les sous-groupes S(i) sont conjugués entre eux dans S,. (On
utilisera la proposition (IV.2.2).)

2. Montrer que pour n # 4, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Int(S,) = Aut(Sy).

(i) Les sous-groupes d’indices n de S,, sont conjugués entre eux dans S,. (On
considérera un sous-groupe H d’indice n de S, et lisomorphisme S, — Sg, /i
obtenu a partir de I'action par translation de S,, sur S,,/H).

Ce qui préceéde montre que si l'assertion (ii) ci-dessus est vérifiée, les sous-
groupes d’indice n de S, sont les S(i). Pour montrer le résultat annoncé, il suffit
donc de montrer que, lorsque n = 6, il existe un sous-groupe de Sg qui n’est pas
conjugué a un S(7).

Soit P un 5-sous-groupe de Sylow de Sy et soit N le normalisateur de P
dans Sj5.

3. Montrer que |N| = 20.
On a donc card(Ss/N) = 6.

4. Montrer que Sy opére transitivement et fidélement sur S;/N et en déduire un

morphisme injectif de groupes f : S5 — Sg.

5. Montrer que f(Ss5) est un sous-groupe d’indice 6 de Sg qui opére transitivement
sur un ensemble a six éléments. Il n’est donc pas conjugué a un S(i).
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TR.V.B. Détermination des groupes d’ordre n,

n <15
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On a étudié ce probléme pour n < 9 au TR.I.C, et on connait déja la réponse
pour les nombres 11 et 13, puisqu’ils sont premiers. D’autre part, la proposi-
tion (V.3.3) donne la réponse pour les groupes d’ordre 15.

Soit p un nombre premier impair. On considére un groupe G d’ordre 2p et on
note ng le nombre de ses 2-sous-groupes de Sylow. D’aprés le théoréme (V.2.1),
on sait que ny =1 ou ny = p.

1. Montrer que si no = 1, alors G est isomorphe au groupe 7Z/2pZ, et que si
ng = p, alors G est isomorphe au groupe diédral D,,.

Ceci détermine donc, en particulier, les groupes d’ordre n pour n = 10 et
n = 14.

Il reste donc & examiner le cas oi GG est un groupe d’ordre 12. On note ns
(resp. m3) le nombre de 2-sous-groupes (resp. 3-sous-groupes) de Sylow de G, qui
sont alors d’ordre 4 (resp. d’ordre 3). On sait que ny = 1 ou ng = 3 et que ng =1
ou ng = 4.

2. Montrer qu’on ne peut avoir simultanément ny = 3 et ng = 4. (Considérer le
nombre d’éléments d’ordre 3).

Casnyg=1letng=1
3. Montrer qu’alors G est isomorphe au groupe Z/37 x Z/4Z ou au groupe
7)27 x ZL]27 x ZJ3Z, et qu’il n’y a pas d’autre groupe abélien d’ordre 12
(a isomorphisme pres).
Casna=1et ng =4

On note Hs le 2-sous-groupe de Sylow de G et Hs un 3-sous-groupe de Sylow
de G.

4. Montrer que Hs est isomorphe au groupe Z /27 x 7./27 et que G est le produit
semi-direct de Hy par Hs. En déduire que G est isomorphe au groupe Ay.

Casng =3etng=1

On note Hj le 3-sous-groupe de Sylow de G : on a Hy = (a) avec a® = 1.
On note Ho un 2-sous-groupe de Sylow de G : on a Ho = (b) avec b* = 1, ou
Hy ~7/27 x )27, auquel cas on pose Hy = {1,b, ¢, bc}.

On suppose que Hy = (b) avec b* = 1.
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5. Montrer que G = {1,a,a?b,b b, ba,b’a,b3a,ba’, b*a®,b3a®}. En posant
x = b%a, montrer que ({z,b}|x5, b*, 2362, xbwb™!) est une présentation du groupe
G par générateurs et relations (groupe dicyclique d’ordre 12, noté Q12).

On suppose que Hy = {1,b, ¢, bc}.
6. Montrer qu’il existe un élément x dans Hs tel que zaz™! £ a.

7. On suppose que x = b et on pose K = (b)Hs. Montrer que K est le produit
semi-direct de Hs par (b). En déduire que K est isomorphe au groupe diédral Ds.

8. Montrer qu’il existe un élément y dans Hy et non dans K, tel que yay™! = a.

Montrer que y commute avec tous les éléments de H et en déduire que le groupe
G est isomorphe au groupe 7. /27 x Ds, qui est lui-méme isomorphe au groupe
diédral Dg.

En résumé, un groupe d’ordre 12 est isomorphe & I'un des groupes suivants :

Z)27 x L]2Z x L)3ZL, Z/3Z x ZJAZ, A4, Qi2, Ds.

& TR.V.C. Détermination des groupes d’ordre

Le but ici est de déterminer, & isomorphismes pres, les groupes d’ordre pgq, ot
p et g sont des nombres premiers.

Nous avons traité le cas p = ¢ dans l'exercice (IV.4). Pour mémoire, tout
groupe d’ordre p?, p premier, est abélien et isomorphe & Z/p*Z ou & Z/pZ x 7./ pZ.

On suppose maintenant que p et ¢ sont deux nombres premiers, p < ¢, et que
G est un groupe d’ordre pq.

1. Montrer que G ne posséde qu’un seul g-sous-groupe de Sylow.
2. En déduire que G est isomorphe a un produit semi-direct de 7./qZ par Z/pZ.
Nous avons vu au TR.I.B.10 que Aut(Z/qZ) ~Z/(q — 1)Z.

3. Montrer que :

— Si p ne divise pas (¢ — 1), il n’existe pas de morphisme non trivial de Z/pZ
dans Aut(Z/qZ).

— Sip divise (¢ — 1), il existe (p — 1) morphismes non triviaux, distincts deux
a deux, de Z/pZ dans Aut(Z/qZ), qu’on notera p;, 1 <i < (p—1).
4. Montrer que pour tout i # j, 1 < i < (p—1),1 < j < (p—1), les
groupes 7/qZ x L]pZ et 7./qZ x 7/pZ sont isomorphes. (On appliquera 1'exer-
@i @j
cice (IV.6.2).)

pq
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On en déduit donc qu’il n’existe, a isomorphisme prés, qu'un seul produit
semi-direct non trivial de Z/qZ par Z/pZ, qu’'on notera Z/qZ X Z]pZ.
%)

5. En déduire que tout groupe d’ordre pq, p et q premiers, p < q, est isomorphe
aZ/pgZ ou a Z/qZ X L] pZ.
©

On remarquera qu’on retrouve ici, comme cas particulier, le résultat de la
proposition (V.3.3).
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GROUPES ABELIENS

Nous allons montrer dans ce chapitre que le fait, pour un groupe, d’étre abé-
lien permet de décrire plus précisément sa structure, en particulier lorsqu’il est
engendré par un nombre fini d’éléments.

Les groupes considérés dans ce chapitre étant tous abéliens, leurs lois seront
notées additivement, I’élément neutre sera noté 0, le symétrique de tout élément x
sera noté —x.

On trouvera dans le second volume de cet ouvrage une étude de la structure
de module. C’est une structure analogue a celle d’espace vectoriel, dans laquelle
le corps de base est remplacé par un anneau. Ce changement modifie substantiel-
lement les propriétés de la structure, mais le formalisme linéaire (i.e. 'utilisation
des combinaisons linéaires) est le méme que dans le cadre des espaces vectoriels.
Un groupe abélien est un module sur I'anneau Z, ce qui se traduira dans ce qui
suit par I'utilisation de combinaisons linéaires & coefficients dans Z.

VI.1. Somme directe de groupes abéliens

A - Somme directe de sous-groupes d’un groupe abélien

Nous avons déja remarqué qu’une réunion de sous-groupes d’un groupe n’est
pas, en général, un sous-groupe. Nous allons nous intéresser ici au sous-groupe
engendré par une réunion de sous-groupes.
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Définition VIL.1.1. Soient G un groupe abélien et (H;);c; une famille non vide
de sous-groupes de G. On appelle somme des sous-groupes H;,i € I, qu'on
note » ;. Hj, le sous-groupe de G engendré par | J;c; H;.

Proposition VL1.1. Soient G un groupe abélien et (H;)icr une famille non vide de
sous-groupes de G. Alors un élément x de G appartient a ), H; si et seulement
st x s’écrit comme une somme finie

T =Ty .o+ Ty,

avec xi; € Hi;, 1< j <k, etiy,... i €1

Démonstration. On a ), ; H; = (S), avec S = | J;c; H;, et la proposition est une
conséquence de la remarque (1.2.2). O

Dans l'écriture ci-dessus, pour un z donné, les éléments z;; ne sont pas uniques.
Pour obtenir I'unicité de I'écriture de x en fonction des z;;, on est amené a consi-
dérer la définition suivante :

Définition VI.1.2. Soient G un groupe abélien et (H;);c; une famille non vide

de sous-groupes de G. Le sous-groupe ), ; H; est somme directe des sous-
groupes H; si

Viel, Hyn> H;={0}.
i€l
i#

Dans ce cas, le sous-groupe » ;. H; est noté @,.; H;.

Proposition VL1.2. Soient G un groupe abélien et (H;)icr une famille non vide de
sous-groupes de G. Le sous-groupe H = . H; est somme directe des H; si et
seulement si tout x € H s’écrit de maniére unique x = Zlgjgk zi; avec k € N,
{iv,...,ix} C I, Zi; € Hi]-; 1<j<k.

Démonstration. Cette démonstration est la méme que celle de la proposition ana-
logue dans le cas des espaces vectoriels et laissée au lecteur a titre d’exercice. [
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B - Somme directe de groupes abéliens

Proposition - Définition VL.1.3. Soient I un ensemble non vide et (G;)ier une fa-
mille de groupes abéliens. Le sous-ensemble du groupe [[,c;Gi, (cf. proposi-
tion 1.3.5), formé par les éléments qui n’ont qu’un nombre fini de composantes
non nulles, est un sous-groupe de Hiel Gy, appelé somme directe des groupes abé-

liens G, i € I, et noté @, G O

Remarques VI.1.1.

a) Pour tout i € I, l'application X\; : G; — @,.; Gy, qui & x; associe la
suite dont tous les termes sont nuls sauf celui d’indice 7 qui est égal & z;, est un
morphisme (injectif) de groupes.

b) Les groupes ;. G; et [[;c; Gi sont égaux si et seulement si I’ensemble 1
est fini.

¢) Si pour tout i € I, on a G; = G, on pose G! = [Lic; Gi et GU =D, Gi-

d) Si I et J sont deux ensembles non vides,
[card(I) = card(J)] = [GT = G et G =g\,

Nous avons déja vu au chapitre I que le produit direct de groupes est solution
du probléme universel de produit de groupes et que cette solution est la méme, que
I’on considére des groupes abéliens ou non abéliens. Nous avons posé et résolu le
probléme universel de somme de groupes non abéliens (c¢f. TR.IIL.D). Nous allons
maintenant montrer que ce probléme de somme de groupes admet une réponse
tres différente de celle vue au TR.II1.D, dés lors qu’il s’agit de groupes abéliens.

Théoreme V1.1 (propriété universelle de la somme directe de groupes abéliens).
Soient I un ensemble non vide et (G;)ier une famille de groupes abéliens. Avec
les notations ci-dessus, pour tout groupe abélien G et toute famille de morphismes
de groupes f; + G; — G, i € I, il existe un unique morphisme de groupes
9:B,cr Gi — G tel que, pour tout i € I, go N = f;.

Démonstration. Existence de g : Soit (x;);cr un élément de @, ; G;. Posons

xz ’LEI Zfz xz

el

el

Seul un nombre fini de termes x; étant non nuls, cette somme est bien définie.
D’autre part, le groupe G étant abélien, on vérifie aisément que g est un homo-
morphisme de groupes. De plus, soit x € G; : pour tous i,7 € I, j # ¢, on a
(\(@)); = 0, Qo g(Ai(x)) = fi(x) et g oA = fi, pour tout i € I.
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Unicité de g : Tout élément x de @, ;G s’écrit de maniére unique
Niy (i) + ..+ N, (24,). Par conséquent, quel que soit le morphisme ¢ vérifiant
go X = fi pour tout i € I, on a g(x) = fi,(xs,) + ... + fi,(zi,), ce qui prouve
I'unicité de g. ([

Nous allons donner deux propositions qui sont des corollaires immédiats du
théoréme ci-dessus.

Corollaire VL1.1. Soient I un ensemble non vide et (G;);cr une famille de groupes
abéliens. Un groupe G est isomorphe au groupe @, ; G; si et seulement s’il existe
une famille (H;)ier de sous-groupes de G tels que

(i) Hy~ Gy, Vi e I.
(i) G = @, Hi- 0

Comllaire VL1.2. Soient I un ensemble non vide, (G;)icr et (G})ier deux familles
de groupes abéliens telles que, pour tout i € I, les groupes G; et G soient iso-
morphes. Alors les groupes @,c; Gi et @,.; Gy sont isomorphes. U

Facteur direct d’un groupe abélien

Définition VI.1.3. Soient G un groupe abélien et H un sous-groupe de G. On
dit que H est un facteur direct de G s’il existe un sous-groupe K de G tel
que G=H® K.

Attention. Un sous-groupe d’un groupe abélien n’est pas toujours un facteur
direct de ce groupe. C’est I'une des différences entre espaces vectoriels et modules.

Exercice VI.1. Montrer que le groupe abélien (Z,+) n’est pas un facteur direct du
groupe abélien (Q,+).

Proposition VI.1.4. Soient G un groupe abélien, H wun sous-groupe de G et
i : H — G linjection canonique. Alors H est un facteur direct de G si et seule-
ment s’il existe p € Hom(G, H) tel que poi = idpy.

Démonstration. Supposons que G = H@ K. Tout élément g de G s’écrit de maniére
unique g = h + k, avec h € H et k € K. On définit p par p(g) = h et on vérifie
aisément que c’est un morphisme de groupes répondant a la question.
Supposons qu’il existe un morphisme de groupes p : G — H tel que poi = idy.
Pour tout élément g de G on pose h = p(g) : on a alors h = poi(h) = p(h), i.e.
(9g—h) € Ker(p). Ona g = h+ (g — h) et, si x € HN Ker(p), alors on a
x=p(x) =0, dou G=H® Ker(p). O
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VI1.2. Groupes abéliens libres

A - Définition - Propriété universelle

Définition VI.2.1. On dit qu'un groupe abélien est libre s’il est somme directe
de groupes monogénes infinis.

Autrement dit, un groupe abélien G est libre s'il existe un ensemble [ et une
famille d’éléments de G, X = {z;}icr, tels que
G=@D (z:) et (2;)~Z, Viel
i€l
La famille X est une base de G.

L’écriture ci-dessus montre que, & isomorphisme prés, il n’existe qu'un seul
groupe abélien libre de base donnée X.

Remarques VI.2.1.

a) D’apres le corollaire (VI.1.1), en identifiant (z;) & Z, on peut aussi écrire
G ~ 72U ou, en appliquant la remarque (VI.1.1.d), G ~ ZX),

Autrement dit, si on écrit le groupe G sous la forme Z)| cela signifie qu’on
considére que G est libre de base un ensemble non précisé de cardinal égal au
cardinal de I; si on écrit G sous la forme ZX)| cela signifie que I'on précise une

base X = {x;}ier de G.

b) Il est clair, d’aprés la définition, qu’une somme directe de groupes abéliens
libres est un groupe abélien libre. Précisément, Z(X) @Z(Y) = 7(XUY),
Théoreme VIL.2.1. Soient G un groupe abélien non nul et X = {x;};c; une famille
non vide d’éléments de G. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G est un groupe abélien libre de base X

(ii) Tout élément x de G s’écrit de maniére unique sous la forme

r= ) i
1<k
ou ke N*, {i1,...,i} €I, et nj € Z pour tout j, 1 <j <k

(iii) La famille X est une partie génératrice de G telle que, quelle que soit la

partie finie non vide {iy, ..., it} de I, la relation
Z njr;, =0, on nj €Z Vj (1<j<k)
1<j<k

implique nj = 0 pour tout j, 1 < j < k.
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Démonstration. (i) < (ii). Le groupe G est égal a ;< (z;) si et seulement si tout
élément x de G s’écrit de manieére unique x = ;i Vi, avec y;; € (z;;). Mais
yi; s’écrit de manieére unique y;; = n;z;; avec n; € Z, d’ou le résultat.

(i) =(iii). L’écriture de tout élément x de G donnée par (ii) montre que X est
une partie génératrice. De plus I’élément 0 s’écrit 0 = Zlgjgk ni,;x;; avec n;; = 0,
1 < j < k. Cette écriture étant unique par hypothése, on en déduit le résultat.

(ili) = (ii). La partie X étant génératrice, pour tout élément z de G, il existe
un ensemble fini J tel que z = Zje gnjzi;. S'il existe un autre ensemble fini L
tel que x = Y ;; myx;,, on a

0= anxij (mel>

jeJ leL

0= Z (np — mp)zi, | + Z iy | = Z i

peJNL jeJ L I€L,I¢]

La condition (iii) implique que chacun des coefficients de cette somme est nul. On
en déduit que J = L et n; = m; pour tout j € J. O

Terminologie. Une famille X = {z;};cs satisfaisant & la condition (iii) ci-dessus
est dite libre sur Z. On dit aussi que les éléments x;, ¢ € I, sont linéairement
indépendants sur Z. Autrement dit, X est une base de G si et seulement si
c’est une partie libre et génératrice.

On remarquera qu’une sous-famille non vide d’une famille libre sur Z est libre
sur Z.

Théoreme VI.2.2 (propriété universelle d’un groupe abélien libre). Soient G un
groupe abélien, X une partie de G, jx Uinclusion canonique de X dans G.
Alors G est abélien libre de base X si et seulement si, pour tout groupe abélien
A et toute application o : X — A, il existe un unique morphisme de groupes
f:G— Atel que fojx =o0.

Démonstration. Supposons que le groupe abélien G soit libre de base X.

Existence de f : Notons X = {z;};cs la base donnée de G. Tout élément x de
G s’écrit de maniére unique x = Zie ;nizi, ol les n; sont des entiers nuls sauf
pour un nombre fini de ¢ € I. Par conséquent, si on pose f(x) = >, nio(x;),
cette somme est bien définie. On vérifie aisément que 'application f ainsi définie
est un morphisme de groupes vérifiant f o jx = o.
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Unicité de f : Soit f/ : G — A un autre morphisme de groupes véri-
fiant f’ o jx = o. Alors, pour tout élément z; de X, on a f(z;) = f'(z;), d’on
f(z) = f'(z) pour tout élément z de G.

On suppose maintenant que le groupe abélien G est tel que pour tout groupe
abélien A et toute application o : X — A, il existe un unique morphisme de
groupes f : G — A tel que fo jx = 0. Clest en particulier vérifié¢ si 4 = Z&)
est libre de base X et o = iy est l'injection de X dans Z(X). Le début de la
démonstration montre qu’il existe un morphisme de groupes g : A — G tel que
goix = jx. On vérifie que les morphismes f et g sont réciproques I'un de 'autre.
Ce sont donc des isomorphismes. O

Comllaire VI.2.1. Tout groupe abélien est isomorphe a un quotient d’un groupe
abélien libre.

Démonstration. Soit X une partie génératrice d'un groupe abélien G et o l'inclu-
sion de X dans G. On consideére le groupe libre de base X, Z(X) | et jx Iinclusion
de X dans ZX). D’aprés le théoréme (VI.2.2), il existe un morphisme de groupes
f:Z%) = G tel que fojx = o. Montrons que f est surjectif. En effet, tout
élément x de G s’écrit

T = Z no(x;,) = Z mf(x(xq,)) = f Z njx (w4)

1<i<k 1<i<k 1<i<k
On en déduit que le groupe G est isomorphe au groupe ZX) /Ker(f). O

Comllaire VIL.2.2. Si p : G — G’ est un homomorphisme surjectif de groupes
abéliens et si G' est libre, alors il existe un homomorphisme de groupes abéliens
s: G — G tel que pos =idg. En particulier, s(G') est un facteur direct de G.

Démonstration. Soit X une base de G’. Puisque p est surjectif, il existe une ap-
plication j : X — G telle que po j = idx. D’apres le théoréeme (VI.2.2), il existe
un morphisme de groupes s : G’ — G tel que po s = idg. On déduit de la
proposition (VI.1.4) que s(G’) est facteur direct dans G. O

Remarque VI1.2.2. 1’égalité pos = idg implique que le morphisme s est injectif et
donc que le groupe G’ est isomorphe au sous-groupe s(G’) de G. Par conséquent,
on peut dire que, sous les hypothéses du corollaire (VI.2.1), le groupe G’ est
isomorphe & un facteur direct du groupe G.

Exercice VI.2. Montrer que sous les hypothéses ci-dessus, on a

G = Ker(p) @ s(G").

Terminologie. Avec les notations ci-dessus, on dit que s est une section de p.
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Rang d’un groupe abélien libre

Soient X et Y deux ensembles équipotents et ¢ : X — Y une application bijec-
tive. On consideére les groupes abéliens libres ZX) et Z() ainsi que les inclusions
canoniques jx : X — ZX) et jy : Y — ZO). En appliquant le théoréme (V1.2.2) a

jyogazX—>Z(Y) et ongafl:Y—>Z(X),
on obtient deux morphismes de groupes
72X 7)) er 7)) 72X

qui sont des isomorphismes réciproques I'un de l'autre. On en déduit donc la
proposition suivante :

Proposition VL2.1. Si deux ensembles X et Y sont tels que que card(X) =
card(Y'), alors les groupes abéliens libres de bases X et Y sont isomorphes. O

Ceci nous conduit a nous demander si le cardinal d’'une base caractérise, a
isomorphisme prés, un groupe abélien libre. Nous allons d’abord étudier le cas ot
le groupe est engendré par une partie finie, puis étudier ensuite le cas général.

Définition VI.2.2. Un groupe (non nécessairement abélien) est dit de type fini
s’il est engendré par une partie finie.

Exemple VI.2.1. Pour tout entier n, Z" est un groupe abélien libre de type fini.

Exercice VI.3. Montrer que le groupe abélien (Q,+) n’est pas libre, n’est pas de
type fini.

Théoréme VI1.2.3.
(i) Un groupe abélien libre G est de type fini si et seulement s’il a une base

finie.

(ii) Dans ce cas, toutes les bases de G ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration. (i). Il est clair que si le groupe G admet une base finie, il est de
type fini.

Supposons que le groupe G est libre de type fini. Cela signifie que, d’une
part, il admet une base X = {z;}ics et que, d’autre part, il admet une partie
génératrice finie Y = {y1,...,yx}. Pour tout j, 1 < j < k, il existe une partie
finie I; contenue dans I telle que y; € Zz‘elj (x;). Mais comme tout élément x de G
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s’écrit © = 25:1 n;y;, alors x € 3./ (z;), avec L = (J; ¢« Ij- On en déduit que
{x;}icr, est une partie finie, génératrice, libre comme sous-famille d’une famille
libre.

(ii). Démontrons que I = L, ce qui prouvera que toutes les bases sont finies.
On a L C I : supposons qu’il existe p contenu dans I et non contenu dans L.
On peut donc écrire z, = Y., njx;, puisque {z;};cr est une base de G. Par
conséquent, 'intersection

jeL
(@) Y ()
Jelj#p
est non vide, ce qui est en contradiction avec I'hypothése G = D¢/ (z;).
Montrons maintenant que toutes les bases de G ont le méme nombre d’élé-

ments. Soit {z1,...,2,} une base de G. On considére le sous-groupe 2G de G. Un
¢lément x appartient a 2G si et seulement si z = > | n;x; avec n; € 2Z, d’out

On a donc
G/2G ~ (@(900) / (@ 2<$¢>> ~ B (i) /2(x:))
i=1 i=1 i=1

(pour ce dernier isomorphisme, cf. exercice 11.6.1). Mais, (z;)/2(x;) ~ Z/2Z pour
tout i et, par conséquent, G/2G ~ (Z/27)".

Si nous considérons un autre base {y1,...,y,} de G, le méme raisonnement
conduit & 'isomorphisme G/2G ~ (Z/27Z)P. On a donc n = p et toutes les bases
de G sont finies et ont méme nombre d’éléments. O

Plus généralement, on a :

Théoreme VL2.4. Quels que soient les ensembles X et'Y,

(2 ~ 72| = [card(X) = card(Y)).

Démonstration. On a déja vu a la proposition (VI.2.1) que si card(X) = card(Y),
alors le groupe libre ZX) est isomorphe au groupe libre Z() | par un isomorphisme
prolongeant une bijection donnée entre les deux ensembles équipotents X et Y.
Précisons alors le cardinal de Z(X). O

Lemme VI.2.1. Si X est un ensemble fini, alors ZX) est un ensemble dénombrable.
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Démonstration. Si card(X) = n, le groupe ZX) est isomorphe au groupe Z" et on
sait qu'un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable (cf. appendice).
O

Supposons que X et Y soient deux ensembles tels que les groupes ZX) et ()
soient isomorphes. Si X est un ensemble fini, le résultat est un corollaire évident du
théoréeme (VI.2.3.(ii)). Supposons X infini, nous allons alors démontrer le lemme
suivant :

Lemme VIL.2.2. Si X est un ensemble infini, alors card(ZX)) = card(X).

Démonstration. Posons X = {x;},cs et notons F(X) I'ensemble des parties finies
de X. On considére 'application f : Z&X) — F (X) qui & z associe la partie A,
définie de la fagon suivante :

— Siz =0, on pose A, = 0.

. e L . _ .
— Si z est non nul, il s’écrit de maniére unique x = Zlgjgk njz;; et on pose

Ax - {Hfil,...,m'ik}.

Il est clair que f est une application surjective. D’autre part, pour toute partie
A de F(X), f~1(A) est contenu dans Z“) qui, d’aprés le lemme (VI.2.1), est
dénombrable puisque A est finie.

Mais, si f est une application surjective d’'un ensemble E sur un ensemble
infini F telle que, pour tout élément x de F', f~!(x) soit dénombrable, alors les
ensembles F et F' sont équipotents (cf. appendice).

On en déduit donc que card(ZX)) = card(F(X)). Mais, lorsque ’ensemble X
est infini, les ensembles X et F(X) sont équipotents (cf. appendice). D’ou le
lemme. Par conséquent, si les groupes Z(X) et Z(¥) sont isomorphes, on a

card(X) = card(ZX)) = card(Z™)) = card(Y). O

Remarque VI.2.3. La démonstration ci-dessus et le TR.I.B montrent que pour tout
ensemble X, il existe un groupe abélien équipotent & X. Autrement dit, sur tout
ensemble on peut définir une structure de groupe, comme cela a été précisé a la
remarque (I.1.1.d).

Les considérations précédentes conduisent & la définition suivante :

Définition V1.2.3. Si G est un groupe abélien libre, le cardinal d’une base de G
est appelé le rang de G.
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On remarquera que si G et H sont des groupes libres de rangs finis respectifs
p et g, alors G @D H est un groupe libre de rang p + q.

C - Sous-groupes d’un groupe abélien libre

Nous avons admis au chapitre III qu'un sous-groupe d’un groupe libre est un
groupe libre. Nous allons ici montrer que ce résultat est également vrai dans le
cadre des groupes abéliens.

Attention. Notons A la classe des groupes abéliens et G celle des groupes. Il est
évident que A est contenue dans G. Cependant, un groupe abélien libre G n’est
pas un groupe libre lorsqu’on le considére dans G. Il suffit pour s’en convaincre
de remarquer que si X est un ensemble ayant au moins deux éléments distincts,
le groupe abélien libre de base X est abélien par définition, alors que le groupe
libre de base X n’est pas abélien (cf. remarque II1.1.1.b). Par conséquent, le fait
qu’un sous-groupe d’un groupe libre soit un groupe libre n’implique pas qu’il en
soit de méme pour les groupes abéliens.

Théoreme VL2.5. Tout sous-groupe d’un groupe abélien libre est un groupe abélien
libre.

Démonstration. Nous allons donner d’abord une démonstration élémentaire dans
le cas du rang fini, qui permet de préciser que le rang du sous-groupe est inférieur
ou égal au rang du groupe; le cas infini nécessite une démonstration plus élaborée.

Le groupe réduit a ’élément neutre étant libre de base I’ensemble vide, dans
la suite on ne considérera que des sous-groupes non triviaux.

(VI.2.5.1). Supposons que G soit un groupe abélien libre de rang fini n ; nous
allons faire un raisonnement par récurrence sur n.

Sin =1, le groupe G est isomorphe & Z. Tout sous-groupe de G est donc
isomorphe a un kZ, donc & Z et, par conséquent, est un groupe abélien libre de
rang 1.

Supposons le résultat vrai pour les groupes abéliens libres de rang r <n — 1
et soit G un groupe libre de rang n. Alors G est isomorphe & Z" ; considérons le
morphisme de groupes p : Z" — Z défini par p((z1,...,2,)) = Tp. 1l est clair
que Ker(p) = {(z1,...,7n_1,0)|z; € Z} est un groupe isomorphe a Z"~!, donc
libre de rang n — 1. Tout sous-groupe de G est isomorphe & un sous-groupe H de
Z". On a p(H) = aZ; si a = 0, alors H est contenu dans Ker(p) et le résultat
découle de I'hypothése de récurrence. Si a # 0, p(H) est un sous-groupe de Z,
donc libre, et le morphisme H — p(H) est surjectif et a pour noyau H N Z"~!,
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qui est libre par hypothése de récurrence. On déduit de lexercice (VI.2) que
H =~ (HNZ" Y@ p(H), et H est un groupe abélien libre comme somme directe
de groupes abéliens libres. De plus, p(H) est de rang inférieur ou égal a 1 et
(H NZ"1) est, par hypothése, de rang inférieur ou égal & n — 1. Dot le résultat.

(VI.2.5.2). Considérons maintenant un groupe abélien libre G # {0} de base
X = {z;}ier quelconque et H un sous-groupe propre de G.

Pour tout k € I, on note 7, : G — Z le morphisme k™ coordonnée, i.e.
mk(g) = ny, avec g = Zie] NiTs.

On peut toujours supposer que I est muni d’une structure d’ensemble bien
ordonné (cf. appendice). Pour tout ¢ € I, on note G; le sous-groupe de G engen-
dré par les éléments x; pour i < t, et on pose Hy = H N G;. L'image de H; par
m¢ est un sous-groupe de Z, m(Hy) = Zay. On note y; un élément de H; tel que
m(y) = ay. Si ap = 0, on prend y; = 0.

Pour tout s € I, on considére K le sous-groupe de G engendré par les éléments
yp pour t < s. Donc K, est contenu dans H;, pour tout ¢. Nous allons montrer
que, pour tout s € I, Ky = Hg, ce qui prouvera que le sous-groupe H lui-méme
est engendré par les éléments (ys)ser-

Supposons que, par hypothése de récurrence, on ait : pour tout t < s, K; = Hy.
Cette hypothése est bien vérifiée pour le plus petit élément de I. Pour tout élément
x € Hg, on a mg(x) = qas, q € Z, donc x — qy, s’écrit comme combinaison linéaire
d’un nombre fini de xz;, avec i < s. On a donc x — qys € Hy, avec t < s. D’ou,
d’aprés 'hypotheése de récurrence, x —qys € K. Mais, Ky C K et, par conséquent,
I’élément x appartient & K, d’otu Ky = Hg.

Ce qui précéde prouve que la famille (ys)ser est génératrice de H. Montrons
maintenant que la sous-famille des ys qui ne sont pas nuls est libre sur Z. Sup-
posons qu’il existe une relation S = > Finie ViYi = 0, dans laquelle il existe des
termes non nuls. On note k le plus grand indice i tel que n;y; # 0. Puisque
7r(yi) = 0 pour ¢ < k, on a mi(nkyg) = mx(S) = 0. Mais, mp(ngyr) = nkay et,
puisque ay # 0, on doit avoir ng = 0, ce qui est contraire a I’hypothése.

On en déduit que la famille des (ys)ser qui sont non nuls est une base de H,
qui est donc un groupe abélien libre. O

Comllaire VL.2.3. Si H est wun sous-groupe d’un groupe libre G, alors
rang(H) < rang(G).

Démonstration. Si le groupe G est de rang fini, le résultat a été démontré en
(VI.2.5.1). Supposons G de rang infini. Si H est de rang fini, le résultat est bien
clair. Si H est de rang infini, d’aprés le lemme (VI.2.2), on a rang(H) = card(H)
et rang(G) = card(G). Comme H C G, on en déduit que rang(H) < rang(G).
([
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Attention. Comme cela a été mentionné au chapitre II1, ce résultat de compa-
raison entre le rang d’un groupe libre et le rang de ses sous-groupes est faux pour
les groupes non abéliens.

Comllaire VL.2.4. Si G est un groupe abélien engendré par n éléments, tout sous-
groupe H de G admet une partie génératrice ayant au plus n éléments.

Démonstration. D’apreés la démonstration du corollaire (VI.2.1), il existe un mor-
phisme surjectif de groupe f : Z" — G. L’image réciproque de H par f est un
sous-groupe K de Z™, donc libre de rang p < n. L’image par f d'une base de K
est une partie génératrice de H. ]

Remarque VI.2.4. Si G est un groupe libre de rang fini, si H et K sont deux sous-
groupes tels que G = H @ K, alors rang(G) = rang(H) + rang(K).

VI1.3. Groupes abéliens de torsion

Définition VI1.3.1. Un groupe abélien G est dit de torsion si tout élément
de G est d'ordre fini (i.e. Vo € G,3n € Ztel quenz = 0). Il est dit sans
torsion si tout élément, différent de I’élément neutre, est d’ordre infini (i.e.
Vx € G,z # 0,nz = 0 implique n = 0).

Exemples VI.3.1.
a) (Z,+) est sans torsion. Plus généralement, un groupe abélien libre est sans
torsion.

b) (Q,+) est sans torsion.
c¢) Tout groupe fini est de torsion.
d) (Q/Z,+) est de torsion.

e) (C*, x) posséde des éléments d’ordre infini et des éléments, différents de
I’élément neutre, d’ordre fini.

Proposition - Définition VL3.1. Soit G un groupe abélien. L’ensemble formé des
éléments d’ordre fini de G, est un sous-groupe T(G) de G. C’est le
sous-groupe de torsion de G. Si T(G) # G, le groupe G/T(G) est sans torsion.
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Démonstration. Si G est un groupe sans torsion alors T'(G) = 0, si G est un groupe
de torsion alors T(G) = G'; dans ces deux cas le résultat est trivial.

Supposons que G soit un groupe tel que T'(G) soit distinct de G et de {0}.
Soient x et y deux éléments de T'(G) ; notons p (resp. ¢) Pordre de z (resp. y). On
apq(z—y) =0, donc (x —y) € T(G) et T(G) est un sous-groupe de G. Soit T un
élément du groupe G/T(G). S'il existe p € N* tel que pz = 0, on a px € T(G),
i.e. il existe ¢ € N* tel que gpxr = 0, d’ot z € T(G) et T = 0, d’ott G/T(G) est un
groupe sans torsion. [l

Exercice VI.4. Soient G un groupe abélien et H un sous-groupe de G. Montrer
que

a) T(H) = H n T(G).

b) T(G)/T(H) est un sous-groupe de T'(G/H).
Proposition - Définition VL3.2. Soient G un groupe abélien et p un nombre premier.

L’ensemble G(p), formé des éléments de G dont l'ordre est une puissance de p,
est un sous-groupe de G, appelé composante p-primaire de G. O

Théoreme VI3.1. Soient G un groupe abélien de torsion et P [’ensemble des
nombres premiers. Alors G est égal a @ ,cp G(p).

Démonstration. Soit x un élément d’ordre n de G. On considére n = pi*...p*
la décomposition en facteurs premiers de n et on pose n; = n/p;*, 1 <i < k.
Les nombres entiers n; sont premiers entre eux dans leur ensemble donc,
d’aprés le théoréme de Bezout, il existe des nombres entiers aq,...,a tels que
Z1<i<k a;n; = 1. On en déduit que
=1z =a1(nmx)+ ...+ ar(ngx),
o, pour 1 < i < k, n;z est d’ordre p;*. Par conséquent,
re Y Gp)cC Z G(p
1<i<k

d’ott G C Y p G(p). Comme l'inclusion dans I'autre sens est évidente, on a
=) Gp)
P

Montrons que cette somme est directe. Soit pg un élément de P et soit

reGpo)n Y, Gp

p#po,pEP
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Il existe {p1,...,pn} C (P \ {po}) tel que z = =1 + ... + x,, avec x; € G(p;).
Chaque z;, 1 < i < n, est d’ordre p;* et, puisque les p; sont premiers et que le
groupe G est abélien, = est d’ordre pij'...pS". Mais, puisque z € G(pp), il est
aussi d’ordre pg°, d’ott = 0. On a donc

G =G O

peEP

Exercice VI.5.
1. Montrer que si G est un groupe abélien fini et si p est un nombre premier
divisant l'ordre de G, alors G(p) est le p-sous-groupe de Sylow de G.

2. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n et soit n = pi*... p;;’“ la. décompo-
sition de n en facteurs premiers. Montrer que G = P, G(pi)-

3. En déduire que si G un groupe abélien fini d’ordre n, pour tout diviseur
d de n, le groupe G posséde un sous-groupe d’ordre d. (On rappelle que ceci est
faux pour les groupes non abéliens.)

Proposition VI.3.3. Soit G un groupe abélien de type fini. Alors,
(1) G est de torsion si et seulement si G est fini

(ii) G est sans torsion si et seulement si G est libre.

Démonstration. (i). Il est clair que tout groupe fini est de torsion.

Soit G un groupe abélien de type fini de torsion et soit {1, ..., 2, } une famille
génératrice de G. Chaque élément z;, 1 < ¢ < n, est d’ordre fini p;. Par conséquent,
dans toute écriture d’un élément x quelconque de G, z = Zlgign n;x;, on peut
supposer que 0 < n; < p; — 1. On a donc

1<i<n

ol les n; ne prennent qu’'un nombre fini de valeurs, par conséquent le groupe G
est fini.

(ii). Il est clair qu’un groupe abélien libre est sans torsion.

Soit G un groupe abélien de type fini sans torsion et soit {xi,...,xs} une
famille génératrice de G. On va faire un raisonnement par récurrence sur s.

Si s =1, G est isomorphe & Z et donc libre de rang 1.
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Supposons le résultat vrai pour les groupes engendrés par r < s — 1 éléments.
Si la famille {z1,...,x4} est libre, c’est une base et le groupe G est libre. Sinon,
considérons une combinaison linéaire nulle liant les générateurs de G,

Z n;xr; = 0.

1<i<s

Les coefficients n; étant dans Z et le groupe G étant sans torsion, on peut supposer
que les n; sont premiers entre eux dans leur ensemble (sinon, on met en facteur
le pged des n; et on utilise 'hypothése que le groupe est sans torsion).

Si 'un des coefficients, par exemple ny, est égal a 1, on a

Tk = E &g

1<i<s,i#k

et le groupe G est engendré par les s — 1 éléments (x;)1<i<s,izk- 11 est donc libre
par hypothése de récurrence.

Si tous les coefficients n; sont distincts de 1, il existe au moins deux coeffi-
cients n; et ny tels que |n;| > |ng| > 0. En faisant la division euclidienne de
nj par ng, on a |nj —qng| < |ng|l. On pose x}, = x + qx;; il est clair que
{@1,...,25,...,2),...,xs} est une partie génératrice de G. D’autre part, on a

nmx1+ ...+ (nj —qng)z; + ...+ npxl + ..+ nges =0

ou les coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble et |n; — gng| < |n;|.
Alors, ou bien |nj — gng| = 1 et on est ramené au cas précédent, ou bien
|nj — qni| > 1 et on réitére le procédé. Comme ce procédé converge vers le pged
des n;, on arrivera, en un nombre fini d’étapes, & ce que 'un des coeflicients soit
égal a 1.
Dans tous les cas, on se raméne & une famille génératrice constituée de (s — 1)
éléments au plus et, par hypothése de récurrence, le groupe G est libre. U

Attention. Cette proposition est fausse, en général, pour les groupes non abé-
liens et pour les groupes abéliens qui ne sont pas de type fini (contre-exemple :

(Q,+)).

VI.4. Structure des groupes abéliens de type fini

Proposition VL.4.1. Tout groupe abélien G de type fini est somme directe d’un
groupe libre de rang fini et d’un groupe fini (qui est son sous-groupe de tor-

sion T(Q)).
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Démonstration. 1l est clair que I'image dans G/T(G) d’une partie génératrice de
G est une partie génératrice de G/T(G), il est donc de type fini. On sait, d’aprés
la proposition-définition (VI.3.1), que le groupe G/T(G) est sans torsion, donc,
d’aprés la proposition (VI.3.3), G/T(G) est libre, de rang fini.

D’autre part, la projection canonique 7 : G — G/T(G) a pour noyau T'(G)
et, d’apres le corollaire (VI.2.1), la remarque (VI.2.2) et 'exercice (VI.2), on a
G ~T(G) & G/T(G). 1l existe donc un sous-groupe libre de rang fini F' de G,
isomorphe & G/T(G), tel que G =T(G) @ F.

Supposons qu’on ait G = H @ K, avec H groupe fini et K groupe libre de rang
fini. Puisque H est un sous-groupe fini de G, on a H C T'(G). D’autre part, tout
éléement z # 0 de T'(@G) s’écrit de maniére unique x = h+k avec h € H et k € K.
En notant p lordre de x, on a ph + pk = 0, i.e. ph = —pk. Mais H N K = {0},
d’ott pk = 0 et, puisque K est libre, & = 0. Par conséquent H = T(G); on en
déduit que K ~ G/T(G). O

La décomposition ci-dessus étant unique, a isomorphisme prés, le rang du
groupe libre F' est parfaitement déterminé, et donc le groupe F' aussi (& isomor-
phisme preés). Nous allons maintenant donner une description précise de la partie
de torsion comme somme directe de groupes cycliques.

Pour cela, nous allons d’abord établir le résultat fondamental suivant :

Théoreme VL4.1. Soient G un groupe abélien libre de rang fini n et H un sous-
groupe de G. Alors

(1) 11 existe une base (ey,...,e,) de G, un entier ¢ < n, une famille d’entiers
positifs ai,...,aq tels que

a) a; divise a;11, 1 <i<qg—1

b) (aie1,...,aqeq) soit une base de H

(ii) Les entiers g, a,...,aq vérifiant ces conditions sont uniquement déter-
minés par la donnée de G et H.

Démonstration. (i). Si H = {0} le résultat est trivial; on suppose donc H # {0}.
Nous allons faire un raisonnement par récurrence sur n.

Sin =1, le groupe G est isomorphe & Z et le résultat concernant les sous-
groupes de Z est déja connu.

On suppose le théoréme vrai pour les groupes libres de rang inférieur ou égal
a(n—1).

Soit (x;)1<i<n une base de G et (7;)1<i<n les fonctions coordonnées associées a
cette base. Rappelons qu’elles sont définies de la maniére suivante : tout élément x
de G s’écrivant de maniére unique r = Z1<i<n n;x;, on pose m;(x) = n,.
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Pour tout w € Hom(G,Z), uw(H) est un sous-groupe de Z, donc de la forme
Zay,. On a donc un ensemble de nombres entiers positifs ou nuls (o). Puisque H
est non nul, il existe au moins une fonction coordonnée qui ne s’annule pas sur H,
il existe donc des «,, non nuls. On pose

a = Z.nfueHom(G,Z) (au)
ay,#0
et on note f un élément de Hom(G,Z) correspondant a a, i.e. f(H) = Za. Soit
h € H tel que f(h) =a; écrivons h =}y o, hiwi.

Lemme VIL4.1. Pour tout i, 1 <1< n, a divise h;.

Démonstration. Soit d le pged de a et h;; il existe des entiers r et s tels que
d=rh;+sa=rmh)+sf(h) = (rm; + sf)(h).

Comme (rm; + sf) € Hom(G,Z), il existe un « tel que (rm; + sf)(H) = Za. On
a donc Zd C Za. Puisque d divise a, on a Za C Zd. On a donc Za C Za. On en
déduit que « divise a et, par minimalité de a, « = a. On a donc Zd = Za, d’oil a
divise d, donc a divise h;.

Par conséquent, pour tout i, 1 < i < n, il existe g; € Z tel que h; = ag;. On
pose g = Zlgign gix;. On a h = ag, donc f(h) = f(ag) = af(g), mais comme
f(h) = a, on a f(g) = 1. Le morphisme f : G — Z admet donc une section A
définie par A\(1) = g. Le groupe A(Z) est isomorphe & Z, donc libre de rang 1. Il
s’identifie au sous groupe de G engendré par g, que nous noterons (g), qui est donc
lui aussi libre de rang 1. On déduit du corollaire (VI.2.1), de la remarque (VI.2.2)
et de l'exercice (VI.2) que G = (g9) & Ker(f). Par conséquent, Ker(f) est un
groupe libre de rang n — 1 et

H=_{g)NH)® (Ker(f)nH).

De plus, pour tout élément y de H, on a f(y) = ba avec b € Z, d'ou
y =bh+ (y —bag), et (y — bag) € (Ker(f) N H), puisque f(g) = 1. Ceci, et
I'unicité de I'écriture de tout élément de H en fonction de la décomposition en
somme directe donnée ci-dessus, impliquent que (g) N H = (h). On a donc

H = (h)® (HnNKer(f)).

Par hypothése de récurrence appliquée au groupe Ker(f) et son sous-groupe
Ker(f)N H, il existe

— une base (eg,...,e,) de Ker(f),
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— un entier q > 2,
— des entiers positifs as, ..., a4, avec az | az | ... | aq,

tels que (ages, ..., aqe,) soit une base de Ker(f) N H.

Posons a; = a et e = g (i.e. aje; = h). On déduit de ce qui précéde que
(are1,aze2,. .., aqeq) est une base de H.

Montrons que a; divise ag. On considére le morphisme v : G — Z défini par
v(er) = v(eg) = 1 et v(e;) = 0 pour ¢ > 3. Alors, a = a1 = v(are1) = v(h) et,
puisque v(H) = Zf, on a Za C Z3. D’ou, par minimalité de a, Z = Za = Za;.
D’autre part, ag = v(ages) € v(H) = Z3, donc as € Zay, i.e. a; divise as.

(ii). Pour démontrer I'unicité des entiers ¢, a1, ..., a4, nous allons d’abord dé-

duire de (i) un théoréme de structure des groupes abéliens de type fini. La dé-
monstration du théoréme (VI.4.1.(ii)) sera faite pages 150 et 151. O

Théoreme VI.4.2 (de structure des groupes abéliens de type fini). Soit G un groupe
abélien de type fini. Il existe un unique entier p et une unique famille (aq, ..., a,)
d’entiers supérieurs ou égaux & 2, avec a; diwvise a;+1 pour 1 < i < r—1, tels que

Ge7ZPOZ/Z®...d7ZL/a, 7.

Démonstration. Existence : Soit (x1,...,x,) une famille génératrice de G. Il existe
un morphisme surjectif f : Z" — G tel que G ~ Z"/ker(f). D’aprés le théo-
réme (VI.4.1), il existe une base (e1,...,e,) de Z™, un entier ¢, 1 < ¢ < n,
des entiers positifs aq,..., a4, avec a; divise a;41 pour 1 < i < (¢ — 1), tels que
(areq,...,aqeq) soit une base de Ker(f). On pose ag41 = ... = a, = 0, alors

Z"|Ker(f) ~ @ (Zei/Zase;).

1<i<n

Mais, pour tout ¢, on a Ze;/Zae; ~ Z/a;Z et, si a; =0, Z/a;Z = Z. D’ou, en
posant p = (n — q), et en éliminant les a; éventuellement égaux a 1,

G ~7°P0Z/mZ&...07L/ a2

Unicité : Supposons qu'il existe deux familles de nombres entiers (p, ay, ..., a;)
et (q,b1,...,bs) telles que

G~7ZP®L/Z&®.. ®L/a L

et
G ~ 71 @Z/blz@ - @Z/bSZ.
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Chacune de ces deux sommes est une décomposition de G en la somme directe
d’un groupe libre de rang fini et d’un groupe fini. D’aprés la proposition (VI.4.1),
cette décomposition est unique; on en déduit que ZP ~ Z4, i.e. p = q, et que

P z/az~T1(G) ~ P z/bi2.

1<i<r 1<i<s

D’aprés le théoréme (VI.3.1) ou lexercice (V1.5.2), si [T(G)| = pi*...p}*, on a
T(G) = D G,
1<i<k

Supposons que l'unicité de la décomposition en somme directe du théo-
réme (VI.4.2) soit vérifiee pour les groupes G(p;), 1 < i < k. Montrons que
cela entraine 'unicité de la décomposition pour le groupe T'(G).

On a donc
P z/az~TG) ~ P z/hz
1<a<r 1<i<s
avec ailag|...|a, et by|ba|. .. |bs.

Notons z; un générateur de Z/a;Z, 1 < i < r. Alors Uordre de z;, o(z;) = a;,
divise |T'(G)|. Donc,

ai=py" ...p," avec 0< w;j <t

et

t]‘ - E Wi avec Wi < Wi41,5 car ai\aiﬂ.
1<igr

On en déduit donc que pour tout 4, 1 < i < 7, on a (z;) = B¢;,{wiy), ol
o(wi;) = Pq}ui’j . Par conséquent,

TG =P | P @)|=P [ P @)

1<i<r \1<j<k 1<k \1<i<r
oW t
Comme \@1@@(@7»\ = p}”” Wi — pj,ona
P (@) = G))
1<igr

qui, par hypothése, a une unique décomposition en somme directe de groupes
cycliques.
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Le méme raisonnement, en utilisant ’autre décomposition de 7'(G) et en no-
tant y; un générateur de Z/b;Z, donne

b — Wi 1 w:.’,k 0<w . <t
i =D D avec <w; i <t

2'7j
et
§ / / /
t] - w,iJ et w,iJ § w2+17j car bZ’bZ-i-l
1<i<s
et
T(G) = {Yi4)
1<k \1<i<s

avec

On est donc ramené a démontrer 'unicité de la décomposition en somme
directe de groupes cycliques pour les p-groupes abéliens de type fini, ce qui sera
fait au lemme (VI.4.2) ci-dessous. Mais remarquons tout de suite qu’on déduit de
ce lemme (VI.4.2) que r = s et w;; = w;j pour tout ¢ et j, d’'oit a; = b; pour
tout 7, 1 <2 < r.

Lemme V1.4.2. Soient p un nombre premier et P un p-groupe abélien fini tel que

P~ P zjaZ ~ P Z/bZ

1<i<r 1<5<s
avec aylasg]...|a, et bilba|...|bs. Alors, r = s et, pour tout i, 1 <i < r, a; = b;.
Démonstration. On remarquera qu’on a nécessairement a; = p* et b; = i,
les relations de divisibilité ci-dessus se traduisant alors par a3 < ... < a, et

01 < ... < (s, la conclusion se traduit par r = s et oy = 3;, pour tout 7, 1 < i < r.
Ecrivons |P| = p! et faisons un raisonnement par récurrence sur t.
Sit=1l,onar=s=1eta; =0 =1.

Supposons t > 1 et le résultat vrai pour les p-groupes d’ordre p“ pour

u < (t —1). On note H, le p-sous-groupe de P formé des éléments de P qui sont

d’ordre p. Un élément = de H,, s’écrit de maniére unique

x = Z n;z;, avec x; générateur de Z/p*Z, 0 < n; <p*, 1 <i<r.
1<er
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Puisque px = 0, on a pn;x; = 0, i.e. p®|pn;, pour tout i, 1 < i < r, d’ott on a
ni = mip!®~Y. Comme on a 0 < n; < p®, on a0 < m; <p.

Par conséquent, on a H), = Zl<i<r m;x;, avec 0 < m; < p. On en déduit que
| Hp| = p".

En utilisant 'autre décomposition de P en somme directe, le méme raisonne-
ment donne |Hy| = p®. On en déduit donc que r = s.

On considére

K,={zeP|32" € P, x =pa'}.

Un élément x de P appartient a K, si et seulement si x s’écrit x = Zlgz‘gr PNGT;.
Par conséquent,
Ky= ) (pxi)
1<er

ou (pz;) désigne le sous-groupe engendré par pz;.
Un générateur x; appartient & H,, si et seulement si o; = 1. Supposons qu’on

ait o =...=ap=1let 1 <apy1 <... < . Alors
E,= @ ()
(h+1)<i<r

et |pz;| = pl@i—1).
En utilisant 'autre décomposition de P en somme directe, on obtient

K= P ()

(W+1)<g<r

et [py;| = p%b).

Si tous les termes o sont égaux a 1, alors K, = 0, d’ou b/ =r et §; = 1 pour
tout 4, 1 <7 < r, d’ou le résultat.

Si h < r, K, est un sous-groupe propre de P, donc d’ordre p“, avec 1 < u < t.
En appliquant I’hypothése de récurrence au p-groupe K, on obtient h' = h et
a; = B, pour (h+1) <i < r. Puisquon a a; = 3; = 1 pour 1 <i < h,ona
donc «; = (; pour tout ¢, 1 < i < r, et le lemme est démontré, ce qui achéve la
démonstration du théoréme (VI.4.2). O

Démonstration du théoreme (VI.4.1.(ii)). Soit H' le sous-groupe de G de base
(€i)1<i<q- Il est clair que H C H'. De plus, puisque aq] ... |aq,

H={r € G|3\ € Z, \x € H}.

Par conséquent, H'/H est le sous-groupe de torsion de G/H. Ceci détermine H’,
donc son rang ¢, de maniére unique.
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D’autre part, on a

H/H~| @ Zei |/ | P Zaiei | ~ @ (Z/aiZ2).

1<i<q 1<i<q 1<i<q
On déduit du théoreme (VI.4.2) I'unicité des éléments (a;)1<i<q- O

La décomposition en somme directe d’un groupe abélien de type fini donnée
par le théoréme (VI.4.2) s’appelle la décomposition canonique.

Exercice VI.6. Soit G un groupe abélien fini. Montrer qu’il existe un élément = de
G dont l'ordre est le ppem des ordres des éléments de G. (On décompose G sous
la forme donnée par le théoréme (VI.4.2), on note y la classe de 1 dans Z/a,Z, et
on pose z = (0,...,0,y).)

Définition VI.4.1. Les éléments a;, 1 < i < g, du théoréme (VI.4.1) sont appe-
lés les facteurs invariants de H dans G. Si H = G, on dit que ce sont les
facteurs invariants de G.

Si G est un groupe abélien fini, (par exemple le sous-groupe de torsion d’un
groupe abélien de type fini), notons ptl1 e p',;’“ la décomposition en facteurs pre-
miers de |G|. Comme on l'a vu dans la démonstration du théoreme (VI.4.2),
chaque facteur invariant a; de G, 1 < i < ¢, s’écrit

ai=py" ..op" avec 0<w;; <t

et
tjz E wj j avec Wi 4 ngLj car ailaiﬂ.
1<i<q

Les facteurs invariants étant uniquement déterminés, il en est de méme des
Wi, j
termes p, .

Définition VI.4.2. Les entiers d; ; = p;”.vi’j, pour 1 <i<qgetl<j <k, sont
appelés les diviseurs élémentaires de G.

Puisque les entiers p; sont premiers, il est clair que les entiers d; ;, pour ¢ fixé
et 1 < j < k, sont premiers entre eux deux & deux. On en déduit que, pour tout i,
1<i<qg,ona
Z)aZ~ @ Z/di;Z.

1<k
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Définition VI1.4.3. Soit G un groupe abélien fini. En écrivant les diviseurs élé-
mentaires de G dans ’ordre croissant, chacun d’entre eux étant écrit un nombre
de fois égal au nombre de fois ou il apparait dans ’écriture des facteurs in-
variants de GG, on obtient une suite finie de nombres entiers qu’on appelle le
type de G.

Remarque VI.4.1. Lorsqu’on a le type d’un groupe abélien fini GG, le nombre maxi-
mum d’occurrences d’'un méme facteur premier de |G| qui apparait dans le type
donne le nombre de facteurs invariants de G.

Conclusion
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Soit G un groupe abélien fini. On détermine ses facteurs invariants (cf.
TR.VI.C) (a;)1<i<q €t on en déduit sa décomposition canonique

G ~ @ Z/a;Z.

1<i<q

On calcule ses diviseurs élémentaires, qui permettent de déterminer le type
(c1,...,¢5), et on a
G~ @ Z]cZ.
1<i<s

De plus, en regroupant dans cette derniére somme directe les termes correspondant
a un méme facteur premier p de |G|, on a la décomposition en somme directe de
la composante p-primaire G(p).

Ceci peut se résumer sous forme d’un tableau. Soit G un groupe abélien fini,
|G| = ptl1 e p';j la décomposition de son ordre en facteurs premiers, aq, ..., aq ses
facteurs invariants, d; ; = p;Ui’j ses diviseurs élémentaires. On écrit

P1 b2 Dy e Pk
a wi1  wi2 w1 W1,k
a2 w1 w22 - w5 v w2,k
a; Wi, 1 Wi, 2 s Wi, 5 s Wi k
Qq Wg,1  Wg2 o Wqj 0 Wgk

Les colonnes donnent le type des composantes p-primaires de G. Par exemple

la j®™e-colonne donne le type de la composante pj-primaire G(p;) et on a
Wi KW < ... < Wy, j-
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Les lignes permettent de reconstituer les facteurs invariants. Par exemple, la
éme_]s . . . ) o w; ;
1“™M-ligne permet de reconstituer le facteur invariant a;, par a; = Hl <<k P

Pour obtenir le tableau ci-dessus :

— ou bien on connait les facteurs invariants, il suffit alors d’écrire la décom-
position en facteurs premiers de chacun d’eux;

— ou bien on connait le type du groupe, et le nombre de lignes du tableau
est donné par la remarque (VI.4.1). Le fait que chaque facteur invariant a;
contient une puissance (éventuellement nulle) de chaque nombre premier p;
et que a; divise a;41 donne une détermination unique des wj ;.

Exemples V1.4.1.

a) Soit G un groupe de type (2,2,3,23,5,3%). On veut déterminer les facteurs
invariants de G et sa décomposition canonique. Le nombre premier qui apparait
le plus grand nombre de fois est p; = 2 qui apparait trois fois. Il y a donc trois
facteurs invariants. Ce sont :

a1 =2, ap=2x3=6, az=2x3%x5=360.
D’ou la décomposition canonique
G ~ Z/2Z&® L/6L & Z/360L.
b) Soit G ~ Z/20Z& 7Z/30Z. Puisque 20 ne divise pas 30, cette décomposition

de G n’est pas la décomposition canonique.
Cherchons les diviseurs élémentaires de G. On a

20=22x5 et 30=2x3x05,

et G est de type (2,3,22,5,5). On en déduit la décomposition de G en somme
directe de ses composantes p-primaires :

G ~ (Z2Z®Z/AZ) ® Z/3Z & (Z/5Z ® L/5Z).

l

Les facteurs invariants sont donc 2 x5 = 10 et 4 x 3 x 5 = 60, et la décomposition
canonique de G est
G ~ Z/10Z & Z/60Z.

Exercice VI.7. Déterminer le type, les facteurs invariants, les composantes p-
primaires du groupe

G=17/A7&L)6ZdL)TZ S L/3Z & Z/18Z.

153



This pageintentionallyleft blank



THEMES DE REFLEXION

& TR.VI.A. Rang d’un groupe libre

Nous allons, dans cette partie, montrer des résultats concernant les groupes
libres non abéliens évoqués dans le chapitre III, et plus particuliérement, la réci-
proque du théoréme (II1.1.3) :

Soient X et Y deux ensembles. Si les groupes libres L(X) et L(Y') sont iso-
morphes, alors les ensembles X et Y sont équipotents.

La raison d’étre de cette étude concernant des groupes non abéliens dans le
chapitre consacré aux groupes abéliens est que, par abélianisation, nous passerons
a des groupes abéliens et nous utiliserons alors des résultats concernant les groupes
abéliens.

Nous allons, pour la commodité du lecteur, faire quelques rappels de notions
étudiées au TR.ILA.

Soit G un groupe ; pour tous x et y éléments de G, on pose [z, y] = zyz~ty~L.
Cet élément de G est appelé commutateur de x et y. On remarquera que le
groupe G est abélien si et seulement si, pour tous = et y éléments de G, on a
[.f, y] =1L

On note D(G) le sous-groupe de G engendré par les commutateurs [z, y| pour
x et y parcourant G et on I'appelle sous-groupe dérivé de G.

Le sous-groupe D(G) est normal dans G et le groupe G/D(G) est abélien. Si
H est un sous-groupe normal de G, le groupe G/H est abélien si et seulement si
D(G) C H.

Soient X un ensemble et L(X) le groupe libre de base X (cf. chapitre III).
On consideére le groupe GG donné par générateurs et relations :

G = (X|[z,y,ze X yeY).

1. Montrer que le groupe G est isomorphe au groupe L(X)/D(L(X)).
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On note ZX) le groupe abélien libre de base X,
Jx : X = Z%) et ix: X — L(X)
les inclusions canoniques, 7 : L(X) — L(X)/D(L(X)) la projection canonique.
2. Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes
¢: L(X) — 2
tel que ¢ oi, = jx. (Propriété universelle du groupe libre (théoréme I11.1.2).)
3. En déduire qu’il existe un morphisme de groupes
W L(X)/D(L(X)) — 2

tel que ¥ o = . (Théoréme de passage au quotient, théoréme (I1.6.2) ou re-
marque (I1.6.1).)

4. Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes
o 2% = L(X)/D(L(X))
tel que oo j, = moix. (Propriété universelle du groupe abélien libre, théo-
réme (VI.2.2).)
5. Montrer que v et o sont des isomorphismes réciproques I'un de I'autre.

6. En déduire que (X | [z,y],x € X,y € Y) est une présentation par générateurs
et relations du groupe abélien libre de base X .

Soient X et Y deux ensembles tels que les groupes libres L(X) et L(Y') soient
isomorphes.

7. Montrer que les groupes L(X)/D(L(X)) et L(Y)/D(L(Y)) sont isomorphes.

8. Déduire de ce qui précéde que les groupes abéliens ZX) et Z(Y) sont isomorphes
et que les ensembles X et Y sont équipotents.

TR.VI.B. Groupes divisibles

Tous les groupes considérés ici sont abéliens. Leur loi est notée additivement
et I’élément neutre est noté 0.

Un groupe abélien G est dit divisible si, pour tout élément = de G et tout n
de N*, il existe un élément y de G tel que x = ny.
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I1 est clair que le groupe (Q, +) est divisible et que (Z, +) ne 'est pas.
Nous allons d’abord étudier quelques propriétés des sous-groupes divisibles
d’un groupe, puis nous établirons un théoréme de structure des groupes divisibles.

1. Soit G un groupe; montrer que les sous-groupes divisibles de G engendrent un
sous-groupe divisible maximal.

2. Montrer que tout sous-groupe divisible D d’un groupe G est en facteur direct
dans G. (On utilisera le lemme de Zorn (c¢f. appendice) pour montrer qu’il existe
un sous-groupe maximal H de G tel que H N D = {0}.)

Un groupe est dit réduit s’il ne posséde par de sous-groupe divisible différent

de {0}.

3. Montrer que tout groupe G s’écrit G = D @ R, ot D est un groupe divisible
et R est un groupe réduit.

4. Montrer que tout facteur direct d’un groupe divisible est un groupe divisible.

On sait que tout groupe abélien G est somme directe d’un groupe sans torsion
et de son sous-groupe de torsion. Compte tenu de ce qui précéde, pour étudier
la structure des groupes divisibles, il suffit d’étudier les groupes divisibles sans
torsion et les groupes divisibles de torsion.

Comme, de plus, un groupe de torsion est somme directe de ses composantes
p-primaires, pour étudier les groupes divisibles de torsion, il suffit d’étudier les
p-groupes divisibles.

Etude des groupes divisibles sans torsion

On remarquera que si G est un groupe sans torsion, si nx = ny, ot n € N* et
xz,y € G, alors ©x = y.
On considére un groupe G divisible et sans torsion.

5. Montrer que pour tout élément x # 0 de G, il existe un unique morphisme
injectif de groupes f: Q — G tel que f(1) = x.

6. Déduire de ce qui précéde que G est isomorphe a une somme directe de groupes
qui sont tous isomorphes a Q.

Etude des p-groupes divisibles

On note Q/Z(p) le groupe des nombres rationnels r, avec 0 < r < 1, qui
s’écrivent r = k/p™ pour des entiers k et n, la loi étant 'addition modulo 1.
(Vérifier que c’est un groupe.)

Un groupe isomorphe au groupe Q/Z(p) est appelé un p>-groupe.
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Par exemple, le quotient par Z du groupe
{(r/s)|r€Z,se€Z, (r,s)=1,In € N* s=p"}

ou la loi est 'addition usuelle des rationnels, est un p*>°-groupe. (Le vérifier.)

7. Montrer que si H est un sous-groupe cyclique d’ordre maximum d’un p-groupe,
alors H est facteur direct dans G.

8. Montrer que si G est un p-groupe tel que pG = G, alors G a un p*°-sous-
groupe. (L’hypothése entraine qu'il existe dans G une suite d’éléments x; tels que
pr; = x;_1, avec prq = 0, chaque z; étant d’ordre p’. On montrera alors que
'application définie par f(r/p’) = rx;, induit un morphisme injectif de groupes

de Q/Z(p) dans G.)

9. Montrer que si G est un groupe qui n’est pas sans torsion, il admet un facteur
direct qui est un groupe cyclique d’ordre une puissance d’un nombre premier, ou
qui est un p*°-groupe, pour un certain nombre premier p.

10. En déduire que si G est un p-groupe divisible, il est somme directe de p°-
groupes.

On déduit donc qu'un groupe abélien divisible GG est somme directe de groupes
qui sont isomorphes & QQ, ou a des p*™°-groupes pour les nombres premiers p cor-
respondant aux composantes p-primaires de G.

TR.VI.C. Calcul des facteurs invariants

Soient G un groupe abélien libre de rang n et H un sous-groupe de G. On
va donner ici un algorithme de calcul des facteurs invariants de H dans G (cf.
(théoréeme VI.4.1)).

Notons aq, ..., aq ces facteurs invariants. Pour déterminer les a;, 1 <@ < g, il
suffit de connaitre les produits ajas ... ax pour tout k, 1 < k < g. D’autre part,
puisque aqlag] ... |aq, quels que soient les entiers 1 < j; < ... < ji < ¢, 'élément

e s A A
ap ...ay divise I'élément aj, ... a;, .

On fixe un entier k, 1 < k < q.

1. Montrer que, pour toute application k-linéaire alternée f définie sur G a valeurs

dans 7Z et quels que soient x1,...,x éléments de H, le produit ai ...a, divise
f(a:l, e ,.%'k).
2. Montrer que I'on peut choisir f et x1,...,xy tels que ay ...ap = f(x1,...,zk).

3. En déduire que a...ap est un pged d’éléments de 7 qui sont de la forme
f(a:l,...,xk), v, € H, 1 <i<k.
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Ces résultats fournissent un algorithme de calcul des facteurs invariants, de la
maniére suivante.

Soient y1, ..., ¥y, une base quelconque de G et x1, ..., x, un systéme de généra-
teurs de H. On note A la matrice dont la j°™°-colonne est formée des composantes
de z; dans la base y1,...,y,, 1 <Jj < p.

4. Montrer que ay...a, 1 < k < q, est le pged des mineurs d’ordre k de la
matrice A.

Application aux matrices équivalentes

On rappelle que deux matrices A et B a coefficients dans un anneau R sont
équivalentes s’il existe des matrices inversibles U et V' a coefficients dans R telles

que B=UAV.

5. Soit A une matrice a coefficients dans 7Z, 4 n lignes et p colonnes. Montrer qu’il
existe des matrices inversibles U et V', a coefficients dans Z, telles que

ap 0 00---0
0 as 00---0
UAV=100--ag0---0
00 00---0
00---00---0
otl les a; sont des nombres entiers positifs tels que ailas| ... |aq.

Les nombres a;, 1 < i < ¢, sont appelés les facteurs invariants de la matrice A.

6. En déduire que deux matrices A et B a coefficients dans Z sont équivalentes si
et seulement si elles ont méme rang et mémes facteurs invariants.

159



This pageintentionallyleft blank



TRAVAUX PRATIQUES

TP.VI.A. Algorithmes de Gauss-Jordan, de Hermite
et de Smith

On se propose de passer en revue quelques algorithmes classiques de manipu-
lation des matrices & coefficients dans Z. Les résultats obtenus sont a interpréter
dans le cadre de la théorie des groupes abéliens de type fini ou, de maniére équi-
valente, des Z-modules de type fini.

On rappelle pour commencer l'algorithme de Gauss-Jordan, qui s’applique
aux matrices a coefficients dans @, puis on modifie cet algorithme en n’autorisant
que des opérations « réversibles » dans Z et en utilisant notamment la structure
euclidienne de Z (c’est-a-dire I'existence d’une division euclidienne des entiers).
Cela permet de répondre de maniére effective a des problémes pratiques d’algebre
linéaire (résolution d’équations linéaires, extraction d’une base a partir d'un sys-
téme générateur, comparaison de sous-espaces vectoriels, recherche d’une base du
noyau et de I'image d’une application linéaire donnée) et de voir comment ces
méthodes se transposent au cas des Z-modules. Enfin, I'algorithme de Smith est
appliqué au calcul des facteurs invariants (voir également TR.VI.C). Cela consti-
tue une preuve algorithmique du théoréme de structure des groupes abéliens de
type fini.

Algorithme de Gauss-Jordan

On dit qu’une matrice A’ € M, ,,(Q) est sous forme normale échelonnée par
ligne (abrégé FNEL) si elle s’écrit :

0...01x%x..x%0
1

* %
oo

A =

—o

* %



ALGEBRE T1

162

Le premier coefficient non nul de chaque ligne est appelé pivot ; il est toujours
égal a 1.

D’autre part, on rappelle que les opérations élémentaires sur les lignes sont
de trois types :

— L;j < L; (permutation de deux lignes);
~ Li = ALi (A€ Q%);
— Li%LiJraLj (CLGQ).

L’algorithme de Gauss-Jordan que vous connaissez bien permet, par opéra-
tions élémentaires sur les lignes, de mettre une matrice A € M,;, ,,(Q) sous FNEL.
Autrement dit, on peut écrire A’ = PA, ou A’ est de la forme précédente et
P € GL,(Q) est le produit des matrices élémentaires correspondant aux opéra-
tions élémentaires appliquées successivement. On trouve ces matrices élémentaires
en appliquant a la matrice identité I,, 'opération élémentaire en question : par
exemple, L; < L;+aLj correspond a la matrice I,, +aF; ; (ot E; ; désigne la ma-
trice dont tous les coefficients sont nuls, & I'exception de celui en position (i, j),
qui vaut 1). L’écriture A = P71 A’ est-elle unique? Il y a unicité de la matrice
A" (si A] = QA,, on A} et A} sont sous FNEL et @ est inversible, démontrer
que A} = Al) mais pas de la matrice P (on peut avoir ) # Id dans l'égalité

I = QAL méme si A = A).

= Quelques commandes MAPLE utiles :

Matrix, SubMatrix, IdentityMatrix, Transpose et ReducedRowEchelonForm
de la librairie LinearAlgebra, la derniére fonction étant 'implémentation de 1’al-
gorithme de Gauss-Jordan.

Cet algorithme permet :

—2-4 2 —2
. o . -1-2 3 3
1. De résoudre un systéme d’équations linéaires : soit A = ( 3 6 -3 3 ) et
3 6 3 15
3 6 0 9
-2
1 . N .
B = ‘B résoudre AX = 0 et AX = B a l'aide de la commande
6

MAPLE ReducedRowEchelonForm. Comparer avec le résultat de la commande
LinearSolve.

2. D’extraire d'un systéme de vecteurs (Cq,...,C,) de Q™ une base du
sous-espace vectoriel qu’ils engendrent : soit A la matrice dont les co-
lonnes sont les C; et soit I l’ensemble des indices des colonnes de
A" = ReducedRowEchelonForm(A) contenant un pivot. Démontrer que (C;);er
constitue une base de Vect(C1,...,C)).

Si A est la matrice de la premiére question, qu’obtenez-vous ?



TRAVAUX PRATIQUES

3. De donner une base échelonnée (canonique) d’un sous-espace vectoriel, connais-
sant un systéme générateur Ci,...,C, : on applique I'algorithme de Gauss-
Jordan & la transposée de la matrice A dont les colonnes sont les C;. Cela revient
a effectuer les opérations élémentaires sur les colonnes au lieu des lignes : ainsi
AP ="' A’ est sous forme normale échelonnée par colonne.

On suppose que A est toujours la matrice de la premiére question ; quelle base
échelonnée obtenez-vous? Comparer au résultat obtenu avec le systéme de

2 2 -2
1 5 7

vecteurs C] = <§>’ Cy = (—93), Cy = ( 3 ) Qu’en concluez-vous ?
-3 3 15

4. Soit ¢ : Q" — Q™ une application linéaire et A = Matpcpe(¢) sa matrice
par rapport aux bases canoniques de Q™ et Q™ ; comment interprétez-vous
les matrices A’ = ReducedRowEchelonForm(A) et P? Méme question pour
A" = Transpose(ReducedRowEchelonForm(Transpose(A4)) et @, ou A” = AQ.

En supposant que A est la matrice de la premiére question, déterminer une
base de Ker ¢ et Im ¢. On donnera deux méthodes : I'une utilisant la matrice
A’, Tautre la matrice A”. Comparer avec les résultats obtenus a l'aide des
commandes MAPLE ColSpace et NullSpace. D’aprés vous, quels algorithmes
se cachent derriére ces derniéres commandes ?

Algorithme de Hermite

On dit qu’'une matrice A" € M,,,,(Z) est sous forme normale de Hermite
(abrégé FNH) si elle s’écrit :
0...0p1 * ... x4+ %... %+

Al = 4

Le premier coefficient non nul de chaque ligne est appelé pivot ; le pivot p; > 0
de la ligne i se trouve a droite du pivot p;_1 ; enfin, dans chaque colonne contenant
un pivot p;, les coefficients (représentés par un symbole +) sont positifs ou nuls
et strictement inférieurs a p;.

L’algorithme de Hermite permet de réduire une matrice A € M,;, ,,(Z) donnée
sous FNH, par des opérations élémentaires sur les lignes. Avec les notations de
la premiére partie, on a A = —1 et a € Z, de sorte que les matrices élémentaires
correspondantes sont dans GL,,(Z).

Tout d’abord, on note §(z) = |z|, € Z, et §;, ;(A) = min;>, 4, ;20 0(Ai ;)
(avec la convention d;, ;(A) = 0 si A; ; = 0 pout tout i > ip). Soit ig = 1 et soit
Jo le plus petit entier tel que d;, ;,(A) # 0; on effectue dans I'ordre :
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— Etape 1 : Aprés permutation éventuelle de deux lignes, on se raméne au cas

ou 5i07j0 (A) - 5(Ai0,jo)~

— Etape 2 : On fait L; «— L; — qiL;, pour tout ¢ > iy, ol g; désigne le quotient
de la division euclidienne de A; j, par A, j,. Si tous les A; j, sont nuls pour
i > 1g, alors on ajuste le signe de p;, = A;, j, (par L;, <+ (—1)L;, au besoin)
et I'on passe a I’étape 3, sinon on recommence 1'étape 1 (noter que d;, j,(A)
a diminué, ce qui assure que I'algorithme ne boucle pas).

— Etape 3 : On s’occupe des + au-dessus du pivot par des opérations
L; — L; — q;L;, puis 'on remplace iy par ig + 1 (tant que iy < n), on
actualise le plus petit entier jo tel que d;, j,(A) # 0 (si un tel entier n’existe
pas, c’est terminé) et on recommence 'étape 1.

Concernant les écritures A = P71A’ ot A’ est sous FNH et P € GL,,(Z), il y
a unicité de la matrice A’, mais pas de la matrice P (avec les notations de la

n+ o+ i+
P L . . p2 + p’2 + N
définition de la FNH, démontrer que si . = P. ) , ol
Dy ol

P, € GL,(Z), alors P, =1d, et les deux matrices sont égales).

= Quelques commandes MAPLE utiles :
iquo; les opérations élémentaires sur les lignes sont disponibles wvia les com-
mandes Swaprow, AddRow et MultiplyRow du module LinearAlgebra de la librai-
rie Student (faire with(Student[LinearAlgebra])); HermiteForm de la librairie
LinearAlgebra est I'implémentation de l'algorithme de Hermite.
10 -5 10

5. Dérouler I'algorithme sur la matrice A = (‘126 éf _?> en effectuant une

8 —412
succession de commandes Swaprow,AddRow et MultiplyRow. Enfin, tester la

commande HermiteForm.

6. On demande de déterminer une base du sous-groupe H de Z° engendré par
10 10 -9 -8
. —16 —6 22 20 )
les vecteurs colonnes de la matrice C' = g IQI fg 72 . Soit I I’ensemble
12 8 —13 —12
des indices des colonnes de C" = HermiteForm(A) contenant un pivot; dé-

montrer que (C;);cs est un systéme libre maximal. Est-ce une base de H 7
Déterminer enfin une base échelonnée (canonique) de H en utilisant ’algo-
rithme de Hermite appliqué a ‘C.

7. Soit ¢ : Z* — 75 le morphisme de groupes abéliens (c’est donc une appli-
cation Z-linéaire) dont la matrice dans les bases canoniques est C'; donner
également une base de Ker ¢.
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Algorithme de Smith

On dit qu'une matrice A" € M,;, ,(Z) est sous forme normale de Smith (abrégé
FNS) si elle s’écrit :

da

Al =

|
o

ou les coefficients diagonaux d; > 0 vérifient d; | d;11 et les autres coefficients sont
nuls.

L’algorithme de Smith permet de mettre une matrice A € M,, ,,(Z) donnée
sous FNS en un nombre fini d’étapes; chaque étape est une opération élémentaire
sur les lignes ou les colonnes. Le voici :

On note §(A) la valeur minimale de ¢ sur les coefficients non nuls de A (par
convention, 6(0) = 0). Si 6(A) = 0, c’est terminé, sinon on procéde comme suit :

— Etape 1 : On se raméne au cas ot 6(A) = §(Aq 7).

— Etape 2 : S'il existe sur la premiére ligne un élément Ay ; non multiple de
Aj 1, on le remplace par le reste r de sa division euclidienne par A;; (en
opérant sur les colonnes). On refait les étapes 1 et 2 jusqu’a ce que tous les
termes de la premiére ligne soient multiples de A;; (pourquoi ce moment
arrive-t-i1 7). On applique alors le méme procédé a la premiére colonne et
I'on obtient finalement une matrice dont tous les termes de la premiére
ligne et premiére colonne sont multiples de A; ;. Finalement, par opération
élémentaire toujours, on se raméne au cas ot Al’j =A;1 =0pouri#1et

j# L

— Etape 3 : On a obtenu une matrice constituée de deux blocs, le coefficient
Ajq et un bloc B € My,—1,—1(Z). Si I'un des coefficients de B n’est pas
multiple de A 1, on additionne la ligne de ce coefficient & la premiére, puis
l'on remplace I’élément en question (sur la premiére ligne) par le reste de sa
division euclidienne par my ;. On refait alors les étapes 1, 2 et 3. Il arrive
un moment ou tous les coefficients de B sont multiples de A; ; (pourquoi?).

— On réapplique alors 'algorithme & B; etc.

Cela démontre algorithmiquement :
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Théoreme 1. Toute matrice A de My, ,,(Z) est équivalente & une matrice A" qui est
sous FFNS.

Nous allons voir que ce résultat implique 'existence des facteurs invariants.
De l'unicité de ces derniers découle alors I'unicité de la forme normale de Smith
(matrice A’).

i Commande MAPLE utile : SmithForm de la librairie LinearAlgebra est
I'implémentation de 'algorithme de Smith.

8. Soit G un groupe abélien libre de rang fini m et H un sous-groupe de
G. Soit (C1,...,C,) un systéme de générateurs de H et ¢ : Z" — G le
morphisme qui envoie (z;) sur 3 7_; 2;C;. On note A € My, (Z) la matrice
de ¢ aprés choix d’une base (e;) de G, prenant pour Z" la base canonique.
Comment déduisez-vous du théoréme précédent une base (e}) de G telle que
H = ®]_,d;e;? En d’autres termes, nous venons de déterminer les facteurs
invariants de H dans G et G/H ~ &]_|Z/d;Z & Z™".

9. Calculer P, Q et A’ en prenant pour A la matrice C' de la question 5 et
vérifier que A’ = PAQ. Trouver les facteurs invariants du sous-groupe H de
75 engendré par les vecteurs colonnes de C' et déterminer la structure du
quotient Z5/H.

10. Soit G le groupe abélien défini par générateurs et relations :
G = ({a,b,c}|ba + b — 2¢,12a — 6b + 5¢).
Déterminer la structure de G.

11. Résoudre I'équation en entiers AX = B, ot A est la matrice C' de la ques-

s
tion b et B = <_§1 )
13

TP.VI.B. Courbes elliptiques et groupe de Mordell

166

Les courbes elliptiques sont des objets mathématiques trés riches, a la fois du
point de vue théorique (ils interviennent dans la preuve du fameux théoréme de
Fermat) et des applications pratiques (factorisation des entiers, cryptographie, ...).
De plus, ces objets se prétent aux calculs.

Nous allons, dans ce TP, nous intéresser au groupe de Mordell E(Q) des points
rationnels d’une courbe elliptique définie sur Q. C’est un groupe abélien de type
fini dont il est aisé de calculer, grace au théoréme de Nagell-Lutz, la partie de
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torsion E(Q)¢ers. Cest occasion d’illustrer par des exemples (guére accessibles
a la main) des énoncés célebres. Enfin, on s’intéressera au probléme des nombres
congruents (ce sont les entiers s’interprétant comme 1'aire d’un triangle rectangle
dont les trois cotés sont rationnels), qui, de maniére assez inattendue a priori, est
relié au calcul du rang du groupe E(Q) pour certaines courbes elliptiques.

La loi de groupe sur une courbe elliptique

Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et 3. Une courbe elliptique
E définie sur k est une cubique d’équation y?> = x> + ax + b, o le poly-
néome z° + ax + b € k[x] n’a que des racines simples, i.e. est de discriminant
A = 4a3 + 27b% # 0. Pour tout corps K contenant k, on note F(K) l'ensemble
des points P = (z,y) dont les coordonnées sont solutions dans K de I’équation F,
auquel on rajoute un point, noté O. Ce point est nécessaire afin de munir F(K)
d’une loi de groupe, notée + (elle est commutative), dont O sera le neutre. La
somme P + @ de deux points est définie géométriquement comme suit :

- Cas P#Q :

Soit Lo la droite verticale

Tragons la droite L passant par 1.

passant par P et Q;
I est le troisiéme Alors P + Q est

point sur E N L.

I’autre point
sur £ N Lo.

U P+ Q

Lo

(V7] existe une définition plus générale, mais nous nous contenterons de celle-ci afin de simplifier
Iexposition. En caractéristique 3, on considére des équations du type 3> = 2* + az® + bz + c.

En caractéristique 2, il faut prendre y? + cy = 2® + ax + b ainsi que 3% + zy = 2° + az® + b.

167



ALGEBRE T1

— Casou P=Q :
L1 est la tangente
aFenP.

Ly p

a C en P qui est
point d’inflexion.

L Ly Lo
— Cas particuliers :
Ici 2P = O. Iei P+Q =0.
E E
A fo )
Ly Ly

Remarque. On comprend mieux le sens du point O lorsque 'on considére la courbe
comme un objet projectif : O est 'unique « point a I'infini » et une droite verticale
passe par O (voir [26], chapitre I, paragraphe 2).

Sauf mention contraire, on suppose que k = Q, i.e. E désigne une courbe

elliptique définie sur Q.
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= Quelques commandes Maple utiles : expand, collect, coeff.

1. Vérifier que 'allure de E(R) correspond a celle des dessins ci-dessus (du moins
lorsque 22 + ax + b posséde trois racines réelles, sinon il n’y aura qu’une seule
composante connexe). Quelle hypothése permet d’affirmer que la tangente est
toujours définie ? Quelles sont les coordonnées de —P, ou P = (z,y)?

Soient P et @) deux points de E qui, s’ils ne coincident pas avec O, seront de
coordonnées respectives (z1,y1) et (z2,y2). On désire calculer la somme P+Q),
de coordonnées (x3,ys3) lorsque P + @ # O. Pour cela, on note « la pente de
la droite (PQ) ou de la tangente en P si Q = P. Ecrire le polynoéme de degré
3 dont les x; sont les trois racines; en déduire z3 & 'aide des relations entre
coefficients et racines.

Finalement :

— Cas triviaux : P+ O =P, 0+ Q = Q, O+ 0O = O on suppose désormais

P#0etQ#O0.
- Si T 7& ) (z'.e. Q Q {P,—P}) :
1632042*.%1*1‘2 . Y2 — Y1
ol o= . (1)
Y3 = —y1 + a(r1 — x3) Ty — 11
— Sixy =xg et y1 # —y2 (i.e. Q= P):
2
=a?2-2 2
x3 = a” — 21 g drita )
Y3 = —y1 + (1 — x3) 2y1

— Sixy =g et y1 = —yo (i.e. Q = —P), alors P+ Q = O.

2. Afin d’implémenter la loi de groupe, on définit un point P par la liste P:=[x,y]
de ses coordonnées si P # O et l'on représente le point a l'infini O par le
symbole 0. La courbe elliptique F sera définie par le couple E:=[a,b].

Ecrire une procédure appart (E,P) testant si le point P appartient a E ainsi
que deux précédures sommel (E,P,Q) et somme2(E,P) renvoyant P + ) cal-
culé avec les formules (1) et (2) respectivement. Enfin, écrire une procédure
somme (E,P,Q) renvoyant 0 si P+ @ = O et les coordonnées de P + () sinon
(on prendra soin de traiter tous les cas de figure et de procéder au préalable
aux vérifications qui s’imposent).

Tester avec E : y? = 23 — 36z, P = (—3,9), Q = (—2,8) et calculer P + Q,
2P et 2Q. On doit trouver (6,0), (%, _835) et (% %) respectivement. Que
remarquez-vous concernant 2P et 2Q 7
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3. On désire démontrer par le calcul formel I'associativité de la loi de groupe
ainsi définie (c’est d’ailleurs la seule vérification non triviale) et se donne donc
trois points P, @ et R de F, tous les parameétres étant assimilés & des variables
formelles. A I’aide des procédures sommel et somme2 ainsi que de la procédure
de simplification suivante (consulter I’aide afin de comprendre son fonctionne-
ment), démontrer le résultat :

>simplifier:=proc(expression) local temp,hypl,hyp2,hyp3;

hypl:=P[2]~2=P[1]~3+axP[1]+b;
hyp2:=Q[2]~2=Q[1] ~3+axQ[1]+b;
hyp3:=R[2]~2=R[1]~3+a*R[1]+b;
temp:=normal (expression,expanded) ;
temp:=algsubs (hypl, temp) ;
temp:=algsubs (hyp2,temp) ;
temp:=algsubs (hyp3, temp) ;
temp:=normal (temp) ;
return(temp) ;

end:

4. Reprenant I'exemple de la fin de la question 2, déterminer les points d’ordre

2 puis 3

dans E(Q), E(R) et E(C). Quelle conjecture faites-vous concernant

lordre de P = (—3,9)7

Calcul du groupe de Mordell

170

Le groupe de Mordell d'une courbe elliptique définie sur Q est le groupe E(Q)
de ses points rationnels.

Théoreme 1 (Mordell). Le groupe E(Q) est un groupe abélien de type fini.

On peut donc écrire

E(Q) ~ 7" S E(Q)tor57

ou lentier r est par définition le rang de la courbe elliptique et ou E(Q)¢ors
désigne le sous-groupe de torsion. Si le calcul du rang est difficile en pratique, la
détermination de E(Q);ors est aisée, a I'aide du :

Théoreme 2 (Nagell-Lutz). Soit E une courbe elliptique définie sur Q par une équa-

tion y? = 23

+ax +b, ot a et b sont deux entiers relatifs, et soit P # O un point

rationnel. Alors P = (x,y) a des coordonnées entiéres vérifiant ou bien y = 0 ou
bien y? | A = 4a® + 27b°.
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La preuve se fait en deux temps : on montre qu’'un point d’ordre fini a des
coordonnées entiéres, puis on utilise le lemme suivant :

Lemme 1. Soit P = (z,y) € E(Q) tel que P et 2P sont a coordonnées entiéres.
Alors y =0 ouy | A.

Alternativement, le résultat suivant peut s’avérer pertinent dans certains cas :

Proposition 1. Soit p un nombre premier ne divisant pas 22 et E la réduction de
E modulo p, i.e. la courbe elliptique sur F), définie par I’équation y? =23 +ax+b.
Alors Uapplication de réduction (x,y) — (Z,y) définit un morphisme de groupes
E(Q) — E(F,) dont la restriction @ E(Q)iors est injective.

En d’autres termes, F(Q);rs s’identifie, via le morphisme de réduction, a un
sous-groupe de E(IF,); en particulier, Card E(Q)ors divise Card E(IF,).
Enfin, la structure de E(Q)srs n’est pas arbitraire :

Théoreme 3 (Mazur). Le groupe de Mordell d’une courbe elliptique définie sur Q
est isomorphe a l'un des groupes abstraits suivants :

Z/nZ (1 <n<10), Z/12Z, )27 x Z/2nZ (1 < n < 4).

Le lecteur intéressé pourra consulter [26], chapitre II, pour une preuve du
théoréme de Nagell-Lutz et loc. cit. chapitre III pour une preuve du théoréme de
Mordell. Par contre, la démonstration du théoréme de Mazur est hors de portée.

= Quelques commandes Maple utiles : type, integer, ifactor, subs.

5. Ecrire des procédures appartmodp(E,P,p) et sommemodp(E,P,Q,p) qui res-
pectivement vérifient si P € E(F)) et renvoient P+ @, calculé dans E(F,) (on
modifiera de fagon adéquate les programmes de la question 1).

Ecrire ensuite une procédure ordremodp (E,P,p) qui donne I'ordre de P dans
E(F,). Enfin, sachant que la commande numtheory [msqrt] (y,p) renvoie un
entier z tel que 22 =y mod p ou FAIL si ¢’est impossible, écrire une procédure

pointsmodp (E,p) donnant la liste
[N, [[0,1], [[x1,y1],r1], ..., [[xn,yn],rn]]]
des N éléments de E(F,), qui sont, outre O (d’ordre 1), les (z;,;), d’ordre 7;.

Tester avec 'exemple de la question 2 et déterminer E(F5); quelle est la struc-
ture de ce groupe fini?
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6. On désire déterminer 'ordre d'un point P € E(Q) dont les coordonnées (z,y)

sont entiéres : on calcule donc les multiples nP successivement. Si P est d’ordre
infini, dire pourquoi on trouvera un point nP n’ayant plus ses coordonnées
entiéres au bout de quelques itérations. Pourquoi est-il suffisant d’aller jus-
qu’a n = 127 En déduire un algorithme de calcul de l'ordre. La procédure
ordre(E,P) renverra infinity si P est d’ordre infini, et I'entier égal & 1'ordre
de P sinon.

Tester votre procédure sur 'exemple habituel ; on répondra notamment a la
conjecture de la question 4.

. Ecrire une procédure NagellLutz(E) renvoyant la liste formatée comme suit :

(v, [[0,1], [[x1,y1],r1], ..., [[xn,yn],rnl]] des N éléments de E(Q)¢ors,
qui sont, outre O (d’ordre 1), les (x;,y;), d’ordre ;. On pourra utiliser les
lignes de commandes suivantes :

>candidatsy:=proc(E) local L,r,i,d;
L:=ifactors(4*E[1]~3+27*E[2]~2); r:=1;
for d in L[2] do r:=r*d[1]~iquo(d[2],2); od;
return ([0, op (numtheory[divisors] (r))]);
end:

>trouverx:=proc(E,y) local x,sol,L,d;
sol:={solve(y~2=x"3+E[1]*x+E[2] ,x)};
L:=[]; for d in sol do if type(d,integer) then
L:=[op(L),d]; fi; od;
return(L) ;

end:

Ces procédures donnent respectivement la liste [y1,...,yn] des entiers natu-
rels y tels que y = 0 ou y? | A et la liste des abscisses entiéres des points de E
d’ordonnée y.

Tester sur I’exemple habituel ; quelle est la structure de E(Q)ops ?

. Pour chaque courbe elliptique suivante, déterminer la structure de la partie

de torsion du groupe de Mordell. On utilisera deux méthodes : d’une part la
réduction de £ modulo différents p, d’autre part Nagell-Lutz.

— Ey =23 +3;
~ Byt =23 +ux;
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— E3 :y? = 2% — 43z + 166 (peut-on conclure sans déterminer un point
rationnel non-trivial 7).

9. A la vue du théoréme de Mazur, suffit-il de connaitre Card F (Q)tors pour
déterminer la structure de F(Q)ors 7 Donner un critére permettant de trancher
les cas indécidables. On désire maintenant fournir un exemple pour chaque cas
possible.

La procédure transf(eq) ci-dessous transforme une équation longue
eq : y? + ay + bry = 23 + ca? + dx + e en une équation courte du type indiqué
dans notre définition d’une courbe elliptique. En fait, on applique successive-
ment des transformations affines qui conservent la verticalité. On aurait pu
définir de la méme maniére une loi de groupe sur ces cubiques plus compli-
quées et les groupes de Mordell des courbes avant et aprés transformation sont
isomorphes.

>transf:=proc(eq) local F,a,b,c;
F:=-1hs(eq)+rhs(eq); a:=coeff(F,y);
if a<>0 then F:=expand(subs(y=y+a/2,F); fi;
b:=coeff (coeff (F,x),y);
if b<>0 then F:=expand(subs(y=y+b*x/2,F)); fi;
c:=coeff(F,x"2);
if ¢<>0 then F:=expand(subs(x=x-c¢/3,F)); fi;
return(y~2=sort (subs(y~2=0,F)));

end:

Calculer E(Q)ors dans les cas suivants :

— By :y? + Tey = 23 + 162 ;

— By :y? + oy — 5y =23 — 52?;

— E3:y?—y=2a>—2?;

~ By oy +y=a3— 22— 14z +29;

— E5:y? + oy =% — 452 + 81;

— FEg:y? + 432y — 210y = 23 — 21022 ;

~ B7:y? +5zy — 6y = 23 — 322;

— Eg:y? + 172y — 120y = 23 — 6022
On appliquera une derniére transformation du type x ~ x/d?,y ~ y/d* afin
de se ramener & une équation & coefficients entiers.

Au final, quels sont les cas du théoréme de Mazur qui manquent a 'appel 7 En
faisant varier les paramétres a et b, trouver des exemples.
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Les nombres congruents

174

XY

Un entier naturel n non nul est « congruent » §’il s’écrit n = <~ pour un
triplet pythagoricien rationnel (X,Y,2) (i.e. X2+ Y? = Z2? ou X,Y et Z sont
trois nombres rationnels positifs non nuls). Géométriquement, il correspond a
I'aire d’un triangle rectangle dont les cotés sont rationnels.

On peut démontrer que les triplets pythagoriciens primitifs (i.e. X,Y et Z
sont entiers et premiers entre eux dans leur ensemble) sont paramétrés par les
couples (a,b) d’entiers premiers entre eux tels que a > b > 0 et le produit ab est
pair : & un tel couple correspond le triplet (a? — b2, 2ab, a® + b?).

Enfin, la proposition suivante établit le lien entre nombres congruents et

courbes elliptiques :

Proposition 2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) n= %, pour un triplet pythagoricien rationnel (X,Y, 7).

(ii) La courbe elliptique E,, donnée par I’équation y* = x

3 —n2x posséde un point

rationnel distinct des solutions triviales (£n,0), (0,0) (qui correspondent aux
points d’ordre 2) et du point a l'infini.

(i) Le rang de la courbe elliptique E,, est strictement positif.

Le lecteur intéressé pourra consulter [15], chapitre I, paragraphes 2 et 9, pour une
preuve de ces affirmations.

= Quelques commandes Maple utiles :
iged, even, sort, algsubs, normal.

10.

11.

Démontrer que tout nombre congruent n est de la forme n = s?m, ot s € Q*

et m est un nombre congruent correspondant a un triplet pythagoricien
primitif. Avec les notations précédentes, faisant varier a et b entre 1 et 10,
dresser une liste de nombres congruents.

Remarque. Cela ne permet en rien de déterminer si un nombre donné n est
congruent : en effet, on ne sait pas a quel moment un m tel que n = s%m va
apparaitre dans la liste. Par exemple, voyez-vous 31 dans la liste précédente ?

Nous allons pourtant démontrer qu’il est congruent.

Soit n un nombre congruent correspondant & un triplet pythagoricien
2 2

(X,Y, Z); vérifier par le calcul que (ZT2, W) est un point rationnel de

la courbe elliptique E,,. Réciproquement, soit P = (z,y) un point ration-

: P 2_ .2 2 2
nel de FE,, qui n’est pas d’ordre 2; vérifier que (Z yx ,72%, I est un

triplet pythagoricien (quitte a ajuster les signes) et que n est congruent.
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12.

D’autre part, quelle conjecture faites-vous concernant E,(Q)¢ors lorsque n
est congruent? La preuve de cette conjecture est la partie difficile de la
proposition 2 (iii).

Soit E la courbe elliptique d’équation 32 = 2 — 30%z. Exhiber un point ra-
tionnel qui ne soit pas de torsion. Réciproquement, vérifier que (47%2, 72%41)
est un point de la courbe elliptique FE3; et qu’il est d’ordre infini. En dé-
duire que 31 est congruent et donner méme plusieurs triplets pythagoriciens

convenables.
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VII
GROUPES RESOLUBLES

La notion de groupe résoluble est centrale dans la caractérisation, au moyen de
la théorie de Galois, des équations polynomiales qui sont résolubles par radicaux,
comme on le verra au chapitre XVI.

VII.1. Suites de composition

Définitions VIL1.1. Soit G un groupe.
a) Une suite de composition de G est une suite finie de sous-groupes G;
de G, 0 < i < n, telle que
{e} =G <Gp_1<---<9Gi11<9G;<---<a1G1 <Gy =G.

(On rappelle que la notation H < G signifie que H est un sous-groupe normal
de G.)

b) Les groupes quotients G;/G;4+1 sont appelés les quotients de la suite
de composition et n est sa longueur (n est le nombre de quotients).

c¢) Si, pour tout 4, 0 < i < n—1, on a G; # Git1, on dit que la suite de
composition est strictement décroissante.

Définitions VIL1.2. Soient Y et ¥’ deux suites de composition d’un groupe G :
Y:{e}=Gn<Gp_14---<G1<Gy =G
Yi{e} =Kpy<aKp_14---aK 1<Ky =G.



CHAPITRE VII. GROUPES RESOLUBLES

178

a) On dit que ¥’ est un raffinement de 3, si p > n et pour tout i,
0 <7 < n, il existe j;, 0 < j; < p tel que G; = K, (autrement dit, la suite X
est extraite de X’). On écrit alors ¥ C 3. Si, de plus, il existe j, 0 < j < p,
tel que pour tout 4, 0 < i < n, K; # G, on dit que ¥’ est un raffinement
propre de Y. On écrit alors ¥ C Y.

b) On dit que les suites de composition X et > sont équivalentes sin = p
et s’il existe une permutation o € S, telle que, pour tout 7, 0 <i < n — 1, les
groupes G /Git1 et Ko(;)/Kq(i)41 soient isomorphes. On écrit alors X ~ Y

Remarques - Exemples VIL1.1.
a) Tout groupe a une suite de composition {e} <G.

b) La suite {e} <« K <V < Ay < Sy est une suite de composition de Sy (cf.
TR.ILB).

c¢) Une suite extraite d'une suite de composition peut ne pas étre une suite de
composition (non transitivité des sous-groupes normaux).

Lemme VIL1.1. Soient H, H', K, K' des sous-groupes d’un groupe G, tels que
H aH et K'<K. On a

() H(HNK')<H'(HNK), K'(H N K)<aK'(HNK)
(i) H'(HNK)/H'(HN K') ~ K'(HN K)/K'(H' N K).

Démonstration. L’assertion (i) est évidente. Pour démontrer l'assertion (ii),
on montre que chacun des deux groupes est isomorphe au groupe
(HNK)/(HNK')(H' N K). Pour cela, on va construire un morphisme surjec-
tif de groupes

o H(HNK) — (HNK)/(HNK')(H NK)

et montrer que Ker(p) = H'(HNK'), d’ot I'isomorphisme cherché. Soient = € H',
y € HN K ; posons p(zy) =7, on 7 est la classe de y modulo (H N K')(H' N K).
Montrons que ¢ est une application : soient 2’ € H', 3y € HNK tels que vy = 2'y/’.
Alors, 7' = gyl et yy'~t € H'NK, dou 7 =y et p(xy) = p(z'y'). Mon-
trons que ¢ est un morphisme de groupes : soient x,2’ € H', 3y, € HNK,
on a zyx'y’ = xyx'ylyy et yz'y~! € H'. D'oi, en posant x; = ya'y~', on a
o(xyz'y') = plzeiyy’) = yy' =7y = @(ry)e(x'y’). Le morphisme ¢ est surjectif
par construction. On a zy € Ker(p) si et seulement si y € (H N K')(H' N K),
d'on Ker(p) = H'(HNK').

On fait la méme démonstration pour le groupe K'(HNK)/K'(H' N K). O



VII.2. SUITES DE JORDAN-HOLDER

Théoreme VILI.1. Soient 31 et Yo deuz suites de composition d’un groupe G. Il
existe deuz suites de composition X} et X, telles que

D YA N YD YAIND Y4

Démonstration. Soient
DI {6} =H,<xH, 1<4---<Hi<Hy=G
Yo {6} ZKdep_ld---dKldKo =G.
On pose Hi,j = Hi(Hifl N KJ) et Kl,m = Kl(Kl—l N Hm), 1 <1 < n,
1<m<n, 1 <j<p 1< < p Puisque Hy<H_y et Kj <Ky, H;j et
K sont des sous-groupes de G. On considére X} la suite de sous-groupes de G

obtenue en intercalant entre H; et H;_1 les sous-groupes H; j, 1 < j < p. D’apres
le lemme (VII.1.1.(1)), on a

Hi = Hm) < Hi,p—l g---d Hi,j < Hi,j—l -4 H@o = Hi—l

et la suite X} est une suite de composition de G, de longueur np, qui est un
raffinement de ;. On procéde de la méme maniére a partir de >, en intercalant
les Kj,,, pour obtenir une suite de composition X5, de longueur np, qui est un
raffinement de 3y. D’apreés le lemme (VII.1.1.(ii)), on a H; j_1/H; j ~ Kj,;—1/Kj;.
On en déduit donc que X} ~ X5, O

VII.2. Suites de Jordan-Holder

Définition VII.2.1. Une suite de composition d'un groupe G est une suite de
Jordan-Hdélder si tous les quotients de la suite sont des groupes simples.

Proposition VIL2.1. Une suite de composition d’un groupe G est une suite de
Jordan-Hdlder si et seulement si elle est strictement décroissante et n’admet aucun
raffinement propre.

Démonstration. Soit ¥ une suite de composition de G,
Y:{e}=Gp<---<1G1<aGy =G.

Le groupe G;/G;4+1 est simple si et seulement si G; # G,41 et, pour tout sous-
groupe normal N de G; contenant G;11, on a N = G; ou N = G;41. Autrement
dit, G;/Gj+1 est simple si et seulement si G; 41 est un sous-groupe normal maximal
de G;. D’ou le résultat. O
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Remarques - Exemples VIL2.1.
a) Si X et X sont deux suites de composition équivalentes et si 3 est une suite
de Jordan-Holder, il en est de méme de X'.

b) Un groupe simple G admet une suite de Jordan-Hélder {e} = G1 <Gy = G.
c) La suite {e} < A3 < S5 est de Jordan-Holder.
d) La suite {e} <« K <V <9 A4 <S4 est de Jordan-Holder.
Proposition VIL2.2.
(i) St un groupe abélien admet une suite de Jordan-Hélder, il est fini.

(ii) Un groupe fini (non trivial) admet une suite de Jordan-Holder.

Démonstration. (i). Soit G un groupe abélien et
{e}=Gp<-- <Gy =G

une suite de Jordan-Hélder de G. Chaque groupe quotient G;/G;y1 est abé-
lien simple, donc cyclique d’ordre premier p; (TR.I.B). On en déduit que
|G| =po...pn—1 est fini.

(ii). Soit G un groupe fini (non simple) et Ny 'ensemble de ses sous-groupes
normaux propres. C’est un ensemble non vide fini. Toute suite strictement crois-
sante d’éléments de Ny est finie, donc Ny a un élément maximal Gy et le groupe
G /Gy est simple. Si le groupe Gy est simple, on a une suite de Jordan-Holder
{e}<G1<G. Sinon, on recommence en considérant 'ensemble A des sous-groupes
normaux propres de G1. Puisque le nombre de sous-groupes de G est fini, en un
nombre fini de telles opérations, on a une suite de Jordan-Holder

{e} =G <aGp_1<---<1G1 <Gy =G. O
Théoreme VIL2.1. Soit G un groupe admettant une suite de Jordan-Hdlder.

(1) Toute suite de composition strictement décroissante de G admet un raffi-
nement qui est une suite de Jordan-Hdélder.

(i1) Deuz suites de Jordan-Holder quelconques de G sont équivalentes.

Démonstration. (i). Notons Xy une suite de Jordan-Holder donnée de G et soit
> une suite de composition strictement décroissante de G. D’aprés le théo-
réeme (VIL1.1), ¥y et ¥ admettent des raffinements équivalents X, et ¥’. Mais,
d’apres la proposition (VIL.2.1), ¥ = Yo, d'ou X' ~ ¥¢ et X' est une suite de
Jordan-Holder.

(ii). Avec les mémes notations, si X est une suite de Jordan-Holder, on a
=% dou X ~ 3. O
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VII.3. Groupes résolubles

Définition VIL.3.1. Un groupe G est résoluble s’il admet une suite de compo-
sition dont les quotients sont des groupes abéliens.

On rappelle que les sous-groupes dérivés D;(G) d'un groupe G sont définis
par Do(G) = G, D1(G) = [G,G] (sous-groupe engendré par les commutateurs
d’éléments de G (c¢f. TR.ILA), Diy1(G) = D(D;(Q)). 1l est clair que ces sous-
groupes forment une suite décroissante et que D;+1(G) < D;(G).

Proposition VIL3.1. Le groupe G est résoluble si et seulement s’il existe un entier
n =0 tel que Dy, (G) = {e}.

Démonstration. Si le groupe G est résoluble, il admet une suite de composition
(qu’on peut supposer strictement décroissante)

{6}:Gn<1Gn,1<l"'<lG1<lG0:G

telle que G;/G;y1, 0 < @ < n — 1, solent des groupes abéliens. Or, le groupe
Gi/Giy1 est abélien si et seulement si D;11(G) C D;(G1) (TR.ILLA). D’ou, par
récurrence,

DH—I(

Di(G
et, en particulier, D, (G) C = {e}.
Réciproquement, s’il ex1ste > 0 tel que D,(G) = {e}, on a une suite de
composition

) - C D(Gz) C Giy1

{e} = D,(G)<D,,—1(G)<---<D(G)<G.
Par construction, chaque quotient D;(G)/D;+1(G) est abélien; le groupe G est
donc résoluble. O
Exemples VIIL3.1.

a) Tout groupe abélien est résoluble.

b) Le groupe Ss est résoluble, car {e} < A3 < S3 est une suite de composition
et A3 >~ Z/3Z, Sg/Ag ~ Z/QZ

c¢) Le groupe Sy est résoluble, car {e} <V < A4S, est une suite de composition
ot Vi ~ Z)2Z x 7,27, Au/Vi ~ 73, S4/As ~ /27
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Théoreme VIL3.1. Soit G un groupe.
(1) Si G est résoluble tout sous-groupe de G est résoluble.

(i1) Si H est un sous-groupe normal de G, alors G est résoluble si et seulement
si H et G/H sont résolubles.

Démonstration. (i). Soit
{6} ZGndGn_ld---Gl <1G0 =G

une suite de composition de G dont les quotients sont abéliens et soit H un
sous-groupe de G. On pose H; = H N G; : alors,

{e}=H,<H, 1< ---<Hy<Hy=H
est une suite de composition de H. On a,
H;/Hi11 = (HNG;)/(HNGit1).
Ce dernier groupe est, d’aprés le lemme (VIL1.1.(ii)), isomorphe a
(Git1(H N G;))/Giq1 qui est un sous-groupe de G;/G;41, donc abélien.

(ii). Soit H un sous-groupe normal de G. Supposons que G soit résoluble.
D’aprés (i), H est résoluble; montrons que G/H est résoluble. On consideére la
suite de composition de G/H,

(e} = H/H = GoH/H <«Gp_H/H4--- <G H/H <GoH/H = G/H.
On a,
(GiH/H)/(Git1H/H) = (Gi(Git1H))/Gip1 H
~Gi/(GiNGip1 H) = (Gi/Giy1)/((Gi N Git1H) [Gita)

qui est un quotient de G;/G;11, donc abélien.
Réciproquement, supposons que H et G/H soient résolubles. On a deux suites

de composition
{e}=H,<H,_1<---<H;<Hy=H

{6} = Gp/Hde_l/Hd---<1G1/H<1G0/H: G/H

dont les groupes quotients sont abéliens. On considére la suite de composition

de G,
{e}=H,<Hp1<4---<Hy=H =Gp<aGp_1<4---1G11Gy =G.

Les groupes quotients sont H;/H; 1 ou G;/Git1 ~ (Gi/H)/(Git1/H), qui sont
abéliens, donc G est résoluble. O
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VII.4. Applications

Proposition VIL4.1. Les groupes simples résolubles sont les groupes cycliques
d’ordre premier.

Démonstration. Il est clair que les groupes cycliques d’ordre premier sont simples
et résolubles. Réciproquement, soit G un groupe simple et résoluble. Puisqu’il
est simple, sa seule suite de composition décroissante est {e} < G et puisqu’il est
résoluble, il est donc abélien. On sait qu’un groupe abélien simple est cyclique
d’ordre premier (TR.I.B). O

Comllaire VIL4.1. Les groupes Sy, pour n > 5, ne sont pas résolubles.

Démonstration. Soit m > 5 un entier; si le groupe S, est résoluble, le groupe A,
Pest aussi, d’aprés le théoréme (VII.3.1.(ii)). Or, on sait que pour n > 5 le groupe
Ay, est simple (TR.IL.B); d’aprés la proposition (VIL.4.1) il serait donc cyclique,
ce qui est absurde. O

Proposition VIL4.2. Un groupe fini non trivial est résoluble si et seulement si
les quotients de ses suites de Jordan-Holder sont des groupes cycliques d’ordre
premier.

Démonstration. Soit G un groupe fini non trivial. I admet des suites de
Jordan-Hélder, proposition (VII.2.2.(ii)), qui sont toutes équivalentes, théo-
réme (VII.2.1.(ii)). Supposons que G soit résoluble; alors, d’aprés la proposi-
tion (VIL3.1), on a D(G) # G. On peut donc considérer 'ensemble N des sous-
groupes normaux de G contenant D(G). Cet ensemble est non vide (D(G) € Np),
fini, ordonné par inclusion : il admet donc un élément maximal G;. On a
D(G) C Gy, donc le groupe G/Gy est abélien (TR.IL.A), et il est simple puisque
G1 est maximal. Le groupe G/G1 est donc cyclique d’ordre premier. Le groupe Gy
est résoluble, comme sous-groupe d’un groupe résoluble : on applique le méme pro-
cédé que ci-dessus pour construire un sous-groupe normal G de G7 tel G1/Go
soit cyclique d’ordre premier. Puisque G est fini, en réitérant un nombre fini de
fois ce procédé, on obtient une suite de composition

{e}ZGndGn_ld---dGldGozG

qui est une suite de Jordan-Holder dont les quotients sont des groupes cycliques
d’ordre premier.
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Réciproquement, supposons que le groupe G admette une suite de Jordan-
Holder dont les quotients sont des groupes cycliques d’ordre premier : c’est une
suite de composition dont les quotients sont des groupes abéliens, donc G est
résoluble. O

Comllaire VIL4.2. Si p est un nombre premier, tout p-groupe fini est résoluble.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme suivant :

Lemme VIL4.1. Un groupe G d’ordre p", ou p est un nombre premier, admet une
suite de composition de longueur n, {e} = Go<--- <Gy, = G, avec |G| = p°.

Démonstration. On fait un raisonnement par récurrence sur n. Si n = 1, c’est
évident, puisque G est cyclique d’ordre premier. Supposons le résultat vrai pour
n—1 et soit G un groupe d’ordre p™. On sait que G étant un p-groupe, son centre
Z(@G) n’est pas réduit a {e}, (exercice IV.4). Le groupe Z(G) est d’ordre p™, il a
donc un sous-groupe H d’ordre p, normal dans G (puisque H C Z(G)). Le groupe
G/H est un p-groupe d’ordre p"~!. Par hypothése de récurrence, il admet une
suite de composition

{e}=H/H<G)/H<---<Gy,/H =G/H
telle que |G;/H| = p'~!. D’owi, on a
{6} =GypaGi<a---<G, =G

avec |G;| = p'. O
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VIII
ANNEAUX DE POLYNOMES

Les anneaux de polynoémes sont au cceur de la théorie de Galois. Nous allons,
dans ce chapitre, donner les définitions et principales propriétés de ces anneaux,
ainsi que quelques critéres d’irréductibilité des polyndémes. Nous traiterons égale-
ment des polynémes symétriques.

Bien que les généralités classiques sur les anneaux soient, sans aucun doute,
connues par le lecteur, pour étre complet nous commencerons par les rappeler sans
démonstrations dans les paragraphes 1 a 5. Par contre, le fait que 'anneau K[X],
des polynémes a coefficients dans un corps, soit principal est essentiel pour la
suite : aussi nous développerons en détail cette notion et établirons ses propriétés.

VIII.1. Définitions - Exemples

Définitions VIILI.1.

a) Un anneau est la donnée d’un ensemble non vide A et de deux lois
de composition interne, notées + et . (appelées respectivement addition et
multiplication) telles que

(i) (A,+) est un groupe abélien (on notera 0 son élément neutre) ;

(i) V(a,b,c) € Ax Ax A, (a.b).c =a.(b.c);
(ii) 31 € A,Va € A a.l = l.a = a (¢élément unité) ;

(iv) V(a,b,c) e AXx Ax A, a.(b+¢c)=ab+a.cet (b+c)a=ba+ca.
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b) Si de plus la propriété suivante est vérifiée :
V(a,b) € Ax A, a.b=b.a,

l'anneau A est dit commutatif.

¢) Un corps est un anneau A non réduit a {0} tel que (A \ {0},.) soit un
groupe.

Exemples VIIL1.1.
a) L’ensemble des entiers relatifs Z, muni de I’addition et de la multiplication
usuelles, est un anneau commutatif.

b) Les ensembles Q des nombres rationnels, R des nombres réels, C des
nombres complexes, munis des opérations usuelles, sont des corps.

¢) L’ensemble M, (k) des matrices (n,n) a coefficients dans un anneau com-
mutatif £, muni de I'addition et de la multiplication des matrices, est un anneau,
non commutatif pour n > 2.

d) Soit G un groupe abélien (noté additivement), alors End(G) muni de 'ad-
dition et de la composition des morphismes de groupes est un anneau (en général
non commutatif).

e) Pour tout entier n > 0, le groupe abélien Z/nZ (cf. exemple 1.1.2.b)), muni
de la multiplication définie par cl(p)cl(q) = cl(pqg) est un anneau commutatif,
dont l'unité est cl(1).

Exercice VIILI.
1. Soient X un ensemble et A un anneau. On note F(X, A) 'ensemble des
applications de X dans A. Montrer que F(X, A) muni des opérations définies par

Vfe F(X,A), Vge F(X,A), Vee X, (f+9)(z) = f(z)+ g(x)
VfeF(X,A), Vge F(X,A), Vx € X, (fg)(z)= f(z)g(x)

est un anneau (commutatif si et seulement si A est commutatif).

2. Soient X un ensemble et P(X) l'ensemble des parties de X. Pour deux
éléments A et B de P(X) on pose

AAB = (AN(X\ B)U(BN(X\A),
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qu’on appelle différence symétrique de A et B. Montrer que P(X) muni des
opérations
VA e P(X), VBeP(X), (A B)— AAB

VA e P(X), VB e P(X), (A,B)— ANB

est un anneau commutatif.

Sauf dans quelques exemples,

TOUS LES ANNEAUX CONSIDERES DANS CE LIVRE
SONT COMMUTATIFS.

Par conséquent, dans toute la suite nous ne traiterons que le cas des anneaux
commutatifs.

Définition VIIL1.2. Un élément a d’'un anneau A admet un inverse s’il existe
un élément b de A tel que ab = 1. Un élément a d’'un anneau A est inversible
s'il admet un inverse (qui est alors unique). On note alors a~!
U(A) l'ensemble des éléments inversibles de A.

son inverse et

Proposition VIIL1.1. Soit A un anneau. Alors U(A), muni de la multiplication in-
duite par celle de A, est un groupe (abélien) dont 'unité de A est ’élément neutre.

0

Exercice VIII2.
1. Déterminer U(R[X]).

2. Déterminer U(F (X, A)), ou F(X, A) est anneau défini a I'exercice 1.1.1.
U

Remarque VIILI.1. 1l est clair qu’un anneau A # {0} est un corps si et seulement
si U(A) = A\ {0}.

Exercice VIIL3. ().

1. Soient K un corps commutatif et G un sous-groupe fini de K* = U(K).
Montrer que le groupe G est formé de racines de l'unité, (¢f. XV.1), et qu’il est
cyclique. (En notant n le ppem des ordres des éléments de GG, on montrera, en uti-
lisant le théoréme de structure des groupes abéliens de type fini (cf. chapitre VI),
qu'’il existe un élément = de G d’ordre n et on montrera que G = (x)).

2. En déduire que si K est un corps fini commutatif & ¢ éléments, le groupe K*
est cyclique d’ordre (¢ — 1).

Dans la question ci-dessus, I’hypothése corps fini commutatif est redondante
puisque tout corps fini est commutatif (cf. chapitre XV).

189



CHAPITRE VIII. ANNEAUX DE POLYNOMES

Définition VIIL1.3. Une partie B d’un anneau (resp. corps) A est un sous-
anneau (resp. sous-corps) de A si, munie des lois induites par celles de A,
c’est un anneau (resp. corps).

Proposition VIIL1.2. Une partie B d’un anneau A est un sous-anneau de A si et
seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(i) B munie de l’addition induite par celle de A est un sous-groupe abélien de

(4, 4)
(ii) B contient I’élément unité 1 de A

(iii) B est stable pour la multiplication de A. O

Exercice VIIL4. Montrer que I’ensemble
A={a+ib|acZ,beZ, i*=-1}

est un sous-anneau de C. Déterminer U(A). (Indication : utiliser le module d'un
nombre complexe et le fait que U(Z) = {1}.)

Proposition - Définition VIIL1.3. Soient A un anneau (resp. corps) et S une partie
de A. Le sous-anneau (resp. sous-corps) de A engendré par S est le plus petit
sous-anneau (resp. sous-corps) de A contenant S (pour la relation d’ordre in-
duite par linclusion). C’est 'intersection des sous-anneaux (resp. sous-corps) de
A contenant S. ]

Remarque VIIL1.2. Pour S = {0,1}, cela conduit & la notion de sous-corps pre-
mier étudiée au chapitre IX.

Exercice VIIL5.
1. Déterminer le sous-anneau et le sous-corps de R engendré par v/2. Mémes
questions avec 2.

2. Soient A un anneau et S une partie de A. Montrer que le sous-anneau de A

; ) o o e
engendré par S est formé des éléments E sil” ...sik”“, avec s;; € S et n;; €N

finie

VIII.2. Idéaux — Morphismes

L’étude faite au chapitre II montre que, si R est une relation d’équivalence dé-
finie sur un anneau A, ’addition et la multiplication de A induisent sur I’ensemble
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A/R une addition et une multiplication (T + 7 = x + y,Z.y = Ty) qui munissent
A/R d’une structure d’anneau si et seulement si R est compatible avec 'addition
et la multiplication de A.

D’aprés (I1.2), en notant I la classe de 0 pour la relation R, le groupe abélien
(A/R,+) s’identifie au groupe abélien (A/I,+) et la multiplication de A induit
une multiplication sur A/I. La relation R est compatible avec la multiplication
de A si et seulement si

Veel,Vae A, axel.

Ceci conduit & la définition :

Définition VIIL.2.1. Une partie I d’un anneau A est un idéal de A si I est un
sous-groupe abélien de A pour I'addition et si

Veel,Vae A, ax el

Remarques VIII.2.1.
a) Il est clair que A et {0} sont des idéaux de A.

b) Il est évident que si I est un idéal d’un anneau A et si 1 € I, alors I = A.
La discussion précédente montre que :

Théoreme VIIL2.1. Soient A un anneau et I un idéal de A. Alors laddition et
la multiplication induites par celles de A sur A/I le munissent d’une structure
d’anneau. O

Proposition - Définition VIIL2.1. Si I et J sont deuz idéaux d’un anneau A, alors

I+J={x+y|xzelyeJ} estun idéal de A, appelé somme des idéaux I
et J;

1J = {Z x|z €1,y € J} est un idéal de A, appelé produit des idéaux

finie
I etdJ.
Si{I;}1er, est une famille non vide d’idéaux d’un anneau A, alors ﬂ I; est un
leL
idéal de A. O

Proposition - Définition VIIL2.2. Soient A un anneau et S une partie de A. On
appelle idéal de A engendré par S le plus petit idéal de A contenant S. C’est
Pintersection des idéaur de A contenant S. O
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Proposition VIIL2.3. Soient A un anneau et S une partie de A. L’idéal de A en-
gendré par S est formé des éléments de A s’écrivant Z a;s;, a; € A, s; € 5.0

finie

Notation : Si la partie S est réduite & un élément, S = {a}, on note (a) l'idéal
engendré par a.

Définition VIIL2.2. Un idéal I d’'un anneau A est dit propre si I # {0} et
I#A.

Proposition VIIL2.4. Un anneau commutatif A est un corps si et seulement s’il ne
posséde aucun idéal propre. [l

Attention. Le résultat précédent est faux si 'anneau A est non commutatif.
(Considérer un anneau de matrices.) Plus précisément, un corps ne posséde pas
d’idéaux propres; '’hypothése de commutativité de ’anneau est nécessaire pour
démontrer 'implication dans I'autre sens.

Exercice VIIL6. Montrer que les idéaux de 'anneau Z sont les (n) pour n parcou-
rant N. (On utilisera la division euclidienne dans Z.)

Définition VIIL2.3. Soient A et B deux anneaux (resp. corps). Un morphisme
d’anneaux (resp. de corps) de A dans B est une application f : A — B
vérifiant

V(r,y) € Ax A, flz+y)=f(z)+ fy)
V(z,y) € Ax A, f(zy)= f(z).f(y)
f(la) =1p.

Un morphisme d’anneaux (resp. corps) f : A — B est un isomor-
phisme d’anneaux (resp. corps) s'il existe un morphisme d’anneaux (resp. corps)
g:A— Btelque go f=1idy et fog=1idpg.

Proposition VIIL2.5. Soient A un anneau et I un idéal de A. La projection ca-
nonique A — A/I, qui a un élément de A associe sa classe modulo I, est un
morphisme surjectif d’anneau. O
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Proposition VIIL2.6. Soit f : A — B un morphisme d’anneauz.

(i) Le noyau de f, Ker(f) ={x € A| f(z) =0}, est un idéal de A et l'image
de f, Im(f), est un sous-anneau de B.

(ii) Si J est un idéal de B, alors I = f~1(J) est un idéal de A.

(iii) Le morphisme f est un isomorphisme si et seulement si c’est un mor-
phisme bijectif. O

Exercice VIIL7.

1. Déterminer tous les morphismes d’anneaux de Z dans Z, de Q dans Z, de
R dans Q. (On remarquera que la condition f(1) = 1 est trés contraignante et
diminue fortement le nombre de morphismes possibles entre deux anneaux.)

2. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Montrer que f(U(A)) C U(B).

3. Montrer qu'un morphisme de corps est toujours injectif.

Théoreme VIIL2.2 (de passage au quotient).

(i) Soient A et B deuxr anneauz, I (resp. J) un idéal de A (resp. B),
w:A— AJI (resp. ©' : B — B/J) la projection canonique. Pour tout morphisme
d’anneaur f : A — B tel que f(I) C J, il existe un unique f de A/I dans A/J
tel que for =70 f.

(ii) Soit f : A — B un morphisme d’anneauz, alors les anneaur Im(f) et
A/Ker(f) sont canoniquement isomorphes. O

Théoreme VIIL2.3. Soient f : A — B un morphisme surjectif d’anneaux et
K = Ker(f).

(i) 1l existe une correspondance biunivoque entre les idéaur I de A qui
contiennent K et les idéauz de B.

(i) St I CA (K C1I)etJC B sont des idéaur qui se correspondent par cette

bijection, alors
A/l ~B/J~ (A/K)/(I/K). O

Remarque VIIL2.2. Si A est un anneau et I un idéal de A, la proposition précé-
dente, appliquée a la projection A — A/I, montre qu'il y a une correspondance
biunivoque entre les idéaux de 'anneau A/I et les idéaux de A qui contiennent I.

Exercice VIILS. Montrer que les idéaux de l'anneau Z/nZ correspondent aux
nombres entiers positifs qui divisent n.

Les exercices VIIL.6 et VIII.8 montrent qu’il y a une relation étroite entre
nombres et idéaux. Nous pouvons expliciter maintenant I'interprétation de la di-
visibilité des nombres en termes d’idéaux.
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Définition VIIL2.4. Soient A un anneau, a et b deux éléments de A. On dit que
a divise b, ou que a est un diviseur de b, et on écrit alb, s'il existe un élément
c € A tel que b = ac.

Dans cette situation, on considére les ideaux (a) et (b) de A, engendrés par
a et b respectivement. Tout élément de (b) s’écrivant xb, avec x € A, s’écrit zac,
donc appartient & (a). On en déduit donc que

[a]b] = [(a) 5> (B)] <= [b € (a)].

Réciproquement, soient a et b deux éléments d’un anneau commutatif A et (a), (b)
les idéaux qu’ils engendrent. Si (a) D (b), alors b € (a), i.e. il existe ¢ € A tel que
b= ac, i.e. a divise b.

On voit donc que la divisibilité des éléments dans un anneau se traduit par
Iinclusion des idéaux qu’ils engendrent. On peut remarquer, d’aprés la définition
du produit de deux idéaux, que si I et J sont des idéaux d’un anneau A, on a
I D IJ, ce qui correspond bien a I'idée naturelle que I divise le produit IJ.

On sait que dans l'anneau Z les nombres premiers jouent un role capital,
puisque tout nombre entier se décompose de maniére unique (& l'ordre prés des
facteurs) en un produit de nombres premiers. Le paralléle entre divisibilité des
éléments et inclusion d’idéaux évoqué ci dessus, nous conduit & introduire la notion
d’idéal premier (et d’idéal maximal), qui joue dans les anneaux principaux (et dans
des anneaux plus généraux), relativement aux idéaux, un role analogue a celui des
nombres premiers, relativement aux nombres entiers.

VIII.3. Idéaux maximaux, idéaux premiers
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Définition VIIL3.1. Un anneau A non nul est intégre si
Vac A, Vbe A, [ab=0]=[a=0 ou b=0].
Si ’anneau A n’est pas intégre, des éléments non nuls a et b tels que ab = 0

sont appelés des diviseurs de zéro.

Exemple VIIL3.1. I’anneau Z est intégre. Tout corps est intégre. L’anneau Ms(R)
n’est pas intégre.



VIII.3. IDEAUX MAXIMAUX, IDEAUX PREMIERS

Exercice VIILY.

1. Soit p un nombre premier. Déterminer tous les diviseurs de zéro de 'anneau
7./ p*Z..

2. Montrer que pour tout n > 2 et pour tout corps commutatif k, ’anneau
M, (k) n’est pas intégre.

3. Montrer que si X est un ensemble tel que card(X) > 1, Panneau F (X, A)
défini & lexercice VIII.1.1 n’est pas intégre.

4. Un élément a d’un anneau A est nilpotent s’il existe un entier n > 0 tel
que a” = 0.

a) Montrer que dans M, (k), n > 2, il existe des éléments nilpotents.

b) Soient a et b des éléments d’un anneau A. Montrer que si ab est nilpotent,
alors ba l'est aussi.

c) Montrer que si ab = ba et si a et b sont nilpotents, alors ab et a + b sont
nilpotents.

Remarque VIIL3.1. 11 est clair qu’un sous-anneau d’un anneau intégre est intégre.
Ce n’est pas le cas pour le quotient par un idéal, comme on le voit facilement avec
Z./AZ par exemple.

On va dégager une notion d’idéal telle que I'intégrité de 'anneau soit conservée
par passage au quotient par les idéaux de ce type.

Proposition VIIL3.1. Soient A un anneau et p #= A un idéal de A. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) L’anneau A/p est intégre

(ii) Pour tous a et b éléments de A, on afabep] = [acp ou bepl. O

Définition VIIL.3.2. Soit A un anneau, un idéal de A, distinct de A, est dit
premier s'il vérifie les assertions de la proposition (VIII.3.1).

Remarque VIIL3.2. 1’idéal (0) d'un anneau A est premier si et seulement si A est
intégre.

Proposition VIIL3.2. Soient A un anneau et m un idéal propre de A. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(1) Si I est un idéal de A tel que m C I C A alors =m oul =A

(i1) Si a est un élément de A qui n’appartient pas a m, l'idéal engendré par
mU {a} est égal a A. O
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Définition VIIL3.3. Un idéal propre m d’un anneau A, est dit maximal s’il
vérifie les conditions de la proposition (VIII.3.2).

Proposition VIIL3.3. Soit A un anneau, un idéal propre m de A est maximal si et
seulement si l’anneau A/m est un corps. U

Proposition VIIL3.4. Un idéal mazximal est premier. U

Attention. La réciproque est fausse. (Considérer, par exemple, I'idéal engendré
par X dans 'anneau de polynomes Z[X].)

Théoreme VIIL3.1. Soit A un anneau, tout idéal I de A est contenu dans un idéal
mazimal de A. O

Exercice VIIL10.

1. Montrer qu'un idéal (p) de Z est maximal (resp. premier) si et seulement si
p est un nombre premier (resp. nul ou premier). (On remarquera donc que dans
I'anneau Z un idéal non nul est maximal si et seulement s’il est premier. Ceci est
une propriété générale des anneaux principaux qui sera étudiée au paragraphe 7.)

2. Déduire de ce qui précéde que 'anneau Z/pZ est un corps si et seulement
si c¢’est un anneau intégre.

Ceci est vrai de fagon plus générale pour les anneaux finis, comme le montre
la question suivante.

3. Soit A un anneau fini intégre.

a) Montrer que pour tout élément a € A, a # 0, les applications §, : x — za
et v, : ¢ +— ax sont des automorphismes du groupe (A, +).

b) En déduire qu'un anneau fini est un corps si et seulement s'il est intégre.

(On pourra remarquer que, si 'on suppose que A est un ensemble fini muni
de deux lois satisfaisant les axiomes définissant un anneau, sauf celui concernant
lexistence d’un élément unité, 'assertion a) ci-dessus est encore vraie et qu’elle
entraine l'existence de I’élément unité.)

VIIL.4. Produit d’anneaux - Théoréme chinois
Soient {A;}ier une famille non vide d’anneaux : on note HAZ- I’ensemble des
i€l

éléments (a;);er on, pour tout i € I, a; € A;.
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Proposition - Définition VIIL4.1. L’ensemble HAi’ muni de l'addition composante
el

par composante et de la multiplication composante par composante, est un anneau

dont I’élément neutre (pour I'addition) est la famille formée des éléments neutres

des A;, i € I, et I’élément unité est la famille formée des éléments unités des A;,

1 € I. Cet anneau est appelé le produit des anneaux A;, i € I.

Les axiomes d’anneau sont vérifiés pour HAi car ils sont vérifiés pour chaque
el
composante. Il

Théoreme VIIL4.1 (propriété universelle du produit d’anneaux).
Soient {A;}icr une famille non vide d’anneauz et p;, i € I, les projections
canoniques de HAi sur A;, i € I. Pour tout anneau B et tout morphisme d’an-
el
neaux f; : B — A;, i € I, il existe un unique morphisme d’anneauz h : B — HAi
tel que p;oh = f;, i€ 1. 2EID

Définition VIIL4.1. Deux idéaux I et J d’un anneau A sont étrangers si
I+J=A

Proposition VIIL4.2. Soient A un anneau, I et J deux idéaux de A.
(i) L’anneau A/(I N J) est isomorphe a un sous-anneau de A/I x A/J.

(i) Si les idéaux I et J sont étrangers, alors :

IJ=1InJ
et
Va € A,)Vbe A,z € A telque x=a (modI)etx=0b(modJ).
(iii) Siles idéaux I et J sont étrangers, alors les anneaux A/IJ et AJI x AJJ
sont isomorphes. O

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Théoreme VIIL4.2 (le théoréme chinois). Soient A un anneau et ai,...,a, des
idéaux de A tels que a; +a; = A pour tout i # j.

197



CHAPITRE VIII. ANNEAUX DE POLYNOMES

(1) Soient x1,...,x, des éléments de A, alors il existe un élément x de A tel
que x = x; (mod a;), i =1,...,n.

(ii) Les projections canoniques m; : A — Aja;, i = 1,...,n, induisent un
isomorphisme d’anneaux

n n
A/ (ﬂ a¢> — (A/CLZ'). O
i=1 i=1
Exercice VIILI11.
a) Montrer que si p et ¢ sont des entiers positifs, pZNqZ = pqZ si et seulement
si p et ¢ sont premiers entre eux.
Montrer que les anneaux Z/pZ x 7/qZ et Z/pqZ sont isomorphes si et seule-

ment si p et ¢ sont premiers entres eux.

b) Généraliser cette derniére assertion en montrant que les anneaux
Z/mZ x ... X LlppZ et Z[pi...ppZ

sont isomorphes si et seulement si les entiers p;, 1 < ¢ < k, sont premiers entre
eux deux a deux.

¢) Montrer que pour tout nombre n € N* dont la décomposition en facteurs
premiers est n = pi* ... pzk, I'anneau Z/nZ est canoniquement isomorphe a 'an-
neau Z/pi'Z X ... X L/p* L.

VIII.5. Corps des fractions d’un anneau intégre
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Le but de ce paragraphe est d’associer, & tout anneau intégre A, un corps
F(A) et un morphisme injectif d’anneaux A — F(A). Ceci entraine que tout
anneau intégre peut étre identifié & un sous-anneau d’un corps. Le corps F'(A) est
construit a partir de anneau A comme Q est construit a partir de Z. Ce corps
s’appelle le corps des fractions de 'anneau A.

Soit A un anneau intégre. On pose S = A\ {0} et on définit sur 'ensemble
A x S une relation d’équivalence par

[(a,8) R (d,s")] <= [s'a—sd =0]

On note a/s la classe d’équivalence du couple (a, s). On définit sur 'ensemble
quotient (A x S)/R une addition et une multiplication par

a/s+ad' /s = (sa+sa’)/ss
(a/s)(a'/s") = ad’/ss'

ou les opérations apparaissant dans les seconds membres sont celles de A.
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Théoreme VIIL5.1. Les opérations ci-dessus sont bien définies et munissent ’en-
semble quotient (A x S)/R d’une structure de corps, qu’on notera F(A). L’appli-
cation a — a/1 est un morphisme injectif d’anneauz de A dans F(A). O

Exemples VIIL5.1.
a)SiA=17Z,F(A) =Q.

b) Si A = R[X], F'(A) est le corps des fractions rationnelles en X & coefficients
dans R. Plus généralement, si A est un anneau intégre, F(A[X]) = F(A)(X), le
corps des fractions rationnelles a coefficients dans le corps F'(A).

L’exercice ci-dessous montre que le corps des fractions d’un anneau intégre est
solution d’un probléme universel. Ceci montre 'unicité (& isomorphisme unique
prés) du corps construit ci-dessus et permet, en particulier, de vérifier si un corps
donné est le corps des fractions d’'un anneau intégre donné.

Exercice VIIL12. (). Soit A un anneau intégre ; montrer qu'un corps K est iso-
morphe au corps des fractions de A si et seulement s’il existe un morphisme injectif
d’anneaux ¢ : A — K et si, pour tout corps L et tout morphisme injectif d’an-
neaux o : A — L, il existe un unique morphisme (injectif) de corps ¢ : K — L
tel que o0 = 1) o .

VIII.6. Anneaux de polyndmes

Soit m un entier strictement positif. On note ¢ = (i1,...,7,) les éléments de
N™ et, pour deux éléments i = (i1,...,i,) et j = (j1,...,7n) de N™ on pose
i+j=(i14 j1,--in + jn). On remarquera que 'élément 0 = (0,...,0) est un
élément neutre pour cette loi.

Soit A un anneau commutatif. On note P, (A) l'ensemble des applications
f N — A telles que f(i) = 0 sauf pour un nombre fini de i € N". On définit
sur P,(A) deux opérations en posant : quels que soient f,g € P,(A)

f+g :N'" — A
i F@)+90)
h=fg:N"— A

i o h(i) = Zl_@:zf(l)g(@
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Exercice VIIL13.
1. Vérifier que ces opérations munissent P, (A) d’une structure d’anneau com-
mutatif, dont ’élément unité est 'application définie par

{z+—>0 sii#0

0+—1.

2. Montrer que application A — P, (A), définie par a — f,, avec f,(0) = a
et fo(i) = 0sii# 0, est un morphisme injectif d’anneaux.

Dans la suite, on identifiera, par ce morphisme, le sous-anneau {f,}q.ca de
P,(A) al'anneau A.

VIII.6.1. Casn =1

Les éléments de N seront notés 7 (et non pas i). On note X l'application
N — A définie par X(1) = 1 et X (i) = 0 si i # 1. D’aprés la définition de la
multiplication dans P;(A), on a

X0 =Y xoxm={] 5.7
k=i
et
0 si i#s

> () =
VseN;s > 1, X*(1) {1 G i s
On pose X% = f1, i.e. X°(i) =0sii#0et X°0) = 1.

Pour tout élément a # 0 € A et tout entier s de N, application a X *® définie par
0 sii#s

a sl i1=s

aX*(i) = {

est appelée monéme de coefficient a; s est le degré de a X°®.
Par conséquent, en posant, pour tout i € N, f(i) = a;, tout élément f de
P;(A) admet une écriture unique

f=iﬁﬂa
i=0

avec n = sup{i € N| f(i) # 0}. On dit que f est un polynoéme en X.
Les a; sont les coefficients de f et a; = 0 pour tout ¢ si et seulement si

f=f=0.
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Si f # 0, on définit le degré de f, noté deg(f), comme étant le plus grand
entier n tel que, dans l'expression f = 3" a;X*, a, soit non nul. Le coefficient
a, est alors appelé le coefficient dominant de f. Le coefficient ag est appelé
coefficient constant de f. Un polynéme non nul de degré n est dit unitaire si
son coefficient dominant est égal & 1.

Si f =0, par convention, on pose deg(f) = —oc.
On note A[X] l'anneau Pj(A). On remarquera que les opérations définies
ci-dessus dans P, (A), correspondent, dans le cas n = 1, & laddition et a la

multiplication usuelles des polynémes.

VIII.6.2. Casn > 2

On considére les n-uples suivants :
i, =(1,0,...,0),...,4:=(0,...,0,1,0,...,0), ..., 3, = (0,...,0,1),

ot dans i; = (0,...,0,1,0,...,0) le 1 est ala j°° place, et on définit X, € P,(4),
< k < n, par
L1 sii=iy
Xi(i) = {o si i .
On pose X égal a I'élément unité de P,(A), quel que soit k.
Pour tout a € A et tout i = (i1,...,4,), d’aprés la définition de la multiplica-
tion dans P,(A), lélément a X7' ... Xi» de P,(A) vérifie

asi

aX{l...X;n(l‘):{O

. [%.

=1
B
(vérification par récurrence sur |i| =i + ...+ i,). Un tel élément est appelé un
monoéme et, s’il n’est pas nul (i.e. si a # 0), son degré est |i| =iy + ... + iy.

Par conséquent, en posant f(i) = a;, chaque élément de P,(A) s’écrit alors de
fagon unique sous forme d’'une somme finie de monémes distincts

F=) e X{H X,
i

avec i = (i1,...,i,). Une telle expression est appelée polynéme en les n in-
déterminées X1,...,X,, les a; sont les coefficients de ce polynome, ag est le
coefficient constant. Le degré total, noté deg(f), du polynome f # 0 est le
sup des |i| = i3 + ... + iy, tel que g; soit non nul. Par convention, si f = 0, on
pose deg(f) = —oo.

On note 'anneau P, (A) sous la forme A[X;, ..., X,].
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Définition VIIL6.1. Un polynoéme non nul f est dit homogeéne de degré s, si
tous ses mondmes a; X' ... X} non nuls ont méme degré |i| =s. Si f =0, il
est homogéne de degré —oc.

Proposition VIIL6.1. Si f et g sont deux polyndmes homogénes et si fg # 0, alors
fg est homogéne de degré total égal a la somme des degrés de f et g.

Démonstration. Les polynomes f et g étant homogénes de degré total respectif s
et t, ils s’écrivent

F=Ya; X{' . XJr, it iy =
i

et
g=> b X{" X" i+ =t
j

Si fg est non nul, il existe au moins un coefficient non nul

et chacune de ces expressions non nulles est coefficient du mondéme

cp XPHL L X tan
qui est de degré iy + j1 + ...+ ip + jn = s+ t, d’out le résultat. O
Proposition VIIL6.2. Un polynome f de A[X1,...,X,], de degré total m, s’écrit de

facon unique comme une somme f = fo+ f1+ ...+ fm, o0 fs est soit nul, soit
homogéne de degré s et ot fpn, # 0.

Démonstration. Pour tout s, 0 < s < m, fs est la somme de tous les monoémes de
degré s de f; s’il n’y en a pas, on pose fs = 0. Puisque f est de degré total m,
on a fp, #0. ]
Comllaire VIIL6.1. Si f et g sont deuz polynomes de A[X1,...,X,], on a

deg(fg) < deg(f) + deg(g). O
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Remarque VIIL6.1. Sion al < m < n, on peut identifier P,,(A) & un sous-anneau
de P,(A), en identifiant N a lensemble des éléments de N™ dont les (n — m)
derniéres composantes sont nulles. Ceci permet d’identifier

A[Xl,...,Xn] et A[Xl,...,Xm][Xm+1,...,Xn].

En particulier, en écrivant A[X7,..., X,] = A[Xq,..., X,—1][X,], une récurrence
évidente montre que si une propriété P, vérifiée par un anneau A, est également
vérifiée par anneau A[X], alors cette propriété P est aussi vérifiée par 'anneau
A[X1,...,X,], pour tout n > 1.

Proposition VIIL6.3. Si 'anneau A est intégre, il en est de méme de l'anneau
AlXq,...,X,] et si f et g sont deur polynomes non nuls, le degré total de fg
est la somme des degrés totaux de f et g. O

Remarque VIIL6.2. Si K est un corps, anneau K|[X1,...,X,] est intégre, donc,
d’aprés le théoreme (VIIL.5.1), il admet un corps de fractions, noté K (X, ..., X,),
appelé corps des fractions rationnelles sur K en n indéterminées.

Théoreme VIIL6.1 (propriété universelle de A[ X, ..., X,,]). Soient A et B deux
anneaux, ¢ : A — B un morphisme d’anneauz et y1,...,y, des éléments de B. Il
existe un unique morphisme d’anneaux ¢ : A[Xy,...,X,] — B tel que Ya=p et
w(Xz) =Y, 1= 1,‘..,71.

Démonstration. Tout élément f de A[Xq,...,X,] s’écrit de maniére unique comme
somme d’un nombre fini de mondémes distincts

F=) e X{H X
i

En posant

W(f) = Zqﬁ(az) yit .yl

on obtient une application 1 bien définie qui vérifie ¢4 = ¢ et, pour tout i,
¥(X;) = y;. Vérifions que ¢ est un morphisme d’anneaux.
On a ¢(1) = p(1) = 1. D’autre part, soient

f= a X' X} et g=> b X{*...X]",
i J

alors A ‘
fHg=> (ai+b) Xi'... X

1
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ol a; (resp. b;) est nul si le mondme Xi'l ... X! n’apparait pas dans f (resp. g),

et
fgzz% X{”...Xﬁ", ch = aib;.
h itj=h
On a donc ‘
W(f+9) = thaﬂrb T

> () vyt - y%”+290 ity =) + ¥ (g).

4

D’autre part,

h .
=Y olen) yit - ynm,
h

mais

Zs@az L | DD ey wlt i | = e (h)e(g)-

J

O

Théoreme VIIL6.2 (division euclidienne). Soient A un anneau intégre et f, g deux
éléments de l'anneau A[X]. On suppose que le coefficient dominant de g est un
élément inversible de A. Alors, il existe un couple unique (q,7) € A[X] x A[X] tel

que [ = gq+r et deg(r) < deg(g).

Démonstration. Existence : On pose m = deg(f) et deg(g) = n. Sim < n, le couple
(0, f) répond a la question. Si m = n, c’est évident. On suppose que m > n et

le résultat est vrai pour m — 1. On peut écrire f =bX™ + ... et g =aX"™ + ..

e

alors af — bX (M ") g est de degré inférieur ou égal & m — 1 et, par hypotheése de

récurrence, il existe un couple (q1,71), avec deg(r1) < deg(g), tel que

af —bX" g =gq +r1.

D’ou
f=a XM+ q)g +a

ce qui est 1'égalité cherchée, avec ¢ = a 1 (bX™ " + q1) et 7 = a~'ry.



VIII.7. ANNEAUX PRINCIPAUX

Unicité : Supposons qu'’il existe un autre couple (¢',r"), avec deg(r') < deg(g),
tel que f = gq' +71'. Alors g(q—¢') ="' —ret,sir/ —r #0, deg(q¢—¢') +deg(g) =
deg(r’ — ), ce qui est impossible. D’ou 7 = 7/, ce qui entraine ¢ = ¢'. O

VIII.7. Anneaux principaux

Soient K un corps et I un idéal de K[X]. Si I = {0}, alors I est engendré par 0.
Supposons I # {0} et soit P un polynéme non nul appartenant a I et de degré
minimal pour cette propriété. Tout polynéme S € I est tel que deg(S) > deg(P)
et I'on peut faire la division euclidienne S = PQ + R. Le polynéme R appartient
a I, donc est nul par minimalité du degré de P. Par conséquent, S est un multiple
de P, autrement dit, I = (P).

Cette propriété conduit a la notion d’anneau principal.

Définitions VIIL7.1.
a) Soient A un anneau et I un idéal de A. On dit que I est principal s’il
est engendré par un élément (i.e. 3 a € A tel que I = (a)).

b) Un anneau A est principal s’il est intégre et si tout idéal de A est
principal.

La discussion précédente montre le résultat fondamental suivant :

Théoreme VIIL7.1. Si K est un corps, l'anneau de polynomes K[X] est principal.
O

Remarques importantes VIIL7.1.
a) Si 'élément a € A est inversible, alors aa™
remarque VIIL.2.1.b, (a) = A.

b) Dans un anneau intégre, (a) = (a’) est équivalent & o’ = ua avec u élément
inversible de A. En effet, si (a) = ('), il existe u € A et v € A tels que @’ = ua
et a = wvad' : on a donc a’ = wvd’, ot a’(1 — uv) = 0 et, puisque Panneau A est
intégre, uv = 1. Si @’ = ua, alors (a') C (a). Si u est inversible, on a a = u~'d/,
d’ou (a) C (d').

L'= 1 € (a) et, d’aprés la

Autrement dit, dans un anneau principal, les générateurs d’un idéal quel-
conque sont « égaux a un élément inversible prés ».

Exercice VIIL14. Montrer que l'anneau Z[X] n’est pas principal. (Considérer
I'idéal de Z[X] engendré par 2 et X.)

205



CHAPITRE VIII. ANNEAUX DE POLYNOMES

206

Remarque VIIL7.2. Une démonstration analogue a celle du théoréme VIII.7.1
montre que 'anneau Z est principal. L’exercice VIII.14 ci-dessus montre que la
propriété pour un anneau A d’étre principal ne se transmet pas nécessairement &
l’anneau de polynomes A[X].

Nous allons montrer que les anneaux principaux satisfont une propriété de
« finitude ».
Nous allons d’abord établir un résultat général.

Théoreme VIIL7.2. Soit E un ensemble ordonné; les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) Toute famille non vide d’éléments de E admet un élément maximal

(ii) Toute suite croissante (x,)n>0 d’éléments de E est stationnaire.

Démonstration. Montrons que (i) implique (ii). Soient (x,,)n,eN une suite croissante
d’éléments de E et z, un élément maximal de I’ensemble {x, }nen. Pour n > g,
on a x, > ¥4, d’apres la croissance de la suite, d’on x,, = x4, d’aprés la maximalité
de .

Montrons que (ii) implique (i). Supposons qu’il existe une famille non vide
F de F sans élément maximal. Alors, pour x € F, 'ensemble des y € F tels
que y > x est non vide. D’aprés 'axiome du choix (cf. appendice), il existe une
application f : F' — F telle que, pour tout « € F, f(x) > z. En fixant un élément
xo et en posant x1 = f(xg),...,Tn+1 = f(x,), on obtient une suite strictement
croissante. Elle ne peut donc étre stationnaire. O

Théoreme VIIL7.3. Soit A un anneau principal.
(i) Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire.

(ii) Toute partie non vide de l’ensemble des idéaux de A, ordonné par inclusion,
admet un élément maximal.

Démonstration. D’apres le théoréme (VIII.7.2), il suffit de démontrer 'assertion (i).
Soit (I )nen une suite croissante d’idéaux de A : alors I = J,, oy In est un idéal
de A, d’ou il existe a € A tel que I = (a). Donc il existe m € N tel que a € I,,.
Or, pour tout p > m, on a I,, C I, C I = (a) C I,,. Ce qui signifie que la suite
(In)nen est stationnaire, & partir du rang m. J
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Définition VIIL7.2. Soient A un anneau intégre et a un élément non nul de A.

a) L’élément a est dit irréductible s’il n’est pas inversible et si I'égalité
a =be, (byc) € Ax A, implique que b ou ¢ est un élément inversible de A.

b) L’élément a est dit premier si 'idéal (a) est premier.

Remarques VIIIL7.3.
a) D’apres la définition d'un idéal premier, définition (VIII.3.2), un élément
a € A est premier 8’il est non nul et non inversible et vérifie

albc = (alb ou alc).

b) Un élément a d'un anneau A est irréductible (resp. premier) si et seulement
si, pour tout élément inversible u de A, ua est irréductible (resp. premier, d’aprés
la remarque (VIIL.7.1)) dans A. Par conséquent, on considérera les éléments ir-
réductibles (resp. premiers) d’un anneau, « aux inversibles prés ». Il est facile de
vérifier que ceci définit une relation d’équivalence sur ’ensemble des éléments ir-
réductibles (resp. premiers) de anneau A. Dans la suite, on notera P un systéme
de représentants des classes pour cette relation d’équivalence.

Proposition VIIL7.1. Si A est un anneau intégre, tout élément premier non nul est
wrréductible.

Démonstration. Puisque 'idéal (a) est premier, on a (a) # A, donc a est non
inversible dans A. Si a = be, alors b € (a) ou ¢ € (a) puisque (a) est un idéal
premier. Si b € (a), alors b = wa, d’ott a = bc = wac et a(l — uc) = 0. Puisque
lanneau A est intégre, on a (1 — uc) = 0, ce qui signifie que ¢ est inversible. Si
c’est ¢ qui appartient & (a), le méme raisonnement montre que b est inversible. [J

Attention. La réciproque est fausse (cf. exercice VIII.15 ci-dessous). Cepen-
dant, voir la remarque VIII.7.4 ci-dessous.

Exercice VIIL15. Soient K un corps et A le sous-anneau de K[X,Y] formé des
polynoémes dont le degré total est pair. Montrer que ’élément XY est irréductible
dans A, mais pas premier.
Proposition VIIL7.2. Soient A un anneau intégre et a # 0 un élément de A.

(1) Si l'idéal (a) est mazimal, I’élément a est irréductible.

(ii) Si A est principal et si a est irréductible, ’idéal (a) est mazimal.
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Démonstration. (i). Sil'idéal (a) est maximal, il est premier, I’élément a est donc
premier, et par conséquent irréductible.

(ii). Supposons que ’élément a soit irréductible et que 'anneau A soit princi-
pal. Supposons qu'il existe un idéal I = (b) de A tel que (a) C I. Alors a = be et,
puisque a est irréductible, b ou ¢ est inversible. Si b est inversible, alors (b) = A
et si ¢ est inversible, alors b = ac™! et (b) = (a). On en déduit que l'idéal (a) est
maximal. (]

Remarque VIIL7.4. Un idéal maximal étant premier, ce qui précéde montre que,
dans un anneau principal, les éléments premiers (resp. les idéaux premiers non
nuls) et les éléments irréductibles (resp. les idéaux maximaux) coincident. En
particulier, si K est un corps et si f est un polynéme de K[X], on a les équivalences
suivantes :

f est irréductible < K[X]/(f) est un corps < K[X]/(f) est intégre.

Exercice VIIL16. Montrer que 'anneau A[X] est principal si et seulement si A est
un corps.

Proposition VIIL7.3. Soit A un anneau intégre dans lequel tout élément non nul et
non inversible est produit fini d’éléments irréductibles de A. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) Si a est un élément non nul et non inversible de A et si a = p1...p, =

q1---Qm, ou les éléments p1,...,Pn, q1,---,qm sont des éléments irréductibles
de A, alors m = n et il existe une permutation o € S, et des éléments inversibles
de A, ui,...,up, lels que g = ui Py, i=1,...,n

(ii) Si a est un élément irréductible de A, alors a est un élément premier.

Démonstration. Montrons que (i) implique (ii). Soient b et ¢ deux éléments non
nuls de A et supposons que a divise be. Si b (resp. ¢) est inversible, il est évident
que a divise ¢ (resp. b). On suppose donc que b et ¢ sont non inversibles. On a
alors bc = ad avec d non inversible, sinon ’élément a étant irréductible, on aurait
b ou ¢ inversible. On a donc

b=p1...pr, C=Dry1---Pris, d=q...q

ot les p; et ¢j, 1 <i <r+s,1< 7 <t sont des éléments irréductibles de A.
L’égalité bc = ad s’écrit alors

P1.--PrPr+1---Pr4+s = aq1 .- - Gi.
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D’aprés la condition (i), il existe un ig, 1 < ip < 7+ s, et un élément inversible
u;, de A tels que a = u;yp;,. On en déduit que si 1 < ig < 7, alors a divise b et si
r+1<iy <r+s, alors a divise c.

Montrons que (ii) implique (i). Soit @ = p1...pp = ¢1 ... ¢m, OU les éléments
DlyevsPrs 1y -, qm sont des éléments irréductibles de A. Il s’agit de montrer
que m = n et que, pour tout %, il existe une permutation o € S,, et un élément
inversible u; tels que ¢; = w;p,(;). On procede par récurrence sur n + m : si
n +m = 2, alors p; = ¢1. Supposons le résultat établi pour n’ +m' < n + m;
comme q1|p1 - .. pp et que qq est irréductible, d’apreés (ii) ¢1|p; pour un certain j et
il existe uy tel que g1 = uip;. On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence
aqge...qmetpr...pj_1pj41...pp i onan—1=m—1,il existe une permutation

w € Sp—1 et des éléments inversibles ug, ..., u, tels que ¢; = WiDp(s)- On a donc
n = m et on étend p en un élément o € S, en posant o(1) = j et o(i) = u(i)
pour ¢t =2,...,n. ]

Théoreme VIIL7.4. Soit A un anneau principal, alors :

(i) Chaque élément non nul et non inversible de A s’écrit comme produit fini
d’éléments irréductibles de A

(ii) Les deux assertions équivalentes de la proposition VIII.7.3 sont vérifiées.

Démonstration. (i). Si A est un corps, l'ensemble des éléments non nuls et non
inversibles est vide et toutes les assertions ci-dessus sont vérifiées. On suppose
donc que A n’est pas un corps.

Soient ¢ un élément non nul et non inversible de A. Si a est irréductible, I'as-
sertion est vérifiée. Supposons que a est non irréductible : montrons d’abord que a
admet un facteur irréductible. S’il n’en admettait pas, on pourrait écrire a = a1by
avec a1 et by non inversibles. De la méme maniére, on aurait a; = agby avec as et
bs non inversibles. En réitérant ce procédé, on aurait une suite d’éléments a; avec
aila;+1 et, pour tout i, a; # u;a;+1 avec u; inversible. Autrement dit, on aurait
une suite strictement croissante d’idéaux {(a)};en, ce qui est en contradiction
avec le fait que A est un anneau principal, d’aprés le théoréme (VIIL.7.3). Ceci
montre que a = praj avec py irréductible : si aq est inversible, c¢’est terminé. Sinon,
on a a; = peas avec po irréductible. Ce processus s’arréte au bout d’un nombre
fini d’étapes, sinon on aurait & nouveau une suite strictement croissante d’idéaux
{(a)}ien. Il existe donc un entier n tel que a = ayp; ... py, avec a, inversible et
P1,. .., Py irréductibles.

(ii). Supposons que ¢ soit un élément irréductible de A et que g|bc. D’aprés
lassertion (i), on peut écrire b = u HpE'P p"?, avec u inversible et n), entiers positifs
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ou nuls, non nuls pour un nombre fini de p, et ¢ = v HpeP p"r, avec v inversible
et n;, entiers positifs ou nuls, non nuls pour un nombre fini de p. Puisque ¢|bc, on

anq+n;>1,d0ncnq>1ouné}letq|bouq|c. O

Remarques VIIL7.5. Nous allons ici préciser la remarque VIII.7.3.b. Soit A un
anneau principal, il existe un ensemble P d’éléments irréductibles de A tel que :

(i) Vp,q € P, si p # q, alors Yu € U(A), ¢ # up

(ii) Tout élément irréductible de A est multiple d’un unique élément de P par
un élément inversible de A

(iii) Tout élément a de A, non nul et non inversible, s’écrit de maniére unique
a=upit...pir,onuecUA) etpeP,i=1,....,n,; N i=1,...,n

Un tel ensemble P, qui est un systéme de représentants des classes d’éléments
irréductibles modulo les éléments inversibles, est appelé ensemble complet d’élé-
ments irréductibles.

VIIL.8. Divisibilité
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Définition VIILS.1. Soient a et b deux éléments d’un anneau A.

a) On appelle plus grand diviseur commun de a et b, et on note
pgcd(a,b), tout élément d de A vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) dla et d|b
(ii) Yz € A tel que z|a et z|b, alors z|d.

b) On appelle plus petit commun multiple de a et b, et on note
ppcm(a, b), tout élément m de A vérifiant les propriétés suivantes :

(i) alm et bjm

(ii) Yz € A tel que a|z et b|z, alors m|x.

Proposition VIIL8.1. Soient a et b deux éléments d’un anneau intégre A. Alors, si
d etd (resp. m et m’) sont deux pged (resp. ppcm) de a et b, il existe un élément
u tnversible de A tel que d' = ud (resp. m’ = um,).

Démonstration. Soient d et d’ deux pged de a et b. Alors, puisque d est un diviseur
de a et b, d divise d’ et, pour les mémes raisons, d’ divise d. Par conséquent, il
existe des éléments u et v de A tels que d' = ud et d = vd'. On a donc d = uwd,
i.e. d(1 —uv) = 0 et, puisque A est intégre, u et v sont inversibles.
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La démonstration pour les ppem est analogue. O

Remarque VIILS.1. On peut aussi énoncer la proposition précédente de la fagon
suivante : si deux éléments d’'un anneau intégre admettent un pged (resp. ppem),
il est unique a la multiplication par un élément inversible prés.

Théoreme VIILS.1. Soient deux éléments quelconques, non nuls, a et b d’un anneau
principal A.

(i) Ils ont un pged et un ppem dans A.
(i) Il existe un pged d et un ppem m de a et b tels que ab = dm.

Démonstration. Le résultat est évident si les éléments a ou b sont inversibles. Soient
a et b des élément non nuls et non inversibles : on a

iel jed

ot u et v sont des éléments inversibles de A, les p; et p; sont des éléments irré-
ductibles, ; et 3; sont des entiers positifs. En acceptant que des «; et 3; soient
éventuellement nuls, on peut supposer que I = J. Alors,

[Ie . IIn
kel kel
avec
Ve =inf(ow, Be) Ok = sup(ou, Br)
sont respectivement un pged et un ppem de a et b. Si 'on pose

d:ul_[pZ’C , m:vai’“

kel kel

on a dm = ab. O

Remarque VIIL8.2. La définition d'un pged (resp. ppcm) de deux éléments d’un
anneau s’étend clairement & une famille finie d’éléments a4, ..., a, de A. Le méme
procédé que celui montrant 'existence d’un pged (resp. ppem) de deux éléments
d’un anneau principal, montre 'existence d’un pged (resp. ppem) d’une famille
finie d’éléments.

Définition VIILS.2. Des éléments aq,...,a, d'un anneau principal A sont dits
étrangers s’ils admettent I'unité de A pour pged.
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Proposition VIILS.2.

(i) Soient ay,...,a, des éléments d’un anneau principal A et d un pgced de
ces éléments. Posons a; = dal, i = 1,...,n. Les éléments a}, 1 = 1,...,n, sont
étrangers.

(i) Siay,...,ay, sont des éléments étrangers deux a deux d’un anneau princi-
pal, le produit a1, ..., a, est un ppcm de aqi,...,ay.

Démonstration. Laissée au lecteur a titre d’exercice. [l

On a les propriétés plus précises suivantes.

Théoreme VIILS.2 (de Bezout). Soient aq,...,a,, d des éléments dun anneau
principal. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) d est un pged de aq, ..., ap

(i) d est un générateur de l’idéal de A engendré par les éléments aq,. .., a,.

Démonstration. Si d = pged(ay, ..., a,), alors I'idéal (ay,...,a,) est contenu dans
I'idéal (d). Puisque A est un anneau principal, il existe un élément b € A tel que
(a1,...,a,) = (b), d’ou b divise les éléments a;, i = 1,...,n, et par conséquent b
divise d, i.e. (d) est contenu dans (b). On en déduit que (d) = (ay,...,a,).

Soit d un élément de A tel que (d) = (a1, ...,ay). Alors, pour tout i = 1,...,n,
d divise a;. Soit b un élément de A divisant les éléments a;, i = 1,...,n. Alors,
(d) = (a1,...,ay) est contenu dans (b), donc b divise d. On en déduit que d est
un pged de ay, ..., ay,. O

Théoreme VIIL8.3. Soient aq,...,a,, m des éléments d’un anneau principal A.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) m est un ppcm de ay, ..., a,

(ii) m est un générateur de l'idéal (;_,(a;).
Démonstration. Laissée au lecteur a titre d’exercice. O

VIII.9. Irréductibilité des polyndmes

Nous avons vu, dans les paragraphes précédents, 'importance de ’existence,
dans un anneau, d’éléments irréductibles. Nous allons ici nous intéresser au
cas des anneaux de polynoémes, donc essayer de déterminer les polynémes
irréductibles.
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Dans tout ce paragraphe, A est un anneau principal et K est son corps des
fractions.

Soit p un élément irréductible (ou premier) d’un ensemble complet P d’élé-
ments irréductibles de A. Pour tout élément a de K™, on peut écrire a = p"b,
be K* r €Z, p ne divisant ni le numérateur ni le dénominateur de b. L’unicité
de la décomposition en produit de facteurs irréductibles dans A implique que ’en-
tier 7 ainsi défini est unique. On pose r = ord,(a) et on appelle cet entier I'ordre
de a en p. Si a est nul, on pose ord,(a) = —oo pour tout p.

Il est clair que

Va,d' € K, ordy(ad’) = ordy(a) + ordy(a').

Soit f(X) =ap+ a1 X + ...+ a, X" un élément de K[X]. Si f = 0, on pose
ordy(f) = —oo, si f # 0, on pose ordy,(f) = inf;(ord,(a;)), le inf étant pris sur
les i tels que a; # 0. On pose alors

c(f) =[] p"

peP

le produit étant pris sur tous les p tels que ord,(f) # 0.
On notera que ¢(f) est défini & un élément inversible de A prés. Si

fl@)=> X" e A[X],
=0

alors ¢(f) = pgcd(ai)ogi<n, le pged étant pris sur les coefficients non nuls de f.
I1 est clair que si b est un élément de K*, alors ¢(bf) = be(f). On peut donc
écrire f(X) = c(f) f1(X), avec ¢(f1) =1 et f1 € A[X]. En effet, écrivons

n i
i=0 '

avec a;, b; # 0 dans A. Notons b un ppecm des b;, 0 < 7 < n, alors f s’écrit
1 & .
f(X) =3 > apxt.
i=0
En posant @) = da, ou d est un pged des a, 0 < i < n, on obtient
d " A
f(X) = Efl(X)’ avec f1(X) = Za;’XZ.
i=0
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On suppose qu’on a réduit %l de telle sorte que d et b soient étrangers. On a donc
c(f) = c(4f1) = $c(f1). Puisque les coefficients de f; sont étrangers, il est évident
que ¢(f1) = 1. On en déduit donc que ¢(f) = %.

Autrement dit, pour tout polynome f(X) € K[X], Décriture
f(X) =c(f)f1(X) consiste a « réduire au méme dénominateur » et a « mettre
en facteur les facteurs communs aux coefficients ».

Autrement dit, pour un polynéme f € A[X], montrer que ¢(f) = 1 revient
a montrer qu’il n’existe aucun élément irréductible p de A qui divise tous les
coefficients de f.

Lemme VIILY.1 (de Gauss). Soient a un élément irréductible d’un anneau principal
A, f e AlX] et g € A[X]. Sia divise le produit fg, alors a divise f ou a divise g.

Démonstration. Ecrivons
fX)=bo+ 0 X+...4+b, X", gX)=cot+taX+...+cp, X"

Sin =m =0, le résultat est clair d’aprés la définition d’un anneau principal. On
suppose que n # 0 ou m # 0 et que a ne divise ni f, ni g. De maniére générale, un
élément a d’un anneau intégre A divise un polynome f € A[X] si et seulement si
a divise chaque coefficient de f. Il existe donc un coefficient b;, # 0 qui n’est pas
divisible par a. On peut donc considérer k le plus petit entier, 0 < k < n, tel que
a ne divise pas by, i.e. a divise b; pour i < k. De la méme maniére, on considére le
plus petit entier A tel que a divise ¢; pour ¢ < h. Le coefficient du terme de degré

h+kde fgest
boCh+k + b1Chik—1+ ... +bgcp + ...+ bpyrco.

L’élément a divise tous les termes de cette somme sauf le terme bycy, ; par consé-
quent a ne divise pas le coefficient du terme de degré h + k de fg, il ne divise
donc pas fg.

Lemme VIIL9.2. Soient A un anneau principal, f € A[X], g € A[X] et a un
élément de A qui divise le produit fg. Si f est irréductible, alors a divise g.

Démonstration. On applique le lemme précédent & tous les facteurs irréductibles
de a. O

Lemme VIIL9.3. Soient A un anneau principal et K son corps des fractions. Soient
f et g deux éléments de K[X], alors ¢(fg) = c(f)e(g).
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Démonstration. Puisque f(X) = c(f)f1(X) et g(X) = ¢(g)g1(X), il suffit de mon-
trer que si ¢(f) = ¢(g) = 1, alors ¢(fg) = 1, avec f et g dans A[X]. Posons

f(X)=ay+...+an X" a, #0, et g(X)=0bo+ ...+ b, X™, by, #0.

Soit p un élément irréductible de A et soit 7 (resp. s) le plus petit entier compris
entre 0 et n (resp. m) tel que p ne divise pas a, (resp. bs). Le coefficient de X" *$
dans f(X)g(X) est égal a

arbs + apy1bs—1 + ...+ ar—1bsi1 + ...

Or p ne divise pas a,bg, mais divise tous les autres termes de cette somme, il ne
divise donc pas la somme. O

Remarques VIIIL9.1.

a) On déduit de ce qui précede que si f(X) € A[X] s’écrit f(X) = g(X)h(X )
dans K[X], alors, en posant g(X) = c(9)g1(X), avec ¢1(X) € A[X], e
hMX) =c(h)hi(X), avec h1(X) € A[X], on a f(X) = c(g)c(h)g1(X)hi(X), ou
c(g)e(h) est un élément de A. En effet, ¢(f) = c(g)e(h)e(gihi) = c(g)c(h) et,
puisque f(X) € A[X], ¢(f) est un élément de A.

b) Il est clair que si f € A[X] est un polynome de degré strictement positif tel
que ¢(f) # 1, (ou ¢(f) non inversible dans A), f n’est pas irréductible dans A[X]
puisqu’il s’écrit f = ¢(f)f1, avec ¢(f) et f1 non inversibles. La condition ¢(f) =1
est donc nécessaire pour que le polynéme f soit irréductible dans A[X].

Théoreme VIIL9.1. Soient A un anneau principal et K son corps des fractions. Un
polynome f € A[X] est irréductible dans A[X] si et seulement si f est un élément
irréductible de A, ou un polynome de degré supérieur ou égal a 1 irréductible dans
K[X] et tel que c(f) = 1.

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire. Soit P(X) € A[X] un
polynéme irréductible dans A[X].

Si deg(P) = 0, alors P(X) est un élément de A, irréductible par hypothése.

Si deg(P) > 0, alors ¢(P) = 1 d’aprés la remarque (VIIL.9.1.b). Montrons que
P est irréductible dans K[X]. Faisons un raisonnement par ’absurde : supposons
que P s’écrive P(X) = Q(X)R(X) avec Q(X) € K[X]| et R(X) € K[X] non
nuls. D’aprés la remarque (VIIL.9.1.a), on a P(X) = ¢(Q)c(R)Q1(X)R1(X) avec
Q1(X) € AX], Ri(X) € A[X] et ¢(Q)c(R) = ¢(P) = 1. Par conséquent, P n’est
pas irréductible dans A[X], contrairement a I’hypothése.
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Montrons que la condition est suffisante. Si p est un élément irréductible de
A, il est irréductible dans A[X] (vérification évidente). Soit P(X) € A[X], irré-
ductible dans K[X] et tel que ¢(P) = 1. Supposons que P(X) = Q(X)R(X),
avec Q(X) € A[X] et R(X) € A[X]. Comme A[X] C K[X], on a deg(Q) =0
ou deg(R) = 0. Supposons, pour fixer les idées, que ce soit deg(Q) = 0. Alors
Q(X)=a€ Aet P(X)=aR(X). Puisque ¢(P) = 1, on en déduit que a € U(A)
et P est irréductible dans A[X]. O

Exercice VIIL.17. Soient A un anneau principal, K son corps des fractions,
FX)=X"+ap 1 X" 1+ ...+ a1 X +ap € A[X], avec ag # 0.

a) Montrer que, si x € K est tel que f(z) =0, alors x divise ag et x € A.

b) En déduire que le polynome X? — 5X?2 + 1 est irréductible dans Q[X].

Ce qui précede montre que I'étude de l'irréductibilité des polynémes & coeffi-
cients dans A se raméne a celle des polynémes a coefficients dans K. Ce qui suit a
pour but de donner quelques méthodes d’étude de l'irréductibilité des polynémes
de K[X].

Théoreme VIIL9.2 (critere d’Eisenstein). Soient A un anneau principal et K son
corps des fractions. Soit f(X) = ag+ ...+ ap, X"™ un polynome de A[X], n > 1.
Sl existe un élément irréductible p de A tel que

an # 0 (modp), a;=0(modp)i<n, agz0(modp?®),

alors f(X) est irréductible dans K[X].

Démonstration. En mettant en facteur le pged des coefficients de f, on peut suppo-
ser que ¢(f) = 1. Supposons que f(X) s’écrive comme produit de deux polynomes
de K[X], de degré supérieur ou égal a 1. D’aprés la remarque (VIIL.9.1.a), on a
f(X) =g(X)h(X) dans A[X]. Posons

g(X)=bo+...+b,XP, h(X)=co+...4 X9,

avec b, #0,¢c, #0,p=>1,q¢> 1.

Puisque bycy = ag est divisible par p mais pas par p?, 'un et I'un seulement des
éléments by ou ¢y est divisible par p. On peut supposer que by n’est pas divisible
par p et que ¢y est divisible par p. Puisque a, = b,c, n’est pas divisible par p,
cq n'est pas divisible par p. On peut donc considérer r, r < ¢ < n, le plus petit
entier tel que ¢, ne soit pas divisible par p. Alors, a, = boc, + bic,—1 + ... n'est
pas divisible par p, puisque p ne divise pas byc, mais divise tous les autres termes
de la somme, ce qui est contraire a 'hypothése. O
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Exemples VIIL9.1.
a) Soit a # 1 € Z* un élément sans facteur carré. Alors pour tout n > 1, le
polynéme X" — a est irréductible dans Q[X].

b) Soit p un nombre premier. Alors le polynéme
fX)=14+X4+X>+... +xr7!

est irréductible dans Q[X]. En effet, il suffit de montrer que f(X + 1) est irréduc-
tible dans Q[X]. On a

(X +1)P—1

JEAD) =X+ (X Dbl = "

—1 p—2

1 p

=5 (Xp + CﬁX’“) = X" 4y Cpt X 4 p
k=1 k=2

et C;f est divisible par p. On peut donc appliquer le critére d’Eisenstein.

On verra aux TR.VIIL.A, TR.VIIL.B et TP.IX.A d’autres méthodes d’étude
de l'irréductibilité des polyndémes, qui sont trés utiles et efficaces.

VIII.10. Racines — Ordre de multiplicité

Définition VIIL.10.1. Soient A un anneau, B un sur-anneau de A et
f(X1,...,X,) un polynéme de A[Xy,...,X,]. Un n-uple (b1,...,b,) € B"
est un zéro (ou une racine sin = 1) de f si f(by,...,b,) =0.

Théoreme VIIL10.1. Soient A un anneau intégre, f(X) un polynome de A[X] et
a un élément de A. Alors a est racine de f(X) si et seulement si (X — a) divise
f(X) dans A[X].

Démonstration. La division euclidienne de f(X) par (X — a) dans A[X],

f(X) = (X = a)g(X) +r(X)

montre que f(a) = 0 si et seulement si r(a) = 0. Or, deg(r) < 1 implique que
r(X) est une constante, par conséquent r(a) = 0 si et seulement si #(X) =0. O
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Exercice VIIL18. Soit P(X) un polynéme de degré 2 ou 3, a coefficients dans un
anneau intégre A.

a) Montrer que si P(X) est unitaire, il est réductible si et seulement s’il posséde
un zéro dans A.

b) Donner un exemple de polynéme non unitaire de Z[X] qui est réductible
mais qui ne posséde pas de zéro dans Z.

Exercice VIIL19. Soit f(X) =a, X"+ ...+ a1 X +ap € Z[X],an, #0,n > 1.

a) Montrer que si x = % € Q, avec p et ¢ étrangers, est racine de f(X), alors
p divise ag et ¢ divise a,.

b) En déduire les racines dans Q du polynéme f(X) =6X3 — 7X? — X + 2.

Théoreme VIIL10.2. Soient A un anneau intégre et f(X) un polynome non nul de
A[X]. Le nombre de racines distinctes de f(X) dans A[X] est au plus égal au
degré de f(X).

Démonstration. Soient aq, ... ,a, des racines distinctes de f(X) dans A. Montrons,
par récurrence sur n, que f(X) est divisible dans A[X]| par (X —aq)... (X —ayp).
D’apreés le théoréme (VIII.10.1), 'assertion est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle
soit vraie pour n—1. On a f(X) = (X —a1)...(z—ap—1)g9(X). L’anneau A étant
intégre et a, # a;, i <n, f(a,) = 0 implique que g(a,) = 0. Le polynéme g(X)
est donc divisible par (X — a,), d’ou le résultat. O

Cormollaire VIIL10.1. Soient A un anneau intégre et S une partie infinie de A. Si
f(X) est un polynome de A[X] tel que f(a) = 0 pour tout a dans S, alors f(X)
est le polynome nul. O

Comllaire VIIL10.2. Soient A un anneau intégre et Si,...,S, des parties in-
finies de A. Si f(Xi,...,X,) est un polynome de A[Xy,...,X,] tel que
flai,...,an) =0 pour tout (ai,...,an) dans S1 X ... x Sy, alors f(X) est le
polynome nul.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Si n = 1, c’est le résultat pré-
cédent. On suppose le résultat vrai pour (n — 1) > 1. Soit f(Xi,...,X,) un
polynéme de A[Xq,...,X,] tel que f(aq,...,a,) =0 pour tout (ai,...,a,) dans
Sy X ... x Sy On écrit f(Xy,...,X,) suivant les puissances croissantes de X,

S
f(X17 cee 7XTL) - ZgZ(Xb .- 7Xn—1)X:L7
=0
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avec ¢;(X1,...,Xn-1) € A[X1,...,Xp-1]. Si gi(a1,...,ap—1) = 0 pour tout
(a1,...,an—1) dans S; X ... x S,_1, alors I'hypothése de récurrence entraine
que ¢;(Xi,...,X,-1) = 0. Donc, si f(Xy1,...,X,) # 0, il existe un indice
ig et (a,...,an—1) € S1 X ... x Sp_1 tels que g;,(ai,...,an—1) # 0. Alors
flay,...,apn—1,X,) est un polynéme non nul en X, ce qui contredit le fait qu’il
est nul pour une infinité de valeurs de X,. ]

Définition VIIL10.2. Soient A un anneau intégre, f(X) un polynéme de A[X]
et a € A une racine de f. L’ordre de multiplicité de a est le plus grand
entier m tel que (X —a)™ divise f(X). Si m > 1, on dit que a est une racine
multiple d’ordre de multiplicité m; si m = 1, on dit que a est une racine
simple.

Attention. Soient A un anneau intégre et
f(X) =a, X"+ 12" V4. e X +ag

un polynéme de A[X]. On sait, depuis les cours d’analyse du lycée, que son poly-
néme dérivé s’écrit

f(X)=na, X"+ (n—-1a, 1 X" 2 +... +ai.

Mais la définition d’une dérivée utilise la notion de limite, qui n’existe pas en
algebre. Cependant, il existe une notion de dérivation en algébre et I'on montre
(cf. [14]), ce que I'on admettra ici, que tout polynéme admet un polynéme dérivé
dont 'expression est la méme que ci-dessus.

Proposition VIIL10.1. Avec les mémes notations que ci-dessus, a est une racine
multiple de f si et seulement si f(a) = 0 et f'(a) = 0, ou f’ est le polynome
dérwé de f.

Démonstration. Si a est racine multiple d’ordre m de
f(X), on a f(X)=(X—-a)"g(X) avec gla) # 0, dou
f(X)=(X—-a)md(X)+m(X —a)" 1g(X). Si m > 1, alors f'(a) = 0;
sim =1, alors f/(X) = (X —a)d'(X) + g(X), donc f'(a) = g(a) # 0. O

Proposition VIIL10.2. Si K est un corps de caractéristique nulle définition (cf. défi-
nition IX.1.3), pour que a € K soit une racine d’ordre r d’un polynome f € K[X],
il faut et il suffit que

flay=f'(a)=...= f"D(a) =0 et f(a) #0.
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Démonstration. Si a € K est une racine d’ordre 7 d’un polynéome f € K[X], on
a f(X) = (X —a)"g(X), avec g(a) # 0. On calcule la dérivée k-ieme de cette
égalité :

FEX)=r(r=1)...(r—k+1)(X —a)"Fg(X) + (X —a)" F g (X).

On en déduit que f*)(a) =0 pour 0 < k < r — 1. D’autre part, f)(a) = rlg(a)
et, puisque g(a) # 0 et que K est un corps de caractéristique nulle, f(")(a) # 0.
Réciproquement, supposons que

fla)=f'(a) =...= f" V() = 0 et f7(a) #0.
Puisque K est un corps de caractéristique nulle, on peut diviser par k! et on écrit :
k=n
f®)(a)
) =3 (x ot
k=0

(utiliser le fait que les polynomes {(X — a)¥}ren forment un base de K[X] et
identifier les coefficients).
Par hypothése, tous les termes pour k£ < r — 1 sont nuls, d’oti :

(r+1) (g
f(X)=(X —a) . +(Xa)f(rf1()!)+...

Autrement dit, on a f(X) = (X —a)"g(X) avec g(a) # 0. Si f(X) était divisible
par (X —a)"!, alors g(X) serait divisible par (X —a), ce qui est en contradiction
avec g(a) # 0. Donc 7 est bien le plus grand entier & tel que (X —a)¥ divise f(X).

([

VIII.11. Polynémes symétriques

Soient A un anneau et 171, ...,7T,, X des indéterminées. On forme le polynéme
en X, a coefficients dans A[T},...,T),], suivant :

FX)=(X-T1)...(X =Ty).
En développant, on obtient

F(X)=X"—s5; X" 1 4. 4+ (=1)"sp,
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ou les s; sont les éléments de A[TY,...,T,]| définis par
S1 =T1—|—...+Tn
so =TV Io +T1I5+ ...+ T, 1T, = Zl<i<j<n TzT]

Sk = 21<i1<...<z‘j<...<z‘k<n T ... Tik

Définition VIIL11.1. Les polynoémes s1, ..., s, sont appelés polynémes symé-
triques élémentaires en 11,...,7,.

On remarquera que chaque polynoéme s; est homogéne de degré i.
Soit ¢ une permutation de l’ensemble {1,...,n}. Etant donné un polynéme
f e A[T,...,T,], on définit le polynéme 7 f par

Uf(Tla oo aTn) = f(TO'(l)7‘ . aTa(n))‘

Remarque VIIL11.1. Si o et 7 sont deux permutations de ’ensemble {1,...,n} et
¢ est la permutation identique, on a 7(? f) = (79) f ot €f = f. De plus, pour f et
g dans A[Th,.... Tyl et 0 € Sp,ona?(f+g)=(7f)+ (“g) et 7(fg) = (f)(°9).
Autrement dit, le groupe S, opére sur A[Ty,...,T,].

Définition VIIL.11.2. Un polynome f de A[Th,...,T,] est dit symétrique si
?f = f pour tout élément o de S,,.

On vérifiera que les polynoémes sy, ..., s, sont symétriques au sens de cette
définition. Il est clair que ’ensemble des polyndémes symétriques est un sous-
anneau de A[TY,...,7T,]. On va montrer le théoréme suivant :

Théoreme VIIL11.1. Le sous-anneau de A[Ty,...,T,] formé des polynomes symé-
triques est isomorphe a l'anneau Alsy, ..., sp].

Démonstration. 1l est clair que le sous-anneau de A[Th,...,T,] formé des po-
lynomes symétriques contient A et les polyndmes symétriques élémentaires
S1y...,8p. 1l contient donc A[sy,...,s,]. Nous allons montrer que, réciproque-
ment, tout polyndéme symétrique de A[Th,...,T,] appartient a Alsq,...,s,]. Ce
sera l'objet de la proposition (VIII.11.2) ci-dessous.

Proposition VIIL11.1. Si l'on substitue T, = 0 dans les polynomes symétriques
élémentaires s1,...,Sn_1, les expressions obtenues sont les polyndémes symétriques
élémentaires en 11, ..., T,_1.
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Démonstration. On a

FX)=(X-T1)...(X -T,) = X" —s; X" L 4.4+ (=1)"s,.
En faisant T,, = 0, on obtient

(X-T1).. (X -T, )X =X"—5X"1+ . +(-1)"15,X

= X(X" -5 X" 24 ()" s, ).

Do, (X—T1)...(X—Tp_1) = X" 15, X" 24.. . +(-1)""15,_1, ce qui prouve
que les polynémes 51,...,5,-1 sont les polynémes symétriques élémentaires en
Ty,...,Th 1. O

Définition VIIL11.3. On appelle poids d’un monéme S7" S5 ....S" en les
si, Uentier mq + 2mo + ... + nm,,. On définit le poids en les s; d’un poly-
néme f de A[Sy,...,S,] comme étant le plus grand des poids en les s; des
mondmes de f.

Proposition VIIL11.2. Soit f € A[Ti,...,T,] un polynome symétrique de de-
gré d. Alors, il existe un polynome g € AlTy,...,T,] tel que f(T1,...,T,) =
9(S1,...,8n), g étant de poids d en les s;.

Démonstration. On fait un raisonnement par récurrence sur n. Pour n = 1,
c’est évident. On suppose le résultat vrai pour tout polynéme symétrique
feAT,...,T,-1] et on considére les polynémes symétriques de A[T7,...,T,].
On fait alors un raisonnement par récurrence sur le degré d de f. Si d = 0, c’est
évident. On suppose le résultat vrai pour les polynémes de degré inférieur ou égal
a (d—1). Soit f € A[Ty,...,T,] un polyndéme symétrique de degré d. Si on fait
T, = 0 dans f, d’aprés la proposition (VIII.11.1) et 'hypothése de récurrence, il
existe un polynoéme g;(71,...,T,—1), de poids d en les §;, tel que

f(Tl, e ,Tnfl,O) = 91(51, e ,gnfl).

Le polynéme g¢q(s1,...,S,—1) est symétrique en T1,...,T,, il en est donc de
méme du polynéme

fl(le- .. ,Tn) = f(Tl,. . 7Tn) - gl(sl, ce ,Sn_l).

On a fi(Th,...,T,-1,0) = 0, donc f; est divisible par 7T,, et, puisqu’il est
symétrique, il est divisible par le produit 77 ... T,, = s,. Il existe donc un polynéme
f2 tel que fi1 = s, f2 et fa est nécessairement symétrique (car s, (7 fo — f2) = 0).
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De plus, le polynéme g; étant de poids d en les 3;, g1(s1, ..., Sn—1) est de degré

total en T4,...,7T, au plus égal & d : en effet, puisque deg(s;) = 4, le monome
s . si !, exprimé en fonction des T, ..., T, est de degré total inférieur ou

égal A my +2mg + ...+ (n — 1)my_1, qui est inférieur ou égal a d.

Par conséquent, le degré total de fo est inférieur ou égal & d — n < d. Par
hypothése de récurrence sur d, il existe un polynoéme gy € A[T1,...,T,], de poids
égal & d —n en les s;, tel que

fo(Th, ..., Ty) = g2(51,. -, 5n).
On obtient alors,
f(Tl, A 7Tn) = 91(81, .. ,Sn_l) + sngg(sl, .. ,Sn)

et le second membre est un polynéme de poids d en les s;. ]

Ceci achéve la démonstration du théoréme (VIIL.11.1). O
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Nous allons étudier ci-dessous deux critéres d’irréductibilité des polyndémes.
On en trouvera d’autres, utiles et efficaces, au TP.IX.A.

& TR.VIII.A. Critére d’irrédutibilité par extension

Si K est un corps, on appelle extension de K tout corps F qui contient K
comme SOUS-Corps.

1. Montrer que la multiplication de E munit le groupe abélien (E,+) d’une struc-
ture naturelle de K-espace vectoriel.

On dit que F est une extension finie de K si E est une extension de K telle
que le K-espace vectoriel E soit de dimension finie. On pose [E : K] = dimg (E).

Soient K un corps et P(X) € K[X]. Nous admettrons qu’il existe une exten-
sion E de K, telle que le polynéme P(X) admette une racine x dans E. (Pour
tout corps K et tout polynoéme P(X) € K[X], ce corps existe, cf. chapitre XII).
On note K (x) le plus petit sous-corps de F qui contienne K et x.

2. Soient K un corps et P(X) € K[X]| un polynéme de degré n et x
une racine de P(X). Montrer que si P(X) est irréductible dans K[X], alors
K(x) ~ K[X]/P(X). Montrer que [K(x) : K] = n. (Montrer que 1,z,...,2"!
est une base du K-espace vectoriel K (x).)

3. Soient K un corps, P(X) € K[X]| un polynéme de degré n. Montrer que
P(X) est irréductible dans K[X] si et seulement s’il n’a pas de racine dans toute
extension E de K telle que [E : K] < n/2.
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TR.VIIL.B. Critére d’irréductibilité par réduction

Soient A et B deux anneaux commutatifs et f : A — B un morphisme
d’anneaux. Pour tout polynéme P € A[X], P(X) = a, X" + ... + ap, on note
f(P) le polynéme f(a,)X"™ + ...+ f(ap) de B[X].

1. Soient A et B des anneaux intégres, K et L leurs corps des fractions respectifs,
f + A — B un morphisme d’anneaux. Soit P € A[X] tel que f(P) # 0 et
deg(f(P)) = deg(P). Montrer que si f(P) est irréductible dans L[X], alors on ne
peut avoir P(X) = Q(X)R(X) avec Q, R € A[X] de degré supérieur ou égal a 1.

En déduire le résultat suivant :

2. Soient A un anneau principal, K son corps des fractions, I un idéal premier
de A, B = A/I, L le corps des fractions de B. Soient P(X) = a, X" + ...+
ag € A[X] et P sa réduction modulo I. On suppose que @, # 0. Montrer que si
P est irréductible dans B[X] ou L[X], alors P est irréductible dans K[X].

3. Montrer que Ie polynome X2+Y?2+41 est irréductible dans R[X, Y]. (Considérer
I=(Y))

On remarquera que P n’est pas nécessairement irréductible dans A[X]. (Consi-
dérer P(X) = 2X € Z[X] et I = (3).) Bien évidemment, d’aprés le théo-
réme (VIIL9.1), si deg(P) > 1 et ¢(P) = 1, le polynéme P est irréductible
dans A[X].

On peut, en particulier, appliquer le résultat ci-dessus avec A = Z et I = (p)
avec p premier.

Nous allons montrer que, pour tout nombre premier p, le polyndéme
f(X) = XP— X — 1 est irréductible dans Z/pZ[X], ce qui, d’aprés le résultat ci-
dessus, prouvera qu’il est irréductible dans Z[X]. (En fait, il suffit que 'assertion
soit vérifiée pour un seul p.)

Nous avons précisé au TR.VIII.A. qu’il existe un corps K, contenant le corps
Z./pZ, dans lequel le polynéome f(X) admet une racine a.

4. Montrer que les racines de f(X) sont les a + j, ou j parcourt les entiers
0,1,...,(p—1).

On suppose que f(X) = g(X)h(X), avec g(X), h(X) appartenant a Z/pZ[X]
et 0 <r=deg(g) <p, 0<s=deg(h) <p.

Alors, dans K[X], on a g(X) = iz(X —(a+7)), avec j; € {0,1,...,p—1}.

5. En calculant le coefficient de X"~', montrer que a € Z/pZ. En déduire une
contradiction.

Le résultat démontré & la question 2 est une condition suffisante, mais non
nécessaire, comme le montre 'exemple ci-dessous. (#)
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6. Montrer que le polynéme f(X) = X* + 1 est irréductible dans Z[X]. (On
appliquera le critére d’Eisenstein a f(X + 1).)

On considére maintenant la réduction f,(X) de f(X) dans (Z/pZ)[X], pour
p premier.

7. Montrer que fo(X) n’est pas irréductible dans (Z/27)[X].
On suppose maintenant que p > 3. On a alors, dans (Z/pZ)[X],
X8 —1=(X*—1)(X*+1).
8. Soit E une extension quelconque de Z/pZ. Montrer qu’un élément x € E \ {0}
est racine du polynéome X* 4 1 si et seulement si x est un élément d’ordre 8.

9. Montrer que (p?> — 1) est divisible par 8. En déduire qu’il existe un élément
d’ordre 8 dans toute extension E de Z/pZ telle que card(E) = p*. (Indication :
utiliser le fait que le groupe E* est cyclique, cf. exercice VIIIL.3.)

10. Montrer que pour une telle extension E, [E : Z/pZ] = 2. En déduire que le
polynéme X* + 1 n’est pas irréductible dans Z/pZ[X].

¢ TR.VIII.C. Résultant - Discriminant

On démontrera au chapitre XII que, pour tout corps K, il existe un corps K,
appelé cloture a]gébrique de K, tel que tout polynéme f(X) € K[X] s’écrive dans

K[X] sous la forme f(X) =a H , ot m est le degré de f.
1<i<m

A - Résultant de deux polyndomes

Soient K un corps, K une cléture algébrique de K, f(X) # 0 et g(X) # 0
deux polynomes a coefficients dans K, de degrés respectifs m et n. Dans K[X],

ona f(X —aH —a;) etg(X):bH(Xf
1<i<m 1<i<n
On appelle résultant des polynémes f(X) et g(X), le produit

Res(f,g) = a"b™ | H . (a; — bj).

Si f=0oug=0,on pose Res(f,g) =0.

1. Soient f(z) # 0 et g(X) # 0 des polynoémes a coefficients dans K. Montrer
que :

(i) Res(f,g9) € K
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(ii) Res(f,g) = 0 si et seulement si f(X) et g(X) ont une racine commune

(iii) Res(f,g) = 0 si et seulement si f(X) et g(X) ont un pged non constant
dans K[X]

(iv) Res(g, f) = (=1)""Res(f,g)
(V) Res(f,g) =a" H1<¢<m g(ai)

(vi) Si f(z) et g(x) sont non constants et si r(X) est le reste de la division
euclidienne de f(X) par g(X), Res(f,g) = (—=1)""b(m=des(")) Res(g, )

(vii) Res(f,g192) = Res(f,g1)Res(f,g2).

Discriminant d’un polynéme

Soient K un corps, K une cloture algébrique de K et f(X) € K[X] un poly-
noéme non nul, de coefficient dominant a. Le discriminant de f(X) est 'expres-
sion

n(n—1)

(=1)"7 Res(f,f")

a

D(f) =

ot f’ est le polyndme dérivé de f.

2. Montrer que D(aX? +bX + ¢) = b? — dac, D(X3 +pX + q) = —4p> — 27¢° et
quesi f(X)=a H (X — a;), alors D(f) = a®*~2) H (a; — aj)?.

1<i<n 1<i<j<n

3. Montrer que D(f) = 0 si et seulement si le polynéme f(X) a une racine d’ordre
de multiplicité supérieur ou égal a 2 dans K.

(n—1)(n—2)

4. Montrer que D(X" ' + X" 2 4. . +1)=(=1) = a2 (Utiliser (1.v).)

TR.VIIL.D. Algébres - Algébres de polynémes

Soient K un corps commutatif et K [X] ’anneau de polynémes en une indéter-
minée, a coefficients dans K. Il est évident que la multiplication des polynémes par
les constantes de K et 'addition des polynémes munissent K[X] d’une structure
de K-espace vectoriel. De plus, la loi externe de K sur K[X] et la multiplication
dans K[X] vérifient la condition

Vk € K, VP, Q € K[X], (kP)Q = P(kQ) = k(PQ).
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On a donc la situation suivante : un corps commutatif K, un ensemble
A(= K[X]), une loi externe de K sur A, deux lois internes sur A, notées +
et ., telles que

— la loi externe et + munissent A d’une structure de K-espace vectoriel ;
— la loi + est distributive par rapport a la loi . ;
— la loi externe et la loi . vérifient la condition de compatibilité

Vk € K, Va,y € A, (kz).y = z.(ky) = k(z.y).

Dans le cas de K[X], on a, de plus, que la loi . est associative, commutative,
posséde un élément unité.

On formalise cette nouvelle structure de la fagon suivante.

Soit K un corps commutatif, une K-algébre A est la donnée d’un K-espace
vectoriel A et d’une application K-bilinéaire

f:AxA— A

La K-algébre A est dite associative si 'application f vérifie la condition

(1) Va,y,z € A, f(f(x,y),z) - f(xmf(y?Z))
La K-algébre A est dite commutative si I'application f vérifie la condition

(2) V.’L’,y € Av f(mvy) = f(y,a?)
La K-algébre A est dite unitaire s’il existe un élément 1 € A vérifiant la condition

B)Vxe A, f(1,z) = f(z,1) = x.
1. On suppose que A est une K-algébre et on pose f(x,y) = xy. Montrer que la
bilinéarité de I'application f se traduit alors par la distributivité de la somme par
rapport au produit et par la compatibilité de la loi externe et du produit. Montrer
que si la K-algébre A est associative et unitaire, A a une structure d’anneau
compatible avec sa structure de K-espace vectoriel. Tester ces affirmations avec
A= K[X].

Ceci montre qu’on peut toujours considérer qu'une K-algébre associative et
unitaire est un anneau muni d’une structure de K-espace vectoriel, ces deux struc-
tures étant compatibles.

Algébre d’un groupe
Soient K un corps commutatif et G un groupe. On pose
K(G) = Z agg|ag € K, ag =0 sauf pour un nombre fini de g
geG
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On définit sur K (G) deux opérations internes, somme et produit, par

Zagg + Zbgg :Z(Qg+bg)9

geG geG geG

/ /
Sag) (St )| = 5 wbao
geG g eqG g9,9'€G

et une opération externe de K sur K (G) définie par

A Zagg :Z)\agg, re K.

geG geG
2. Montrer que, muni de ces opérations, K(G) est une K-algébre.

On remarquera que la structure de K-algébre définie ci-dessus ne fait pas
intervenir le fait que tout élément de G admet un inverse. On peut donc étendre
la définition de cette K-algébre au cas ot G est un monoide.

Ce qui précéde permet de définir la notion de polynéme en un nombre quel-
conque de variables, de la fagon suivante.

Soit S un ensemble ; on considére I’ensemble

N(S) ={f:5 — N]| f(s) = 0 sauf pour un nombre fini des € S}.
On définit sur N(S) une opération interne, notée multiplicativement, par
(f9)(s) = f(s) +g(s).

3. Montrer que, muni de cette loi, N(S) est un monoide, dont I’élément neutre
est 'application nulle.

4. Montrer que tout élément f de N(S) s’écrit, de maniére unique, [[ . sh(s)
avec p(s) = 0 sauf pour un nombre fini de s, ot u(s) € N et s™ est Iapplication
de S dans N définie par s"(z) =0 si z # s et s"(s) = n.

Soit K un corps commutatif; on appelle anneau de polynémes en S, a
coefficients dans K, 'algebre K (N(S)), que 'on notera K[S] dans la suite.

5. Montrer que si card(S) = n, l'anneau KI|S] est isomorphe & [l’anneau
K[X1,..., X,

6. Montrer que tout élément de K|[S| s’écrit, de maniére unique,
Z a) H gH(s)
neN(S) seS

avec les a(,) € K nuls sauf pour un nombre fini de p et les p(s) nuls sauf pour un
nombre fini de s.
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TP.VIII. Entiers de Gauss et sommes de deux carrés

Les anneaux des entiers des corps de nombres constituent, avec les anneaux
de polynémes, les deux grands types d’anneaux qui intéressent particuliérement
les arithméticiens. Un exemple est 'anneau Z[i] C C des entiers de Gauss, consti-
tué des nombres complexes a coordonnées entiéres. Son corps des fractions est
Q(i) € C, qui est le Q-espace vectoriel de base {1,i}, et Z[i] joue pour le corps
de nombres Q(7) le méme rdle que joue Z pour Q. Pour déterminer les inver-
sibles de I'anneau Z[i], on introduit la norme N définie par N(a + ib) = a? + b>.
C’est aussi le produit zz, ot z = a + b, d’ou résulte la multiplicativité de
la norme : N(zz') = N(2)N(Z'). 1 est alors facile de voir que les unités sont
U(Z[i]) = {2, N(z) = 1} = {£1}.

Dans Q[z], étant donné deux polynémes f et g non nuls, il existe un unique
couple (g,7) de polynémes tels que f = gq + r. L'existence de cette division
euclidienne implique la principalité de Q[z]. Nous allons voir que Z[i] posséde
également un algorithme euclidien, d’ot résultent les propriétés arithmétiques de
I'anneau. II est alors possible de décomposer tout élément de Z[i] en produit d’ir-
réductibles et cette décomposition est unique (& permutation prés des facteurs) si
l'on choisit un systéme de représentants des irréductibles (modulo les inversibles).

L’anneau Z est un sous-anneau de Z[i| et 'on peut se demander quand est-ce
qu’un irréductible de Z reste irréductible dans Z[i| ou, au contraire, se décompose :
par exemple, 5 = 22 4+ 12 = (24 4)(2 —i). La décomposition d’un nombre premier
de Z est liée a son écriture en somme de deux carrés :

Proposition 1. Si p est un nombre premier vérifiant p =1 mod 4 ou p = 2, alors
il existe des entiers naturels x et y tels que p = x> +y? = (x +iy)(x — iy). Si par
contre p = —1 mod 4 alors p reste irréductible dans Z[i| et cette équation n’admet
pas de solution en entiers.
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On en déduit facilement :

Proposition 2. Les irréductibles de Z[i] sont les nombres premiers p tels que
p=—1 mod 4 et les éléments de norme premiére.

(Décomposer N(z) € N en irréductibles.) Il en résulte également :

Théoreme 1. Un entier naturel n est somme de deux carrés d’entiers naturels si et
seulement si l’exposant de p dans la décomposition en produit d’irréductibles dans
Z est pair pour tout nombre premier p = —1 mod 4.

Vous verrez par contre au cours du TR.IX.B que tout nombre entier naturel
est somme de quatre carrés d’entiers naturels (théoréme obtenu en travaillant
dans 'anneau non commutatif des quaternions de Hurwitz).

Le but de ce TP est de donner une preuve constructive de la premiére asser-
tion de la proposition 1 et d’écrire la décomposition en irréductibles sur quelques
exemples (le cas général pouvant bien str étre implémenté en machine par un
étudiant qui est a I'aise avec la programmation en MAPLE). On implémentera un
algorithme efficace qui fournit une écriture p = 22 + y? et est particuliérement
intéressant compte tenu des notions algébriques utilisées.

Division euclidienne dans 7]
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Comme MAPLE connait ¢ (tester (2+3xI)/(1-I);), les opérations dans Z[i]
sont directement accessibles par 'utilisateur, un élément de Z[i] étant vu comme
un nombre complexe.

= Quelques commandes MAPLE wutiles : round, isprime.

1. Ecrire une procedure znorm qui calcule la norme d’un élément de Z][i].

2. Justifier I'assertion faite dans I'introduction sur U(Z[i]) puis écrire une procé-
dure znormalize qui renvoie I'unique représentant de la classe d’un élément de
Z[i] (donné en entrée) modulo les inversibles qui soit dans le premier quadrant
(i.e., outre 0, les éléments de la forme a + bi ot a > 0 et b > 0). Ce sera notre
choix de normalisation des irréductibles.

3. Soient a et b deux entiers de Gauss non nuls ; démontrer qu’il existe un couple
(q,r) d’éléments de Z[i] tels que a = bg+r avec N(r) < N(b). (On remarquera
que c’est équivalent a trouver ¢ = = + iy tel que N(a/b—q) < 1 : il suffit donc
de poser a/b =71 +is € Q(i) et prendre pour x et y U'entier le plus proche de
r et s respectivement.) En déduire un algorithme de division euclidienne dans
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Z[i] qui sera représenté par une fonction zdiv prenant en entrée deux éléments
de Z[i] et qui renvoie un vecteur a deux éléments représentant respectivement
le quotient et le reste de la division euclidienne. Tester votre procédure sur les
couples (7 +14,4+ 3i) et (4+ 33,1 +19).

4. En mimant 'algorithme classique du pged, écrire une procédure zgcd qui ren-
voie le pged, normalisé via znormalize, de deux éléments de Z[i].

5. Démontrer la propostion 2 (& partir de la proposition 1), puis écrire une pro-
cédure iszprime renvoyant true si 'entier de Gauss donné est premier et false
sinon. A l'aide de vos procédures, donner (aux inversibles prés, i.e. en se li-
mitant au premier quadrant) la liste de tous les éléments premiers de Z[i] de
norme inférieure ou égale a 25. En déduire la factorisation des éléments 2, 7+,
443, 5+ 3t et 74 2i.

La stratégie

Nous allons associer & un nombre premier p (de la forme 4k + 1) un élément
premier xz, de Z[i] tel que N(z,) = p. Pour cela, nous allons faire apparaitre
xp comme un générateur d’'un idéal premier p de Z[i]. En effet, 'anneau Z[i] est
principal. Donc tout idéal premier est principal, et les idéaux premiers non-nuls
sont maximaux. Un générateur d’un idéal premier est un élément premier de Z[i].

Procédons par analyse et synthése : supposons que p = N(zp) = 2p%p. On
vérifie facilement que si p # 2 alors z,, et &, ne sont pas associés dans Z[i]. Il en
résulte un isomorphisme d’anneaux :

Z[i]/(p) = Z[i) [ (xp) x Z[i]/(2),

d’aprés le théoréme chinois. Poursuivons : d’une part, Z[i]/(p) est de cardinal p?
(car isomorphe & (Z/pZ)? en tant que groupe abélien) ; d’autre part, les quotients
Zi]/(zp) et Z[i]/(2p) sont deux corps car les idéaux premiers (x,) et (£,) sont
maximaux. Nécessairement, Z[i|/(zp) est isomorphe & [, = Z/pZ. Autrement
dit, la projection canonique Z[i] — Z[i]/(xp) fournit un morphisme d’anneaux
Z[i] — T, de noyau (x).

Cela nous ameéne & construire 'idéal p comme le noyau d’un morphisme d’an-
neaux f : Z[i] — F,. Noter déja que, puisque F, est un corps (donc intégre), le
noyau de ce morphisme d’anneaux sera un idéal maximal (donc premier). Un tel
morphisme est entiérement caractérisé par 'image de 1 et de . Néanmoins, étant
un morphisme d’anneaux, nous avons nécessairement f(1) = 1, et par suite ce
morphisme est déterminé par f(¢). Or, i est un élément d’ordre 4 dans U(Z[d]). I
ne peut donc s’envoyer que sur un élément d’ordre 4 de 7. Ensuite, on obtiendra
notre générateur par I'algorithme euclidien de Z[i].
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Cela permet de mettre en évidence les deux ingrédients techniques dont nous
aurons besoin :

e la division euclidienne dans Z[i], déja implémentée ;

e trouver un élément d’ordre 4 dans Z/pZ, p étant un nombre premier de la
forme 4k + 1.

Enfin, le travail de synthése consiste a démontrer que x,, ainsi construit est bien
de norme p. Ce sera fait en fin de TP.

Elément d’ordre 4 dans Z/pZ
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L’idée est la suivante : St p est un nombre premier de la forme 4k 4+ 1, alors
en prenant « au hasard » un élément a de ¥, il y a de « grande chance » que ak
soit un élément d’ordre 4.

6. Tester expérimentalement la stratégie proposée en prenant (« au hasard ») des
p < 1000 de la forme désirée.

Remarque technique : Pour tirer des nombres « au hasard », on pourra utiliser la
fonction

RandomTools [Generate] (integer (range=m. .n))

qui renvoie un nombre entre deux entiers m et n. Par exemple, la procédure suivante
renvoie un nombre premier pseudo-aléatoire compris entre 3 et n :

> randprime:=proc(n) ;
RETURN (prevprime (RandomTools [Generate] (integer (range=5..n+1)))) ;
end;

7. A partir de vos tests, combien de a faut-il choisir en moyenne pour étre str d’en
avoir un « bon ». Donner des arguments théoriques pour valider vos résultats

L. . . op—l
expérimentaux. (Remarquer que aF est d’ordre 4 si et seulement sia z = —1;

1 . p_1
considérer alors I'endomorphisme x — 272 de F}.)

8. En déduire une procédure ordred qui, étant donné en entrée un nombre pre-
mier p de la forme 4k + 1, renvoie un entier ¢, avec |c| < p/2, et tel que sa
classe dans ), soit un élément d’ordre 4.
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Décomposition de p en somme de deux carrés

9. Soit ¢ un élément de Z, tel que |¢| < p/2 et que sa classe modulo p soit d’ordre
4 dans Fj. On considére le morphisme d’anneaux f : Z[i] — F, défini par
f(1) =1et f(i) = ¢ mod p. Vérifier que c’est bien un morphisme d’anneaux.
Montrer que le noyau de f est engendré (en tant que groupe abélien, donc en
tant qu’idéal) par p et i — ¢. En déduire, par l'algorithme d’Euclide du calcul
du pged dans Z[i], un générateur du noyau de f. Que prend-on comme entiers
a et b de facon & avoir p = a® + b2 ?

10. En combinant I'ensemble de votre travail précédent, écrire une procédure
DeuxCarres, qui prend en entrée un nombre premier p et qui renvoie un couple
(a,b) tel que p = a® + b? si p est de la forme 4k + 1.

11. Question subsidiaire : proposer un algorithme, utilisant la procédure précé-
dente, qui décompose en irréductibles un entier de Gauss quelconque donné.

Remarque. Pour achever la preuve de la proposition 1, il reste & démontrer que si
p = —1 mod 4 alors p reste irréductible dans Z[7] (il ne s’écrit donc pas comme
somme de deux carrés). On démontre la contraposée : si p est réductible, il s’écrit
p = af (o« ¢ UZl), B ¢ UZ[i])), dot N(p) = p* = N(a)N(B). Comme o
et 3 ne sont pas de norme 1, alors p = N(«). Ecrivant @ = a + ib, on obtient
p = a’®+ b dou —b? = a® mod p. On vérifie facilement que p ne divise pas b,
donc b est inversible modulo p. La congruence précédente montre alors que —1
est un carré modulo p. Comme les carrés (non nuls) modulo p forment un groupe
de cardinal (p —1)/2 (c’est I'image de 'endomorphisme z — z* de F%), on a
(71)% =1, ce qui est équivalent & p =1 mod 4.

Dans la méme veine, on peut fournir une preuve, non constructive par contre
(a la différence de I’algorithme décrit plus haut), du fait que p =1 mod 4 s’écrit
comme somme de deux carrés : comme —1 est un carré modulo p (les carrés non
nuls modulo p sont exactement le noyau de ’endomorphisme x +— "7 de IF;),
disons —1 = a® mod p, le nombre p divise a®+1 = (a+i)(a —i), mais il ne divise
ni a + i, ni a — 7. Il n’est donc pas premier dans Zl[i], donc pas irréductible (c’est
une propriété des anneaux principaux). Or on vient de voir qu’il s’écrit alors sous
la forme p = a® + b2
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IX

GENERALITES SUR LES EXTENSIONS
DE CORPS

I1 est bien connu qu’un polynéme f(X) du second degré, a coefficients dans
R, dont le discriminant est négatif n’admet pas de racine dans R mais dans C.
Pour résoudre I'équation f(X) = 0 on est donc amené a considérer R comme un
sous-corps de C : on dit que C est une extension de R. De maniére générale, la
théorie des extensions de corps a pour objet de répondre aux questions suivantes :

— Etant donnés un corps K et f(X) un polynéme de K[X], peut-on trouver
un corps L dont K soit un sous-corps et dans lequel on puisse résoudre
I'équation f(X) =07

— Etant donné un corps K, peut-on trouver un corps E dont K soit sous-
corps et dans lequel on puisse résoudre les équations f(X) = 0, pour tous
les polynomes f(X) de K[X]?

Bien entendu, les propriétés du corps K entrent en jeu, en particulier sa ca-
ractéristique. Celle-ci caractérise un sous-corps de K, son sous-corps premier,
dont K est une extension. Ce sous-corps premier est soit isomorphe & Q, soit iso-
morphe & Z/pZ avec p un nombre premier, de sorte que tout corps est extension

de Q ou de Z/pZ.

IX.1. Corps premiers — Caractéristique d’un corps

Définition IX.1.1. On dit qu'un sous-ensemble k& d’un corps K est un sous-
corps de K ¢§’il est stable pour les opérations de K et si, muni des opérations
induites par celles de K, c’est un corps.
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Proposition IX.1.1. Un sous-ensemble k d’un corps K est un sous-corps de K si
c’est un sous-anneau de K stable par inverse. [l

Il est clair qu’une intersection de sous-corps d’un corps K est un sous-corps

de K.

Définition IX.1.2. Un corps est dit premier s’il ne contient aucun sous-corps
distinct de lui-méme.

Proposition IX.1.2. Tout corps K contient un sous-corps premier et un seul.

Démonstration. C’est l'intersection de tous les sous-corps de K. O

Notons 14 I’élément unité d'un anneau A et considérons le morphisme d’an-
neaux ¢ : Z — A défini par p(1) = 14, i.e. ¢(n) = nly. Le noyau Ker(yp) de ce
morphisme est un idéal de Z, on a donc Ker(y) = (p), avec p = 0.

Définition IX.1.3. L’entier p positif ou nul ainsi défini s’appelle la caractéris-
tique de A.

Théoreme IX.1.1.
1) La caractéristiqgue d’un corps est nulle ou est un nombre premier.
i) L téristique d’ ps est null t bre p )

(il) St K est un corps de caractéristique nulle, son sous-corps premier est
isomorphe a Q.

(iii) Si K est un corps de caractéristique p > 0, son sous-corps premier est
isomorphe o Z/pZ.

Démonstration. Soit K un corps : si p # 0, alors Im(p) ~ Z/(p) est un sous-
anneau de K, donc intégre. Par conséquent, 'idéal (p) est premier, i.e. p est un
nombre premier.

Puisque le sous-anneau I'm(p) de K est engendré par 1k, il est contenu dans
tout sous-corps de K, en particulier dans le sous-corps premier de K. Par consé-
quent, le sous-corps premier de K est le corps des fractions de I'm(y). Si p = 0,
Im(p) ~ Z et le sous-corps premier de K est isomorphe & Q. Si p > 0, alors p est
un nombre premier et Im(yp) ~ Z/pZ est un corps. U

Proposition IX.1.3. Soit K un corps de caractéristique p > 0.
(i) L’application x — xP est un isomorphisme de K sur un de ses sous-corps.

.o . . . 7 . .
(ii) Pour tout entier n > 0, 'application x — xP" est un isomorphisme de K
sur un de ses SOus-corps.
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Démonstration. Notons ¢ D'application définie sur K par ¢(x) = zP. On a
p(zy) = p(@)p(y). Légalité p(z +y) = () + ¢(y), ie. (x+y)P = 2P + ¢P,
est une conséquence de la formule du binéme et du fait que p étant premier, Cg ,
0 < k < p, est divisible par p. Donc ¢ est un morphisme d’anneaux de K dans K.
Il est injectif, donc bijectif sur son image.

On déduit (ii) de (i) par récurrence sur n. O

Le morphisme défini dans la proposition (IX.1.3.(i)) joue un grand role dans
I’étude des corps finis et, plus généralement, dans I’étude des corps de caractéris-
tique p > 0 (¢f. TR.IX.A et chapitre XV). C’est le morphisme de Frobenius.

Remarques IX.1.1.

a) On déduit de la définition (IX.1.3) que si un anneau A est de caractéristique
p > 0, p est le plus petit entier positif tel que, pour tout élément a de A, on ait
pa = 0.

b) On déduit de la proposition (IX.1.3) que si K est un corps de caractéristique
p > 0, alors pour tout entier n > 0, on a, dans K, 'identité :

q p" q

n
g T; = g zl .
i—1 i=1

c) D’apres le théoréme (IX.1.1), un corps de caractéristique nulle est infini et
un corps fini a une caractéristique p > 0.

d) D’aprés le théoréme (IX.1.1), si k et K sont des corps tels que k& C K, ils
ont méme caractéristique (puisqu’ils ont méme sous-corps premier).

Attention. Les réciproques de c) sont fausses. (Considérer le corps (Z/pZ)(X)
des fractions rationnelles a coefficients dans Z/pZ, ou p est un nombre premier.)

IX.2. Extensions

Définition IX.2.1. Une extension d’un corps K est la donnée d'un corps E et
d’un morphisme de corps 7 : K — FE.

Un morphisme de corps étant nécessairement injectif, on peut identifier le
corps K avec le sous-corps i(K) de F. Dans la suite, cette identification sera
toujours supposée faite (sauf mention explicite du contraire) et on considérera
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qu’une extension d'un corps K est la donnée d'un corps E contenant K comme
SOUS-COTPS.

Notation. Une extension E de K sera notée E/K,ou K C E, ou K — FE.

Exemples IX.2.1.
a) Le corps des nombres complexes C est une extension du corps des nombres
réels R.

b) C et R sont des extensions de Q. Plus généralement, tout corps est une
extension de son sous-corps premier.

¢) E=Q(W?2) = {a+bv2|a,bec Q} est une extension de Q.

d) Pour tout corps K, le corps K(X) des fractions rationnelles & coefficients
dans K est une extension de K.

Soit E une extension d’un corps K. Il est clair que les opérations de £ induisent
sur F une structure de K-espace vectoriel. Plus précisément, F est une K-algébre

(¢f. TR.VIILD).

Définition IX.2.2. Si E/K est une extension, on appelle degré de cette exten-
sion la dimension du K-espace vectoriel £. Si dimg F = +o0, on dit que F
est une extension infinie de K ; si dimg E est finie, on dit que F est une
extension finie de K et on pose [E : K| = dimg F.

Exemples IX.2.2.
a) Si E//K est une extension telle que [E : K| =1, alors E = K.

b) [C:R] =2.

¢) R est une extension infinie de Q, puisque Q est dénombrable et que R ne
Iest pas.

Exercice IX.1. Soient K un corps et A un anneau intégre contenant K, de di-
mension finie en tant que K-espace vectoriel. Montrer que A est un corps. (On
montrera que, pour tout élément non nul a € A, la multiplication par a est une
application K-linéaire bijective de A dans A et on en déduira que a est inversible

dans A.)

Proposition IX.2.1. Soient E/K et F/E des extensions. Sil’un des nombres [F' : K]
ou [F : E|[E : K] est fini, il en est de méme pour lautre et ils sont égauz.
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Démonstration. Soient (e;);er une K-base de E et (f;)jcs une E-base de F. On
vérifie qu'alors (e;f;); jyerx.s est une K-base de F. O

Comllaire IX.2.1. Si F/K est une extension finie et si E est un corps tel que
K C ECF, alors [E: K] et [F: E] sont des diviseurs de [F : K]. O

Remarque IX.2.1. On en déduit que si F'/ K est une extension finie telle que [F' : K]
soit un nombre premier, il ne peut exister de corps intermédiaire entre K et F.

Attention. On prendra garde au fait que si [F' : K| n’est pas premier, il n’existe
pas nécessairement de corps intermédiaire entre K et F. On trouvera un exemple
de cette situation a 'exercice XVI1.2 du chapitre XVI.

Exercice IX.2. Soient E/K une extension de degré fini et Fy, Fy des corps inter-
médiaires, K C F; C E, i = 1,2. Montrer que si les nombres [F} : K] et [F3 : K]
sont premiers entre eux, alors F1 N Fy, = K.

Définition - Proposition IX.2.2. Soient E un corps et Y un sous-ensemble de E. Le
sous-corps de E engendré par Y est le plus petit sous-corps de E contenant Y .
C’est Uintersection de tous les sous-corps de E contenant Y . ]

Définition IX.2.3. Soient E/K une extension et A un sous-ensemble de E. Le
sous-corps de E engendré par K U A est dit obtenu par adjonction de A & K
et est noté K (A).

Exemple IX.2.3. Si E =R, K = Q, A = {\/2}, alors K(A) = Q(v/2).

Exercice IX.3. Avec les notations ci-dessus, montrer que K(A) est le corps des
fractions de la sous-algébre K[A]| de E, engendrée par K et A. (Indication : on
rappelle que, en posant A = {a;}icr, K[A] est 'anneau des polyndmes en les
indéterminées a;, i € I (TR.VIIL.D), et utiliser la propriété universelle du corps
des fractions d’un anneau intégre, cf. VIIL.5.)
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Définition IX.2.4.

a) Avec les notations ci-dessus, les éléments de A sont appelés des géné-
rateurs de K(A) sur K.

b) On dit qu'une extension F/K est de type fini si elle posséde un systéme
fini de générateurs.

¢) On dit qu'une extension E/K est monogéne si elle posséde un systéme
de générateurs réduit & un élément. Cet élément est alors appelé primitif.

Remarque IX.2.2. Une extension finie est de type fini. Mais la réciproque est fausse.
Par exemple, le corps K (X) des fractions rationnelles a coefficients dans K est une
extension de type fini de K, mais n’est pas une extension finie. Plus généralement,
cf. remarque (XI.2.1). Par contre, on a le résultat suivant :

Proposition IX.2.3. Si E/K est une extension telle que [E : K| soit un nombre
premier, alors [’extension est monogéne.

Démonstration. Soit a € E \ K ; alors K(a) est un corps intermédiaire entre K
et E. D’aprés la remarque (IX.2.1), on a K(a) = K ou K(«) = E. Mais puisque
I’élément « n’est pas dans K, on ne peut avoir K(a) = K. On en déduit que

K(a) = E. O

On remarque donc que si E/K est une extension telle que [F : K] soit un
nombre premier, tout élément de E \ K est primitif.

Exercice IX.4. Soient K un corps et L/K une extension. Montrer que si Ey et Es
sont deux corps intermédiaires, K C F; C L, i = 1,2, il existe un corps inter-
médiaire maximal parmi ceux contenus dans FEy et Ey et un corps intermédiaire

minimal parmi ceux contenant Ej et Fy. (On montrera que ce sont, respective-
ment, £ N FEy et K(El U E2)>
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@ TR.IX.A. Corps finis

Les corps finis seront étudiés en détail au chapitre XV. Nous allons ici établir
quelques propriétés élémentaires, mais fondamentales.

Nous allons d’abord montrer la propriété suivante :

Soient K un corps et K* le groupe multiplicatif des éléments non nuls de K ;
tout sous-groupe fini G de K* est cyclique, formé de racines de I'unité (cf. XV.1).

On rappelle (exercice VI.6) qu'il existe un élément x de G dont 'ordre n est
le ppecm des ordres des éléments de G.

1. En déduire que |G| < n, donc que G = {1,z,..., 2" '}.

Dans la suite, F' est un corps fini & ¢ éléments, de caractéristique p > 0. Son
sous-corps premier est donc F,, = Z/pZ.

2. Montrer qu’il existe un entier n > 1 tel que q = p".
3. Montrer que le groupe F* est cyclique, d’ordre q — 1.

4. En déduire que pour tout x de F*, on a 971 = 1 et, pour tout z de F, on a
z9 = .

5. Soit av un générateur de F* ; montrer que F' = Fy(«a) et que
F=FloF,a®: - oFa"!

avec n = [F : Fp].

On considére maintenant un corps K de caractéristique p > 0et F: K — K
le morphisme de Frobenius, F(z) = zP. D’aprés la proposition (IX.1.3), c’est un
endomorphisme de K.

6. Montrer que sa restriction a IF), est I'identité.

7. En déduire que pour tout entier n € Z, on a n? = nmod(p).
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8. Montrer que si K est un corps fini, F est un automorphisme.

9. En déduire que dans un corps fini de caractéristique p, chaque élément admet
une et une seule racine p-iéme.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés des ensembles
B = (e Ry cFpo=y?), F2=FNE,

i.e. des éléments qui sont des carrés dans un corps fini, avec ¢ = p", p premier.

10. Montrer que si p = 2, alors IFZ =T, et que si p > 2, alors on a \F;Z\ = % et

F2| = 2tL (Utiliser la suite exacte 1 — {—1,1} — F* — F*2 — 1. Pour la
q 2 ) q q

définition de suite exacte, ¢f. TR.IV.C.)

—1
11. Montrer que si p > 2, alors x € IFZQ est équivalent a 22 =1.

12. En déduire que, sip > 2, —1 € FZZ est équivalent & ¢ = 1 mod(4).

TR.IX.B. Corps des quaternions et théoréme

des quatre carrés
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Ce livre est consacré a I’étude des corps commutatifs. Cependant il existe des
corps non commutatifs (i.e. la multiplication n’est pas commutative) qui, d’aprés
le théoréeme de Wedderburn (c¢f. chapitre XV), sont nécessairement infinis. Nous
allons étudier ici le plus classique d’entre eux, le corps des quaternions.

De plus, cette étude nous permettra de démontrer le théoréme suivant :

Théoreme (des quatre carrés). Tout nombre entier naturel est somme de quatre car-

rés de nombres entiers naturels.

On désigne par H l'espace vectoriel R*, dont on note {e,i,j,k} la base cano-
nique, muni de la structure de R-algébre définie, par linéarité, a partir de la table
de multiplication suivante :

ce=e, ei=ie=1i, ej=je=j, ek=ke=k, i’=j>=£k=—¢,
ij=—ji=k, jk=—-kj=1i, ki=—ik=j.
1. Vérifier que la multiplication ainsi définie sur H est associative.

Un élément de H est appelé un quaternion. Il s’écrit, de maniére unique,
ae + bi + ¢j + dk, avec a,b,c,d € R. Un tel quaternion avec a = 0 est appelé un
quaternion pur. On note H, ’ensemble des quaternions purs.

2. Vérifier que H,, est un R-espace vectoriel.
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Soit z = ae + bi + ¢j + dk un quaternion; le quaternion conjugué de z est
Z = ae—bi—cj—dk. La norme de z est le nombre réel N(z) = 27 = a®+b>+c+d>.

3. Montrer que pour tous quaternions z, z’', on a N(zz') = N(2)N(2'). En déduire
que I’ensemble des éléments de R qui sont sommes de quatre carrés est stable par
multiplication.

4. Montrer que tout quaternion non nul z admet pour inverse N (z)~1Z. En déduire
que H est un corps non commutatif.

5. Soit z un quaternion pur. Montrer que N(z) = 1 si et seulement si z? = —1.

Deux quaternions purs z = bi + ¢j + dk et 2/ = Vi + j + d'k sont dits
orthogonaux si b +ccd +dd' = 0. Autrement dit, les vecteurs (b, ¢, d) et (', ¢, d")
de R3 sont orthogonaux pour le produit scalaire usuel de R3.

6. Soient z et z' deux quaternions purs orthogonaux. Montrer que zz' est un
quaternion pur orthogonal a z et 2'.

7. Soit €1 un quaternion pur de norme 1. Montrer qu’il existe un quaternion pur
€9 orthogonal a € et de norme 1.

8. On pose €3 = €1€3. Montrer que (€1, €2, €3) est une base de H,,.

Pour a € R et z € H,, on pose
U (2) = (cos(a/2) + e1sin(a/2))z(cos(a/2) — e1sin(a/2)).

9. Montrer que u, est une application R-linéaire de H,, dans H,.

10. Calculer les coordonnées de u(z) en fonction des coordonnées de z dans la
base (€1, €2, €3).

11. Interpréter u, comme la rotation d’angle o et de vecteur directeur €.

12. Pour un quaternion z = ae + bi + ¢j + dk, on note v(z) le vecteur (b,c,d)
de R3 et on écrit z = ae + v(z). Calculer le produit (ae + v(z))(a’e + v(2')) en
fonction de a,a’,v(z),v(2"), du produit scalaire et du produit vectoriel de v(z) et
v(2').

Si A est un anneau commutatif, un A-module E est la donnée d’un groupe
abélien (F,+) muni d’'une opération externe A x E — FE, ces deux lois sa-
tisfaisant aux mémes axiomes que ceux d’espace vectoriel. L'une des différences
fondamentales avec la structure d’espace vectoriel est qu'un A-module E ne pos-
séde pas nécessairement de base. S'il en posséde une (on dit alors que E est un
A-module libre), tout élément de E' s’écrit, de maniére unique, comme combinai-
son linéaire finie d’éléments de la base, a coefficients dans A.
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Dans la définition des quaternions, on peut remplacer R par un anneau com-
mutatif A quelconque. Le A-module libre A%, dont on note {e,i,7,k} la base
canonique, est muni d’une structure de A-algébre par les mémes opérations que
ci-dessus. On note H(A) cette A-algebre. Il est clair que les notions de conjugué,
quaternion pur, norme, définies ci-dessus ont encore un sens dans ce cadre et que
pour tout élément z € H(A), ona N(z) € A. On en déduit, comme a la question 3,
que 'ensemble des éléments de A qui sont sommes de quatre carrés est stable par
multiplication. Par conséquent, en prenant A = Z, pour démontrer le théoréme
des quatre carrés, il suffira de prouver que tout nombre premier est somme de
quatre carrés.

Nous allons étudier H(Q) et son sous-anneau (non commutatif) H(Z). On note
H P'ensemble des éléments z € H(Q), z = ae+bi+cj+dk, avec (a,b,c,d) € Z* ou
(a,b,c,d) € (% + Z)4. On appelle les éléments de ‘H les quaternions d’Hurwitz.

13. Montrer que H est un sous-anneau de H(Q) qui contient H(Z) et qui est stable
par passage au conjugué.

14. Montrer que pour tout z € H, on a z+ %z € Z et N(z) € Z.
15. Montrer que pour que z € H soit inversible, il faut et il suffit que N(z) = 1.

16. Montrer que pour tout z € H(Q), il existe v € H tel que N(x — z) < 1
(inégalité stricte). (Soit z = ae + bi + cj + dk ; il existe (a’,b',,d’) € Z* tels que
la—ad| < 3, b=V < 3, [e—(| < 3, |[d—d'| < & Prendre z = de+bi+dj+d'k.)

Pour un anneau non commutatif A, un sous-groupe abélien I de (A, +) est un
idéal a gauche (resp. a droite, resp. bilatére) si

Va€ A,Vx €I, ax €1, (resp.za €I), (resp.Va,be A, Vxel, axbel).

Evidemment, si A est un anneau commutatif, ces trois notions coicident avec celle
d’idéal.

17. Montrer que tout idéal a gauche (resp. a droite) de 'H est principal, i.e. de
la forme Hz (resp. zH). (Soit a un idéal non nul de H : montrer qu'il existe un
élément u € a de norme minimale. Montrer que u est inversible. Soient z € a et
zu~!: d’aprés le résultat de la question 16, il existe z € H tel que N(zu~'—z) < 1.
Montrer que z = zu.)

Nous allons maintenant démontrer le théoréme des quatre carrés pour un
nombre premier p. Le théoréme est évident si p = 2. On peut donc supposer que
p est impair.

18. Montrer que Hp est un idéal bilatére de H et que I'anneau quotient H/Hp
est isomorphe a H(F)).
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19. Montrer qu’il existe un élément non trivial (a,b,c,d) € IF?) tel que
a? +b?+ 2 +d?> =0. (En prenant ¢ = 1 et d = 0, il suffit de montrer que I'équa-
tion b2 + 1 = —a? a une solution dans IFIQ). En utilisant le TR.IX.A.10, montrer
que l'ensemble des éléments de F,, de la forme b* + 1 (resp. —a?) est de cardinal
’%1. Puisque ’%1 + p—;l > p, en déduire le résultat.)

On en déduit qu'il existe dans H(F,) des éléments non nuls dont la norme est
nulle. D’aprés la question 15, un tel élément n’est pas inversible, il engendre donc
un idéal a gauche non trivial.

20. En déduire qu'’il existe deux éléments non inversibles z, 2z’ € H tels que p = z2’'
et que N(z) = N(2') = p.

Si z (ou 2') est un élément de H dont tous les coefficients sont dans Z, le
théoréme est démontré. Supposons que z (et z’) ont leurs coefficients dans % + Z.

21. Montrer qu’il existe un élément v € H tel que N(u) = 1 et zu € H(Z).
(Le conjugué de la classe de 2z dans H(Z)/4H(Z) ~ H(Z/AZ) est la classe d’'un
quaternion z dont les coefficients sont tous 1. Prendre u = %m)

On en déduit que p = N(zu), avec zu € H(Z), est la somme de quatre carrés
dans Z, donc dans N.
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TP.IX.A. Factorisation des polynomes

Vous avez étudié au sein des TR.VIII.A et TR.VIII.B des critéres permettant
de vérifier I'irréductibilité de polynémes. Si ces derniers permettent de traiter des
cas de degré arbitrairement grand, ils ne s’appliquent cependant pas a n’importe
quel polynoéme que 'on se donne explicitement. Par contre, MAPLE sait facto-
riser dans Q[z] (commande factor ou factors, selon l'affichage souhaité) tout
polynéme, pourvu que le degré ne soit pas tel que 'on dépasse les capacités de
la machine. Le but de ce TP est de comprendre et de réimplémenter 1’algorithme
qui se cache derriére la commande MAPLE (ou du moins un algorithme efficace
qui réalise la factorisation).

Quitte & multiplier par un entier suffisamment grand, on peut toujours sup-
poser que le polynéome P appartient a Z[z]. On peut alors réduire P modulo
un nombre premier p et se poser la question de la factorisation du polynéme P
obtenu dans Fy[z] (oi F,, désigne le corps fini Z/pZ). La commande MAPLE cor-
respondante est Factor(P) mod p (ou Factors(P) mod p). Nous allons décrire
un algorithme de factorisation sur un corps fini, dii & Berlekamp, qui utilise essen-
tiellement de I’algébre linéaire et le morphisme de Frobenius (¢f. TR.IX.A). Pour
simplifier, nous nous limiterons & IF,,. Signalons également qu’il existe d’autres
algorithmes (Cantor-Zassenhaus, etc.); le lecteur trouvera dans [28] une descrip-
tion de ces derniers et une comparaison de leur efficacité en fonction des différents
paramétres du probléme.

L’algorithme de factorisation sur Q que nous décrirons est de nature « modu-
laire » : on factorise P sur F, et l'on reconstruit les facteurs de P dans Z[z] &
partir des facteurs de P. C’est possible grace a une borne a priori M des coeffi-
cients des diviseurs de P (borne de Mignotte) ; on prend alors p > 2M. Nous nous
limiterons au cas d’un seul grand nombre premier. Il existe d’autres variantes :
par exemple, prendre un petit premier p et un entier n tel p > 2M. On reléve
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alors la factorisation dans IF,, en une décomposition dans Z/p"Z grace au « lemme
de Hensel ». Le lecteur intéressé trouvera dans [28|, chapitre 15, une description
de cette seconde méthode modulaire, ainsi qu'une discussion de la pertinence des
deux méthodes en fonction des paramétres du probléme.

w Quelques remarques concernant la manipulation des polyndmes modulo p
en MAPLE : par rapport aux commandes relatives aux polynémes de Z[zx] et
Q[z], les noms sont en général conservés, mais les commandes commencent par
une majuscule et se terminent par mod p. On utilisera donc Expand(P) mod p
pour développer, Ged(P,Q) mod p pour le calcul du pged, Quo(A,B,x) mod p et
Rem(A,B,x) mod p pour le quotient et le reste de la division euclidienne. Le degré
s’obtient encore par degree(P,x), le coefficient de degré i par coeff (P,x,i) et
le coefficient dominant simplement via lcoeff.

Corps finis et irréductibles de F,[x]
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Nous avons besoin, pour effectuer la factorisation dans F[z], d'un test d’irré-
ductibilité. Nous allons donner un tel critére et en profiter pour indiquer comment
construire de maniére effective les corps finis F,» (ils seront étudiés en détail au
chapitre XV, ou on les définit a 'aide d'une cloture algébrique de F,, ce qui
démontre 'existence et 'unicité de ces corps, mais n’explique pas comment on
calcule, en pratique, dans les corps finis). En effet, si P est un polynéme irré-
ductible de degré n, alors I'idéal (P) qu’il engendre est un idéal premier, donc
maximal, de Fp[z] (en vertu de la principalité de Fp[z]). Le quotient Fplx]/(P)
est donc un corps et un F-espace vectoriel de base 1,7, ... . ot n = deg P,
c’est-a-dire un corps a p" éléments.

Proposition 1. Pour qu’un polynome P € Fplz| de degré n > 1 soit irréductible, il
faut et il suffit qu’il satisfasse aux deux conditions suivantes :

(i) P divise zP" — .

(ii) Pour tout diviseur strict d de n, P ne divise pas o — .

Démonstration. Considérons les degrés des facteurs irréductibles de P. En vertu
du lemme ci-dessous, la condition (i) signifie que ce sont tous des diviseurs de
n et la condition (ii) qu’aucun d’entre eux n’est un diviseur strict de n. Il n’y
a donc qu'un seul facteur irréductible et il est de degré n; autrement dit, P est
irréductible. (]

Lemme 1. Soit n > 1 un entier. Le polynome xP" — x € Fp[x] est eractement le
produit de tous les polynomes irréductibles unitaires de Fplx] de degré divisant n.
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Démonstration. Soit tout d’abord P un diviseur irréductible de Fp[z]| de degré un
diviseur d de n. Il s’agit de démontrer que P divise 2P" — 2. On a déja vu que
o = o pour tout élément o d’un corps fini de cardinal p? (TR.IX.A). Comme
K = TF,[z]/(P) est un tel corps, on peut appliquer ce fait a la classe T de z
dans K. Ensuite, sachant que d divise n, on en déduit que Z"" = Z (on itére le
Frobenius ¢, : a — a?’ qui est I'identité sur K), donc que P divise zP" — .

Réciproquement, supposons que P soit un facteur irréductible de zP" — x et
démontrons que le degré d de P divise n. Considérons I’ensemble K’ des éléments
a du corps K = Fy[z]/(P) tels que o?” = a. Le fait que K’ soit un corps découle
directement du fait que ¢, est un morphisme de corps. De plus, il contient la
classe de z modulo P, car P divise 2" — z; c’est donc K tout entier.

D’autre part, on a vu que le groupe des inversibles d’un corps est cyclique
(TR.IX.A). 1l existe donc un élément o de K* d’ordre p? — 1. Comme o?" = a,
ou encore o~ =1, on voit que p? — 1 divise p” — 1. Cela implique que d divise
n : écrivons n = dq + r; alors p* — 1 = pXp" — 1 = (pdq —1)p" +p" — 1. Comme
p? — 1 divise p% — 1 et que p" — 1 < p® — 1, on voit que p" — 1 est le reste de la
division euclidienne de p™ — 1 par p% — 1. Or ce reste est nul, donc r = 0.

Ainsi apparaissent dans la décomposition en irréductibles de zP" —  tous les
polynoémes irréductibles unitaires de Fp[z]| de degré divisant n et uniquement ceux-
1a. Il reste a prouver que ces facteurs sont tous de multiplicité un. On considére
pour cela le polynéme dérivé p"zP 1 —1 = —1; il est premier avec 2" — z, d’oit
le résultat. O

Cela démontre le critére. Existe-t-il pour autant de tels polynémes ?

Proposition 2. Pour tout nombre premier p et tout entier n > 1, il existe des
polynomes irréductibles de degré n dans Fp[z].

On a besoin, afin de construire les corps finis, d’'une preuve effective. La mé-
thode utilisée en pratique est surprenante au premier abord : on tire au hasard
un polynoéme unitaire de degré n dans Fp[z], on teste son irréductibilité, et on
recommence en cas d’échec.

En effet, notant I(n,p) le nombre de polynémes irréductibles unitaires de
F,[z] de degré n > 1, il résulte du lemme précédent que ) din & (d,p) =p". On
en déduit la majoration I(n,p) < p™/n que 'on applique également aux I(d,p)
pour d < n divisant n. Ainsi

E(n/2)
" —nl(n,p) Z p Z p = p(p E(n/2) D/(p—1) <pE(n/2)+1,

d|n d<n
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d’ott une minoration de I(n,p). Finalement :

Pl — pE(n/2)+1

pn

< I(n,p) < —

n n

Cela montre que I(n,p) > 0. Mieux encore, on en déduit qu'un polynéme irré-
ductible unitaire de grand degré n choisi au hasard a, en gros, une chance sur n
d’étre irréductible.

Enfin, expliquons comment vérifier le critere d’irréductibilité de maniere effi-
cace : on se place dans 'anneau quotient F,[z]/(P) et on calcule les puissances z*’
de £ modulo P. Puisque A (acpi)p, on procéde par récurrence et on calcule
successivement les restes R; de la division euclidienne de RY | par P, a partir
de Ry = x. La condition (i) s’écrit R,, = z et la condition (ii) est équivalente a
R; # x pour i < n.

1. Ecrire une procédure irreductible?:=proc(P,p) testant I'irréductible de P
sur [F), (ot P est entré comme un polynéme a coefficients entiers). On utilisera
la stratégie exposée ci-dessus.

La fonction suivante permet de tirer au hasard un polynéme unitaire de degré
n > 1 dans Fp[z] :

>randpol:=(n,p)->sort(x"n+RandomTools [Generate]
(polynom(integer (range=0..p-1), x,degree=n-1))):

Vérifier que la probabilité d’obtenir un polynome irréductible de degré n par
un tel tirage au hasard est de 'ordre de 1/n. On pourra écrire une procédure
test:=proc(N,n,p) renvoyant la proportion de cas favorables pour N tirages.

Enfin, écrire une procédure polirreductible:=proc(n,p) renvoyant un po-
lynéme de Fp[z] unitaire irréductible de degré n.

Factorisation sur [,
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L’algorithme procéde en plusieurs étapes.

La premiére étape consiste a éliminer les facteurs multiples a I'aide de la
dérivation. Ecrivant f = > a;2° € Fplz], le polynéme dérivé est par définition
1= Yda;z" ! 1 est nul si et seulement si f € F,[z”], ou encore, puisque
Y aipr® = (3 a;pat)P, si et seulement si f = gP, g € Fy[z]. En particulier, la
dérivée d'un polynéme irréductible est non nulle.

Il s’agit d’écrire la « factorisation sans facteur carré » de f, c’est-a-dire la
décomposition f = AhIh3...hS ot A est le coefficient dominant de f et les h;
sont unitaires sans facteur carré¢ et premiers deux a deux. Si f = A[[_, f
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est la décomposition de f en facteurs irréductibles (unitaires) dans [Fplx], alors
hi =11 ej=i fj, d’o1 I'existence et I'unicité de la factorisation sans facteur carré.
Expliquons comment l'obtenir (sans factoriser!). Quitte a diviser par A, on

suppose [ unitaire. Partant de f' =", ihghﬁ_l ki hj, le lecteur vérifiera que

u = pged(f, f/) th 1I_IhZ

pli
On définit alors deux suites wu; et v, par récurrence comme suit : u; = u et

= f/u =Tl hi- Pour k =1, on pose vgp41 = pged(ug, vi) sipfk et vpyr = vg
sip |k, puis ugy1 = ug/vg+1. On vérifie facilement par récurrence que

wy = H hZ th’etvk— H h;.

i>k,pti i>k,pti

Il en résulte que hy, = vg/vg11 si pt k. On obtient ainsi des hy jusqu’a ce que v
soit un polynéme constant, auquel cas ug_; = [[,; h! = gP. On remplace alors f
par g et 'on recommence.

pli

2. Ecrire une procédure sans2fact:=proc(f,p) renvoyant la factorisation sans
facteur carré de f, formatée comme une liste [\, [h1,e1],...,[hs,es]]. Tester
avec f(x) = 2 4+ 221 4 2212 4 2™ 4 2210 4 228 4 27 4225 4+ 220 et p=3;
comparer avec le résultat de la commande MAPLE Sqrfree(f) mod 3.

La deuxiéme étape consiste a factoriser P = h (sans facteur carré) en un pro-
duit d’irréductibles distincts : P = []._, P;. D’aprés le théoréme chinois, lalgebre
A = Fp[X]/(P) est isomorphe au produit [[;_, Fp[z]/(F;). Comme les P; sont
irréductibles, chaque F,[X]/(P;) est un corps (& pd°&(") éléments). Le Frobenius
pp: A — A, donné par a — a”, est un morphisme d’algébres. Sa matrice, dans la

base 1,Z,..., " 1, ot n = deg P, s’appelle la matrice de Berlekamp.

1 Quelques remarques concernant l'algebre linéaire sur F,, en MAPLE : on
utilise la librairie dédiée : faire with(LinearAlgebra: -Modular). La matrice iden-
titée I, de M,,(IF,) se définit alors par la commande

Create(p,n,n,identity,integer).

Déclarant une variable M:=Mod (p,Matrix(n,n),integer), on remplit ensuite
la matrice M par des affectations M[i,jl:=... Le noyau de M s’obtient wvia
Nullspace(M) mod p; l'algorithme sous-jacent est I'algorithme de Gauss-Jordan
(appliqué a la transposée de M, cf. TP.VL.A).

3. Ecrire une procédure Bmatrice:=proc(P,p) renvoyant la matrice de
Berlekamp B. Tester avec P = z* + 1 et p = 3, par exemple, et calculer
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le noyau de B — I. Comparer la dimension de ce noyau aux nombres de fac-
teurs irréductibles dans la décomposition sur Fj3. Tester la conjecture que cela
suscite a ’aide d’une procédure test:=proc(P,p) et de polyndmes tirés au ha-
sard par randpol. Enfin, démontrer au papier-crayon, pour tout P = [[;_, P,
que la sous-algébre de Berlekamp N de A, noyau de ¢, —Id,, est isomorphe &

[}, via le morphisme a +— (a mod Py,...,a mod P,) du théoréme Chinois.

. Soit S une F-base de N. Ecrire une procédure Vect2Pol:=proc(v) convertis-

sant un vecteur v = (y1,...,¥y,) € F) en le polynéme > 7" y;x' . En déduire
S sur 'exemple P = z* 4+ 1 et p = 3.

On note S = {1,v7,...,T,—1}. Si r > 2, démontrer qu’il existe, pour tout
1 <4, <r,i# 7, un élément o € F), et un indice 1 < k < r — 1 tels que
vy = a mod P; et vy, # a mod P; (raisonner par I'absurde : si 'on avait
vy = ap mod P; et vy = ap mod P; pour tout 1 < k < r — 1, exhiber
une contradiction en regardant dans la base S un élément @ tel que a = 1
mod P; et a = 0 mod P;). En déduire que si @ est un diviseur de P non
irréductible, alors il existe un élément a € I, et un indice 1 <k <7 — 1 tels
que pged (v — a, Q) soit un diviseur strict de Q.

Finalement, démontrer que 'algorithme suivant factorise P :

on pose i := 1; L := [P]; # liste de polynémes dont le produit
est P

tant que longueur(L) < r
on prend ) := L[i];
pour tout k<r—1, acl,
on pose D := pgcd(vp —a, @) ;
si 0 < degré(D) < degrée(Q),
remplacer () par D dans L et rajouter (/D & la fin
recommencer au début de la boucle extérieure
poser i := i+l; # (@ est irréductible, on n’y touche plus
renvoyer L

L’implémenter (on écrira une procédure Berlekampl:=proc(P,p) renvoyant
la liste formatée [A, [P, 1],... [P, 1]] des facteurs irréductibles unitaires de
multiplicité 1, précédés du coefficient dominant) et le tester avec P = x* + 1
et p=3,17. Comparer avec le résultat de la commande Factors.
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5. On va maintenant introduire une variante probabiliste de l'algorithme pré-
cédent qui améliore le temps de calcul. Pour simplifier, on suppose p # 2
(lalgorithme est différent dans ce cas particulier ; voir [28]).

L’idée est la suivante : on choisit au hasard une combinaison linéaire @ des élé-
ments de la base S (les coefficients étant choisis par des tirages indépendants).
Les a mod P; sont donc des éléments aléatoirement uniformément distribués
sur ), indépendamment pour tout . Alors, si cette combinaison est non nulle,

soit pged(a, P) est un facteur non trivial de P et 'on a gagné, soit o’ =41
mod P; pour tout i et chaque cas se produit avec la probabilité 1/2, indépen-
damment pour chaque indice ¢ (résultat classique sur les carrés dans le corps

F,, ¢f. TR.IX.A). Il y a beaucoup de chances pour que pgcd(a% — 1, P) soit
un facteur non trivial de P il faut et suffit pour Cela qu’il existe deux indices
dlstlnctszetjtelsqueaQ -1=0 modPeta2 —1#0 mod P;.

Ecrire une procédure test:=proc(P,p,S,N) renvoyant, pour N tirages, la pro-
portion ¢; de cas ou pged(a, P) est un facteur non trivial de P et la propor-

tion g de cas ou pgcd(a% — 1, P) est un facteur non trivial de P parmi les
cas ot pged(a, P) = 1. Tester avec P = 2* + 1 et p = 17. Enfin, calculer
les probabilités théoriques correspondantes et comparer sur ’exemple avec les
proportions obtenues.

6. Méme si la probabilité d’obtenir un facteur irréductible est élevée, il est né-
cessaire de vérifier qu’il en est bien ainsi : c’est 1la qu’intervient la procé-
dure irreductible? de la premiére partie. Ecrire une procédure Berlekamp2
renvoyant la factorisation obtenue par cette variante probabiliste. On modi-
fiera Berlekampl, les facteurs D de la liste L étant cette fois de la forme

pged(a, P) =1 ou pgcd(a% —-1,P).

Remarque. 11 est difficile de mettre en évidence avec MAPLE que la variante
probabiliste est meilleure car arithmétique élémentaire (pour les entiers et les
polynomes) n’est pas implémentée de fagon optimale dans MAPLE. De plus, il
faudrait optimiser I’exponentiation.

Factorisation sur Q

On suppose P a coefficients entiers. Comme pour [, la premiére étape consiste
a écrire la décomposition sans facteur carré de P, i.e. P = Ahih3...hS olt \ est
le coefficient dominant de P et les h; € Q[x] sont unitaires sans facteur carré et
premiers deux a deux.
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7. La situation est plus simple qu’en caractéristique p : sur I’exemple

P24t g 98 4P 4 gt

calculer u = f/pged(f, ), factoriser en irréductibles f/u, puis recommencer
en remplagant f par u, etc. Observer les facteurs des quotients f/u successifs
et en déduire un algorithme donnant la décomposition sans facteur carré. L'im-
plémenter au sein d’une procédure Sans2Fact0:=proc(f), tester et comparer
avec la commande sqrfree de MAPLE.

Remarque. En fait, la commande sqrfree renvoie la décomposition sans facteur
carré de P dans Z[z], i.e. Pécriture P = Ah1h3 ... hS ot A € Z et les h; € Z|[x]
sont primitifs sans facteur carré et premiers deux & deux. La décomposition
en irréductibles dans Z[z] (¢f. chapitre VIII) assure 'existence et 1'unicité de
cette décomposition.

. Nous allons réduire P modulo un nombre premier p. Pour appliquer 1’algo-

rithme de Berlekamp, il faut s’assurer que la réduction P est sans facteur
carré. Le but de cette question est d’expliquer quels nombres p conviennent,
c’est-a-dire comment choisir p sans avoir a calculer pged(P, ?/) et recommen-
cer avec un nouveau p si I’on ne trouve pas un polynéme constant.

Calculer gcd(2%x,2); gcd(-2*x,2); gcd(x/2,1/2); Gcd(2*x,2) mod 3;
Quelle normalisation du pged MAPLE utilise-t-il 7

Calculer gcd(f,g) mod 3; Gcd(f,g) mod 3; pour f = 1823 — 4222 4+ 30x — 6
et g = —1222 4+ 10z — 2. Calculer également les résultants suivants :

resultant(f,g,x) mod 2; Resultant(f,g,x) mod 2; pour f = 423 — x et
g =2z + 1 (voir TR.VIIL.C pour une définition du résultant, ou la partie du
TP.XI qui y est consacrée).

Le pged et le résultant de deux polynémes ne se comportent donc pas bien
a priori vis-a-vis de la réduction modulo p. Cependant, on voit facilement que
si p ne divise pas le coeflicient dominant des deux polynémes, alors le résultant
réduit modulo p coincide avec le résultant des réductions modulo p. On voit
également que si p ne divise pas le coefficient dominant de I'un des polynémes,
alors le résultant réduit modulo p n’est pas nul si et seulement si le résultant
n’est pas divisible par p.

D’autre part, on a vu que le résultant de f et g (tous les deux non nuls),
calculé sur un corps (Q ou Fp), est nul si et seulement si pged(f,g) est non
constant (TR.VIII.C). Ainsi, si p ne divise pas le coefficient dominant de I'un
des polynomes f et g, alors pged(f,g) est non constant si et seulement si
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pged(f,g) est non constant. En prenant f = P et g = P’, on voit que, si
p ne divise pas le coefficient dominant de P, alors P est sans facteur carré
si et seulement p ne divise pas le résultant de P et P’. En particulier, il n’y
a qu'un nombre fini de mauvais p. Par définition, le discriminant de f est

, ot a désigne le coefficient dominant de f. On I'obtient
avec la commande MAPLE discrim(f,x). La définition du résultant montre
que a®*~2 divise D(f), donc a fortiori a. En définitive, si p ne divise pas D(P)
alors P est sans facteur carré. Tester en prenant P = z° + 25+ 2% — 224 — 22— 2.

n_l /
D(f) = (=1) 2 aR€S(f»f)

Remarque. | Si p ne divise pas le coefficient dominant de f et g, on peut montrer
que pged(f,g) = cpged(f,g), ou c est le coefficient dominant de pged(f,g)
calculé dans Z[x] (voir [28], chapitre 6.4).

9. Avant de poursuivre avec la description de 'algorithme & proprement parlé,
faisons une petite digression au sujet des tests modulaires d’irréductibilité :
il s’agit d’exploiter au maximum les factorisations de P modulo différents
nombres premiers (puisque nous savons déja tester I'irréductibilité et factoriser
sur Fp).

On se donne la liste

L= (2" +25+1, 28 +22° +1, 2° +2? + 23+ 522 4+ 11, 2* + 322 + 7z + 4,
28 4+ 223 + 422 + 15, 2" + 2+ 1).

— Appliquer le critére par réduction du TR.VIIL.B : pour quels polynémes
de la liste L peut-on conclure a 'aide des premiers p inférieur a 20 (ob-
tenus par exemple via select (isprime ([$1..20]))? On écrira une pro-
cédure testl:=proc(f) que 'on appliquera aux éléments de la liste.

— Ecrire une procédure test2:=proc(f) renvoyant la liste des degrés des
facteurs dans la décomposition en irréductibles sur F,, pour les diffé-
rents p premiers inférieurs a 20 tels que cette décomposition soit sans
facteur carré (et que p ne divise pas le coefficient dominant de P). Peut-
on conclure, a I’aide de ces renseignements, pour tous les cas non tranchés
par le test précédent ?

— Proposer un argument pour le cas restant.

La factorisation des polynémes sur Q[z] est possible par des méthodes modu-
laires grace au théoréme suivant (consulter [20] pour une preuve) :

Théoréme 1. Soit P = QR avec P = Y, a;x%, Q = .. bz’ et R des polynomes
de Zlx]. On note d le degré de @ et ||P| la norme euclidienne de P, c’est-a-
dire ||P|| = (32; i)'/ Alors [bs] < (§)[1P]-
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Soit alors M = || P|| supy<qcdeg(P)/2 SUP1<i<d (?), appelée borne de Mignotte
(ou toute autre constante dont 1'on sache que si @ est un diviseur non trivial de
P, alors les coefficients de I'un parmi @ et P/Q sont majorés en valeur absolue
par M). Choisissons un nombre premier p > 2M ne divisant pas le coefficient
dominant de P et tel que la réduction P modulo p soit sans facteur carré. On
écrit la décomposition P = A[[/_, P en irréductibles dans Fp[z] (ot A désigne le
coefficient dominant de P).

Si S est un sous-ensemble de {1,...,r}, on note Pg le polyndéme congru a
[I;cs P; modulo p dont tous les coefficients sont compris entre —p/2 et p/2 (choi-
sir les représentants de Z/pZ symétriques par rapport a 0, que l'on obtient en
MAPLE avec I'opérateur mod en définissant au préalable mod:=‘mods ‘). Si P n’est
pas irréductible, il s’écrit P = AQR et on a donc QR = [[;_; P, mod p. Il
existe donc une partition de {1,...,7} en deux sous-ensembles I et J tels que
Q= Pr modpet R=P; mod p. L’'un des deux, par exemple @, est de degré
deg(Q) < deg(P)/2. En vertu du théoréme précédent et du choix de p, @ est égal
a P dans Z[z].

i Autres commandes MAPLE utiles :

floor (partie entiére), binomial, norm(f,2) (pour calculer | f]||),
convert (S, ‘*‘) (pour multiplier entre eux tous les polyndmes de la liste S);
enfin, si S est une liste de polyndémes, combinat [choose] (S,1) renvoie la liste
des parties de S a ¢ éléments.

10. Ecrire une procédure trouve_p:=proc(f) renvoyant un nombre premier (de
préférence le plus petit) supérieur strictement a 2 fois la borne de Mignotte, ne
divisant pas le coefficient dominant de f et tel que P soit sans facteur carré.

Traiter les exemples suivants :
P=a%+223 4422415, P =24+ 2% + 25 — 22 — 22 — 2.

On déterminera p puis 'on testera la divisibilité par des Pg, avec S de cardinal
1, puis 2, 3, etc., jusqu’a |S|/2. Lorsqu’un facteur non trivial = Pg est
obtenu, ne pas oublier d’éliminer les indices correspondants de S avant de
recommencer avec P/Q. En déduire la factorisation en irréductibles dans Q[x]
de ces polyndémes.

11. Ecrire une procédure FactQ:=proc(P) renvoyant la décomposition en produit
d’irréductibles dans Q[z]. On automatisera les calculs de la question précé-
dente, la décomposition modulo p étant obtenue via Factors(P) mod p. On
éliminera d’emblée les cas triviaux ou P est de degré inférieur ou égal a un,
cas ou la borne de Mignotte n’est pas définie.
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TP.IX.B. Les quaternions de Hamilton

Ce TP propose une construction géométrique du corps (non commutatif) H
des quaternions de Hamilton. On y étudie la structure algébrique de Hl, puis 'on
interpréte géométriquement l'action de H* par automorphisme intérieur sur H.
Il en résulte un isomorphisme entre SO3(R) et le quotient H* /R*. Cela permet
d’interpréter algébriquement la composition de deux rotations de I'espace, de ma-
niére similaire au cas de la dimension 2, ot il est bien connu que la composition
de rotations correspond au produit de nombres complexes de norme 1. Telle était
d’ailleurs 1'une des motivations a l'introduction des quaternions par Hamilton.

Ce TP reprend et compléte une partie des notions rencontrées au cours du
TR.IX.B : on regarde les coordonnées cartésiennes comme des variables formelles
et on donne des preuves analytiques formelles de certains résultats démontrés au
papier-crayon dans le théme de réflexion (notamment 'associativité du produit
des quaternions et la description des automorphismes intérieurs comme rotations
de l'espace F). Une telle méthode, sans I’aide de I'ordinateur pour effectuer les cal-
culs, serait fastidieuse. Cependant, MAPLE travaillant dans des corps de fractions
rationnelles, il s’agit d’étre rigoureux lorsque l'on évalue en des réels donnés.

On rappelle que 'ensemble H des quaternions de Hamilton est I’'ensemble des
couples (r,u) € R x E, ou E désigne l'espace euclidien orienté de dimension 3.
On dit que r est la composante réelle et u est appelée composante quaternionique
pure. L’ensemble H hérite de maniére canonique d’une structure d’espace vectoriel
de dimension 4 sur le corps des réels. Aprés identification naturelle de R et E avec
des sous-espaces de H, on note HH = R & E. Choisissant une base orthonormée
directe (4,7, k) de E, ainsi identifié & R3, et avec les identifications précédentes,
tout quaternion s’écrit g = r + xi + yj + zk.

On définit le conjugué ¢* du quaternion g = (r,u), sa norme N(q) et sa trace
Tr(q) comme suit :

¢ =(r,—u), N(q)=qq" =r*+|ul?® Tr(q)=q+q =2r
D’autre part, on munit H d’une multiplication notée - par la formule suivante :

(ryu) - (s,v) = (rs — w.v,7v + su+ u A v).

= Remarques concernant la manipulation des vecteurs et matrices sous
MAPLE : nous utiliserons la librairie LinearAlgebra de MAPLE (faire
with(LinearAlgebra) ;). Les opérations sur les vecteurs s’effectuent avec les com-
mandes VectorAdd, VectorScalarMultiply.

259



ALGEBRE T1

260

Les produits scalaire et vectoriel de deux vecteurs ¢; et g2 s’obtiennent respective-
ment par DotProduct(ql,q2,conjugate=false) et CrossProduct(ql,q2) ('op-
tion conjugate=false est nécessaire car MAPLE travaille par défaut avec des
espaces hermitiens).

La norme ||u|| s’obtient par VectorNorm(u,2,conjugate=false).

Utilisant la syntaxe concise de la librairie LinearAlgebra, on peut définir le
vecteur <§) par <x,y,z>. Un quaternion ¢ = r+zi+yj+ zk sera donc représenté
sous MAPLE par la liste q:=[r,<x,y,z>].

= Remarques concernant la simplification des expressions sous MAPLE : la
fonction normal permet de comparer deux expressions symboliques en les in-
déterminées x1,...,x, via la « représentation normale des expressions ration-
nelles ». Lorsque f € Q(x1,...,2,), la commande normal(f) renvoie un quo-
tient de deux polyndmes premiers entre eux (on divise par le pged dans 'anneau
factoriel Q[z1,...,x,]) et trie les mondmes selon un ordre spécifique. L’ordre de
MAPLE est un peu surprenant au premier abord; on peut demander 'ordre du
degré lexicographique en appliquant par la suite la commande ord). Pour simpli-
fier les coefficients d’une matrice M (ou d’un vecteur, ou d’une liste de vecteurs,
etc.), on est amené a combiner cette fonction avec I'opérateur Map comme suit :
Map (normal,M). MAPLE met alors chaque coefficient sous forme normale, ce qui
permet la comparaison. Parfois, on a recours & Map(simplify,M), mais il est
difficile de voir clair dans les multiples régles de simplification appliquées par
MAPLE. S’il s’agit uniquement de simplifier des racines carrées, on peut appliquer
Map (simplify[sqrt],M) qui est une commande moins obscure.

La commande simplify(expr,trig) fait appel a la régle de simplification
trig (consulter au besoin l'aide en ligne) afin de simplifier I'expression expr.
Tester également la commande combine (expr,trig).

Enfin, il peut étre utile de remplacer dans une expression expr une sous-
expression exprl par expr2 : on utilise pour cela subs(exprl=expr2,expr)
ou la commande plus élaborée algsubs(exprl=expr2,expr). Par exemple,
subs ({x=0,y=1},x"2+y~2+z"2) ou encore algsubs(a+b=1,a-b). Noter, sur le
second exemple, qu’on a le choix entre 2a — 1 ou —2b+ 1 et MAPLE donne aléatoi-
rement I'une ou l'autre de ces réponses. Si 'on spécifie algsubs (a+b=1,a-b, [a]),
MAPLE effectue la division euclidienne de a —b par a+b dans Q(b)[a] et en renvoie
le reste, en 'occurence —2b + 1.
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Structure algébrique de H

. Ecrire des fonctions Hadd(q1,q2), Hscal (1ambda,q) et Hmul(q1,q2) calculant
respectivement g1 + g2, Aq et qi1.q2 (o0t ¢,q1,q2 € H et A € R). Tester sur
des exemples de votre choix. Quels axiomes de la structure de R-algébre sont
vérifiés par H de fagon évidente 7 En fait, seule I'associativité du produit pose
quelques difficultés que nous surmonterons plus loin.

. Ecrire une fonction egal?(ql,q2) renvoyant true ou false selon que q; = ¢
ou non. Notant e = 1, la structure multiplicative sur la R-algébre H est donc
définie par les produits de deux éléments de la base (e, i, 7, k) de H (par linéa-
rité). Vérifier que e est I'unité de H et que les relations suivantes sont vérifiées :
P==k>=—eij=—ji=k jk=—-kj=i ki=—ik=j.

. On désire démontrer que le produit des quaternions est associatif. Pour
cela, on wutilise des variables formelles et 'on définit des quaternions
gqi:=[ri,<xi,yi,zi>] pour ¢ = 1,2,3. Mathématiquement, ce sont trois élé-
ments de H(Q[r;, z;, v, 2zi;1 < i < 3]), ou, pour tout anneau commutatif A,
H(A) désigne le A-module libre A* de base (e, 4, j, k) muni d’'une structure de
A-algebre par les relations de la question précédente. Calculer res; = ¢1.(¢2.q3)
et resy = (q1.q2).q3. Que donne egal?(resl,res2)? Réitérer aprés mise
sous forme normale. Cela démontre 'associativité de la multiplication dans
H = H(Q[rs, xi, yi, zi; 1 < i < 3]), donc dans H = H(R) aprés application du
morphisme d’évaluation H — H en un 12-uplet de réels quelconques.

Pour s’entrainer a ce type de raisonnement, démontrer formellement la distri-
butivité de la multiplication par rapport a ’addition.

. En exploitant I’analogie avec les complexes, ot I'inverse s’exprime 27! = ﬁ,
démontrer que tout quaternion ¢ non nul est inversible pour la multiplication :
H est donc un corps non commutatif. Puis écrire des fonctions Conj, N et Inv
renvoyant respectivement le conjugué, la norme, et I'inverse d’'un quaternion.
Noter que la conjugaison est un anti-automorphisme de H (i.e. elle est R-
linéaire et vérifie (qi1g2)* = ¢5¢7) et que la norme N : H* —]0,+o00[ est un
morphisme de groupes.

. On s’intéresse au groupe non abélien (H*,-). Soit ¢ un quaternion fixé ; déter-
miner le centralisateur Z, de g, c’est-a-dire le sous-groupe de H* constitué des
quaternions h qui commutent avec g ? Quel est le centre Z de H*, c¢’est-a-dire
le sous-groupe constitué des quaternions qui commutent avec tous les éléments
de H* ?
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On s’intéresse maintenant a 'action de H* sur H par automorphismes inté-
rieurs : autrement dit, on s’intéresse aux applications ¢, : H — H, h qhq™ 1,
ou ¢ appartient a H*.

6.

10.

. Soit ¢’ =

Ecrire une procédure phi:=proc(q,h) renvoyant ¢q(h) (et un message d’er-
reur si ¢ = 0). Vérifier avec MAPLE (& l'aide de la commande subs) que
¢q |r= Idg et que E est laissé stable par ¢4. En comparant Tr(¢pq(h)) et
Tr(h), retrouver au papier-crayon cette derniére assertion.

. Démontrer que p : ¢ — ¢, |g définit un morphisme p : H* — O3(R) de

noyau R*. Déterminer le sous-espace des points fixes de p(q) = ¢4 |r. En
déduire que p(q) est une rotation d’axe Ru, ou l'on a posé g = (r,u), et
d’angle 0, que 'on déterminera plus loin en fonction de g.

Ecrire la matrice de p(q) dans la base (i,j,k). Vérifier avec MAPLE
qu’il s’agit bien d’une matrice orthogonale de déterminant 1. On posera
q:=[r,<a,b,c>] et 'on travaillera dans Q[r, a, b, c].

. Déterminer une base orthonormée directe B = (uj,ug,us) de E dont le

premier vecteur est u; = ﬁ Enfin, donner la matrice M, de p(q) dans la
nouvelle base B. On effectuera les calculs avec MAPLE en notant qu’il s’agit
d’un changement de base dans un K-espace vectoriel, ot K est une extension
de corps de Q(r,a,b,c) obtenue en « rajoutant » |ju| = va®+ b% + 2 et
une seconde racine pour la construction de ug. Ce changement de base a-t-il
toujours un sens dans le R-espace E'7

q .
VN(@)’
N(q) = 1. Sous cette hypothése, vérifier que la matrice M, se réécrit :

que dire de ¢, et ¢, 7 En déduire que I'on peut supposer

1 0 0
Mq = (o 2r2—1 —27‘\/1—7‘2) .
0 2rv1—1r2 2r2—1

En déduire que cosf, = 2r2 — 1 et sin 0, = 2rv1 —r2. Posant r = cost
et |lul| = sint, quelle relation lie t et 6,7 Si I'on choisit d’effectuer la sub-
stitution r = cost et les simplifications d’expressions trigonométriques avec
MAPLE, il est utile d’indiquer au systéme de calcul formel que ¢ € [0, 7] avec
la commande assume (t>=0,t<=Pi). Finalement, démontrer que les groupes
H* /R* et SO3(R) sont isomorphes.

Caractériser la rotation p; = p(j). Réciproquement, déterminer g2 tel que
p2 = p(q2) soit une rotation d’angle § et d’axe R(i + j). Enfin, caractériser

la composée p1 o ps.



X

K-MORPHISMES ET GROUPE DE GALOIS
D’UNE EXTENSION

L’idée fondamentale et profonde de Galois a été d’associer & chaque équa-
tion f(X) = 0, ou f(X) € K[X], un groupe dont la structure permet de dé-
cider de la résolubilité par radicaux, ou non, de I’équation. Les éléments de ce
groupe permutent les racines de I’équation en laissant invariants les coefficients.
Cette construction peut étre généralisée a n'importe quelle extension L/K : c’est
la notion de K-automorphisme de L, qui conduit au groupe de Galois de
I’extension.

Cette notion est si importante — par exemple par les relations qu’elle donne
entre le degré de l'extension et 'ordre du groupe de Galois, ou encore celles
qu’elle induit entre les corps intermédiaires de l’extension et les sous-groupes
du groupe de Galois — que nous lui consacrons un chapitre, si court soit-il. Nous
la suivrons tout au long des chapitres suivants et nous verrons comment des
propriétés supplémentaires sur les extensions se traduisent au niveau de ’action
du groupe de Galois.

X.1. K-morphismes

Définitions X.1.1. Soient E/K et F/K des extensions.

a) On appelle K-morphisme de E dans F, un morphisme de corps
f+ E — F qui prolonge l'identité de K (i.e. fix = idk).

b) Un K-morphisme bijectif est un K-isomorphisme.
¢) Un K-morphisme de E dans lui-méme est un K-endomorphisme de E.

d) Un K-endomorphisme bijectif est un K-automorphisme.
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Exemples X.1.1.
a) La conjugaison complexe est un R-automorphisme de C.

b) L’application o : Q(v/2) — Q(+/2) définie par o(a + bv/2) = a — b\/2 est
un Q-automorphisme de Q(v/2).

Remarques X.1.1.

a) Si E/K et F/K sont des extensions, un K-morphisme de E dans F est
un morphisme de K-algébres. En particulier, c’est un morphisme de K-espaces
vectoriels.

b) Nous avons rappelé (exercice VIII.7) qu'un morphisme de corps est toujours
injectif. Il est donc bijectif si et seulement s’il est surjectif.

c) Soient E/K et F'/K des extensions, f un K-morphisme de E dans F', alors
f(E) est un sous-corps de F' isomorphe a E. On peut donc considérer que F' est
une extension de F.

d) Si E/K est une extension finie, tout K-endomorphisme de E est un
K-automorphisme, puisque c’est un endomorphisme injectif d’'un espace vecto-
riel de dimension finie.

e) Si E = K(a) (ou, plus généralement, £ = K(ai,...,a,)), tout
K-morphisme f de E dans une extension F/K est entiérement déterminé par
la donnée de f(a) (ou, plus généralement, par la donnée de f(aq),..., f(an)). (Le
justifier en utilisant le fait que tout élément de K (a) est une fraction rationnelle
en a et que f est injectif.)

f) Soient E/K une extension et P(X) € K[X] un polynéme dont les racines
sont dans E. Si f est un K-endomorphisme de F et si a € E est une racine de
P(X), il est clair, puisque f laisse invariant les coefficients de P(X), que f(a) est
aussi racine de P(X). Autrement dit, dans cette situation, tout K-automorphisme
de FE opére sur les racines de P(X) comme une permutation. Par conséquent, si
E = K(ay,...,a,), ou aj,...,a, sont les racines d'un polynome P(X) € K[X],
d’aprés la remarque précédente, tout K-automorphisme de E peut étre identifié
a un élément du groupe S,.

X.2. Groupe de Galois

Proposition X.2.1. Soit E/K une extension. L’ensemble des K -automorphismes de
E est un groupe pour la composition des applications.
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Démonstration. 1l est trés facile de vérifier que I'ensemble Aut(E) des automor-

phismes de corps de E est un groupe pour la composition des applications. On

vérifie que 'ensemble des K-automorphismes de F est un sous-groupe de Aut(E).

O

Pour cette raison, dans la suite de ce livre, nous écrirons les compositions de

K-automorphismes d’une extension de K sous forme de produit, en omettant le
signe de composition.

Définition X.2.1. Si E/K est une extension, on note Gal(E/K) le groupe (pour
la composition des applications) des K-automorphismes de E et on l'appelle
le groupe de Galois de l'extension F/K.

Exemples X.2.1.

a) Les R-automorphismes de C sont l'identité ou la conjugaison complexe,

d’ott Gal(C/R) ~ 7Z/2Z.

b) On pose a = V2 (i.e. a € R, a® = 2). Alors un Q-automorphisme s
de Q(« ) vérifie s(a )3 = s(a?) = s(2) = 2, donc s est 'identité de Q(a). On a
Gal(Q(V2)/Q) = {1}.

27 /5 yun Q-automorphisme s de Q(a) vérifie s(a)® = s(a®) =

c) On pose a = e
5(1) = 1, donc s(a) est une racine cinquiéme de I'unité, s(a) = a, a2, a3, a* (on
ne peut avoir s(«) = 1). Si on note s; le Q-automorphisme de Q(«) engendré par
si(a) = at, i =1,2,3,4, et si on note x = a + ba + ca? + da® + ea® un élément
générique de Q(a) (cette écriture sera rigoureusement justifiée au chapitre XI),
on a
si(z) =
so(x) = —|—da+ba + ea® + cat,
s3(z) = a + ca + ea? + ba? + dat,
54(7) = a + ea* 4+ da? + ca® + ba.
En écrivant la table de composition de ces éléments, on voit que
Gal(Q(a)/Q) ~ Z/AZ (engendré par s3).

T

Exercice X.1.

1. Soient K un corps et P son sous-corps premier. Montrer que Gal(K/P) =
Aut(K).

2. Montrer que Gal(R/Q) = {1}. (Indication : utiliser le fait que tout nombre
réel positif est un carré dans R.)
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3. Montrer que (J,,>; Q(2/™) est une extension de Q et que

Gal | |J @@/ | = {id}.

n=1

(Indication : on pourra commencer par étudier le cas Q(2%/")/Q.)

X.3. Degré d’une extension et ordre du groupe

de

266
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Théoreme X.3.1. Soient K et L deuz corps. Toute famille de morphismes de corps
de K dans L, distincts deuxr a deuz, est linéairement libre sur L.
Démonstration. Il suffit de montrer que pour toute famille finie uq, ..., u,, de mor-
n
phismes distincts deux a deux, I'égalité Z)\iui =0, \; € L, implique \; = 0,
i=1
i =1,...,n. Considérons une expression Z Aiu; = 0 telle que tous les \; soient
i=1
non nuls et que n soit minimal pour cette propriété. Puisque uy # u,, il existe
y # 0 € K tel que ui(y) # un(y). Alors :
n n
Vee K, 0= Z Aiui(zy) = Z Aiwi(z)u(y).
i=1 i=1
On en déduit que :
n n n
0 =ui(y) Z Aiui(z) — Z Aiui()ui(y) = Z Ai(ui(@)ur (y) — wi(z)ui(y))-
i=1 i=1 i=2
Dans cette expression, le coefficient de u,(x) est A\, (u1(y) — un(y)), qui est non
nul. D’ott la contradiction avec la minimalité de n. ([

Proposition - Définition X.3.1. Soient E un corps et G un groupe d’automorphismes
de E. L’ensemble EC des éléments de E invariants sous Uaction de G,

EY ={z e EVYseG,s(zx) =z}

est un sous-corps de E, appelé le corps des invariants de G. On note aussi ce
corps Inv(G). O
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Théoreme X.3.2. Soient K un corps, G un sous-groupe fini du groupe des automor-
phismes de K, Ky le corps des invariants de G. Alors K/K est une extension
telle que [K : Ko = |G]|.

Démonstration. Soit n 'ordre de G et notons G = {g1 = 1,¢2,...,gn}. Supposons
que [K : Ko] = m < n et soit {z1,...,2,} une base de K sur Kj. Le systéme
d’équations g1 (z;)y1 + ... + gn(zj)yn = 0,5 = 1,...,m, ayant plus d’inconnues
que d’équations, a une solution zi,...,z2, dans K, les z;,7 = 1,...,n étant non
tous nuls. On obtient donc une combinaison linéaire des g;, 1 < ¢ < n, nulle sur la
base. On en déduit que la famille g;, ¢ = 1,...,n, de morphismes distincts de K
dans K est liée, ce qui est en contradiction avec le théoréme (X.3.1). D’ott m > n.

Supposons que la dimension du Ky-espace vectoriel K soit strictement supé-
rieure a n. Il existe une famille {z1, ..., x,1} d’éléments de K, libre sur K. Pour
les mémes raisons que ci-dessus le systéme d’équations

gitx)yr + .-+ gi(@Tnt)yny1 =0, j=1,...,n

admet une solution non triviale (z1,...,2,+1). On peut supposer que zi,..., 2
sont non nuls, 2,41 = ... = z,4+1 = 0, et que r est minimal pour cette propriété.
On a alors

gi(x1)z1+ ...+ gj(xr)z =0, j=1,...,n (X.1)

Soit g un élément de G. On a :

99;(x1)g(z1) + ...+ g9j(xr)g(z) =0, j=1,...,n.

Mais, si j varie de 1 a n, les éléments gg; parcourent G et le systéme ci-dessus
s’écrit

gj(x1)g(z1) + ...+ gj(xr)g(z) =0, j=1,...,n. (X.2)
D’ow, en multipliant (X.1) par g(z1) et (X.2) par z1, on obtient par soustraction,

gj(w2)(229(21) — 9(22)21) + ... + gj(@)(2r9(21) — g(2r)21) = 0.

Ceci est un systéme d’équations analogue a (X.1), avec un nombre de termes
strictement inférieur & r. Tous les coefficients sont donc nuls, ce qui est équivalent &

Vge G, Vi=1,...,r, zizfl = g(zizfl),

et donc, zizfl appartient & K. Autrement dit, il existe uq,...,u, dans Ky et k
dans K tels que z; = ku;, i = 1,...,7. D’ou, pour j = 1, on tire de (X.1) que :

rikuy + ... + zku, =0,
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d’out :

riul + ...+ zpu, =0,
avec uq, . . ., u, non tous nuls. C’est en contradiction avec le fait que {x1,...,zp4+1}
est libre sur Ky. D'on [K : Kol =n=| G |. O

Corollaire X.3.1. Soient E/K wune extension finie et H un sous-groupe fini de
Gal(E/K). Alors [E : K| = [E : K|/|H|.
Démonstration. On a :

(Y . K)=|F:K|/[E:E¥]=[E:K]/|H|. O

Exercice X.2. Soient K un corps de caratéristique nulle et K(X) le corps de
fractions rationnelles & coefficients dans K. Montrer que le groupe de Galois
G = Gal(K(X)/K) est infini et que le corps des invariants de G est K.

X.4. Corps intermédiaires et sous-groupes du groupe

de
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Soient K un corps, £//K une extension et G = Gal(E/K).

Soit L un corps intermédiaire entre K et E, K C L C FE. On lu
associe G(L) = Gal(E/L). Puisque tout L-automorphisme de E est un K-
automorphisme, il est clair que G(L) est un sous-groupe de G. De plus, si L/
est un autre corps intermédiaire, tel que L C L', alors G(L) D G(L).

Soit H un sous-groupe de G. Il est clair que E¥ contient K, donc E¥ est un
corps intermédiaire, K ¢ Ef C E. De plus, si H' est un autre sous-groupe de G,
tel que H C H', alors Ef 5 ',

En résumé, si on note K(E/K) Pensemble des corps intermédiaires entre K
et E, et G(G) l'ensemble des sous-groupes de G, on a deux applications décrois-
santes (pour la relation d’ordre définie par 'inclusion)

d: K(E/K) — G(G), L+ Gal(E/L)
¥: G(G) — K(E/K), Hw— ET,
De plus, pour tout L € K(E/K) et tout H € G(G), on a
L c EGUE/L ot H c Gal(E/E™).

Autrement dit, ona L C W o ®(L) et H C o V(H).
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X.4.1. Question

Les applications ® et ¥ sont-elles des applications bijectives, réciproques I'une
de autre ?

Les exemples ci-dessous montrent que c’est possible, mais que ce n’est pas
toujours vrai.

Exemples X.4.1.

a) On considére le polynéme f(X) = X* — 4X? — 5 de Q[X]. On a
f(X) = (X% 4+ 1)(X2% - 5), dont les racines sont i, —i, v/5, —/5 : on se place
donc dans Q(i,+/5). D’aprés la décomposition de f(X) donnée ci-dessus, un
Q-automorphisme de Q(i,/5) envoie i sur i et /5 sur y/5. Par conséquent, le
groupe Gal(Q(i,v/5)/Q) a quatre éléments, chaque élément distinct de l'identité
étant d’ordre 2. On a donc Gal(Q(i,v/5)/Q) ~ Z/27Z x 7/27. Notons sq = iden-
tité, s1, s9, s3 les Q-automorphismes définis par so(i) = 4, so(v/5) = V5 s1(i) = 4,
s1(VB) = =55 sa(i) = —i, s2(vV5) = V5 ; s3(i) = —i, s3(v5) = —V/5.

Les sous-groupes de G = Gal(Q(i,/5)/Q) sont Hy = {so}, Hy = {s0,51},
Hy = {s0, s2}, Hs = {so0,s3} et G. D’autre part, on vérifiera que les corps inter-
médiaires sont Ly = Q(i,v/5), L1 = Q(i), Ly = Q(v/5), Ly = Q(i/5), Ly = Q.
Il est facile de vérifier que L; = Q(i,v5)i et Gal(Q(i,v/5)/Q(i,v5)Hi) = Hj,
j =0,...,4. Par conséquent, pour I'extension Q(i,v/5)/Q, les applications ® et
U ci-dessus sont bijectives et réciproques I'une de I'autre.

b) Pour I'extension Q(i, \?75) /Q, on montre que ® n’est pas injective en véri-
fiant que ®(Q(i)) = ®(Q(i, ¥/2)) et que ¥ n’est pas surjective, car Q(i) n’est pas
dans I'image de V.

La théorie de Galois (cf. chapitre XIV) montre que, sous certaines hypothéses
sur l'extension E/K, la réponse a la question X.4.1 est positive.

Cependant, en toute généralité, on a les propriétés suivantes.

Proposition X.4.1. Soient E/K une extension et G = Gal(E/K).

(1) Soient L un corps intermédiaire et s un K-automorphisme de E. Alors

®(s(L)) = s®(L)s™ L.
(ii) Soient H et H' deuz sous-groupes de G et s € G tels que H' = sHs™ .
Alors W(H') = s(V(H)).
Démonstration. (i). Posons L' = s(L),g € Gal(E/L),y € L'. Alors y = s(x),z €
L. Dou :
595~ (y) = sg(x) = s(z) =y,
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i.e. s®(L)s™! C ®(L'). De la méme maniére, s~ '®(L')s C ®(L). Donc
O(L') C s®(L)s™!, d’ot I'égalite.
(ii). Soient € W(H) et t € H. Alors sts~!(s(x)) = s(t(z)) = s(x). Donc
s(x) € U(H') et s(V(H)) C W(H'). D’autre part, soit y € W(H'), i.e.
Vt € H,sts™H(y) = y.

On pose z = s~ 1(y); alors s(t(z)) = y = s(x). Comme s est un isomorphisme,
on en déduit que t(z) =z, dou y € s(V(H)). On a donc W(H') C s(¥(H)), d’on
I’égalité. (]



X1

EXTENSIONS ALGEBRIQUES
EXTENSIONS TRANSCENDANTES

Comme cela a été rappelé dans I'introduction du chapitre IX, I'un des objectifs
de la théorie des corps est la résolution des équations polynomiales. Inversement,
on peut se poser la question suivante : étant donnée une extension L/K, tout
élément de L est-il racine d’'un polyndéme a coefficients dans K 7 Si la réponse
est affirmative, on dit que 'extension L/K est algébrique. C’est par exemple le
cas de l'extension C/R. Par contre, ce n’est pas le cas de 'extension R/Q puisque
Liouville en 1844, Hermite en 1873, Lindemann en 1882 ont, respectivement, mon-
tré que les nombres réels ) 10™™, e, 7, sont irrationnels (i.e. n’appartiennent
pas & Q) et sont transcendants sur Q (i.e. ne peuvent étre racine d’un polynéme
a coefficients dans Q). On dit que Iextension R/Q est transcendante.

D’aprés ce qui précéde, on remarque que l'extension C/Q est une extension
algébrique d’une extension transcendante de Q.

L’objet de ce chapitre est d’introduire et d’étudier les extensions algébriques
ou transcendantes et de montrer que la remarque ci-dessus correspond a une
situation générale.

XI.1. Extensions algébriques

Définition X1.1.1. Soit E/K une extension. Un élément o de F est algébrique
sur K s'il existe P(X) € K[X] tel que P(a) = 0.

Considérons K (), 'extension de K obtenue par adjonction de o & K, et le
morphisme d’anneaux ¢ : K[X] — K(a) défini par p(X) = «. Alors, dire que «
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est algébrique sur K est équivalent a dire que le noyau Ker(p) de ¢ est non nul,
ou encore que les éléments o™ (n € N) sont linéairement dépendants sur K.

Théoreme XIL1.1. Soient E/K une extension et « € E un élément algébrique
sur K.

(i) 1l existe un unique polynome irréductible unitaire M, (X) € K[X] tel que
M, (a) = 0.

(ii) Tout polynome P(X) € K[X] tel que P(a) = 0 est divisible par M, (X).
(iii) Le corps K () est isomorphe a K[X]/(My(X)) et [K(a) : K| est égal au

degré du polynéme M, (X). En posant ce degré égal an, les éléments 1, c, ..., "}
forment une base du K -espace vectoriel K (cv).

Démonstration. On a Im(p) ~ K[X]/Ker(y); puisque 'anneau K|[X] est prin-
cipal, I'idéal Ker(p) est engendré par un polynoéme P(X). Puisque Im(p) est
contenu dans E, c’est un anneau intégre, par conséquent 'idéal (P(X)) est pre-
mier. Il est donc engendré par un polynéme irréductible, qui est unique si on le
suppose unitaire. Soit M, (X) ce polynome. Puisque M, (X) est irréductible et
K[X] est principal, I'idéal Ker(p) est maximal, donc I'm(y) est un corps conte-
nant K et o, Im(p) = K(a). On a

dimp (K[X]/(Ma(X))) = deg(Ma(X))
et I'isomorphisme
K[X]/(Ma(X)) — K(a)
envoie la base 1,X,..., X" " de K[X]/(Ma(X)) sur 1,q,...,a" "L O
Définitions X1.1.2. Avec les notations ci-dessus, le polynome M, (X) est appelé

le polynéme minimal de « sur K. L’entier deg(M, (X)) = [K(a) : K] est
appelé le degré de a sur K.

Exercice XI.1. Soient E//K une extension et un ¢lément o de E. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) « est algébrique sur K.
(ii) Le corps K(«) est isomorphe a KJa].

(ili) Ko est un K-espace vectoriel de dimension finie.
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Exercice XI.2.
1. Soient E/K une extension de degré n et x un élément de E. Montrer que
le degré du polynéme minimal de x sur K divise n.

2. Soient K un corps, E//K une extension et x un élément de E algébrique de
degré impair sur K. Montrer que 22 est algébrique sur K et que K (2%) = K ().

3. Soient K un corps, E/K une extension, « et 3 des éléments de E algébriques
sur K, My (X) et Mg(X) leurs polynémes minimaux respectifs. Montrer que si
les degrés de M, (X) et Mg(X) sont étrangers, alors Mg(X) est irréductible dans
K (o) [X].

Définition X1.1.3. Une extension E/K est algébrique si tout élément de E est
algébrique sur K.

Proposition XL1.1. Une extension finie est algébrique.

Démonstration. Soient E/K une extension finie et o« € FE; puisque
dimg (K(a)) < dimg(E), il existe un entier n tel que 1,a,...,a"
néairement dépendants. Il existe donc des éléments ag,...,a, de K tels que
ap + ... + apa™ = 0. Autrement dit, il existe un polynoéme P(X) € K[X] tel
que P(a) = 0. O

solent li-

Attention. La réciproque est fausse (cf. théoréeme XI.1.3 ci-dessous).

Proposition XL1.2. Soient E/K une extension algébrique. Alors

Card(E) < Card(K[X] x N).

Démonstration. Soit I' = {(P,«a) | P € K[X],a € E et P(a) = 0}. L’application
I' — K[X] définie par (P,a) +— P est telle que l'image réciproque de tout
élément de K [X] est finie, puisque tout polynéme n’a qu'un nombre fini de racines.
Donc Card(I") < Card(K[X] x N). L’application E — I' définie par o — (P, a),
ot P est le polynéme minimal de «, est injective. Donc Card(E) < Card("). O

Remarque X1.1.1. Puisque R et C ont la puissance du continu et que Q est dé-
nombrable (donc aussi Q[X]), on en déduit que R et C ne sont pas des extensions
algébriques de Q (cf. aussi appendice en fin de chapitre).

Proposition XL1.3. Pour qu’une extension E/K soit algébrique, il faut et il suffit
que tout anneau A, tel que K C A C E, soil un corps.
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Démonstration. Soient E/K une extension algébrique et A un anneau tel que
K Cc A C E. Tout élément non nul @ € A étant algébrique, le sous-anneau
de A engendré par K et « est égal au corps K («), donc « est inversible dans A.
Réciproquement, supposons que tout anneau A vérifiant K € A C FE soit un
corps. Pour tout élément o € F on a K C Kl|o] C E, donc K|a] est un corps et
« est inversible dans K[a], i.e. il existe f(x) € K[X] tel que ™! = f(a). On a
donc af(a) —1 =0, i.e. a est algébrique. O

Proposition XL.1.4. Soient E/K une extension et aq,...,o, € E des éléments
algébriques sur K. Alors K(aq,...,ay), le corps obtenu par adjonction a K des
a;, i =1,...,n, est une extension finie (donc algébrique) de K.

Réciproquement, toute extension finie de K est de cette forme.

Démonstration. On fait un raisonnement par récurrence sur n. L’extension

K C K(aq) est finie. Supposons que K (a1, ..., a,_1) soit une extension finie de
K : puisque K(aq,...,ap) = K(aq,...,an-1)(ay), K(ai,...,q,) est une exten-
sion finie de K (aq,...,a,—1), donc de K. La réciproque est évidente. O

Théoreme XI.1.2. Soient E/K et L/E des extensions. L’extension L/K est finie
(resp. algébrique) si et seulement si E/K et L/E sont des extensions finies (resp.
algébriques).

Démonstration. Le cas des extensions finies a déja été vu a la proposition (IX.2.1).
Il est clair que si L/K est une extension algébrique, alors E/K et L/E sont
des extensions algébriques. On suppose que L/E et E/K sont des extensions
algébriques. Soit o € L : il existe des éléments de F, ag,...,ay, tels que
ap + a1+ ...+ a,a™ = 0. Considérons Ey = K (ag, ...,a,); puisque les a; sont
dans E, ils sont algébriques sur K. Par conséquent, d’aprés la proposition (XI.1.4),
Ey/K est une extension finie, donc Ey(«a)/K également, d’ou « est algébrique
sur K. [l

Les extensions algébriques possédent la propriété suivante, fondamentale pour

la théorie de Galois.

Proposition XL1.5. Si E/K est une extension algébrique, tout K-endomorphisme
de E est un K-automorphisme.

Démonstration. Pour tout polynéme P(X) € K[X], on note Rp l'ensemble des
racines de P(X) dans E. L’extension F/K étant algébrique, on a

E = U Rp.

P(X)eK|[X]
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Soit f un K-endomorphisme de F : la restriction de f & Rp est une application
de Rp dans Rp, qui est injective puisque restriction d’un morphisme de corps,
donc surjective puisque le cardinal de Rp est fini. On en déduit que f : £ — F
est surjective. ]

Définition X1.1.4. On appelle nombre algébrique tout nombre complexe al-
gébrique sur Q.

Théoreme XL1.3. L’ensemble A des nombres algébriques est un corps et c’est une
extension algébrique de Q, de degré infini.

Démonstration. Un nombre complexe « appartient a A si et seulement si
[Q(a) : Q] < +00. Soient «v et [ des éléments de A : alors,

— comme Q(—a) = Q(«a), on en déduit que —« appartient a A ;

— comme Q(a + ) € Q(a, B) et [Q(e, B) : Q] = [Q(a, B) : Q()][Q(cv) : Q]
on en déduit que [Q(a + ) : Q] < 400, donc que (a + ) appartient a A.

On démontre de la méme maniére que (af) et a™', si a # 0, appartiennent
a A. Autrement dit, A est stable par somme, produit et inverse, c¢’est donc un
sous-corps de C.

Montrons que le degré de A sur Q ne peut étre fini. En effet, le polynéme
XP~l 4+ XP=2 4 4+ X 4+ 1, ol p est un nombre premier, est irréductible sur Q
(¢f. exemple VIIL.9.1) et toute racine a de ce polynéme appartient & A. Ceci étant
vrai pour p aussi grand que l'on veut, [A : Q] ne peut étre fini. ]

Remarque X1.1.2. T’extension A/Q étant algébrique, d’aprés la proposi-
tion (XI.1.2) A est dénombrable.

On remarque que tout polynéme irréductible unitaire de K[X] est polynome
minimal de ses racines dans une extension F de K (s'il admet des racines dans E).
Une question, importante dans la suite, est de savoir, lorsque ce polynéme admet
des racines dans F, si elles sont simples.

Proposition XL.1.6. Soient K un corps de caractéristique p, E une extension de K
et « € E un élément algébrique sur K. Pour que « soit racine simple de son
polynéme minimal M, (X) sur K, il faut et il suffit que My (X) n’appartienne pas
a K[XP].
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Démonstration. Pour que « soit racine multiple de M, (X), il faut et il suf-
fit que M!(a) = 0, ou M’ désigne le polynome dérivé de M, donc, d’aprés
le théoreme (XI.1.1.(ii)), que M/(z) soit un multiple de M,y (X). Comme
deg(M],(X)) < deg(M,(X)), ceci implique que M/ (X) = 0. Mais M/ (X) =0
est équivalent a M, (X) € K[XP]. En effet, si on écrit M, (X) =3, apX*, alors
ML (X) =, kap X 1 et M/ (X) =0 est équivalent & kay = 0 pour tout k, i.e.
ar = 0 pour tout k& non multiple de p. O

Corollaire XI.1.1. Soient K un corps de caractéristique nulle, E une extension de
K et P(X) € K[X] un polynome irréductible. Toute racine de P(X) appartenant
a E est simple. [l

Exercice X1.3. Etude des extensions de degré deux

1. On étudie d’abord les extensions K de degré 2 de Q, K C R.

a) Montrer que toute extension de degré 2 de Q est de la forme Q(v/d), ot d
est un entier relatif, d # 0, 1, sans facteur carré.

b) Montrer que si d et d’ sont deux tels éléments, avec d # d’, les extensions
Q(v/d)/Q et Q(+/d')/Q ne sont pas Q-isomorphes.

c¢) Soient d un entier relatif, d # 0, 1, sans facteur carré et r € Q. Montrer que

Q(vd) = Q(\/7) si et seulement si r/d est un carré non nul de Q.

2. Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et L/K une extension.

a) Montrer que [L : K] = 2 si et seulement s'il existe A € K\ K2 et § € L
tels que 62 = A et L = K(9).

b) On suppose que [L : K| = 2. Déduire de ce qui précéde que le groupe
Gal(L/K) est isomorphe & Z/27Z, engendré par lapplication o définie par
o(a+bd) =a—bd.

2. Extensions transcendantes

Définition X1.2.1. Soit E/K une extension. Un élément de E qui n’est pas al-
gébrique sur K est dit transcendant sur K. Si I'extension F n’est pas algé-
brique, elle est dite transcendante (sur K).

Remarque X1.2.1. Un élément o € E est transcendant sur K si et seulement si
les éléments a”, n € N, sont linéairement indépendants sur K. Dans ce cas,
dimg K (o) = 400 : il en est donc de méme pour dimg E.
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Proposition XL2.1. Soit K un corps. Le corps des fractions rationnelles K(X) est
une extension transcendante sur K.

Démonstration. Le seul polynome de K[X] annulé par X est le polynéme nul. O

Définition X1.2.2. Soit E/K une extension. Une famille d’éléments («;);er est
dite algébriquement libre sur K si I'idéal des relations algébriques entre les
a; a coefficients dans K (i.e. le noyau du morphisme K[X;lier — K()ier
défini par X; — «y, @ € I) est nul. Si une famille d’éléments de E n’est pas
algébriquement libre sur K, on dit qu’elle est algébriquement liée.

Remarques X1.2.2.

a) La famille (o;);cr est algébriquement libre sur K si et seulement si les
monomes [ [; " sont linéairement indépendants sur K, ou encore, si et seulement
si la relation f(«a;) =0, ou f € K[X;licr, entraine f = 0.

b) On en déduit que, pour qu'une famille («;);e; d’éléments de E soit algé-
briquement libre sur K, il faut et il suffit que toute sous-famille finie soit algébri-
quement libre sur K.

c) Il est clair que si (a;);er est une famille d’éléments de E algébriquement
libre sur K, elle est linéairement libre sur K. La réciproque est fausse, car si
E/K est une extension algébrique, toute famille non vide (y compris une famille
linéairement libre) n’est jamais algébriquement libre, puisque tout élément de
cette famille posséde un polyndéme minimal.

Définitions X1.2.3. Une extension E/K est dite extension transcendante
pure de K ¢'il existe une famille (o;);e; d’éléments de E, algébriquement
libre sur K et telle que E = K (o;);er. Une telle famille est appelée base pure
de F sur K.

Théoreme XL.2.1. Pour qu’une extension E/K soit transcendante pure, de base
pure (ay)ier, il faut et il suffit que E soit isomorphe au corps K(X;)ier des frac-
tions rationnelles sur K.

Démonstration. Si I = (), K est une extension transcendante pure de K. Si I # (),
alors ¢ : K[X;liecr — K|wylier définie par f — f(o;) est un isomorphisme, car
surjective par définition de Klwlier et injective puisque les (oy;)ier sont algé-
briquement libres. La propriété universelle du corps des fractions d’un anneau
intégre (cf. exercice VIII.12) montre que le corps des fractions de K[a;l;er est
E = K(a;)ier, Aot K(o;)ier ~ K(X;)ier. La réciproque est évidente. O
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Proposition XL2.2. Soient E/K une extension, A et B deux parties de E. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) AU B est algébriquement libre sur K et AN B =)

(ii) A (resp. B) est algébriquement libre sur K et B (resp. A) est algébrique-
ment libre sur K(A) (resp. K(B)).

Démonstration. (1) == (ii) : Les propriétés A C AU B et AU B algébriquement
libres sur K impliquent que A est algébriquement libre sur K. Si B est non algé-
briquement libre sur K (A), alors il existe une famille finie (57);=1, .., d’éléments
de B algébriquement liée sur K (A) (cf. remarque (X1.2.2.b)). D’on, il existe un po-
lynéme non nul f € K(A)[Xy,...,X,] tel que f(B1,...,0,) = 0. En conséquence,
(par exemple en multipliant f par le produit des dénominateurs des coefficients
de f), il existe g € K[A][X1,...,X,] tel que g(f,...,B,) = 0. Mais g s’exprime
en fonction d’un nombre fini d’éléments «yq, ..., q,, de A; d’ott g # 0 appartient
a Klag,...,am, X1,..., Xp] et glaq, ..., am, B1,...,0,) =0, ce qui est contraire
a I’hypothése.

(i) = (i) : Si B est algébriquement libre sur K(A), alors BN K(A) = 0,
dout BN A = . Soient aq,...,am,€ A, (1,....0, € B et f €
K(X1,.. ., X, Xt 1y - - s Xonan] tels que f(ag, ... am, B1,...,0,) = 0. Alors
le polynéme ¢ défini par ¢g(Y1,...,Yn) = f(ai,. . am, Ymt1s-o oy Ymgn) €
K[A][Y1,...,Y,] est tel que g(fB1, ..., 0B,) = 0. Puisque B est algébriquement libre
sur K(A), ona g =0, i.e. tous ses coefficients sont nuls. Ces coefficients sont de la

forme g;(aq,...,qm), ou g; € K[Xq,...,X;,]. Les éléments aq, ..., a,, sont algé-
briquement libres, donc tous les g; sont nuls. D’ott f =0et ay,...,Qm,01,.--,0n
sont algébriquement libres. O

Comllaire XL2.1. Soient E/K une extension, B C E une partie algébriquement
libre sur K, x € E un élément transcendant sur K(B). Alors B U {x} est une
partie algébriqguement libre sur K. O

Proposition X1.2.3. Soient E/K une extension et L C E. Pour que L soit algé-
briguement libre sur K, il faut et il suffit que tout x € L soit transcendant sur

K(L\ {z}).

Démonstration. La condition est nécessaire d’aprés la proposition (XI1.2.2),
(prendre A = L\ {z}, B = {x}). Supposons que pour tout x € L, x est transcen-
dant sur K (L \ {z}) et que L est algébriquement liée sur K. Alors, il existe une
partie finie A C L algébriquement liée sur K. Soit B une partie de A algébrique-
ment libre maximale et soit C = A\ B. Par hypothese C' # () et tout x € C est
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algébrique sur K (B). Par conséquent, x est algébrique sur K (L \ {z}), ce qui est
contraire & I’hypothése. O

Définition X1.2.4. Soit E/K une extension. On appelle base de transcen-
dance de E sur K un élément maximal de I’ensemble, ordonné par inclusion,
des parties de E algébriquement libres sur K.

Remarque X1.2.3. D’apres le lemme de Zorn (cf. 'appendice en fin de cet ouvrage),
un tel élément maximal existe.

Proposition X1.2.4. Soit E/K wune extension. Une partie B de E est une base de
transcendance de E sur K si et seulement si B est algébriquement libre sur K et
E est algébrique sur K(B).

Démonstration. Supposons que B soit algébriquement libre sur K et que E soit al-
gébrique sur K (B) : alors B est algébriquement libre maximale. En effet, tout élé-
ment x € F, x ¢ B, est algébrique sur K (B). Donc d’aprés la proposition (XI.2.3),
L = BU{z} ne peut étre algébriquement libre sur K.

Réciproquement, soit B C F une partie algébriquement libre maximale. Alors
tout élément x ¢ B, x € F, ne peut étre transcendant sur K (B), sinon B U {z}
serait algébriquement libre sur K d’aprés le corollaire (XI.2.1). O

On en déduit le résultat suivant :

Théoreme X1.2.2. Toute extension E/K est une extension algébrique d’une exten-
sion transcendante pure de K (cf. remarque XI1.2.5 ci-dessous). U

Attention. Une base pure d’une extension transcendante pure de K est une
base de transcendance. Mais une extension transcendante E de K n’est pas né-
cessairement une extension transcendante pure, méme si tous les éléments de E\ K
sont transcendants sur K, (cf. exercice XI.4 ci-dessous).

Exercice XI1.4. () Soient u un nombre réel transcendant sur Q, K = Q(u), o une
racine de X2 + u? + 1 dans C et E = K(a).

a) Montrer que le polynome X2 + u? + 1 est irréductible dans K[X].

b) Montrer que tout élément de E \ Q est transcendant sur Q.

¢) Montrer que E n’est pas une extension transcendante pure de Q. (Indica-
tion : d’aprés la proposition (XI1.2.4), Q(u)/Q est une extension transcendante
pure et utiliser la derniére remarque de (XI.2.5).)
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Nous allons maintenant montrer, suivant un scénario analogue a celui utilisé
dans le cadre des espaces vectoriels, que toutes les bases de transcendance d’une
extension ont le méme cardinal.

Proposition X1.2.5 (théoreme d’échange). Soient E /K une extension, A une partie
de E telle que E soit algébrique sur K(A) et B une partie de E algébriquement
libre sur K. Alors, il existe une partie C de A telle que B U C soilt une base de
transcendance de E sur K et que BNC = ().

Démonstration. Si E est algébrique sur K (A), alors E est algébrique sur K(AUB).
Or B est contenu dans AU B et B est algébriquement libre sur K ; on en déduit
qu’il existe dans A U B une partie algébriquement libre maximale contenant B. [

Théoreme X1.2.3. Si une extension E/K a une base de transcendance sur K qui
est finie, toutes les bases de transcendance de E sur K ont méme cardinal.

Démonstration. Soit B une base de transcendance de E sur K, avec card(B) = n.

Sin =0, alors E est algébrique sur K et toutes les bases de transcendance de
E sur K sont vides.

Si n # 0, supposons le résultat vrai pour les extensions dont une base est de
cardinal inférieur ou égal & n — 1. Soit B’ une autre base de transcendance de
E sur K. Supposons que B’ ne soit pas contenue dans B (sinon B’ = B) et soit
x € B, x ¢ B. D’apres le théoréme d’échange (XI.2.5), il existe C' C B telle que
C' U {x} soit une base de transcendance de E sur K et x ¢ C. Puisque B est
algébriquement libre maximale, on a C' # B, i.e. Card(C) < n — 1. On considére
K' = K(x) et C' = B'\ {z}. Alors C et C’ sont algébriquement libres sur K’
(d’apres la proposition XI.2.2) et, comme K'(C") = K(B’), E est algébrique sur
K'(C) et K'(C"). Autrement dit, C' et C’ sont deux bases de transcendance de F
sur K'. Comme Card(C) < n —1, il en est de méme pour C’, par hypothése de
récurrence. Donc B’ a au plus n éléments. On a donc montré que Card(B) = n
implique Card(B’) < n. Cela donne le résultat, car si Card(B’) < n, le méme
raisonnement appliqué dans l'autre sens donne Card(B) < n. O

Remarque X1.2.4. Ce résultat est encore vrai pour les bases infinies, mais la dé-
monstration dans ce cas est beaucoup plus compliquée.

Définition X1.2.5. Soit E/K une extension ayant une base de transcendance sur
K qui est finie. On appelle degré de transcendance de F sur K le cardinal
d’une base de transcendance de E sur K.
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Remarques X1.2.5. 11 résulte de ce qui précéde que si E/K est une extension de
degré de transcendance n, alors :

a) Tout systéme de générateurs a au moins n éléments. S’il en existe un ayant
n éléments, c’est une base pure (et E est donc une extension pure de K).

b) Toute partie de E algébriquement libre sur K a au plus n éléments. S’il en

existe une ayant n éléments, c’est une base de transcendance de E sur K.

Le théoréeme (XI.2.3) et la remarque qui le suit montrent que l’extension trans-
cendante pure évoquée dans le théoréme (XI.2.2) est unique, a isomorphisme prés.

Attention. La notion d’extension transcendante pure n’est pas stable par sous-
extension (cf. TR.XI.B).

X1.3. Appendice

Théoreme. Le nombre m est irrationnel et transcendant sur Q.

Démonstration (cf. [27]). On remarquera que si f : Z — Z est une fonction
telle que

limp—4o00f(n) =0,
alors il existe N tel que pour tout n > N, f(n) = 0.

Montrons que 7 est irrationnel.

On considére

1
I, = / (1 — 2)"cos(ax)dz.
-1

Une intégration par parties donne, pour n > 2
oI, = 2n(2n — DI,_; —4n(n — 1)I,_s,
d’ou, par récurrence,
o?" 1, = nl[P(a)sina + Q(a)cosal

ot P,Q € Z[z], avec d°P < 2n + 1 et d°Q) < 2n + 1. Supposons que 7 = § avec
(a,b) =1, a,b € Z. On pose o = 5. Alors
2n+1I
=1 "¢z
n!

Ona J, = “22—,“ f_ll(l — z?)"(cosFx)dx.
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Pour —1 < z < 1, la fonction (1 — 2?)"cos(5x) est strictement positive, donc
Jp, > 0 pour tout n.
. 2n+1 1 N .
Mais | J,, |< |a|n! [ cos(Fa)dr < C¥——. D’out limy—4o0J, = 0. Donc,
il existe N tel que pour tout n > N, J, = 0. Contradiction.

|a|2n+1

Montrons que 7 est transcendant sur Q.

Supposons que 7 soit algébrique sur Q. Comme i (i = —1) est algébrique,

im est algébrique. Donc il existe un polynéme Pj(X) € Q[X] ayant pour racines
aq =T, o, . .., 0. Mais, €™ +1 =0, donc

(e +1)(e* +1)...(e" +1) =0. (XIL1)

On va construire un polynéme appartenant a Z[X| dont les racines seront
toutes les sommes «;, + ...+ ;, qui apparaissent comme puissances de e dans le
développement de 'expression (X1.1).

Considérons tous les éléments as + oy, 1 < s < n, 1 <t < n. Les poly-
nomes symétriques élémentaires en les ag + oy sont des polyndomes symétriques
en les aq,...,ay. Ils s’expriment donc en fonction des polynémes symétriques
élémentaires en les aq, ..., ay, (¢f. VIIL.11). Ces polynémes oy sont racines d’un
polynéme P5(X) € Q[X]. De la méme facon, les a;, + ...+ a;, sont racines d’'un
polynéme Py (X) € Q[X].

On considére le polyndéme

PX)P(X) ... P,(X) € Q[X]

dont les racines sont les exposants des puissances de e dans ’expression développée
de (X7.1). En multipliant par un entier, on obtient un polynéome de Z[X], et
en divisant par une puissance de X convenable, on obtient un polynéme Q(X)
dont les racines sont les exposants non nuls (1, ..., 5, qui apparaissent dans le
développement de (XI.1),

eﬁlJreﬁQ+...+€BT+€O+...+€OZGB1+...+€BT+]€:0,
avec k > 0. Supposons que
QIX)=cX "+ X"+ .. +¢n.
Alors ¢, # 0 puisque Q(0) # 0. On pose

e 1Q(x)?

avec s = rp — 1, p premier
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et on considére
F(z) = fz)+ f'(2) + ...+ [P D(2)
(on a fE+PH) (1) = 0). Alors
d
ople @) = e "(F'(z) — F(x)) = —e " f(x),
d’ou

e F (@)~ F(0) = - | "V (y)dy.

0
On fait le changement de variable y = tx et on trouve

F(z) — e*F(0) = —z /0 1 eU=D% £ (tx)dt.

On fait prendre & z les valeurs f1,..., 3, et on fait la somme. Puisque
661+...+€ﬂr+k‘:0,

on trouve
r

Z F(Bj)+ kF(0) = — i B; /1 =085 £ (13;)dt. (X1.2)
j=1 j=1 0

On va montrer que le premier membre est un entier non nul pour p assez
grand.

Puisque Q(#;) = 0, on a 22:1 f(‘J)(Bj) = 0, pour 0 < g < p. Pour q > p,
fla (B;) a un facteur p. Pour tout g, Z;Zl f (q)(ﬁj) est un polynéme symétrique
en les (3; de degré inférieur a s. C’est donc un polynéme de degré inférieur & s en
les . Le facteur ¢ fait que ces expressions sont dans Z. D’ot, si ¢ > p,

T

> 1 9(B;) = pkg € Z.

j=1

On regarde maintenant F'(0). On a :

0 q<p—2
fO0)=8cd g=p—1
lqp q=p

avec l; € Z. Donc le premier membre de (XI.2) est du type Kp + kc*d, K € Z.
Comme k # 0,¢ # 0,¢, # 0, si on considére p > sup(k,| ¢ |,| ¢ |), le premier
membre de (XI.2) est un entier non divisible par p, donc non nul.
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On examine maintenant le second membre de (XI.2) :

| e I°[ B; P71 m(5)P

FEsl < 0Ty oumli) = suposesa | Q) |-
D’ou
T 1 r .
_ [ a-08; 443, | Bj [P e |* m(5)PB
S e sl < S LAEEL
avec

1
B = sup; / e(lt)ﬁjdt’ .
0
Donc cette expression tend vers 0 quand p tend vers +oo. Comme c’est une
fonction de p, a valeurs dans Z, elle devrait étre nulle pour p assez grand. Or le
premier membre est non nul pour p assez grand. Contradiction. ([l




THEMES DE REFLEXION

@ TR.XI.A. Constructions a la régle et au compas

Nous allons voir dans ce TR que, malgré le caractére trés élémentaire des
notions algébriques introduites dans les chapitres qui précédent, ces notions per-
mettent de résoudre des problémes géométriques — quadrature du cercle, trisec-
tion de ’angle, duplication du cube — qui étaient restés sans réponse pendant des
siécles. Ceci est un exemple de la puissance des méthodes algébriques en géomé-
trie. Nous compléterons cette étude au chapitre XVII en montrant comment la
théorie de Galois permet de déterminer les polygones qui sont constructibles & la
régle et au compas.

Nous allons tout d’abord donner un formalisme algébrique qui permet de dé-
crire les constructions géométriques a la régle et au compas.

Soit Py un ensemble de points du plan euclidien R?. On considére deux types
de constructions géométriques :

(o) Tracer une droite passant par deux points de Py.

(B) Tracer un cercle de centre un point de Py et de rayon égal a la distance
entre deux points de Py.

Tout point de R? obtenu comme intersection de deux droites ou cercles distincts
au moyen des opérations («) ou () est dit constructible en une étape.

Un point M de R? est dit constructible & partir de Py s'il existe une suite
finie de points My, Mo, ..., M, = M de R?, tels que M;,1, 1 <i < n— 1, soit un
point constructible en une étape a partir de Py U {Mq, ..., M;}.

On suppose R? rapporté a un systéme de coordonnées et on repére un point par
ses coordonnées (z,y). On note K le sous-corps de R engendré par les coordonnées
des points de Py = {P;(xi,¥:) bier,» Ko = Q(xi, ¥i)icr, -

Soit M,, un point constructible de R?, par une suite M, ..., M;,..., M, : en
notant (x;,y;), 1 < i < n, les coordonnées du point M;, on définit par récurrence
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le sous-corps K; de R par K; = K;_1(z;,y;). On obtient donc une suite d’exten-
sions
KycKiyCc..CK,Cc...CcK,CR.

1. Avec les notations ci-dessus, montrer que
[Ki—l(afi) : Ki—l] =1ou?2

[Kifl(yi) : Kifl] =1 ou 2.

(En écrivant les équations des droites ou cercles dont le point M; est intersection,
on montrera que les polyndémes minimaux de z; et y; sont de degré 1 ou 2.)

2. Soit M = (x,y) un point de R? constructible a partir de Py. Montrer que les
extensions K(z)/Ky et Ko(y)/Ko ont un degré qui est une puissance de 2.

Duplication du cube

Le probléme est : « Peut-on construire a la régle et au compas I’aréte
d’un cube dont le volume soit le double de celui d’un cube donné? ».

On peut supposer que le cube donné est le cube unité et on pose

Py = {(070)7 (170)}'

3. Montrer que le probléme posé revient a construire un segment de longueur a,
avec a racine du polynéme X° — 2.

4. En déduire que la duplication du cube est impossible.

Trisection de ’angle
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Le probléme est : « Peut-on construire a la régle et au compas deux
droites qui divisent un angle donné quelconque 0 en trois angles
égaux ? ».

On considére le cas 6§ = %. Le probléme posé revient alors a construire o € [0, 1]
tel que o = cosg, donc aussi 3 = 2a.

5. Montrer que le polynéme minimal de 3 est X —3X —3. (On utilisera la formule
cos(3a) = 4cos3(a) — 3cos(a).)

6. En déduire que la trisection de ’angle est impossible.
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Quadrature du cercle

Le probléme est : « Peut-on construire a la régle et au compas un carré
ayant méme aire qu’un disque donné? ».

Supposons que le disque donné soit le disque unité, d’aire 7. Le probléme
posé revient donc a construire le point de coordonnées (0,+/7m) a partir de

Py = {(070)7 (170)}'

7. Montrer que si la construction du point (0,+/7) était possible, [Q(7) : Q] serait
fini.

8. Déduire de ce résultat et de la transcendance de w que la quadrature du cercle
est impossible.

& TR.XI.B. Théoréme de Luroth

Les résultats concernant les extensions transcendantes établis dans ce chapitre
conduisent a la question suivante :

Soit E/K une extension transcendante pure : toute sous-extension de E/K
est-elle une extension transcendante pure de K 7

Nous allons voir ci-dessous que c’est bien le cas lorsque l'extension E/K est
de degré de transcendance égal a 1.

Un théoréme, di & Castelnuovo, dont la démonstration dépasse largement le
niveau de ce livre, affirme que c’est encore vrai pour les extensions transcendantes
pures de C dont le degré de transcendance est égal & 2. Il existe des contre-
exemples pour les extensions de C de degré de transcendance égal a 3.

Soient k un corps, K = k(X), f(X) # 0 et g(X) # 0 des éléments distincts
premiers entre eux de k[X] et o = %. Soit 7' une indéterminée : on peut

exprimer X comme racine du polynéme h(7T) = ag(T) — f(T).

—

1. Montrer que le polynéme h(T') est non nul.
2. En déduire que K est algébrique sur k(a) et que « est transcendant sur k.

3. Montrer que le polynéme h(T) est irréductible dans k(c)[T]. (Faire un raison-
nement par I'absurde.)

4. Montrer que [K : k(a)] = sup(deg(f),deg(g)).
Ce qui précede est une application explicite du théoréme (XI1.2.2), dans le cas
de lextension k(X)/k.
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5. Déduire de ce qui précéde que tout k-automorphisme de k(X) est de la forme
f(X) — f(aX 4+ beX +d), avec a,b,c,d € k et ad — bc # 0.
La suite de ce TR est consacrée a la démonstration du théoréme de Liiroth :
Soient k un corps, K = k(X), L un sous-corps de K contenant stric-
tement k. Il existe y € L transcendant sur k tel que L = k(y).

6. Montrer que X (donc k(X)) est algébrique sur L. En déduire que I'extension
L/k n’est pas de degré fini.

On note F(T) = T" + a1 (X)T" ' + ... + a,(X) le polynéme minimal de X
sur L.

7. Montrer qu’on peut écrire les coefficients a;(X) (qui sont des fractions ration-
nelles que l'on suppose irréductibles) sous la forme b;(X)/bo(X), avec by(X) de
degré minimal. (bg(X) est le ppem des dénominateurs des a;(X)).

On considére alors le polynome G(X, T) = bo(X)T™ +by (X)T" 4. . . +bp(X)
et on note n’ le degré de G par rapport a la variable X.

8. Montrer que :
— Pour tout i, b;(X)/bo(X) appartient a L.
— Les b;(X) sont premiers entre eux dans leur ensemble.
— Il existe i # 0 tel que b;(X)/bo(X) n’appartienne pas a k.
On note y un élément b;(X)/bo(X) ¢ k et on pose

H(X,T) = bo(X)bi(T') — bi(X)bo(T).

9. Montrer qu’il existe f(X,T) € k[X,T] tel que H(X,T) = f(X,T)G(X,T).

10. Montrer que le polynéme f(X,T) est constant et en déduire que n' = n.
(Utiliser 'antisymétrie en X et T' de H(X,T) et raisonner sur les degrés.)

11. Montrer que [K : k(y)] < n et en déduire que L = k(y).
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TP.XI. Nombres algébriques et polynéme minimal

On se propose de manipuler, avec MAPLE, les nombres algébriques (c’est-
a~dire les nombres complexes définis comme zéros a de polynémes P de Q[z],
ou, de fagon équivalente, de Z[x]). On travaille donc dans des corps de nombres
Q(a) ~ Q|z]/(P) (on suppose P irréductible). On va voir comment définir en
MAPLE de telles extensions et calculer dans Q(a).

L’un des problémes est de trouver le polynéme minimal de b € Q(a). L'ingré-
dient essentiel est le résultant, qui permet de calculer la norme d’un polynéme de
Q(a)[z] (voir plus loin). En effet, la norme de x —b est liée au « polynéme caracté-
ristique » de b, donc au polynéme minimal. Nous étudierons en détail le résultant
puis la norme, qui est cruciale également dans 'algorithme de factorisation d’un
polyndme sur un corps de nombres. Ainsi MAPLE est-il capable de factoriser un
polynéme @ de Q[z] sur Q(a). Bien entendu, on utilise la factorisation sur Q
(algorithme décrit au TP.IX.A). Nous donnons pour finir quelques applications.

Familiarisation

1. Manipulons.

— Tester les commandes irreduc(P) et solve(P) sur différents polynoémes
P € Z[z] de bas degré. Par quel type de formules MAPLE exprime-t-il
les racines 7 Pourquoi n’obtient-on pas de telles formules dans tous les
cas? (Vous en saurez plus au chapitre XVI.) MAPLE renvoie alors un
« RootOf » (tester 2° — x + 1 par exemple).
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Quel est l'intérét de la commande alias?

Que fait evala? Que fait allvalues?

> P:=x"5-x+1: irreduc(P); solve(P);

> a:=Root0f(P,x); a~10; evala(a~10);

> alias(b=Root0f(P,x)): b~10; evala(b~10);
> rac:=allvalues(a);

Tester la commande factor (P) sur différents polyndémes ; enfin, reprendre
I'exemple de la question précédente :

factor(P);

factor(P, real);

factor(P, complex);
racl:=map(evalf, [rac]);

map (r->convert (r,polar) ,racl);

vV V. V V V

Quel type d’algorithme MAPLE utilise-t-il pour factoriser dans les réels
et les complexes? Essayer de comprendre comment les racines stockées
dans rac sont ordonnées, en consultant au besoin ’aide de la commande
Root0f,indexed.

Calculer a la main les expressions suivantes :

> sum(x,x=Root0f (P,x)), sum(x~5,x=Root0f(P,x)),
sum(1/x,x=Root0f (P,x));

(Utiliser les relations entre coefficients et racines, cf. chapitre VIII, para-
graphe 11.)

Les degrés 3 et 4 :

>alias(a=Root0f (x~3+x-1)): allvalues(a);

>a:=’a’: alias(a=Root0f (x~3+x-1)): allvalues(a);

>alias (b=Root0f (x~3+x-1)): allvalues(b);
>P:=sort(x~3+add(c[i]*x~1i,i=0..2),x);allvalues(Root0f (P,x));
>P:=sort(x~4+add(c[i]*x~1i,1i=0..3),x);allvalues(Root0f(P,x));

2. Soit a une racine du polynéme P(x) = 2% + 22 + 4 et soit R(x) = 2% + 20 + 1.
Définir P, R et a sous MAPLE; que donne evala(subs(x=a,R));? Vérifier

qu’il

s’agit de la valeur en a du reste de la division euclidienne de R par P,

conformément a l'isomorphisme Q[a] ~ Q[z]|/(P) qui fait correspondre & R(a)
la classe de R(z) dans le quotient Q[x]/(P). On utilisera la commande MAPLE

rem.
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Comme Q[a] ~ Q[z]/(P) est un corps, a~! s’exprime également comme un po-
lynéme en a (de degré au plus 4). Tester evala(subs(x=a,R)) ; et vérifier que
le polynéme obtenu est 'inverse de x modulo P (plus exactement 'inverse de
la classe de = dans Q[z]/(P)). MAPLE a donc appliqué 'algorithme d’Euclide
(semi-)étendu (commande gecdex) pour calculer le coefficient souhaité d'une
relation de Bezout zu(x) + P(z)v(z) = 1. Tout élément non nul de Q[a] est
inversible : le polynome (en a) correspondant est premier avec P, donc on peut
écrire I'identité de Bezout. Calculer R(a)™!.

Remarque. L’idée de I'algorithme euclidien est que si a = bg + r (ou b # 0) alors
ou bien r = 0 auquel cas le pged est b, ou bien pged(a,b) = pged(b, ) & une unité
prés. En effet, si d divise a et b, alors il divise 7 = a — bq (et b) ; réciproquement,
s’il divise b et r, il divise a = bg+r (et b). Ainsi le pged est le dernier reste non nul.
Finalement, l'algorithme d’Euclide est le suivant : a partir de ag = a et by = b,
on effectue les divisions euclidiennes a,, = b,,q,, + r,, puis 'on définit a,4+1 = b, et
bpi1 = 1, tant que r, # 0.

Pour l'algorithme étendu, on cherche & construire deux suites u,, et v, telles
que r, = auy, + bv, pour tout n, jusqu’au dernier reste non nul ott ’on obtient les
coefficients de Bezout. On utilise le fait que a,, = r,_o et b, = r,_1 : on effectue
alors la division euclidienne r,_o = r,_1¢, + 7, et 'on définit w,, = w,_9 —Un_1Gn
et v, = vp_9 — Up_1q,. Pour initialiser, on part de r_9 = a = a.1 + b.0 et
r_1=b=a.0+0b.1.

La problématique qui nous concerne maintenant est la suivante : soit a une
racine (dans C) d’un polynéme irréductible P de Q[z]. Cela définit une extension
L = Q(a) de Q. Le polynéme minimal de a est P, & une constante prés, et la
structure algébrique de Q(a) est définie par I'isomorphisme Q(a) ~ Q[z]/(P). En
particulier, cela ne dépend pas de la racine complexe choisie ; en notation MAPLE,
a:=Root0f (P,x) n’en dit pas plus : on travaille dans Q[z]/(P).

Un autre élément b de Q(a) s’exprime comme un polynéme b = R(a) en a. Il
s’agit de calculer son polyndéme minimal sur Q, en fonction de R et P. L’ingrédient
essentiel est le résultant.

La théorie du résultant

Soit A un anneau intégre. Pour tout entier n, on note A[x], le A-module des
polynémes de degré strictement plus petit que n. C’est donc un A-module libre
de rang n.
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Sif=>Y",ax'et g=> " bz’ sont deux éléments de A[z], on peut définir
le résultant Res(f,g) comme le déterminant de la matrice de Sylvester

[07%%) e aj] agp
Am e ai ap
Am e al ag
by e b1 bo
by ... b1 bo

ou les n premiéres lignes correspondent a f et les m suivantes a g : ¢’est donc une
matrice de M,,,(Q). On l'obtient en MAPLE comme suit (pour des polynomes
« généraux ») :

>sylvester:=proc(m,n) local f,g;
f:=add(ali]l*x~1,i=0..m); g:=add(b[i]l*x~1,i=0..m);
return(LinearAlgebra[SylvesterMatrix] (f,g,x));

end;

La matrice de Sylvester est, & la transposée prés (ce qui ne change pas le
déterminant), la matrice de l'application linéaire ¢f, : (u,v) — uf + vg de
Alz], x Alz],, dans A[zx],,+n, par rapport aux bases

((z"71,0),... (1,0), (0,2™7), ..., (0,1)) et (a™F"71 ... 1),

Utilisant la relation det(S)Id = ST, ou T est la transposée de la comatrice
de S, appliquée a la matrice de Sylvester S, puis en multipliant par le vecteur
correspondant a 1 € A[x],,4p, on voit que Res(f,g) appartient a I'image de ¢y .
Cela démontre :

Proposition 1. Si f et g sont deux polyndémes non constants, il existe u et v dans
Alx] avec deg(u) < deg(g) et deg(v) < deg(f) tels que uf + vg = Res(f,g).

On en déduit :

Proposition 2. Si A est un anneau principal et si f et g sont deux polynémes non
constants de Alzx], alors f et g ont un facteur commun non constant dans Alz] si
seulement si Res(f,g) = 0.
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En effet, on commence par montrer que f et g ont un facteur commun non
constant si et seulement s'il existe u et v dans A[z], avec deg(u) < deg(g) et
deg(v) < deg(f), tels que uf +vg = 0. Dans ce cas, ¢4 n’est pas injective, donc
son déterminant est nul; la réciproque résulte de la proposition précédente.

Le résultant vérifie les propriétés suivantes, qui le caractérisent :

(a) Res(g, f) = (=1)""Res(f,g).

(b) Si f et g sont non constants et r est le reste de la division euclidienne de f
par g, alors Res(f,g) = (fl)m”b,deeg(r)Res(g,r).

(c) Sig="be Aalors Res(f,g) =b™ (en particulier, Res(0,b) = 0, Res(a,b) =1
sia,be A\{0}).

On a également, notant f = a,, [[]~,(x — ;) et g = by [ [} (z — s;) (dans un
corps de décomposition contenant les racines r; et s;) :

Res(f,g) = apby' | [ (ri — s;)- (2)
ivj

C’est d’ailleurs ainsi que le résultant a été défini au TR.VIIIL.C.

Nous allons vérifier formellement, pour des petits degrés, les propriétés (a),
(b) et (c), écrire un algorithme de calcul du déterminant basé sur ces propriétés
(c’est ainsi qu’il est implémenté dans MAPLE, car cette méthode est bien meilleure
que le calcul d'un déterminant). Enfin, nous expliquerons comment démontrer la
formule (2) en travaillant dans le corps des séries formelles K (5, ;) (ou K désigne
le corps des fractions de A), ce qui se préte encore a des vérifications a l'aide du
systéme de calcul formel.

= Quelques remarques concernant la simplification des expressions sous
MAPLE : La fonction normal permet de comparer deux expressions symboliques
en les indéterminées x1,...,x, via la « représentation normale des expressions
rationnelles ». Lorsque f € Q(x1,...,2,), la commande normal (f) renvoie un
quotient de deux polynémes premiers entre eux (on divise par le pged dans I'an-
neau factoriel Q[z1, ..., z,]) et trie les mondmes selon un ordre spécifique. L’ordre
de MAPLE est un peu surprenant au premier abord; on peut demander I'ordre
du degré lexicographique en appliquant par la suite la commande ord. Le degré
total en les z; s’obtient par degree(P,{seq(x[i],i=1..n)}).
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3. Tester sylvester(3,4) et LinearAlgebra[SylvesterMatrix] (f,g,x) avec

f = 222 + 3z +1 et g = 72> + o + 3. Puis écrire une procédure
resultantl:=proc(f,g) calculant Res(f,g) comme un déterminant (pour
deux polynémes non tous les deux de degré 0, sans quoi la matrice de Sylves-
ter « dégénére »). On utilisera la commande LinearAlgebra[Determinant].
Tester sur 'exemple précédent et comparer avec le résultat de la commande
resultant de MAPLE.

Ecrire ensuite des procédures de test destinées a vérifier les propriétés (a), (b)
et (c). Par exemple :

>test2:=proc(m,n)
f:=add(ali]l*x~i,i=0..m); g:=add(b[i]l*x~i,i=0..m);
r:=rem(f,g,x);
return(evalb(-1) " (m*n)*b [n] ~ (m-degree(r,x) ) *
normal (resultant (g,r,x)/resultant (f,g,x))=1);
end:

Les démontrer au papier-crayon (commencer par remplacer [ par
f—=bp/amz™ g, effectuer des opérations sur les lignes de la matrice de
Sylvester et utiliser les propriétés du déterminant).

Remarque. On a un peu triché : il faudrait utiliser la procédure resultant1. Or
MAPLE ne parvient pas & écrire la matrice de Sylvester lorsque les coefficients
des polynomes sont dans Q(a;,b;). Il y parvient uniquement pour Qla;, b;].
Pour bien faire, il faudrait donc réécrire une procédure SylvesterMatrix.

Par contre, on utilisera resultantl pour les tests relatifs a (a) et (c¢) ou ce
probléme ne se pose pas.

Enfin, écrire une procédure resultant2 calculant le résultant & partir de ces
trois formules. Noter la ressemblance avec ’algorithme d’Euclide. Tester sur
les exemples habituels. Prendre également f = ay —let g =2+ y?> —4:le
résultant appartient a A = Z[y|.

. Ecrivons f = ap, [[, (t—2;) et g = b, [[i, (t — ;) : les racines sont donc des

paramétres formels, autrement dit, on travaille dans I'anneau Z[z;, y;, G, by]
qui contient le résultant. Vérifier pour m = 3 et n = 4 que Res(f,g) est un
polynéme homogeéne de degré m + n (les différents mondmes s’obtiennent en
appliquant op). Il s’agit de remplacer les a; et b; par leur expression en fonction
des z; et y;. La procédure ci-dessous y pourvoit :

>remplace:=proc(n,a,x) local P,t,i;
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if n=1 then return({al[1]=x[1]1});
else P:=collect(expand(a[n]*mu(t+x[i],i=1..n)),t);
return({seq(alil=coeff(P,t,i),i=0..n-1)1});
fi,;
end:

La commande subs(remplace(m,a,x) union remplace(n,b,y),R) exprime
alors le résultant R comme un élément de Z[x;,y;]. Le tester pour m = 3 et
n = 4. Vérifier qu’il s’agit d’un polynome homogéne de degré mn. Le démontrer
pour tout m et n & l'aide de la formule

det M = Z e(0)Mo(1),1 -+ Mo(d),ds

€Sy

sachant que les fonctions symétriques élémentaires s; (donc les a;) sont homo-
génes de degré n — i en les x;.

D’autre part, si I'on remplace x; par y;, on obtient un résultant nul. Ainsi
Res(f,g) est divisible par ; — y; dans Q(Z;, y;, am, by)[x;] (out z; signifie que
I'on omet x;), donc dans Z[x;, yj, am, by] car x; — y; est unitaire. Les x; — y;
étant premiers entre eux, Res(f,g) est divisible par Hw(% — y;). Le vérifier
sur l'exemple. Quel facteur reste-t-il? Démontrer finalement la formule (2)
(examiner la contribution de la diagonale, i.e. o = Id). Noter que 'on utilise
le fait que I’évaluation est un morphisme d’anneaux qui « commute » avec le
déterminant : on peut remplacer les x; par les r;.

Calcul du polynéme minimal

Soient L = Q(a) 'extension de Q définie par la racine a d’un polynoéme irré-
ductible P € Z[x] et b = R(a) € L, ot R € Q[z]. On désire calculer le polynéme
minimal de b sur Q.

Pour cela, soit my la multiplication par b, vue comme endomophisme du
Q-espace vectoriel L. Le déterminant Py 1, /q(x) = det(x1d; —my) est par défi-
nition le polynome caractéristique de b par rapport a l'extension L/Q. De plus,
on verra (cf. chapitre XIII) :

Proposition 3. Soient L/K une extension finie de degré n, b un élément de L, 1
le polynome minimal de b sur K et r = [L : K(b)]. Le polynome caractéristique
de b par rapport o lextension L/K est alors Py rx = wy-

5. Soit P = 2% + 23+ 22+ 2+ 1, a une racine de P et b € Q(a). On va voir que la
commande evala(Norm(x-b)); de MAPLE calcule le polynéme caractéristique
de b par rapport a extension Q(a)/Q.

295



ALGEBRE T1

296

— On prend b = a; vérifier que la commande evala(Norm(x-b)) donne le
polynéme minimal. Ecrire la matrice A de m, dans la base (1,a,...,a®)
(commencer par définir ma:=(i,j)->...; puis A:=Matrix(4,ma) ;). Cal-
culer enfin le polynéme caractéristique de a par rapport a l'extension
Q(a)/Q al'aide de la commande
LinearAlgebra[CharacteristicPolynomial] (A,x);

et comparer.

— On prend b = a + a~!. Refaire les mémes calculs et déterminer /.

Nous allons maintenant expliquer le nom de la commande MAPLE. Si
a1 = a,...,a;, sont les m racines complexes distinctes du polynéme irréductible
P de degré m et si A est un polynome donné de Q(a)[z], la norme Ngq)/q(A)

est par définition :
n

No/o(4) = [Joi(4)
i=1
ou 0g; : Q(a) — C est définie par o;(a) = a; et o; opére sur A en agissant sur
chaque coefficient. Notant M = Q(aq,...,an) le corps de décomposition de P,
d’apres la théorie de Galois, on a MEM/Q) — Q (cela a été annoncé au chapitre X
et sera démontré rigoureusement au chapitre XIV). On voit donc que Ng(q)/q(4)
appartient a Q[z].

Proposition 4. Si A est irréductible dans Q(a)[z], alors Nga)/q(A) est égal a une
puissance d’un polynome irréductible de Q|x].

Comllaire 1. On a Ny oz —b) = py, our = [Q(a) : Q(b)].

Démonstration. Soit Ng(a)/g(A) = [I; Ni* la factorisation en irréductibles sur Q.
Comme A divise Ng(q)/0(A) dans Q(a)[z] et est irréductible dans Q(a)[z], il divise
I'un des facteur, disons Nj. Alors 0;(A) divise 0;(N1) = Nj pour tout . Donc
No(a)/0(A) divise N{* dans M[z], donc dans Q[z]. Cela démontre la proposition.
O
Le corollaire montre que Ng(q)/q(7 — b) coincide avec le polynome caracté-
ristique de b. Enfin, faisons le lien avec la théorie du résultant, ce qui fournira
une méthode efficace de calcul du polynéme caractéristique, donc du polyndéme
minimal.

On écrit A(z) =Y, gi(a)z’ et I'on définit ga(z,y) = >, gi(y)a".
Proposition 5. Avec les notations précédentes,

NQ(G)/Q(A) = Resy (ta(y), 9a(z,y))-
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Démonstration. Considérons ga(x,y) comme un polyndéme de Q(z)[y] et écrivons
ga(z,y) = Mz)[T72,(y — i), ot n = deg, g, dans un corps de décomposition.
Comme p4(y) = [[;2,(y — a;), le résultant s’exprime par

m

Resy(pa(y), 9a(z,y)) ™ H H Aa) [ (@i = i) = ][ 9a(z, ai).

j=1 i=1
L’égalité en découle, puisque g4(x,a;) = 0;(A). O

6. Ecrire une procédure Norme:=proc(4,a,P) calculant, par la méthode du résul-
tant, la norme d’un polynéme A de Q(a)[x], ou a est défini par une commande
alias(a=Root0f (P,x)). Tester avec I'exemple P = z* + 2® + 22 + = + 1,
b=a+a"! de la question précédente.

7. Enfin, écrire une procédure minimal:=proc(b,a,P) faisant appel a Norme et
renvoyant le polyndéme minimal de b (on pourra utiliser le polynéme dérivé
obtenu avec la commande diff). Tester sur 'exemple habituel.

Factorisation dans une extension algébrique

La clef est encore la norme.

Proposition 6. Supposons que A € Q(a)[z] et Ng(a)/q(A) € Qz] soient tous les
deur sans facteur carré. Soit Ng(a)/q(A ) = Hj: N; la factorisation en irréduc-
tibles dans Qlz]. Alors A = [ pged(A, N;) est la factorisation de A en irréduc-
tibles dans Q(a)[x].

Démonstration. Soit A = []i_; A; la factorisation en irréductibles dans Q(a)z].
Comme Ng(q)/g(A) est sans facteur carré, il en est de méme de Ngq)/g(Ai). Ce
dernier est donc un polynéme irréductible de Q(z] (en vertu de la proposition 4),
c’est-a-dire un NVj,. De plus, comme Ng(q)/q(Aid;) divise Ng,)/q(A) pour i # j,
donc est sans facteur carré, on voit que les Ng(,) /Q(A ), donc les Nj,, sont premiers
entre eux deux a deux. Finalement, s = t et ’on peut supposer que N@(a) /Q (A4;) =
Nj, quitte a réordonner les facteurs. Enfin, N; est premier avec Ng(,)/q(A;) donc
avec Aj pour i # j. Ainsi A; = pged(A, N;) (& une unité prés), ce qui démontre
la proposition. O

Le lemme suivant permet de se ramener a la situation de la proposition.

Lemme 1. St A € Q(a)[z] est sans facteur carré, alors il n’existe qu’un nombre
fini de k € Q tels que Ng(q)/q(A(r — ka)) ne soit pas sans facteur carré.
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Démonstration. Appelons r;; les différentes racines de o;(A). Alors
Ng(a)/o(A(x — ka)) posséde une racine multiple si et seulement s’il existe i1, i2, j1
et jo tels que 1y, j, +kaj, = ri, 4, +kaj,, c'est-a-dire k = (14, j, —7iy.5o)/ (@, —aj,).
Il n’y a qu’un nombre fini de tels éléments k. O

8. Factoriser P = 2% + 2% + 22 + 2 + 1 dans Q(a)[z], oil a est une racine de P,
en suivant la stratégie explicitée ci-dessus. On utilisera
collect(evala(Expand(P)),x)
pour développer une expression de Q(a)[z] et 'écrire comme un polynéme en

x. Comparer avec le résultat de la commande factor(P,a) de MAPLE.

9. Sur cet exemple et notant toujours b = a + a~ !, quel est le polynéme minimal
de a sur Q(b) ? (Il est nécessaire de définir proprement b avec une commande
Root0f avant de pouvoir factoriser dans Q(b)[x].)

10. Justifier que L = Q(b) contient un sous-corps isomorphe & K = Q(a) si et
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seulement si p, posséde une racine dans L. Ecrire une procédure
test:=proc(P,Q)
renvoyant true or false et répondant a cette question pour p, = P et up = Q.

Tester avec P =a* + 23 + 22+ 2+ 1et Q = 22 — 5, puis Q = 22 + 5.

Remarque. Cet exemple est un cas particulier de la situation suivante : on a

Q ( (—1)%19) C Q(¢p), ot Q(¢p) désigne 'extension cyclotomique engen-

drée par une racine rimitive p-iéme de 'unité.
P



XII

DECOMPOSITION DES POLYNOMES
CLOTURES ALGEBRIQUES

L’objet de ce chapitre est de répondre, par 'affirmative, aux questions posées
dans 'introduction du chapitre IX. Précisément, on montre que, pour tout corps K
et tout polynéome f(X) € K[X], il existe une extension « minimale » L/K dans
laquelle le polynome f(X) se décompose en facteurs du premier degré. Autrement
dit, L contient toutes les racines de I’équation f(X) = 0. Ce corps L est un corps
de décomposition du polynéme f(X) sur K.

De plus, on montre qu’il existe une extension algébrique E/K, unique & iso-
morphisme preés, vérifiant la propriété ci-dessus pour tous les polynémes de K[X],
et aussi pour tous les polynomes de E[X]. Le corps E est une cloture algébrique
de K.

XII.1. Corps de rupture et corps de décomposition
d’un polynoéme

Définition XIL1.1. Soient k un corps et f(X) un polynéme non constant a co-
efficients dans k. Un corps de rupture K de f est une extension K/k telle
que f(X) admette une racine a dans K et K = k(«).

Quitte a remplacer f(X) par I'un des ses facteurs irréductibles, on supposera
dans toute la suite que le polynéme f(X) est irréductible dans k[X].

Proposition XIL1.1. Pour tout corps k et tout polynome f(X) de k[X], il existe un
corps de rupture.
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Démonstration. On pose K = k[X]/(f(X)). Puisque f(X) est irréductible,
l'idéal (f(X)) est maximal, d’ot K est un corps. On considére l'application
k — k[X] — K qui permet d’identifier k£ & un sous-corps de K et donc de consi-
dérer lextension K /k. On note « la classe de X dans K : alors dans K, f(«) =0,
i.e. a est une racine de f. D’aprés le théoreme (XI.1.1), K = k(«). O

Exemples XII1.1.
) k=Q f(X)=X?-2% K=0Q(2).
b) k=R, f(X)=X%2+1;, K=C.

Proposition XII.1.2 (prolongement des isomorphismes). Soient k et k' deux corps
et s : k — K wun isomorphisme de corps. On note 5 : k[X] — K'[X] liso-
morphisme d’anneauz prolongeant s (3(3_; a; X%) = >, s(a;)X"). Soit f(X) un
polynome irréductible de k[X].

(i) Le polynome 3(f)(X) est irréductible dans k'[X].

(i) Soient K (resp. K') une extension de k (resp. k') et « (resp. ') une racine
de f(X) (resp. 3(f)(X)) dans K (resp. K'). Il existe un unique isomorphisme de
corps o : k(o) — K'(a/) prolongeant s et tel que o(a) = .

Démonstration. L’assertion (i) est évidente.
Pour 'assertion (ii), montrons d’abord 'unicité : un élément y de k(«) s’écrit
Y=0ap+ ...+ a,_10" 1, ot n est le degré de f. Donc

o(y) = 0(a0) + .-+ 0(an-1)o ()" = s(ap) + ...+ s(an_1)a"",
d’out P'unicité.

Pour montrer I'existence, considérons le diagramme suivant, ou © et ©' sont
les isomorphismes établis au théoréme (XI.1.1) :

k(o) —7 K (o)

e

KX/ (F(X)) —— K[X]/(()(X))

S

@

oll 5 est obtenu & partir de 5 par passage au quotient. On pose
c=0"10500. O

Proposition XIL1.3. Soient k un corps et f(X) un polynoéme irréductible de k[X].
Deux corps de rupture de f(X) sont k-isomorphes.
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Démonstration. On applique la proposition XII.1.2 avec k' = k et s = idy. O
Corollaire XIL1.1. Soient K/k une extension et o et o deux éléments de K algé-
briques sur k. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Les polynémes minimauz respectifs de o et o/ sont égaux

(ii) 1l existe un (unique) k-isomorphisme de k() sur k(o) appliquant o sur o/

Démonstration. L’assertion (i) implique (ii) car :

D’autre part, 'assertion (ii) implique (i) : en effet, en notant o le k-isomorphisme
dont Dassertion (ii) suppose l'existence, pour tout polynome P(X) € k[X] on a
o(P(a)) = P(o(a)) = P(</). D’ont P(«) = 0 si et seulement si P(a’) = 0. On en
déduit que M, (X) = My (X). O

Définition XII.1.2. Lorsque les conditions équivalentes ci-dessus sont vérifiées,
les éléments « et o’ sont dits conjugués.

Remarque XII.1.1. On précisera cette notion au chapitre suivant.

Définition XII.1.3. Soient k un corps, f(X) un polynéme non constant de k[X]
et K/k une extension. Le polynome f(X) se décompose dans K (ou est
scindé dans K) si f(X) =c¢(X—a1)...(X—ay),otc ay,...,q, sont dans K.

Autrement dit, dans K[X] le polynéme s’écrit comme produit de facteurs de
degré 1.

Exemples XII.1.2.
a) Le polynome X2 — 1 de Q[X] est scindé dans C.

b) Le polynome X* — X2 — 2 de Q[X] est scindé dans Q(i,/2)
(X' = X?—2= (X +i)(X —i)(X +V2)(X —+?2)), mais pas dans Q(i)
(Xt —X%2—2=(X+4)(X —i)(X?-2)).
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Définition XII.1.4. Soient k un corps et f(X) un polynéme non constant de
k[X]. On appelle corps de décomposition de f(X) sur k, une extension
(algébrique) K/k telle que f(X) est scindé dans K, de racines oy, ..., qp, et
K =k(aq,...,an).

Théoreme XIL1.1. Soient k un corps et f(X) un polynéme non constant de k[X].
(i) Il existe un corps de décomposition de f(X) sur k.

(i1) Deux corps de décomposition de f(X) sur k sont k-isomorphes.

Démonstration. (i). On fait un raisonnement par récurrence sur le degré de f.
— Sid°f =1, le résultat est évident.

— Supposons le résultat vrai pour tout corps k et tout polynome de k[X] de
degré inférieur ou égal a n — 1 (n > 1). Soit f(X) € k[X] de degré n. Si
f(X) n’est pas scindé dans k, il posséde un facteur irréductible g(X) avec
d°g > 1. Soit k() un corps de rupture de g(X). Dans k(ap)[X], on a
f(X)=(X —a1)h(X) et d®h = n — 1. Donc h(X) admet un corps de dé-
composition k(aq)(a,...,a,) = K, qui est donc un corps de décomposition
de f(X) sur k.

(ii). On démontre plus généralement le lemme suivant :

Lemme XIL1.1. Soient s : k — k' un isomorphisme de corps, f(X) un polynome
de k[X], K (resp. K') un corps de décomposition de f(X) (resp. 3(f)(X)). Alors,
il existe un isomorphisme de corps o : K — K' qui prolonge s.

Démonstration. — Si d°f = 1, c’est évident.
— Supposons le résultat vrai pour tout corps et tout polynéme de degré infé-
rieur ou égal & n — 1 et soit f un polynoéme de degré n. On considére

K:k(a17"'7an)7 K/:]C/(Ckll,...,o/)
et
f(X) :C(AX—041)...()(—0%)7 g(f)(X) :c/(X_O/l)---(X—Oz;l).

Soit g(X) un facteur irréductible de f(X) admettant o; comme racine dans K.
En renumérotant les o, on peut supposer que $(g)(X) admet o comme racine
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dans K'. D’apreés la proposition (XII.1.2), il existe s1 : k(a1) — K/ (o})), isomor-
phisme de corps qui prolonge s. D’oti, par hypothése de récurrence, il existe

o: K =k(ag)(ag,...,an) — K' =K (a))(a),..., )

n

qui prolonge s1, donc aussi s. ]

Pour démontrer 'assertion (ii) du théoréeme XII.1.1, on applique ce lemme
avec k' =k et s = id},. O
Remarques XI1.1.2.

a) Deux corps de décomposition d’un polynéme ne sont pas canoniquement
isomorphes. En effet 'isomorphisme dépend de 'ordre dans lequel on écrit les
racines du polynome.

b) Deux polynomes irréductibles distincts peuvent avoir le méme corps de
décomposition (cf. exemples ci-dessous).

Exemples XII.1.3.
a) f(X) = (X?—3)(X?+1) se décompose dans C en

F(X) = (X +V3)(X — VB)(X +1) <X+1+27N§) (X—I_Qﬂ)-

On a donc un corps de décomposition de f(X) qui est Q(i,/3).

b) Les polynémes f(X) = X? —3 et g(X) = X? — 2X — 2 sont irréductibles
sur Q et admettent un corps de décomposition sur Q qui est Q(v/3).

¢) On considére le polynome f(X) = X2+ X +1 dans Z/2Z[X]. Ce polynome
est irréductible. Pour fabriquer un corps de décomposition sur Z/27 de f(X), on
doit adjoindre & Z/27Z un élément o admettant f(X) comme polynéme minimal.

Onaa’+a+1=0,ie a?=—(a+1)=a+1 (caractéristique 2). On considére
K ={0,1,a,a + 1}. On a alors

+ ‘ 0 1 « a—+1
0 0 1 «@ a+1
1 1 0 a+l «

a «@ a+1 0 1
a+1 a+l « 1 0

X 0 1 « a+1
0 0 O 0 0

1 0 1 « a+1
« 0 « a+1l 1
a—+1 0 a+1 1 «@
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(pour le tableau de la multiplication, on a a(a +1) = o> +a =a+1+a =
2a+ 1 =1). On en déduit que K est un corps et que

X4 X+1=(X-a)(X+a+1).

Autrement dit, le polynome f(X) = X? + X + 1 € Z/2Z[X] est scindé¢ dans
7./27(«v), mais n’est pas scindé sur Z /27 qui est 'unique corps strictement contenu
dans Z/27Z(c). Donc Z/2Z(c) est un corps de décomposition de X2 + X + 1 sur
7)2L.

Exercice XIL1I.

1. Soient K un corps, P(X) un polynoéme de degré n de K[X], E un corps de
décomposition de P(X). Montrer que [E : K] divise (n!).

2. Soient K C C un corps et P(X) = X3 + pX + ¢ un polynome
irréductible dans K[X], dont on note a,b,c les racines dans C. On pose
d=(a—"0b)(b—c)(c—a).

a) Ecrire les relations entre coefficients et racines pour P(X). En déduire que
b+c=—aet(b—c)(-2¢*+1)=d.

b) Montrer que K (a,d) est un corps de décomposition de P(X) sur K.

c) Montrer que [K(a,d) : K] = 3 ou 6, suivant que le discriminant
D(P) = —4p® — 27¢> de P est un carré ou non dans K. (Indication : on remar-
quera que d? est symétrique en a, b, ¢; il s’exprime donc en fonction des polynomes
symétriques élémentaires, donc en fonction de p et ¢. Vérifier que d> = D(P).)

XII.2. Clotures algébriques
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L’étude du paragraphe précédent consistait & construire, pour un polynéme
non constant donné f(X) € k[X], une extension de k dans laquelle le polynome
f(X) se décompose en un produit de polynémes du premier degré (corps de dé-
composition de f(X) sur k).

L’objectif de ce paragraphe est de faire une construction analogue, valable
pour tous les polynomes de k[X].

Proposition XIL2.1. Soit k un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Tout polynome non constant de k[X] se décompose, dans k[X], en un pro-
duit de polynomes du premier degré

(i1) Tout polynome irréductible de k[X]| est du premier degré
(iii) Tout polynome non constant de k[X| a au moins une racine dans k

(iv) Toute extension algébrique de k est triviale (i.e. égale a k).
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Démonstration. 1l est évident que (i) implique (ii).

Montrons que (ii) implique (iii) : puisque k[X] est principal, tout polynéme
f(X) s’écrit comme produit de polynémes irréductibles, donc du premier degré.
Un polynéme du premier degré a une racine dans k.

Pour montrer que (iii) implique (i), on procéde par récurrence sur le degré
de f:

— le résultat est vrai si d°f =1,

— supposons le résultat vrai si d°f < n —1 et soit f un polyndéme de degré n;
il existe a € k tel que f(a) =0, d’ou f(X) = (X —a)g(X) et le résultat en
découle par hypothése de récurrence.

Montrons que (ii) implique (iv) : soit a un élément algébrique sur k. Le polynéme

minimal de « est de degré 1, donc dimgk(a) =1, i.e. « appartient a k.
Montrons que (iv) implique (ii) : soit f(X) € k[X] un polynoéme irréductible.

Alors k[X]/(f) est un corps qui est une extension finie, donc algébrique, de k.

Dot k[X]/(f) = k et dimyk[X]/(f) =1 = d°f. O

Définition XII.2.1. Un corps k qui vérifie les conditions équivalentes ci-dessus
est dit algébriquement clos.

Théoreme XIL2.1. Le corps C des nombres complezes est algébriquement clos.

On va donner deux démonstrations de ce théoréme.

Premiére démonstration. Soit f(X) un polynéme non constant de C[X]. Si f(X)

n’admet pas de racine dans C, la fonction ﬁ est holomorphe dans C. Puisque

lim) 400 ﬁ = 0, la fonction % est bornée. Donc, d’aprés le théoréme de

Liouville, elle est constante, d’oli une contradiction. ]

Cette élégante démonstration analytique d’un résultat purement algébrique,
comme les trés nombreuses interactions de l'algébre en analyse, est un exemple
de T'unité des mathématiques que l'on a grandement tort de découper en « ron-
delles » !!

Deuziéme démonstration (cf. |25]). Cette démonstration « essentiellement » algé-
brique utilise les ingrédients suivants :

a) Tout polynéme de R[X] de degré impair admet une racine dans R (c’est une
conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires, seul ingrédient analytique de
la démonstration).
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b) Tout polynéme de C[X] de degré 2 a ses racines dans C.
¢) L’existence, pour tout polynéme, d’'un corps de décomposition.
d) Les relations entre coefficients et racines d’un polynodme.

e) Le fait qu'un polynéme symétrique est un polynoéme en les polynémes sy-
métriques élémentaires.

On va montrer que tout polynéme non constant P(X) € C[X] admet une
racine dans C.
Soit P(X) le polynome dont les coefficients sont les conjugués de ceux de

P(X). Le polynéme F(X) = P(X)P(X) appartient a R[X]. Si F(X) a une racine
a € C, alors soit P(a) = 0 et on a le résultat, soit P(a) = 0, mais alors P(@) = 0
et on a le résultat. Il suffit donc de montrer que tout polynéome non constant
f(X) € R[X] ¢ C[X]| admet une racine dans C. Posons d = d°f et écrivons
d = 2"q, q impair. On fait un raisonnement par récurrence sur n.

Sin =0, le degré de f est impair, d’ou le résultat d’aprés a).

Supposons le résultat vrai pour d = 2" !¢ (et f(X) unitaire). Dans un corps
K de décomposition sur C de f(X), (CC K), on a

d

FX)=][X -ai), a1,...,aa € K.
=1

Soit ¢ un élément quelconque de R. On pose
Bij = o; + ;5 + coyay, 1< .

Iy a 3d(d + 1) éléments 3;;. Mais
1 n—1
Sdld+1) =2"""q(d+1),

et ¢(d+ 1) est impair.
On considére le polyndéme

9(X) = [[(X = 8y).

(Y

Ce polynéme a pour coeflicients les polyndémes symétriques élémentaires en les
Bij, donc des polynomes symétriques en les a;, a coefficient réels (puisque ¢ € R).
Donc, d’aprés e), ce sont des polyndmes a coefficients réels en les polyndmes symé-
triques élémentaires en les «;. Par conséquent, d’aprés d), les coefficients de g(X)
sont réels. Comme son degré est de la forme 2"~ 1¢’, avec ¢/ impair, par hypothése
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de récurrence, il admet une racine z. € C. Cette racine est nécessairement 'un
des f3;;. Donc il existe i(c) et j(c) tels que

Qi(e) T () T CQi() Xj(c) = Ze-

Ceci est vrai pour tout ¢ € R. Or R est infini et ’ensemble des couples (4, j),7 < 7,
est fini. Donc il existe ¢ # ¢ tel que i(c) = i(c') et j(c) = j(¢'). Notons r et s ces
indices. On a

oy +as +capas =2, €C

/
oy +as+ ooy =20 € C.

D’ou oy + g et v appartiennent & C et on en déduit que o et g sont racines
d’une équation du second degré a coefficients dans C. Donc, d’aprés b), a,. et ag
appartiennent & C. D’ou f(X) admet une racine dans C. O

Proposition XIL2.2. Un corps algébriquement clos est infini.

Démonstration. Si K est un corps fini, K = {a; = 0,a2 = 1,as,...,a,}, le poly-

noéme
n

FXO) =X —a) +1

i=1

n’a pas de racine dans K, puisque pour tout i, f(a;) = 1. ]

Remarque XI1.2.1. On en déduit donc qu’un corps fini n’est jamais algébriquement
clos.

Définition XIL.2.2. Une extension E/K est une cloture algébrique de K si
c’est une extension algébrique et si le corps E est algébriquement clos.

Remarque XI1.2.2. D’aprés la proposition (XII.2.1.(iv)), un corps algébriquement
clos est sa propre cléture algébrique.

Théoreme XIL2.2. Tout corps admet une cloture algébrique.

Démonstration. Soient K un corps et F ’ensemble des polynémes non constants de
K[X]. On considére 'anneau K [X¢]rer (cf. TR.VIILD) et I'idéal a = (f(X¢)) fer
engendré par les f(Xy).

Montrons que a # K[X] : si a = K[X/], alors 1 s’écrit comme combinaison a
coefficients dans K[X| d’une famille finie f;(Xy,),7 = 1,...,n. Soit £ un corps
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de décomposition sur K du polynome ngz‘gn fi(X). Dans €2, en spécialisant X,
en une racine du polynéme f;(X) pour i =1,...,n et X; en 0 pour les autres f,
on obtient 0 = 1, ce qui est impossible.

Puisque a # K[X/], soit m un idéal maximal de K[X[| contenant a. On
pose K1 = K[X¢]/m. On identifie K a un sous-corps de Ky, i.e. K1/K est une
extension. Soit ay la classe de Xy dans K : alors f(ay) = 0 et ay est une
racine dans K du polynéme f(X). Puisque ceci est vrai pour tous les ay, ot f
parcourt F, K est algébrique sur K et tout polynéme non constant de K[X] a
une racine dans Kj.

On construit Ky a partir de Ky comme K7 a partir de K et, plus généralement,
K, apartir de K,,_1 par le méme procédé, de sorte que tout polynéme irréductible
de K,_1[X] admet une racine dans K.

On pose K = Unen Kn- Cette réunion a un sens puisque les K, n € N,
forment une suite croissante. D’autre part, pour tous x,y € K, il existe p € N
tel que x € K, et y € K, : on considére I'addition et la multiplication de = et
y effectuées dans K. Puisque, pour tous p,q € N, p < ¢, K, est un sous-corps
de K, i.e. les structures de corps de K, et K, sont compatibles, les opérations
ci-dessus définissent bien une structure de corps sur K.

Montrons que K /K est algébrique : Soit a € K, alors il existe n € N, tel que
« appartienne & K,,. Comme K = Ky C K; C ... C K,, et que chaque K;11/K;
algébrique, K, /K est algébrique et « est algébrique sur K.

Montrons que K est algébriquement clos : soit f(X) € K[X]. Il existe n € N
tel que f(X) € K,[X]; il a donc une racine dans K, 11, donc dans K. O

Exercice XIL2. () Soient p un nombre premier et IF_p une cloture algébrique de [F),.
a) Montrer que si z est un élément non nul de IF_p, x est une racine de 'unité.
b) Montrer que si g|¢’, alors F, C F,.

¢) Soit ¢ = p™. Montrer qu’il existe un unique sous-corps de F,n isomorphe a

IF,.
d) Montrer que K = [ J, - [F,nt est un corps et que c’est une cloture algébrique
de tout corps fini de caractéristique p (donc de Fp).

Théoreme XIL2.3. Soient F/K et E/F des extensions algébriques et K une cloture
algébrique de K. Tout K-morphisme de F' dans K se prolonge en un K-morphisme
de E dans K.
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Démonstration. 11 faut montrer qu’il existe un K-morphisme E — K tel que le
diagramme

|

commute. Soit £ 'ensemble des couples (L,h) avec K C L C Eeth: L — K
un K-morphisme.

L’ensemble & est non vide puisque (F, f) appartient & £. On munit £ d’une
relation d’ordre

((L.h) < (') = (L C L' et iy = h).

Alors & est un ensemble inductif, d’ot il existe un élément maximal (Lo, hg) € €
majorant (F, f) (cf. Vappendice a la fin de cet ouvrage). Montrons, par ’absurde,
que Ly = E. Si Ly est strictement contenu dans E, il existe a € E \ Ly et
soit My (X) le polynéme minimal de « sur Lo, My (X) = 3, a; X*. Le polynome
>~ ho(a;)X* appartient & K[X] et a donc au moins une racine = € K (K algébri-
quement clos). Considérons g : Lo(a) — K définie par o +— Z et g|z, = ho. Alors
(Lo(ar), g) majore strictement I’élément maximal (Lg, hg), d’ott une contradiction.

0

Comllaire XIL2.1. Soient K un corps et K une cloture algébrique de K. Toute
extension algébrique de K se plonge dans K.

Démonstration. Soit E//K une extension algébrique. D’apreés le théoréme (XI1.2.3),
il existe f : E — K qui prolonge K — K. Comme f est forcément injectif, £
peut étre identifié & un sous-corps de K. O

Remarque XI1.2.3. On peut donc identifier toute extension algébrique d’un corps
K a un sous-corps d'une cloture algébrique K de K (c¢f. remarque XII.2.4 ci-
dessous).

Comllaire XIL2.2. Soient K un corps, K une cloture algébrique de K, E et F des

sous-corps de K contenant K. Tout K-morphisme de E dans F se prolonge en
un K-automorphisme de K.

Démonstration. On a
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On applique le théoréme (XI1.2.3) : alors £ — F — K se prolonge en

K 1%
Puisque K /K est algébrique, f est un automorphisme (d’aprés la proposi-
tion (XI.1.5)). O

Comllaire XIL2.3. Deuz clotures algébriques d’un corps sont isomorphes.

Démonstration. Soit £ une cloture algébrique de K : I'extension /K étant algé-
brique, d’aprés le théoréme (XI1.2.3), il existe un K-morphisme s : Q@ — K tel
que s(Q) =~ Q. Donc s(f2) est algébriquement clos. On en déduit que K est une
extension algébriquement close de s(2), donc K = s(2). O

Proposition XIL2.3. Soient K un corps, L/K une extension algébrique, K une
cloture algébrique de K et L une cloture algébriqgue de L. Alors K et L sont
K -isomorphes.

Démonstration. On a K C L C L et L/L est algébrique. Donc L/K est algébrique
et, puisque L est un corps algébriquement clos, L est une cloture algébrique de
K. D’aprés le corollaire (XI1.2.3), K et L sont K-isomorphes. O

Remarques X11.2.4.

a) Il n’y a pas, en général, unicité de 'isomorphisme du corollaire XII.2.3. On
ne doit donc pas parler de LA cloture algébrique d’un corps, mais d’'UNE cloture
algébrique.

b) Soient K un corps et E;/K, i € I, une famille quelconque d’extensions.
On démontrera au TR.XII ci-aprés qu’il existe une extension E/K telle que, pour
tout ¢ € I, F; s’identifie & une sous-extension de F, i.e. il existe un K-morphisme
injectif u; : F; — FE. En considérant une cloture algébrique E de E, on en
déduit que, pour toute famille donnée d’extensions E;/K, les E;, i € I, peuvent
étre considérés comme des sous-corps d’une extension algébriquement close de K.
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& TR.XII. Plongements dans une cléture algébrique

L’objectif de ce TR est de démontrer le résultat annoncé a la re-
marque (XII.2.3) ci-dessus, i.e. pour toute famille donnée d’extensions E;/K,
il existe une extension FE/K telle que, pour tout i € I, E; s’identifie & une sous-
extension de F.

Pour cela, nous sommes amenés & introduire la notion de produit tensoriel de
K-espaces vectoriels et de K-algébres. Cette notion, capitale en mathématiques,
est définie pour les modules sur un anneau, mais, pour simplifier notre propos,
nous ne ’étudierons que dans le cadre des espaces vectoriels et des algébres sur
un corps commutatif.

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif.

Produit tensoriel de deux K-espaces vectoriels
et de deux K-algébres

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels : le produit tensoriel de E et F
est le K-espace vectoriel engendré par les éléments x @ y, x € F, y € F, soumis
aux relations

(z+a)@y-z@y -2 ®y,

z@y+y)-—rey-—reY,

k(z®@y) —kr®uy,

kE(r®@y) —z® ky,

avec v,x' € E, y,y € F, ke K.

On le note E® F, ou E ®p I si I'on veut spécifier le corps de base.

On définit une application ¢ : Ex F'— E® F par p(z,y) =2 Q®y, x € E,
y € F. Nous allons montrer que le couple (FE ® F, ) est solution d’un probléme
universel.
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1. Montrer que pour tout K-espace vectoriel G et toute application K-bilinéaire
f: ExF — @G, il existe une unique application K-linéaire g : E® ' — G telle
que f =gop.

D’aprés 'unicité de la solution d’un probléme universel, le probléme universel
précédent caractérise le produit tensoriel de deux K-modules.

2. Montrer que si Bg = {e;}icr et Bp = {f;};jes sont des bases des K-espaces

vectoriels E' et F' respectivement, alors {e; ® f;}; jyerx est une base de E ® F.
On en déduit que si x = ), aje; et y = >, b;f; sont des éléments de E et

F respectivement (les coefficients a; et b; sont nuls, sauf un nombre fini d’entre

eux),on a r®y = Zivj(aibj)(ei & fj)-

3. Montrer que I'application définie par * ® y — y ® x est un isomorphisme de

K-espaces vectoriels de E® F sur FF ® F.

4. Montrer que les K-espaces vectoriels E @ (F ® G) et (E® F) ® G sont cano-
niquement isomorphes.

5. Montrer que les K-espaces vectoriels E ®x K et E sont canoniquement iso-
morphes.

On suppose maintenant que F et F' sont des K-algébres associatives, com-
mutatives, unitaires. On remarquera qu’en identifiant, au moyen des morphismes
structuraux, K & une sous-algébre de E et F' respectivement, on peut supposer
que I’élément unité de K est aussi I’élément unité commun de F et F.

6. Montrer que le K-espace vectoriel E ® F', muni de la multiplication définie
par (z @ y)(2' ® y') = z2’ @ yy', que I'on étend linéairement, est une K-algébre
associative, commutative, dont I'unité est 1 ® 1.

7. Montrer que I'application x — x ®1 (resp. y — 1 ®y) est un isomorphisme de
E (resp. F) sur une sous-algébre Fy (resp Fy) de E® F.

Produits tensoriels infinis

312

On considére une famille quelconque (F;);c; de K-espaces vectoriels. On dé-
finit le produit tensoriel );.; £; comme le quotient du K-espace vectoriel des
combinaisons linéaires formelles d’éléments de [ [, ; Es, & coefficients dans K, par
le sous-espace vectoriel engendré par les éléments du type suivant :

a) (z;)+ (yi) — (2i), avec 2+ y; = z; pour un indice [ arbitraire et z; = y; = 2;
pour tout i # [.

b) (x;) — k(y;), avec k € K et x; = ky; pour un indice arbitraire [ et z; = y;
pour tout i # [.

On désigne par ¢ I'application multilinéaire [[;.; By — ;< £ définie par
(75) = Rieri.
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8. Montrer que (Q);c; Ei, ¢) est solution d'un probléme universel analogue & celui
exposé ci-dessus.

9. Si (I})ier est une partition de I, montrer que ;. E; est canoniquement
isomorphe au K-espace vectoriel Q. Fy, avec Fi = @),¢ 1, Bi-

On suppose que (E;);er est une famille de K-algébres associatives, commuta-
tives, unitaires.

10. Montrer que le K-espace vectoriel K)oy E;, muni de la multiplication définie
par (®Q;crz;)(®icryi) = Qier(ziy;), est une K-algébre associative, commutative,
unitaire.

Pour tout indice | € I, on considére le morphisme d’algébres

fl : El — ® Ez
i€l
défini par fi(x) = ®;ecryi, avec y; = x et y; = 1 pour tout i # I.
11. Montrer que pour tout | # m, tout élément de fj(E;) commute avec tout
élément de fp,(Ep,).
On appelle produit tensoriel des algébres E;, que 'on note ®(I) E;, la

sous-algébre de @), ; F; engendrée par les f;(£;). Elle est donc formée des sommes
finies d’éléments de la forme ®;c7x;, ot x; = 1, sauf pour un nombre fini d’indices.

12. Montrer que pour tout l € I, f; est un isomorphisme de E; sur la sous-algébre

fl(El) de ®(I) Ez

Comme dans le cas de deux algébres, on peut identifier les éléments unités de
K, Q) Ei et fi(E;), i parcourant I.
Cas des extensions

On suppose maintenant que (E;);e; est une famille d’extensions de K. On
pose F' = ®( 1) Ei et on considére un idéal maximal m de F.

13. Montrer que pour tout i € I, f;(E;) N m est un idéal de f;(F;).

14. En déduire que, pour tout i € I, la restriction a f;(F;) de la projection
canonique 7 : ' — F'/m est injective.

15. Déduire de ce qui précéde que la réunion des corps 7(fi(E;)), i € I, engendre

F/m.

16. Montrer que, en posant E = F/m et u; = mwo f;, 1 € I, les conditions décrites
a la remarque (XII.2.3) sont satisfaites.
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TP.XII. Calculs dans les corps de nombres

Ce TP fait suite au TP.XI et poursuit ’étude des corps de nombres, c’est-a-
dire des extensions finies de Q. On commence par illustrer la notion de corps de
rupture et de corps de décomposition, puis on s’intéresse a des extensions Q(a, b).
Par exemple, comment trouver le polynéme minimal de b+ Aa, A € Q, & partir des
polynémes minimaux de a et b7 On y répond en utilisant la norme, dont il a été
question au sein du TP.XI. Cela permet de donner un algorithme de détermination
d’un élément primitif de 'extension Q(a,b)/Q. Pour finir, on démontre certaines
identités algébriques remarquables dues & Ramanujan, en calculant dans des corps
de nombres.

Corps de rupture, corps de décomposition

Soient P € Q[z] et Q(a) 'extension de Q définie par une racine a d'un po-
lynéme irréductible @ € Q[z]. A une constante prés, @ est le polyndme minimal
te de a sur Q et Q(a) ~ Qlz]/(Q). Aprés avoir défini algébriquement a par
alias(a=Root0f (Q,x)) sous MAPLE, la commande factor(P,a) donne la facto-
risation de P, dans Q(a)[z], en produit de polynémes irréductibles. On obtient
la liste des facteurs (avec multiplicités) par factors(P,a) et la liste des racines
(avec multiplicités) de P dans Q(a) par roots(P,a). Les commandes factor (P),
factors(P) et root(P) ont trait a la décomposition et aux racines sur Q.

Si P est irréductible et si 'on prend @ = P, le corps Q(a) est un corps de
rupture de P. Il y a autant de tels corps que de racines complexes de P, mais la
« définition » alias(a=Root0f (P,x)) ne tient compte que de P. Comme on l'a
vu, I'évaluation algébrique dans Q(a) est équivalente a calculer dans Q[z]/(P), la
racine a correspondant a la classe de x modulo P. C’est la construction du corps
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de rupture. Préciser de quelle racine il s’agit par alias (a=Root0f (P,x,index=1))
n’influe pas sur ces algorithmes algébriques.

Les calculs sur les polynomes a coefficients dans Q(a) s’effectuent comme
suit : evala(Quo(A,B,x)) et evala(Rem(A,B,x)) pour le quotient et le reste,
evala(Gecd(A,B)) pour le calcul du pged.

Un corps de décomposition n’est pas unique & isomorphisme unique prés, aussi
doit-on parler d’« un » corps de décomposition. Par contre, lorsque 1'on fixe une
cloture algébrique (par exemple C) dans laquelle P est scindé, c’est le sous-corps
engendré par le corps de base et les racines de P. Aussi peut-on parler « du »
corps de décomposition de P, puisque MAPLE posséde un algorithme numérique de
calcul d’approximation des racines (commande evalf (allvalues(a))) et ordonne
les racines a partir d'un ordre sur C qui est donc en arriére-plan. Par contre, on
dira que Q[z]/(Q) est « un » corps de décomposition de P (si c’est le cas), puisqu’il
n’est pas fait référence a C.

1. a) Prenons P = 23 +22% — 2 — 1. Tester l'irréductibilité de P sur Q et vérifier
que tout corps de rupture de P est également corps de décomposition. Les
racines de P s’expriment donc comme des polynémes en 'une quelconque
d’entre elles. On dit que le polynome irréductible P est normal.

b) Décomposer P = 23+ 722+ 192 +21 sur Q. En déduire un corps de rupture
et le corps de décomposition. Décomposer également P sur Q(4) et Q(iv/3)
(ot C = R(3), i = —1). Que dire de ces deux corps par rapport a P?
Décrire un isomorphisme Q[z]/(x2 +3) = Q[z]/(2? 4+ 42 +7) entre les deux
corps de décomposition (il y a deux tels isomorphismes).

2. Soient P = x3 — 2z 4 2 et a une racine de P. Vérifier que la liste des facteurs
de la décomposition en irréductibles de P dans Q(a)[x] contient un élément
R de degré 2 et définir sous MAPLE une racine b de ce facteur (la commande
op([2,i,1],factors(P,a)) permet d’obtenir le i-iéme facteur, mais atten-
tion, l'ordre des facteurs difféere a priori & chaque appel de la commande
factors; se rappeler qu'un algorithme probabiliste se cache derriére cette
commande).

Décomposer P dans Q(a, b)[z] a I'aide de la commande factor (P,{a,b}). En
déduire le degré sur Q du corps de décomposition de P. Vérifier que ce degré
divise deg(P)! (¢f. exercice XII.1). Enfin, tester la ligne suivante :

> PolynomialTools[Split] (P,x,’r’); r;

MAPLE sait donc déterminer un corps de décomposition, du moins pour des
polyndémes de bas degré.
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Il est possible de mener des calculs dans Q(a,b) ~ Q(a)[z]/(R) : tester
evala(a~7xb~3) et vérifier que le polynéme en b obtenu, & coefficients dans
Q(a), correspond au reste de la division euclidienne de a”z3 par R dans Q(a)|x].

Autour du théoréme de I’élément primitif

Le théoréme suivant sera démontré au chapitre XIII :

Théoreme 1. Toute extension finie L/Q admet un élément primitif ¢ (i.e.
L=Q(c))

Ainsi, pour a et b deux nombres algébriques (de degrés respectifs m et n sur
Q), l'extension Q(a, b)/Q est monogéne. Mieux encore, on démontre que I’on peut
prendre ¢ = b+ Aa, avec A un entier tel que 1 < A < (m—1)(n—1) + 1. Le
théoréme en découle, par récurrence.

3. (a)

(b)

Définir @ = v/2 et b = /3 a l'aide de la commande RootOf. Quel est le
degré de Q(a,b) sur Q7

Soit @ une racine de P = 34241 et b une racine de Q = x> — 2 +4x—3.
Factoriser  dans Q(a)[z]. De quel facteur a est-il racine ? On constatera
qu’il y a, en fait, deux choix possibles, qui conduisent & des extensions
Q(a,b) = (Q(a))(b) de degrés sur Q différents. En d’autre termes, les po-
lynémes minimaux de a et de b ne déterminent pas l'extension Q(a, b)/Q.
Si I'on suppose de plus que a et b sont réels, de quel facteur s’agit-il ?
Une fagon de s’en sortir est de recourir a des méthodes numériques :
évaluer chaque facteur en des approximations numériques de a (parmi
evalf (allvalues(a))) et b. En déduire le degré de Q(a,b)/Q dans ce
cas précis.

Remarque. On peut aussi préciser le choix de la racine directement au
niveau du Root0f grace a l'option index=, ce qui permet I’évaluation
numérique via evalf a posteriori. Cependant, on se gardera de procéder
ainsi systématiquement, car le recours a des méthodes numériques n’est
qu’occasionnel.

4. On va maintenant déterminer le polyndéme minimal sur Q d’un élément
c=b+ Xa, A € Q, en fonction des polynémes minimaux P = p, de a sur
Q et R = pyqq) de b sur Q(a), ce qui définit bien 'extension Q(a,b)/Q. Dé-
montrer que la norme (voir TP.XI) N = Ng(q)/q(P(7—Aa)) est un multiple du
polynéme minimal . de ¢ sur Q. (On utilisera la proposition 4 du TP.XI). En
déduire une procédure minimal2:=proc(lambda,R,a,P) renvoyant p.. L’ap-
pliquer aux deux exemples de la question 3, afin de déterminer des éléments

primitifs.
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5. On va automatiser cela : avec les notations de la question précédente, démon-
trer que c est primitif si et seulement si N est sans facteur carré. En déduire
une procédure primitif:=proc(R,a,P) renvoyant un couple (A, u) tel que
b 4+ Aa soit un élément primitif de polynéme minimal g sur Q. Tester avec
P = 2% —2x+2 et R le facteur de degré 2 obtenu en décomposant P sur Q(a).
En déduire un élément primitif du corps de décomposition de P.

On désire maintenant exprimer a et b en fonction d’un élément primitif
¢ =b+ Aa de Q(a,b), connaissant les polynoémes minimaux p, et pup, et A ayant
été déterminé par la méthode exposée précédemment.

Proposition 1. Awvec les notations précédentes (et X #0), on a
2 — a = peed(ja, e — Az)).

On obtient donc a en prenant l'opposé du coefficient constant de
pged (g, pp(c — Ax)), ce pged (unitaire) étant calculé dans Q(c)|x].

Démonstration. Ecrivons la décomposition en irréductibles puy = Pj ... P, dans
Q(a)[z] et supposons que b soit racine de P;. Alors p. est de degré mn, ou
on a posé m = degpu, et n = deg P;. Sur C, les polyndémes se scindent en
ta = [[[21(x — a;) et Py = [[j_;(z — b1;) et I'on peut supposer que a = a; et
b=b1.

Soit o; : Q(a) — C les m plongements définis par o;(a) = a;; le poly-
noéme % P; obtenu en appliquant o; aux coeflicients de P; se décompose sur C
en 7P = H?Zl(x —b;j), tous les b;; étant distincts deux & deux car py, est a
racines simples. On a alors mn plongements Q(c¢) = Q(a,b) <— C qui peuvent étre
définis par o; j(a) = a; et 0; ;(b) = b; ;. Ils sont deux a deux distincts, donc aussi
les conjugués o j(c) = b;; + Aa;.

Revenons a pged(fiq, pp(c—Ax)) @ ses racines sont parmi les a;. Or a; est racine
de up(c — Az) si et seulement si ¢ — Aa; est racine de pyp. De plus, ¢ n’est égal a
bi.j + Aa; que pour a; = a (et b; ; = b). Le pged vaut donc = — a. O

6. Mener les calculs sur I'exemple de la question 3 (b), lorsque Q(a,b) = Q(c)
est de degré 6 sur Q. On exprimera a et b comme des polynoémes en c. Vérifier
numériquement que les différentes approximations complexes de a = a(c),
obtenues lorsque ¢ décrit les racines de son polyndéme minimal p., coincident
avec les valeurs des racines de .

Effectuer également une vérification de type algébrique : décomposer P sur
Q(c), vérifier que a(c) est racine et que le produit des deux autres facteurs de

degré 1 (ce polyndme s’avére scindé) coincide avec le facteur indécomposable
de degré 2 sur Q(a).
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Enfin, écrire une procédure primitif2:=proc(R,a,P) renvoyant, en fonction
de lextension Q(a,b) définie par P = pu, et R = Hb,Q(a), U quadruplet
(A, e, alc),b(c)), ot ¢ = b+ Aa est un élément primitif de polynéme mini-
mal s, et a(c), b(c) sont deux polynoémes en ¢ correspondant a Iécriture de a
et b dans Q(c) respectivement. (Attention, les alias(Root0f) ne fonctionnent
pas a l'intérieur d’une procédure : il faut se contenter d’'un Root0f.) Tester en
comparant avec le résultat de la commande

evala(Primfield({a,Root0f(R,x)}))
de MAPLE.

7. Le probleme de la détermination d’'un élément primitif se pose parfois, dans
la pratique, en les termes suivants : on se donne deux éléments de Q(c), dé-
finis comme des polynémes U(c) et V(c), et il s’agit de déterminer un élé-
ment primitif W(c) de Q(U(c),V(c))/Q. On cherche alors W sous la forme
W = U + AV et I'on remarque que W (c) convient si et seulement si V'(¢) appar-
tient & Q(W (c)). C’est un probléme d’algeébre linéaire : notant [Q(c) : Q] = n,
on écrit V(c) dans la base (1,¢,...,c" 1) (on obtient un vecteur v) ainsi que la
matrice M dont les vecteurs colonnes sont les W (c)?, 0 < i < n—1 (ces derniers
engendrent Q(W (c)) qui est de dimension au plus n sur Q). La condition re-

vient & vérifier que la matrice augmentée <v|M> (en notation MAPLE) a méme
rang que M, ce que 'on réalise avec la commande LinearAlgebra[Rank].

Traiter I'exemple
pe = a8 — 122% 4 3622 + 76,

Ule) =4/9 +¢/2 — 52 /18 + ¢ /36, V(c) = —8/9 + 5c/9 — 1/18¢*,
en essayant A = 1, puis 2. Enfin, écrire une procédure
primitif3:=proc(H,c,U,V)

renvoyant (A, uy) en fonction de ¢, de polynéme minimal p. = H, U et V.

Identités remarquables de Ramanujan

On désire vérifier les deux identités suivantes, observées par le mathématicien
Ramanujan :

V2 —1=3/1/9 - ¥/2/9 + ¥/4)9, (XIL.1)
U5 i (V24 V20— V) 3. (XIL.2)
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8. Premiére identité.

(a) Vérifier que l'identité est vraie a 10730 prés (utiliser la commande
Digits).

(b) Définir sous MAPLE /2 comme racine a de son polynéme minimal sur
Q, puis déterminer le polynéme minimal de b = /a — 1 sur Q(a) et,
enfin, sur Q. Définir alors directement b sous MAPLE comme racine d’un
polynéme irréductible de Q[x].

(c) Factoriser le polynome % —1/9 dans Q(b)[x] et montrer qu’il posséde une
unique racine dans Q(b), notée c. Pourquoi s’agit-il de {’/1/—9 7 Exprimer
¢ comme un polynéme en b. Faire de méme avec 2% — 2/9 et 2° — 4/9,
dont les racines (uniques) dans Q(b) seront notées d et e respectivement.

(d) Vérifier que 2¢®> = de a I'aide d'une évaluation algébrique. Est-ce éton-
nant 7 Démontrer que b = ¢ — d + e et conclure.

9. Seconde identité.

(a) Vérifier que I'identité est vraie & 1073° prés.

(b) Définir sous MAPLE /5 (resp. v/4) comme racine a (resp. b) de son po-
lynéme minimal sur Q. Vérifier que ¢ = a — b est un élément primitif de
Q(a,b) et calculer son polynéme minimal sur Q.

(c) Calculer le polynéme minimal de d = /c sur Q. (On commencera par
déterminer le polynéme minimal sur Q(c).)

(d) Veérifier que 23 —2 posséde une unique racine dans Q(d), notée e. Pourquoi
s’agit-il de /2?7 Exprimer e comme un polynéme en d. Faire de méme
avec 7% — 20 et 23 — 25, dont les racines (uniques) dans Q(d) seront notées
f et g respectivement.

(e) Démontrer que d = (e + f — g)/3 et conclure.
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XIII
EXTENSIONS NORMALES, SEPARABLES

Ayant trouvé une extension L/K dans laquelle un polynéme f(X) € K[X]
admet une racine, il n’est pas certain que L contienne toutes les racines de f(X).
Par exemple, R ne contient qu'une seule racine du polynéme X3 —1 € Q[X]. Pour
pallier cet inconvénient, nous introduisons la notion d’extension normale. Si une
telle extension contient une racine d’un polynome, elle les contient toutes. De ce
fait, elle a un trés bon comportement par rapport a 'action du groupe de Galois.
Cependant, si les racines ne sont pas toutes simples, les corps de décomposition
du polynéme « manquent » de K-automorphismes. Ceci n’est pas le cas lorsque
I’extension est séparable.

Il apparaitra, au chapitre suivant, que les extensions qui peuvent étre étudiées
grace a leur groupe de Galois sont les extensions normales et séparables.

Toutes les extensions considérées dans ce chapitre
sont algébriques.

XIII.1. Extensions et éléments conjugués

Dans ce paragraphe, on fixe un corps k : on sait (c¢f. remarque XII1.2.3), que
toutes les extensions de k sont plongées dans une extension algébriquement close
Q) de k. Dans toute la suite, on prendra ) = k.

Définition XIIL1.1. Soient E/k et F/k deux extensions. On dit que E/k et
F/k sont conjuguées dans (2 s’il existe un k-automorphisme o de € tel que
o(E) = F. Deux éléments « et § de € sont conjugués sur k s’il existe un
k-automorphisme o de Q tel que o(a) = £.
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Proposition XIIL1.1. Soient o un élément algébrique sur k et B € Q. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) B est conjugé de o sur k
(ii) B est racine de My (X)

(iii) 1l existe un k-morphisme o : k(o) — Q tel que o(a) = (.

Démonstration. C’est une conséquence évidente des corollaires (XII.1.1)
et (XI1.2.2). O

XIII.2. Extensions normales
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On étudie maintenant une notion intermédiaire entre corps de décomposition
d’un polynéme et corps algébriquement clos.

Proposition XIIL2.1. Soient K /k une extension algébrique, k une cloture algébrique
de k contenant K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) K est le corps de décomposition sur k d’une famille de polynomes de k[X]

(i) Tout k-morphisme o de K dans k est un k-automorphisme de K, i.e.

o(K)=K

(iii) Tout polynome irréductible de k[X| qui a une racine dans K est scindé
dans K.

Démonstration. Montrons que (i) implique (ii) : considérons {f;(X)}ier une fa-
mille de polynomes de k[X]| dont K soit un corps de décomposition. Soit
a € K une racine d'un f;(X); pour tout k-morphisme ¢ : K — k on a :
0=o(fi(e)) = fi(o(c)). Puisque K est un corps de décomposition des f;(X),
il est engendré par les racines des f;(X), donc o(K) C K, i.e. 0 est un
k-endomorphisme de K. Mais K/k est algébrique, donc, d’aprés la proposi-
tion (XI.1.5), c’est un k-automorphisme.

Montrons que (ii) implique (i) : soient o € K et M, (X) son polyndéme minimal.
Soit 3 une racine de M, (X) dans k. Alors, d’aprés la proposition (XII.1.2), il existe
un k-isomorphisme o : k(o) — k(3) tel que o(a) = 3. On a k(o) — k(B) — k.
Comme k(o) C K, d’apreés le théoréme (XI1.2.3), o se prolonge en un k-morphisme
o: K —k, qui, par hypothése (i), est un k-automorphisme de K. Donc
0 =o(a) = € K. Ceci montre que toutes les racines de M, (X) sont dans K.
Ceci est valable pour tous les M, (X), a € K, donc K est un corps de décompo-
sition d’une famille de polynémes de k[X].
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La démonstration ci-dessus prouve que (ii) implique (iii). Montrons que (iii)
implique (ii) : soit ¢ : K — k un k-morphisme. Soient o € K et M,(X) son
polynéme minimal. Alors o(«) est racine de M, (X) donc, par hypothése (iii),
appartient & K. D’olt 0 est un k-endomorphisme de K et, d’aprés la proposi-
tion (XI.1.5), est un k-automorphisme de K. O

Définition XIIL.2.1. Une extension algébrique K/k satisfaisant aux conditions
équivalentes ci-dessus est dite normale.

Exemples XIIL2.1.

a) Un corps de décomposition d’un polynome irréductible de k[X] est une ex-
tension normale de k. Par exemple, une cloture algébrique k de k est une extension
normale de k.

b) Q(¥/2, /2, j2/2) est une extension normale de Q, car corps de décomposi-
tion sur Q du polynéme X3 — 2.

c) Q(%) n’est pas une extension normale de Q, car le polynéme minimal de

Y2 nest pas scindé dans Q(%)

Remarque XII1.2.1.
a) Une extension K/k est normale si et seulement si elle est identique a toutes
ses conjuguées sur k, en vertu de la proposition (XIII.2.1.(ii)).

b) Si K/k est normale et « € K, tous les conjugués de av appartiennent a K.

Exercice XIII1.
1. Montrer que toute extension de degré 2 est normale.

2. Soient k un corps, k une cléture algébrique de k et L/k une extension
algébrique de k, L € k. Montrer que k(|J, o(L)), ot o parcourt I'ensemble des
k-morphismes de L dans k, est une extension normale de k (qui contient L).

Remarque X1I1.2.2. On sait que si k est un corps et k est une cloture algébrique
de k, toute extension algébrique L/k se plonge dans k (corollaire XII.2.1). L’exer-
cice XIII.1.2 ci-dessus montre donc que, pour toute extension algébrique L/k, il
existe une extension normale N/k (contenue dans k), avec k C L C N (cf. aussi
définition (XIII.2.2) et suivants ci-dessous).

Exercice XIIL2. Soient k C C un corps et f(X) € k[X] un polynéme irréductible
de degré 3 et de discriminant D = d?, d € C (pour la définition du discriminant cf.
I'exercice XII.1). Soit a € C une racine de f(X). Montrer que 'extension k(a)/k
est normale si et seulement si d est dans k. (Indication : on utilisera les résultats
de lexercice XII.1.)
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Proposition XIIL2.2. Soient L/K et K/k des extensions. Si L/k est normale, alors
L/K est normale.

Démonstration. Tout K-morphisme de L dans k est aussi un k-morphisme, donc
un automorphisme de L. O

Attention. Avec les notations ci-dessus :
a) L/k normale #= K/k normale.
b) (K/k normale et L/K normale) #= L/k normale.

En effet, considérons les exemples suivants :
a) k=Q K =Q(V2), L =Q(V2,jV2,j2V2).

b) k=Q, K =Q(V?2), L =Q(¥2). Alors [K : k] = [L : K] = 2, les extensions
K/k et L/K sont donc normales, mais L/k n’est pas normale car L ne contient
pas toutes les racines du polynéme X4 — 2.

Remarque XII1.2.3. On donnera, a la proposition (XIII.2.6) ci-dessous, sous cer-
taines hypothéses, une condition nécessaire et suffisante pour que L/k normale
implique K /k normale.

Proposition XIIL2.3. Soit K;/k, i € I, une famille d’extensions normales, K; C k.
Alors (V;ep Ki et k(U,e; Ki) sont des extensions normales de k.

Démonstration. Soit ¢ un k-automorphisme de k. Alors o(K;) = K;, pour tout
i€l douo(er Ki) = ier Ki et [);cr K est une extension normale de k. On
vérifie que o (k(U;ep Ki)) = k(U er Ki), d’ott k(U7 K;) est normale. O

Définition XIIL.2.2. Soit K/k une extension algébrique. On appelle extension
normale de k engendrée par K, ou cloture normale de 'extension K/k,
la plus petite extension normale de k (dans k) contenant K.

Remarque XI11.2.4.

a) La remarque qui suit I'exercice XIII.1 et la proposition précédente montrent
que la définition ci-dessus est consistante. Il est clair que la cléture normale de K /k
est l'intersection de toutes les extensions normales de k (dans k) contenant K.

b) Cette cloture normale est indépendante, & K-isomorphisme prés, de la
cloture algébrique choisie k. Notons N la cloture normale de K /k contenue dans
k. Soient ¥ une autre cloture algébrique de k et M la cloture normale de K/k
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contenue dans . Alors k et ¥ sont deux clotures algébriques de k, donc de K.
D’aprés le corollaire (XI1.2.3), il existe un K-isomorphisme 6 : k — ¥ et, d’aprés
le théoréme (XII.2.3), I'inclusion 4 : K — K se prolonge en un K-morphisme
j : M — K. Le morphisme composé # o j est un K-morphisme de M dans %
et, puisque M /k est normale, § o j(M) = M. On en déduit que j(M)/k est une
extension normale contenant K, d’ou N C j(M). Mais, si N était strictement
contenu dans j(M), alors #(N) serait une extension normale de k contenant K
et strictement contenue dans 6 o j(M) = M, ce qui est impossible puisque M
est la plus petite extension normale de k£ contenant K et contenue dans . Donc
N =j(M) et M = 6o j(M)=6(N). Ainsi, le K-morphisme 0 : k& — % induit
un K-isomorphisme de N sur M.

PmpositileIH.ZA. Soient k un corps, k une cloture algébrique de k et A une
partie de k. Si B est l’ensemble de tous les conjugués sur k des éléments de A,
k(B) est l’extension normale de k engendrée par k(A).

Démonstration. Toute extension normale de k contenant A doit contenir B
(¢f. remarque XIII.2.1.b), donc k(B). De plus, k(B) est une extension nor-
male de k, car pour tout k-automorphisme o de k, on a o(B) C B, donc
o(k(B)) = k(c(B)) C k(B). Evidemment k(B) D k(A). C’est donc 'extension
normale de k engendrée par k(A). O

Corvllaire XI11.2.1.
(1) Si K/k est une extension algébrique finie, l’extension normale de k engen-
drée par K est finie sur k.

(ii) Toute extension normale N/k est réunion des sous-corps de N qui sont
des extensions normales finies de k.

Démonstration. (i). On a K = k(A) avec Card(A) < +o0, donc l'ensemble B des
conjugués est fini, puisque les éléments de B ont mémes polynémes minimaux que
les éléments de A. D'ou [k(B) : k] < +o0.

(ii). L’extension N est réunion des k(A), ou A parcourt I'ensemble des parties
finies de V. Donc N est réunion des extensions normales de k engendrées par les
kE(A) qui, d’aprés (i), sont finies sur k. O

Proposition XIIL2.5. Soient E/k une extension algébrique normale, L et L' deux
corps intermédiaires. Les corps L et L' sont conjugués si et seulement s’il existe
un k-automorphisme s de E tel que s(L) = L.
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Démonstration. Si L et L' sont conjugués, il existe un k-automorphisme o de k tel
que o(L) = L'. On a donc un k-morphisme
s:E—k->k

tel que s(L) = L'. Puisque E/k est normale, s est un k-automorphisme de
FE. Réciproquement, si s est un k-automorphisme de FE, il se prolonge en un
k-automorphisme o de k et si s(L) = L', alors (L) = L'. O

Proposition XIIL2.6. Soient E/k une extension normale, Gal(E/k) son groupe de
Galois, L un corps intermédiaire, k C L C E. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) L’extension L/k est normale.

(ii) Pour tout s dans Gal(E/k), s(L) = L.

Démonstration. C’est une conséquence de la remarque (XII1.2.1.a) et de la propo-
sition (XIII.2.5). O

XIII.3. Extensions séparables
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Définition XIIL3.1. Soit k un corps.

a) Soient f(X) € k[X] un polynéme non constant et K un corps de dé-
composition de f(X) sur k. On dit que le polynome f(X) est séparable sur
k s’il n’a que des racines simples dans K.

b) Soient K /k une extension algébrique et o un élément de K. On dit que
« est séparable sur £ si son polynéme minimal sur k est séparable sur k.

¢) Une extension algébrique K/k est dite séparable si tous les éléments
de K sont séparables sur k.

Exemples XIIL3.1.
a) Si k est un corps de caractéristique nulle, tout polynome irréductible non
constant de k[X] est séparable sur k (cf. corollaire XI.1.1).

b) Donnons ici un exemple d’un polynéme irréductible non séparable. Soient
p un nombre premier, k = Z/pZ, a un élément transcendant sur k. On pose
K = k(a) et on considére f(X) = XP —a € K[X]. Soient E un corps de décom-
position de f(X) sur K et a une racine de f(X) dans E. On a o = a, d’ou, dans
K[X], on a
(X —a)f =XP - = XP —a = f(X).
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L’unicité de la décomposition d’un polynoéme en produit de polynémes irréduc-
tibles implique que « est I'unique racine de f(X), de multiplicité p.

Montrons maintenant que le polynéme f(X) est irréductible. En effet, si
f(X) = g(X)h(X) € K[X], avec g et h polyndmes unitaires, d°g(X) < d°f(X) et
d°h(X) < d°f(X), alors, d’apres ce qui précede, g(X) = (X —a)® avec 0 < s < p,
d’ou o € K. Mais puisque p est premier et s < p, il existe (u,v) € Z X Z tels que
1 =us +ovp, dot a = ¥ = (a®)%(aP)’ = (a®)%a’ € K, i.e. « € K. On peut
donc exprimer « sous la forme a = %;)), avec m(a) € kla] et n(a) € kla], m(a)

n(
et n(a) premiers entre eux. On en déduit que a = Z((S)):v i.e. an(a)? —m(a)? =0,

d’out la contradiction puisque 1’élément a est transcendant sur k.

¢) Un élément o d’une extension algébrique K/k est séparable sur k si et
seulement si le nombre de conjugués de « sur k est égal au degré du polynéme
minimal de « sur k.

On a fait au b) ci-dessus une démonstration « & la main », mais on aurait
pu appliquer le critére général suivant, qui est une conséquence immédiate de la
proposition (XI.1.6) : si k est un corps de caractéristique p > 0, un polynéme
irréductible f(X) € k[X] est séparable si et seulement si f(X) & k[XP].

La proposition (XIII.3) ci-dessous précisera 'ordre de multiplicité des racines
dans le cas des corps de caractéristique p > 0.

Exercice XIIL3. Soient K un corps de caractéristique p et E/K une extension
finie. Montrer que, pour tout élément o de E dont le polyndéme minimal M, (X)
n’est pas séparable, le degré [K(«) : K] est divisible par p. En déduire que si
[E : K] est premier avec p, U'extension E/K est séparable.

Proposition XIIL3.1. Soient K/k une extension algébrique, k une cloture algébrique
de K et o un morphisme de corps de k dans k. Alors le cardinal de I’ensemble S
des prolongements de o 4 K (i.e. des morphismes de corps de K dans k dont la
restriction a k est o) est indépendant de o.

Démonstration. L’isomorphisme o : k — o(k) se prolonge en un k-
automorphisme 6§ de k (corollaire XII1.2.2). Alors I'application A — 6 o A est une
bijection de I’ensemble des k-morphismes K — k dans S, . U
Remarque XIII3.1.

a) Dans ce qui précéde, nous avons considéré les k-morphismes K — k, i.e. le
cas ot ¢ est l'inclusion £ C k. Nous avons besoin de faire varier ¢ pour démontrer
la proposition (XIII.3.3) ci-dessous.
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b) Le cardinal de S, est également indépendant du choix de k. En effet, cela
résulte du fait que le nombre de k-morphismes K — k est indépendant de k : si
Q est une autre cloture algébrique de k et si ¢ : k — Q est un k-isomorphisme
(corollaire XII1.2.3), alors ¢ +— ¢ o ¢ induit une bijection de ’ensemble des
k-morphismes K — k dans I'ensemble des k-morphismes K — €.

Définition XIIL3.2. Avec les notations précédentes, on appelle degré sépa-
rable de K sur k, ou degré séparable de I’extension algébrique K/k,
le cardinal de S,. Lorsque ce cardinal est fini, on le note [K : kls.

Proposition XIIL3.2. Si « est algébrique sur k et si K = k(a), alors [K : ks est
égal au nombre de racines distinctes du polynome minimal sur k de «, dans un
corps de décomposition sur k de ce polyndéme.

Démonstration. Par définition, [k(a) : k]s = card(S,), avec o : k — k. On
considére 'application A — A(a), ou A appartient a S,. Clest, d’aprés (1.3),
une application bijective de S, sur ’ensemble des racines distinctes du polynome
minimal de a. ([

Proposition XIIL3.3. Soient K/k et L/K des extensions telles que L/k soit algé-
brique.

(i) [L : k]s est fini si et seulement si [L : Kl et [K : k|s sont finis et alors
[L:k|ls=[L:K]s[K : kls.

(i) Si K/k est finie, [K : k]s < [K : k].

Démonstration. (i). Soit ¢ : k — k et soit o; : K — k, i € I, la famille
des prolongements & K de o, distincts. On a [K : k] = Card(l). Soit i € [
et soit o;; : L — k, j € J(i), les prolongements distincts de o; & L. On
a [L: K]s = Card(J(i)). Tout 0 : L — k est un prolongement dun o;, d’oil
0ij, (i,5) € I x J(i), est la famille des prolongements distincts de o & L. D’ou

[L:k]s=Card(I x J(i)) =K : k|s[L: K]s.
(ii). On a K = k(ai,...,an) et k C k(an) C ... C k(oq,...,0p) =

A chaque étape, on a, d’aprés la proposition (XIIL.3.2), [K;(air1) @ Kils
[Ki(aiH) : KZ], d’oun [K : ]{3]5 § [K : ]{3]

Omn =
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Théoreme XIIL3.1. Si K/k une extension finie, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) L’extension K/k est séparable
(il) [K : k] = [K : k]

Démonstration. Cas monogéne : On suppose K = k(«), « algébrique sur k. On a
alors les équivalences suivantes :

(1) (o séparable sur k) <= [k(a) : ks = [k(a) : k]

(2) ([k(a) : ks = [k(a) : k]) <= k(a)/k séparable.

En effet :

(1) découle de la proposition (XIII.3.2) (i.e. [k(c) : k]s = nombre de racines
distinctes de M, (X)) ; pour (2), remarquons que k(«)/k séparable implique o sé-
parable sur k, d’ou [k(«) : k]s = [k(«) : k] d’aprés (1). D’autre part, montrons que

([k() : k]s = [k(a) : k]) = k(a)/k séparable.

Soit 3 € k(a), on a :

Mais « est séparable sur k(/3), car le polynéme minimal de « sur k(3) divise le
polynéme minimal de « sur k, d’ou :

D’on, d’aprés (1), [ est séparable sur k et k(«) séparable sur k.

Cas général : Si K = k(ay,...,a,), on applique le cas monogeéne et la multi-
plicativité du degré et du degré séparable. O
Comllaire XIIL3.1. Soit K/k une extension algébrique. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) L’extension K/k est séparable

(ii) Pour tout corps intermédiaire E tel que Uextension E/k soit finie,

[E:k]s=[E: k]
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Démonstration. En effet, si K/k est séparable et si k C F C K, alors E/k est sé-
parable et on applique le théoréme (XIII.3.1). Réciproquement, pour tout o € K,
en prenant F = k(«), on déduit de '’hypothése que « est séparable sur k.

O

Les extensions séparables satisfont la propriété de transitivité :

Théoreme XIIL3.2. Soient K/k et L/K des extensions algébriques. Alors L/k
est une extension séparable si et seulement si K/k et L/K sont des extensions
séparables.

Démonstration. Remarquons d’abord que si [L : k] < +00, on a
[L:k]=[L:K|K :k|et|[L:k]s=|L:K|[K:kls

et
[L: K] <[L:K]et[K:k]s <[K:Ek]

d’ou
([L:kls=[L: k))<= ([L:K]s=[L:K] et [K:Ek|;=I[K:Ek]).

Considérons maintenant le cas général.

Si L/k est séparable, il est évident que K/k est séparable. Pour tout « € L,
le polynéme minimal de « sur k, considéré a coefficients dans K, s’annule en «.
Done M, (X)) divise My (X)), et a est séparable sur K, d’out le résultat.

Supposons que K/k et L/K sont séparables. Soit « € L : il existe K’ tel que
kC K' C K, [K': k] < +oo avec Mo(X)xg € K'[X]. On pose L' = K'(a);
or, on sait que K /k séparable implique que K'/k est séparable et, puisque L' /K’
est séparable (car o est séparable sur K et My (X)| g = Ma(X) k), d’aprés la
démonstration dans le cas fini, on a L'/k séparable, d’ou « est séparable sur k.

O

Nous avons vu précédemment (Remarque 3.2), que si k est de caractéristique
nulle, tout polynéme irréductible non constant de k[X] est séparable. C’est donc
le cas du polynéme minimal d’un élément algébrique sur k. Nous allons donner
ici un résultat qui précise I'ordre de multiplicité de ses racines dans le cas ou le
corps k est de caractéristique p > 0.

Proposition XIIL3.4. Soient k un corps de caractéristique p > 0, k une cloture
algébrique de k, a € k et My(X) le polynéme minimal de o sur k. Toutes les
racines de My (X) sont d’ordre de multiplicité p*, pour un certain entier p > 0.
De plus, oP" est séparable sur k et
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Démonstration. Montrons d’abord que toutes les racines o = avq, ..., ay, de M, (X)

ont méme ordre de multiplicité. Pour tout ¢, 1 < ¢ < n, il existe un k-isomorphisme

o : k(o) — k(o) tel que o(a) = o, d’ott un k-automorphisme & de k qui
n

prolonge 0. On a (My)(X) = M,(X) = H(X — o(a;))™ (car o(qy) parcourt
i=1

les conjugués de «, i.e. les racines de M, (z)), ot m; est ordre de multiplicité
de «;. Comme k[X] est principal, par unicité de la décomposition en facteurs
irréductibles, on a m; = my. Ceci est vrai pour tout i. Donc toutes les racines ont
méme ordre de multiplicité.

On considére Uentier p > 0 tel que My (X) = h(XP") et h ¢ k[XP]. Alors,
d’aprés (XI.1.6), aP” est racine d'un polynome séparable et, en comparant les
degrés de M, (X) et h(X), on a :

[k(a) : k(a?")] = p*

car h(X) est irréductible sur k, c’est donc M_,». Mais comme h est séparable,
on a :

k(") : K]y = [k(a?") : k].

De plus, le nombre de racines distinctes de M, (X) est le méme que celui de h(X).
Donc :

k() : ks = [k(a®") : K],

et
k() : k] = [k() : k(e )][k(a?") : k] = p*[k(a) : ks O

XIII.4. Eléments primitifs

Définition XII1.4.1. Soient K/k une extension et a € K. On dit que « est un
élément primitif de U'extension K/k si K = k(«).

Théoreme XIIL4.1. Soit K/k une extension finie. Il existe un élément primitif pour
Pextension K/k si et seulement s’il n’y a qu’un nombre fini de corps intermé-
diaires B, k C F C K.

Démonstration. Si |k| < +oo, alors [K : k] < 400 implique |K| < +oo. Donc
K™ est cyclique, engendré par un élément o (TR.IX.A). Cet élément engendre K
sur k.

Traitons maintenant le cas |k| = 4o0.

331



CHAPITRE XIII. EXTENSIONS NORMALES, SEPARABLES

332

Supposons qu’il n’y ait qu'un nombre fini de corps intermédiaires k C £ C K.
Soient x,y € K. Pour tout ¢ € k, on considére k(z + cy). Puisque |k| = +o0,
le nombre de corps k(x + cy) étant fini, il existe ¢; # co € k tels que
k(x 4+ c1y) = k(x + coy) = Ep. Les éléments x + c1y et x + coy sont dans le méme
corps Ejp, donc aussi (¢; — ¢2)y. Il en est donc de méme pour y et donc aussi z.
D’ou

k(z,y) = k(a) avec «a=2zx+ c1y.

Si K = k(aq,...,qy), alors, par hypothése de récurrence k(aag, ..., an) = k(y),
d’ot K = k(a1,y), puis K = k(a) en vertu du résultat au rang 2.
Réciproquement, supposons K = k(a) : alors a est algébrique (car
[K : k] < 400 implique K/k algébrique) et soit M, (X) son polynéme minimal
sur k. Soit F un corps intermédiaire, k C E C K, et notons fr(X) le polyndéme
minimal de a sur E. Comme M, () = 0, considéré comme polynéme a coefficients
dans E, fg(X) divise M, (X). Puisque E[X] est principal, un polynéme n’a qu’'un
nombre fini de diviseurs. Donc, I'application ¢ définie par ¢(E) = fr(X) est a
valeurs dans un ensemble fini. Montrons que cette application est injective. On
considére Fy le sous-corps de E engendré sur k par les coefficients de fg(X). On
peut donc considérer fp(X) dans Eo[X] et fr(X) est irréductible dans Eyp[X],
puisqu’il est irréductible dans E[X]| (Ey[X] C E[X]). Par conséquent, le degré de
a sur Ej est le méme que le degré de o sur . D’ou Ey = E. Ceci montre que le
corps intermédiaire E est déterminé, de maniére unique, par fg(X), donc ¢ est
injective. L’ensemble des corps intermédiaires E, k C £ C K, est donc fini. O

Théoreme XIIL4.2. Toute extension finie séparable admet un élément primitif.

Démonstration. Si |k| < +o0, le résultat est vrai d’aprés le théoréme précédent.
Supposons que |k| = +o0 : on a K = k(ai,...,aq). On peut, modulo une récur-
rence, supposer K = k(a, 3), ot a et 3 sont séparables sur k. Soit & une cloture
algébrique de k et o1,...,0, les k-plongements distincts de k(c, 3) dans k. On
forme le polynéme

Px)= [ (0i—0))a+ BX).

1<i<j<n

Ce polynome est non nul : si 0;(a) = 0j(a) et 04(8) = 0;(6), on a 0; = 0, ce
qui est impossible car, Vi # j, 0; # 0;. Puisque |k| = 400, il existe ¢ € k tel que
P(c) #0. D’ou i # j implique o;(a + ¢f3) # oj(a + ¢f3). Par conséquent, le degré
séparable, donc le degré, de I'extension k(a + ¢f3)/k est au moins n. Mais

n=[k(a,p) : ks = [k(a, B) : k].
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D'ou [k(a, B) : k] < [k(a + ¢f) : k] et, puisque k(o + ¢f) C k(a, 3), on en déduit
que k(a, B) = k(o + ¢f). O

Exercice XIIL4. Soient k un corps de caractéristique nulle et K /k une extension.
Montrer que [K : k] < n si et seulement si, pour tout « € K, on a [k(x) : k] < n.
(Indication : pour la réciproque, on pourra prendre une famille finie (z;);e; d’élé-
ments de K tels que [k(x;)ier : k] soit maximal — aprés en avoir justifié 'existence
— et montrer que K = k(z;)icr.)

XIII.5. Norme et trace

Rappelons quelques définitions d’algébre linéaire. Soient A un anneau com-
mutatif, £ un A-module libre de rang fini n (i.e. E ~ A" isomorphisme linéaire),
w un endomorphisme de E, (€;)i=1,...» une base de E et (a;;) la matrice de u dans
cette base. Les expressions

n
Zau‘ et det(aij)
i=1

sont indépendantes de la base choisie. On définit alors la trace et le déterminant
de u par

Tr(u) = Z ai; et det(u) = det(a;j).
i=1

On sait que la trace et le déterminant vérifient Tr(u + v') = Tr(u) + Tr(u') et
det(uu') = det(u)det(u'). De plus, on a

det(XIdg —u) = X" — Tr(w) X" ' 4+ ... + (=1)"det(u).

On généralise ces définitions de la maniére suivante. Soient B un anneau et
A un sous-anneau de B tels que B soit un A-module libre de rang fini n (c’est le
cas d’'une extension de corps E/K avec [E : K] = n). Pour tout € B, on note
m, endomorphisme de B défini par m,(y) = xy.

Définition XIIL.5.1. Pour tout élément x € B, on appelle trace, norme, po-
lynome caractéristique de z, relativement a l’extension B/A, les éléments
respectifs

TT‘B/A(Z‘) =Tr(my), NB/A(I‘) = det(my), Px,B/A(X) =det(XIdp —my).
Ce sont des éléments de A ou de A[X].
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Remarque XIIL5.1. Si x, 2’ sont des éléments de B et si a est un élément de A,
on a
My + Myt = Mygyqr, MMy = Mgy, Mag = AMy

et la matrice de m, est diagonale dans n’importe quelle base. On en déduit que
la trace et la norme vérifient les relations suivantes :
TTB/A(x—i—a:’) = T?‘B/A(Hf)—I—TTB/A(x/), Trpjalax) = aTrga(z), Trp/ala) =na
Npa(za') = Ngja(x)Ngja(z'), Npjalax) = a"Ng/a(x), Npala) =a".
Si L/K est une extension de corps, finie, séparable, nous allons donner une

explicitation précise de la norme et de la trace d'un élément de L.

Théoreme XIIL5.1. Soient L/K une extension séparable, [L : K| =n, x € L et
r=|[L: K(z)] (de sorte que n =rs avec s = [K(z) : K|). On note x1,...,x, les
racines du polynome minimal sur K de x, M,(X), chacune répétée r fois. Alors :

Trig(T)=x1+...+ 2y

Npjg(x) =z1.. .25
Px,L/K(X) = (X - .fl) (X - xn).

Démonstration. La démonstration comporte deux étapes.

— Supposons que x soit un élément primitif de L, i.e. L = K(x). On sait que
L~ K[X]/(M,(X)) et que (1,z,...,2" 1) est une K-base du K-espace vectoriel
L. Ecrivons

My(X)=X"+a,1 X" 1+ ...+ ap.

Alors la matrice de m, dans la base (1,...,2" 1) est :
00---0 —ap
10--- 0 —ay
01--- 0 —a2
00---1—-ap_1
donc Trp /i (v) = —an—1 et N () = (—=1)"ap. Mais puisque = est un élément

primitif, le polynéme minimal de z, M,(X) = X" + a, 1 X" 1 + ... + ap, s'écrit
My(X)=(X-z1)...(X—z,). Donc —a,—1 = z1+...+zp et (—1)"ag = x1 ... 2y.
Par conséquent,

Trig(r)=x1+...+x, et Npg(x)=z1...2,
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— Cas général. Ce qu’on vient de faire s’applique a 'extension K (z)/K. Pour
prouver le théoréme, il suffit de montrer que P, /x(X) = (M;(X))". Soient
(y1,...,ys) une base de K(z) sur K et (z1,..., z) une base de L sur K (x). Alors,
(yizj), 1 <i<s,1<j<r, est une base de L sur K et n =rs. Soit M = (akp)
la matrice de la multiplication par = dans K (x), par rapport a la base (y;). On a

LYi = Z @inYh
h

ylzj (Z azhyh> Zj = Z aih(yhzj)'
h

Si on ordonne lexicographiquement la base y;2;, la matrice M’ de la multiplication
par x dans L, par rapport a cette base, se présente sous la forme d’une matrice
carrée (r,r), diagonale par blocs :

M
M/ e t.
M
d'ott Py 1/ = det(XId—M') = (det(XId—M))". Mais det(XId— M) = M,(X)
d’aprés I'étape 1. D’ou le résultat. O
Exercice XIIL5. On suppose que E/K est une extension séparable de degré

n, contenue dans une cloture algébrique K de K. On note oy,...,0, les n
K-morphismes distincts de E dans K

a) Montrer que pour tout élément x de E, on a Trp/k(x) = > i, oi(x) et
n
NE/K(iU) = [[i=1 0i(2).

b) On suppose que E = Q(v/d), o d est sans facteur carré (i.e. E est une
extension de degré 2 de Q), en écrivant € F sous la forme 2 = a+ bv/d, montrer
que Trgg(z) = 2a et Npg(z) = a® — db?.

c¢) Montrer que, si I est normale, pour tout x de E, Trg/k(v) et Ng/k(v)
sont des éléments de K.

d) Montrer qu'il existe z dans E tel que Trg/g(x) # 0. (Utiliser le théo-
réme (X.3.1).)

Soit L un corps tel que K C LC Eet [E: L] =

e) Montrer que pour tout élément x de L, on a

Trpg(x) =mTrp () et Ngg(r)=(Np/x(z)™
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f) Montrer que
Tre/x(z) =Trpk(Tre/;(z)) et Np/x(z) = Np/k(Ng/p(z)).
(Indication : remarquer que Trg/r(x) € L.)

Remarque XIIL5.2. Les définitions de la norme et de la trace données dans la
définition (XIII.5.1) s’appliquent bien entendu au cas des extensions finies non
séparables de corps. Mais dans ce cas, l'explicitation de ces éléments est plus
compliquée et doit prendre en compte le facteur d’inséparabilité du degré de
lextension (c¢f. TR.XIILB).
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& TR.XIIIL.A. Corps parfaits

1. Soit K un corps. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Tout polynéme irréductible de K[X] est séparable
(ii) Toute extension algébrique de K est séparable

(iii) Toute cloture algébrique de K est une extension séparable de K.
Un corps K satisfaisant & I'une des conditions ci-dessus est dit parfait.
2. Montrer qu’un corps de caractéristique nulle est parfait.

3. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Montrer que K est parfait si et
seulement si K = KP. (Autrement dit, si le morphisme de Frobenius est un
automorphisme.)

4. Montrer qu’un corps fini ou algébriquement clos est parfait.

5. Montrer que toute extension algébrique d’un corps parfait est un corps parfait.

& TR.XIII.B. Extensions inséparables et radicielles

Une extension algébrique E/K qui n’est pas séparable, i.e. dans laquelle
il existe au moins un élément non séparable, est dite inséparable. D’apres
I'exemple (XIII.3.1.a), cette notion n’a de sens qu’en caractéristique p > 0. En par-
ticulier, d’aprés la proposition (XIII.3.2), si v est un élément de F non séparable
sur K, toutes les racines de son polynéme minimal sont d’ordre une puissance de
la caractéristique de K.

1. Soient E/K une extension algébrique et Es I'ensemble des éléments de E qui
sont séparables sur K. Montrer que Eg est une extension séparable de K. (On
montrera que E est la réunion des extensions séparables de K contenues dans E.)
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Dans la situation précédente, on a K C Es C E et E'\ E est formé de tous
les éléments de E qui ne sont pas séparables sur K. Lorsque [E : K] est fini, on
a[F: K| =|[E: E[Es: K| et, comme [Es : K| = [Fs : K| puisque I'extension
E,/K est séparable, on a [E : K| = [E : Ej|[Es : K. On appelle l'entier [E : E]
le facteur d’inséparabilité du degré de 'extension E/K.

Nous allons introduire et étudier un sous-corps de FE, noté E,, qui joue un
grand roéle lorsque 'on est en caractéristique p > 0.

2. Soient E/K une extension, o un élément de E algébrique sur K, M, (X) le
polynéme minimal de « sur K. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) L’élément « n’est pas séparable sur K

(i) ML(X) =0

(iii) La caractéristique de K est égale ap > 0 et M, (X) € K[XP].

Soient E/K une extension et o un élément de E. On dit que 'élément «v est
radiciel sur K si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

(a) K est de caractéristique nulle et « appartient a K.

(b) K est de caractéristique p > 0 et il existe n € N tel que o?" appartient a
K. Si on note e le plus petit entier n tel que o € K, le polynéme minimal
de o est XP° — oP".

L’extension E/K est radicielle si tout élément de E est radiciel sur K. On
remarquera que si la caractéristique de K est nulle, extension E/K est radicielle
si et seulement si £ = K. La notion d’extension radicielle n’a donc d’intérét que
dans le cas de la caractéristique positive. Par conséquent, dans toute la suite, nous
supposerons que K est un corps de caractéristique p > 0, tous les résultats étant
triviaux si la caractéristique est nulle.

3. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Montrer que si E/ K est une extension
finie radicielle, [E : K] est une puissance de p.

4. Montrer que si I'extension E/K est radicielle, alors Gal(E/K) = {1}.

5. Soient K un corps de caractéristique p > 0 et K une cloture algébrique de K.
Montrer que :

(i) Pour tout entier n > 0, I'ensemble {a?"|a € K} est un sous-corps de K,
noté KP"
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(ii) Pour tout entier n > 0, un élément a € K a une seule racine p™-iéme dans
- —n
K, qu’on notera a?

(iii) L’ensemble {a? "|a € K} est un sous-corps de K, noté KP .

L’ensemble des éléments de K radiciels sur K est appelé la cléture radicielle
de K.

6. Montrer que si K est de caractéristique p > 0, la cléture radicielle de K est le
corps - K? ", qu’on note K™~

7. Montrer que KP ° est le plus petit sous-corps parfait de K contenant K.
On en déduit qu'un corps est parfait si et seulement s’il est égal a sa
cléture radicielle.

8. Montrer que si le corps K n’est pas parfait, 'extension KP~~ /K ne peut étre
de degré fini.

9. Montrer que la notion de cloture radicielle d’'un corps K est indépendante, a
isomorphisme prés, de la cloture algébrique K choisie.

Soit E/K une extension avec E C K. On note E, 'ensemble des éléments de
F radiciels sur K.

10. Montrer que I'extension E/FEy est radicielle et que I'extension E/E, est sépa-
rable.

& TR.XIII.C. Dérivations et extensions séparables

L’objectif de ce TR est de donner une caractérisation des extensions de type
fini qui sont algébriques et séparables, au moyen des dérivations.

Soient K un anneau commutatif et FE une K-algébre associative. Une
K-dérivation de E est un endomorphisme D du K-module FE vérifiant
D(zy) = D(z)y + xD(y), pour tous éléments x et y de E.

Lorsque le contexte le permet, on omet la lettre K et on dit dérivation au lieu
de K-dérivation. On remarquera que la notion de dérivation d’'un anneau définie
au chapitre VIII correspond a celle donnée ci-dessus en prenant K = Z.

Les dérivations formelles des polynémes en une indéterminée ou les dériva-
tions partielles de polyndémes en plusieurs indéterminées sont des exemples de
dérivations dans les algébres de polyndémes.

1. Soit a un élément de E. Vérifier que application x — ax—xa est une dérivation
de E. On appelle une telle dérivation dérivation intérieure.

2. Montrer que si E posséde un élément unité 1p, pour toute dérivation D de
E on a D(1g) = 0. En déduire que pour tout entier n et pour tout k € K on
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a D(nlg) = 0 et D(klg) = 0. (Autrement dit, en identifiant k£ & klg, on a
D(k) =0, pour tout k de K.)

3. Soit D une dérivation de E. Montrer que I'ensemble {x € E|D(x) = 0} est une
sous-K -algébre de E.

4. Montrer que l'ensemble Derg(FE) de toutes les K-dérivations de E est un
sous-K-module du K-module Endg (FE).

5. Déduire de ce qui précéde que si Dy et Doy sont des dérivations qui coincident
sur une partie génératrice de la K-algébre E, on a D1 = Ds.

6. Soit F = K[X1,...,X,] l'algébre des polynémes en n indéterminées. On note
D;, 1 < i < n, la dérivation partielle par rapport a X;. Montrer que les D;,
1 < i < n, forment une base du K-module Derg(E).

7. Soient A un anneau commutatif intégre et F' son corps de fractions. Montrer
que toute dérivation D de A se prolonge de maniére unique en une dérivation

D de F. Précisément, si a et b # 0 sont des éléments quelconques de A, on a
5(2) — D(a)b—aD(b) )

b b2
8. Soient K un corps commutatif et D;, 1 < i < n, les dérivations partielles de
K[Xi,...,X,] par rapport aux X;. Montrer que les D;, 1 < i < n, forment une

base du K-espace vectoriel Derg (K (Xy,...,X,)).

On généralise la notion de dérivation étudiée ci-dessus de la fagon suivante.
On suppose que E est une sous-K-algébre d’une K-algébre F' : on appelle dé-
rivation de E dans F toute application K-linéaire D de E dans F' vérifiant
D(zy) = D(z)y + xD(y), pour tous éléments x et y de E. Les propriétés établies
ci-dessus sont encore vraies dans ce cadre.

Nous allons désormais nous placer dans la situation suivante : F'/E est une
extension de corps et nous étudions les Z-dérivations de E dans F'.

9. Soit D wune dérivation de FE dans F. Montrer que I’ensemble
K ={z € E|D(x) = 0} est un sous-corps de E. En déduire que les dérivations de
FE dans F sont des K-dérivations.

10. En déduire que toute dérivation d’un corps premier P dans tout sur-corps de
P est nulle.

Pour donner la caractérisation annoncée au début de ce TR, nous allons donner
un critére de prolongement des dérivations aux extensions de type fini.

Soient £ C F des corps et D une dérivation de E dans F. On considére
L = E(xy,...,z,) une extension de type fini de F contenue dans F et a 'idéal
des relations algébriques entre les x;, 1 < ¢ < n, a coefficients dans E. On se
donne une famille u;, 1 < i < n, d’éléments de F.
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11. Montrer que pour qu’il existe une dérivation D de L dans F prolongeant D et
telle que D(z;) = u;, 1 < i < n, il faut et il suffit que pour tout polynéme f € a,
on ait

fD(:Ul,...,xn)+Za—fui:0,

ou fP est défini par : si f = Z(m) Qning..n, X X" ... X", alors
fP= i) D(@ning.n, ) X" X" .. X" (On remarquera que f — fP est une
dérivation qui prolonge la dérivation D. Pour démontrer que la condition est suf-
fisante, on montrera que la relation ci-dessus permet de définir D sur I’anneau
E[zy,...,x,] et on appliquera le résultat de la question 7.)

12. En déduire que si, dans la situation ci-dessus, L est une extension transcen-
dante pure de E, de base pure (x;), 1 < i < n, pour toute dérivation D de E dans
F', D existe et est unique.

13. Soit L une extension algébrique séparable de E contenue dans F'. Montrer que
toute dérivation D de E dans F se prolonge de maniére unique en une dérivation
D de L dans F. (Pour démontrer I'existence de D, on montrera d’abord qu’on
peut supposer que L est de type fini, L = E(z1,...,z,). On fera ensuite un
raisonnement par récurrence sur n, en considérant le polynéme minimal de x,, sur
E(xl, e 7xn—1)->

14. En déduire que si la dérivation D de E est telle que D(E) C E, alors

D(L) C L.

15. Montrer que toute K-dérivation d’une extension E/K est nulle dans toute
extension algébrique séparable de K contenue dans E.

16. Montrer que si L. C F est une extension radicielle finie de K, de degré stric-
tement supérieur a 1, il existe une K-dérivation non nulle de E dans F'.
On en déduit la caractérisation des extensions algébriques séparables annoncée

au début de ce TR :

17. Montrer que pour qu’une extension F /K de type fini, E C F, soit algébrique
et séparable, il faut et il suffit que la seule K-dérivation de E dans I soit la
dérivation nulle.
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X1V

EXTENSIONS GALOISIENNES
THEORIE DE GALOIS DES EXTENSIONS
FINIES

La théorie de Galois permet de répondre, dans le cas des extensions galoi-
siennes finies, a la question posée en (X.4.1). Le résultat principal de cette théorie
est que si E//K est une extension galoisienne finie, le groupe de Galois Gal(E/K)
et ses sous-groupes permettent de caractériser entiérement toutes les extensions
int