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AVANT-PROPOS

Ce livre s’adresse aux étudiants de licence de mathématiques, de cortains
seconds cycles des universités, aux agrégatifs, aux éléeves des grandes éeoles,
aux éleves des écoles d’ingénieurs s'initiant & lintégrale de Lebesgue ot enlin
a leurs enseignants.

Ce recueil se place & un niveau accessible au maximum d’étudiants aynnt
suivi I'enseignement des premiers cycles universitaires ou des classes préparn
toires. Il nous a semblé intéressant de mettre & leur disposition un cuveape
couvrant I'ensemble de 'initiation aux théories de lintégrale et de la mesure,
tout en restant élémentaire et sans multiplier les compléments de cours on les
exercices trop sophistiqués qui ne sont pas adaptés & leurs besoins.

En particulier, nous avons voulu faciliter le passage du premier cycle au se
cond cycle, soit en introduisant un certain nombre d’exercices traitant los con-
naissances de base indispensables au développement de la théorie {par excimnple
la dénombrabilité ou le calcul ensembliste), soit en évitant de recourir & des
notions qui ne sont souvent plus abordées dans 'enseignement actuel (telles
les sommes de Darboux) ou qui ne feraient qu'alourdir le cours {tels les clans
ou la complétée d’une mesure).

De méme, nous nous sommes efforcés de proposer a la fois des exercices
d’application immédiate du cours et d’autres, plus élaborés, nécessitant davan.
tage de réflexion. Nous avons également voulu aider au maximum étudiant
en lui fournissant une rédaction détaillée des corrigés.

Si la plupart des exercices fait partie d'un fonds commun tombé pour aiusi
dire dans le domaine public, certains sont originaux et pourront compléter ln
palette des exercices & la disposition des enseignants.

Un grand merci & nos collégues qui ont collaboré 3 notre enseignement alnsi
qu’aux étudiants qui nous ont permis de tester la quasi-totalité des exercices
proposés.
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CONSEILS D’UTILISATION

1. Bien connaitre son cours

Le lecteur doit tout d’abord bien étudier le cours qui lui est enseigné. Pour
faciliter le lien entre ce cours et nos énoncés, il aura intérét & parcourir le
résumé du cours que nous avons introduit a la téte de chaque chapitre, en
portant une attention particuliere aux notations.

2. Comment choisir ses exercices ?

Chagque exercice est repéré a l'aide d’un code.

e Le sigle (%) désigne une application immédiate du cours dont la résolution
nécessite uniquement la compréhension des définitions et des résultats
cités.

o Lesigle (x %) désigne un exercice que étudiant moyen doit savoir résoudre
a la fin de V'enseignement.

e Le sigle (x * ) désigne un exercice plus technique ou plus astucienx
nécessitant une idée extérieure aux connaissances de base.

Il est bien siir recommandé au lecteur de commencer par les exercices (*),
qu’il doit savoir traiter avant de passer aux autres exercices. Puis 'étudiant se
concentrera sur les exercices (% %) ; les exercices (x + x) sont réservés aux plus
curieux.

3. Chercher longuement avant de regarder les solutions

Les corrigés sont séparés des énoncés pour que 'étudiant ne soit pas tenté de re-
garder trop rapidement les corrections. Il est infiniment plus utile de chercher a
fond quelques exercices que d’apprendre par cceur les corrigés d’un grand nom-
bre. En effet une réflexion approfondie sur un exercice permet & I'étudiant de
développer son imagination en essayant plusieurs pistes de résolution et ainsi de

Coselds d atiisation

¥ i H ? ¥ oy £s
micux comprendre Pensemnble du conrs ef de se Funilinriser avee Pagoneement.

de toutes les notions qu’il dott mattriser.

4. Se tester pour 'examen

Dans le dernier chapitre, le lecteur trouvera des problémes non COrriges issts
des examens de la licence de mathématiques & Limoges posés entre 1991 i
1995. De plus, le lecteur trouvera dans la bibliographie quelques ouvrages qui
complétent le présent livre.
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NOTATIONS GENERALES

On utilisera les notations uselles suivantes :

N: ensemble des entiers naturels

N*: ensemble des entiers naturels non nuls

2N : ensemble des entiers naturels pairs

7z : ensemble des entiers relatifs

Q: ensemble des nombres rationnels

(Vo ensemble des rationnels strictement positifs
R: ensemble des nombres réels

R*: ensernble des nombres réels non nuls

Ry ou [0,+00]: ensemble des nombres réels positifs
R ou}0, +oo[: ensemble des réels strictement positifs

On note les intervalles de R sous la forme [a, ], |a, b], [a,b(, ]a, b], | — o0, a],
1 = 00,4, [b,+00[ et enfin ]b, +-00[, ot le réel a est plus petit que le réel b.
Soit f une application de X dans Y (ce que l'on écrira f : X — Y);si A
est une partie de X, la restriction de Dapplication f & la partie A sera notée
fi 4. Si B est une partie de Y,
f7(B)={reX: f(z) e B}

représente 'image réciproque de B par l'application f. Dans le cas oul la
fonction f est & valeurs réelles (f : X — R) et si B est une partie de R, on
utilisera Pécriture simplifiée

{feB)
pour {z € R: f(z) € B} = f~(B). Par exemple, si b est un réel, on écrira
{f <b} (oubien {f €] 00,b[})

comme écriture simplifiée de {x € X : f(z) < b}.
Si A est une partie de X, la fonction indicatrice de A, notée 14, est définie,
pour T € X, par
1 si ze A
1a(z) = : '
(@) { 0 si z¢A

Enfin, si A et C sont deux parties de X, la différence C\ A désigne la partie
constituée des éléments qui appartiennent & C' mais pas & A.

1 GENERALITES

1.1 Parties et familles de parties

Nous allons nous placer sur un ensemble X quelconque. Une attention parti-
culidre sera donnée & cette section afin de ne pas confondre une partic de X
ot une famille de parties de X et les différentes relations qui existent entre ces
deux notions. Pour les distinguer, les parties de X seront notées par des lebbres
capitales comme Y, Z, A, ... tandis que les familles de parties serout notées i
I'aide de lettres en cursive comme M, T, A, ... . Remarquons qu'une partic
A de X se met sous la forme

Az{ai: ‘ie]},

of1, pour tout i, a; est un élément de A et qu’une famille de parties se met sous

la forme
A={4: iel}

ou, pour tout %, A; est une partie de X.

Inclusion. Pour deux parties A, B de X, la relation A C B signific que
Iappartenance & A entraine l'appartenance a B. En général, pour démontrer
une inclusion du type A C B, on suit le schéma suivant :

Soitx € A;--- ---.DonczeB.

Pour deux familles de parties A et B, A C B signifie que toutes les parties
constituant 'ensemble 4 sont aussi dans B, ce que 'on peut écrire :

vyAc A AeB.

Union et intersection. 3i (4, );cs représente des parties de X, alors la partic
{J A; (resp. [] Ai) est définie par :
i€l iel
z € | J A si et seulement si, il existe i € [,z € A
i€l

(resp. z € ) A si et sculement si, pour tout i € I,z € A
iel
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< I Generalites

Si (A;)ies représente des familles de parties de X alors la famille de parties
|J A; (resp. (] A:) est constituée de parties qui appartiennent & au moins un
it el

des A;) (resp. a tous les A;).

Par exemple, si X = N et si U'on choisit

A={{1,---,10},2N,0} et B= {{1,---, 11}, 2N, 0},
nous avons {1,---,10} € A, AZ Bet ANB = {2N, ¢},

1.2 La droite achevée R

On définit la droite achevée R comme étant la réunion de R et de deux autres
points notés +o00 et —oo.

Prolongement de ’addition. On pose pour +co : (+00) + (—00) n’a pas
de sens & priori, (+00) + z = +oco (si z € R) et (+00) + (+00) = +00. On
procéde de la méme maniére avec —oo.

Prolongement de la multiplication. On pose pour +oo :
(+o00)(—00) = —o0, (+o0)z = —00 (si z < 0) (+00)0 =0,
(+00)z =400 (si z > 0) et (+00)(+00) = +oo.
On procéde de la méme manidre avec —o0.

Attention, il faut étre prudent dans les calculs car nous n’avons ni une structure
de groupe, ni une structure d’anneau. En général, lorsque tout est bien défini
une égalité vraie sur R devient vraie dans R. En particulier si I'on se place sur
R U{+00}, Paddition et la multiplication sont associatives et la multiplication
est distributive par rapport & l'addition.

1.3 Ensembles ordonnés

On rappelle qu'une relation binaire < est une relation d’ordre sur un ensemble
X arbitraire si elle vérifie les trois conditions suivantes :

(i) pour tout z € X, x < z (réflexivité) ;
(ii) pour tout (z,y) € X% si x < yet y < z alors 2 = y (antisymétrie) ;
(iii) pour tout (z,y,2) € X3 siz <yety < zalors z < z (transitivité).

On dit que Pordre est total si deux éléments quelconques de X peuvent étre
comparés et que 'ordre est partiel sinon. Une suite (z,) d’éléments de X sera
croissante (resp. décroissante) si :

TSy S ST < e (TSP Tp X T2 2T 20 )

la guite est monotone si elle est croissante ou décroissante.

1.3 usembles ordonnes 34

Fxemple 1.1
(1) La relation nsuelle < sur Roest une relation d’ordre tolale sar 8.
(2) En complétant la relation usuelle < de R sur IR par :
0Lz, < 40 (z € R)et —o0 < oo,
(R, <) est encore un ensemble totalement ordonnée.

(3) Si E est un ensemble quelconque et si X = P(E) désigne I'ensemble
des parties de F, la relation d’inclusion C est une relation d'ordre {(I"ordre
est partiel dés que F a au moins deux éléments).

(4) Si E désigne un ensemble quelconque et si X = F(E,R) (resp.
X = F(E,R)) désigne I'ensemble des applications de E dans R, la
relation < définie par :

f < g« pourtout z € E, f(z) < g(z)
est une relation d’ordre (I'ordre est partiel dés que E a au moins deux
éléments).
Dans les trois définitions suivantes, on considére une partie A de X ot 1 un
élément de X.

Définition 1.2 (plus grand élément-plus petit élément). On dit que m est un
plus grand élément (resp. plus petit élément) de A si

iymeA;
(i) pour tout a € A, a <m (resp. m <a).
On montre que si cet élément existe alors il est unique.

Définition 1.3 (majorant-minorant). On dit qu'un élément m de X est un
majorant (resp. minorant) de A si

pour tout a € A, a <m (resp. m <a).

Définition 1.4 (borne supérieure-borne inféricure d’une partie). On dit que
m est la borne supérieure (resp. inférieure) de A si Uensemble des majorants
(resp. minorants) admet m pour plus petit (resp. grand) élément. Dans ce cas,
on notera m = sup A et on dira que m est le plus petit des majorants (resp.
minorants) de A.

Si 'on choisit comme ensemble ordonné X — R muni de V'ordre usuel et comme
partie A = [0, 1], alors :
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i Gaerhieralibes

e A n'a pas de plus grand él¢ment tandis que 0 est le plus petit élément ;

¢ l'ensemble des majorants de A est la partie [1, +oof et donc, sa borne
supérieure est 1 : supA = 1.

A partir de cette définition, on définit la borne supérieure (resp. borne inféri-
eure) d’une suite (a,), notée supan {resp. ig& @,), comme étant la borne
n

supérieure (resp. borne mferleure) si elle existe, de la partie {a, : n € N}.
Nous pouvons alors définir :

Définition 1.5 (limite supérieure-limite inférieure d’une suite). Soit (a,) une

suite d’éléments de X. La limite supérieure (resp. limite inférieure) de la suite

(an) notée hm sup a, (resp. hm mf a,) est définie par la formule (dans le cas
€N

ot cela est posszbie}

ln}zle;?p Ay = mle{%up an] (resp. hnme]lblgf Gy == ;té]%{'%%fn ax)).

Nous pouvons appliquer ces définitions aux différents espaces ordonnés déja
rencontrés dans Pexemple 1.1 (2), (3), (4) et ol les bornes supérieures et
inférieures d’une partie existent toujours.

e (R, <). En particulier nous avons sup$ = —o0, inf ) = +o0.

e (F(E,R), <). En particulier si (f,) est une suite de fonctions de E dans
R on a, pour tout z € E,

(limnf f,,)(2) = lim inf[( /) (<)]

(limsup f,)(z) = lim sup[(f,,)(z)].
nelN neN

e (P(E),C). En particulier si (A,) est unc suite de parties de F on a :

liminf A, = UIN A

m€eN n>m
{zr € E: z € A, & partir d’un certain rang} ;

i

limsupA, = [) [ Anl
neld melN n>m
{r € E: = € A, pour une infinité d’indices n}.

Il

b oeries dans By Ll oo H

1.4 Séries dans R U {+o0}

L définition suivante sera utile lorsque Pon définira les mesures (voir chapitre
3). 5i (a5 )new est unc suite dont les valeurs sont prises dans R, U {+ oo}, on
pose

o
ay = hm a
(la limite existe car une suite croissante dans R converge dans R). Alors les

propriétés algébriques sur les séries & valeurs dans R, sont encore valables ici ;
par exemple, on a

O

(o) oK
. Z(ak+bk) = Zak“f-zbk;
k=0 k=0 k=0

. i o) .(iak) (o € Ry U {+00}).

k=

1.5 Dénombrabilité

Définition 1.6 On dit qu'un ensemble est dénombrable s’il existe une injee-
tion de A vers N.

En d’autres termes, on montre qu’un ensemble est dénombrable s'l est soit do
cardinal fini soit en bijection avec IN. L’énoncé suivant est fondamental dans
la théorie de P'intégration

Proposition 1.7 Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est un
ensemble dénombrable.

Nous avons aussi :
Proposition 1.8 Nous avons :
(a) Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable ;

(b) Vimage d'un ensemble dénombrable par une application est un en-
semble dénombrable.

Par exemple, N? est un ensemble dénombrable tandis que nous avons :

Proposition 1.9 R n'est pas dénombrable.
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1.6 Enoncés des exercices

Exercice 1.1 {*)
Les inclusions suivantes sont-elles vraies ?

(1) {[0,1],[0.4],{0}} < {[0,2],[0, 5], {0}} ;
(ii) {[a,b[: a,be Q} C {[a,b]: a,be R} ;
(i) {[e,b]: a,b € R} C {[a,b]: a,b€ R} ;
(iv) [0,1] [0, 4)].

Exercice 1.2 (x)
Prouver la formule :

(ufh)@ ijj)z U (4nB)

i€t jet (,7)eIx T

Exercice 1.3 (x)
Soit X un ensemble non vide et (A,)new une suite de parties de X. Pour tout
n € N, on pose :

Bn dzer U Ak'

k=0

(i) Montrer que la suite B, est croissante.

(ii) Prouver que
4 OC +00
U 4. = U Ba
n=0 =0
(ili) Enoncer un résultat similaire portant sur lintersection.

Exercice 1.4 (x )
Soit X un ensemble non vide et (A, )ren, (Bn)new deux suites de parties de X
telles que, pour tout n, {A,, B} forme une partition de X. On suppose de plus

que la suite (A, )nen est croissante et que la suite (B, )nen est décroissante.
Prouver alors que

“+00 +oc
{U 4. N Ba}
n={ ==

forme aussi une partition de X.

.0 PAnonees des exereiees i
Exercice 1.5 (*)
Si a ot b appartionnent & R U {+oo}, résoudre sur R U {+o00} Péquation :

a+x=>h

lixercice 1.6 (x)
Montrer que pour tous choix de a et de b dans R, on a les assertions suivantes :

B (Va€eR) (a<a=a<b) = (a<b);

i) (VaeR) (VBER)(a<aetb<f=a<f))=>{a<h)

Exercice 1.7 (x)
Soit X un ensemble non vide muni d'une relation d’ordre <.

(i) Si A est une partie de X, montrer que les deux assertions suivabes
sont équivalentes :

(A1) sup A existe et appartient & A ;
(A2) A admet un plus grand élément.

(ii) Montrer que toute partie réduite & un point admet une borne supe
rieure et inférieure.

Exercice 1.8 (5% %)
Soit F Pensemble des fonctions de R dans R muni de la relation d’ordre «
définie par

f<g = VzeR, f(z)<g)

Montrer que la partie
C={feF: festcroissante sur Ret f(z)=z pourtout z € /A

admet un plus grand élément que I'on explicitera.

Exercice 1.9 (x %)
On munit Pespace R? de Pordre lexicographique, noté <, par la relation :

(a,b) <¢ (c,d) == (a < c)ou (a=cetb<d).

(i) Montrer que < est une relation d’ordre total sur RZ2.
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I Leneratites

(i) Donner un cxemple de partic bornée de R? o ‘ayant ui borne supé-
rieure, ni borne inférieure.

Exercice 1.10 (x #)
On munit P'espace R? de la relation <, définie par :

(a,b) < (c,d) <= a<ceth<d.

(i } Comment, peut-on représenter géométriquement les bornes supérieures
et inférieure d'une paire {(a,b), (¢, d)} d’éléments de R? 7

(ii ) Pour cette relation d’ordre, justifier Vexistence et calculer :

. T . o7
lim inf(cosn—, sinn—).
nelN 4 4

Exercice 1.11 (x)
Calculer hm mf Ay et limsup A, lorsque les parties A,, décrivent successive-
neEN

ment les a;retes d’un tnangle

Exercice 1.12 (x )

Décrire hm mf A, et limsup A, lorsque (An)new est une suite monotone de
nelN

parties.

Exercice 1.13 (x)

Montrer que si (An)new et (Bp)nen sont deux suites de parties d'un méme
ensemble X, alors on a

(i) hm mf AN hm supB C limsup(A, N B,) C limsup B, :
nelN nelN

(ii) liminf A, C liminf(A4, U B,) C limsup A, U hm mf B,.
nelN neN neN

¥

Exercice 1.14 (x %)

Quelles sont les limites inférieures et supérieures de la suite (A, )pen de parties
de X lorsqu’elle est définie par

1

Ap = [—1; 2+ —J sin est pair non nul ;
7

An

i

[-2 - 1} sl n est impair.
n

Exercice 1.15 (%)

Si A est une partie quelconque de R, o un élément quelconque de R et si tout
€lément a de A vérifie & < a, avons-nous @ < inf(A) ? Peut-on dans cette
derniére inégalité prendre une inégalité stricte ?

.8 T O sy v

lixercice 1,16 () B .
SioA est une partie de Roebooest nn dément quelcongne de IRy on o adors

Pinplication

(o < sup A) = (il existe o € A tel que o < a).

lixercice 1.17 (% *)

(i) Si A et B sont deux parties non vides de R% U {400}, montrer lu

formule
sup(A.B) = sup A sup B,

ot ABY {ab: ac Aet be B}.

(ii) Etant données deux familles de réels strictement positifs (”"')“4' el
(b)ier indexées par le méme ensemble I, non vide, montrer la relation

sup(a;b;) < supa; - supb;.
iel i€l

A-t-on toujours égalité 7

(iii) Expliquer pourquoi les résultats des deux questions précédentes sont
compatibles.

Exercice 1.18 (%) o
Pour toute suite (Gp)nen d’éléments de R, établir U'inégalité

liminf a, < hm 111f Q.
et 00

Indication : on pourra utiliser 'exercice 1.6.

Exercice 1.19 (x * %) . -~ o
On rappelle qu'une suite (a,) d’éléments de R converge vers un élément. de I,

noté a, si et seulement si -
e pour a = +oc (resp. a = —00) :

YM>03neN Vp>n a, > M (resp. ap < —M);

epouracR:Ve>0,3IneN,Vp=n \ap——aKe
Montrer que, pour une suite (aq)nen d'éléments de R, les assertions suivantes

sont équivalentes :

(A1) (@n)nen converge vers un élément de R;

(A2) hm inf ap = limsup ay.
o0
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Ixcreice 1.20 (x)

Calculer les limites inférieures et supérieures des suites (
détfinies par

P

(b) bn = In (1+—L+(-1}”).

n+1

Exercice 1.21 (x*)

Sans utiliser les ra s de ¢ 2 4
rappels de cours, montrer que IN? est dénombrable. En déduire

que @ est aussi dénombrable.
Exercice 1.22 (x #)

(i} Si m € N, montrer que I'ensemble des parties & m éléments de N est
dénombrable;

(ii) en déduire que Pensemble des parties finies de IN est dénombrable.

Exercice 1.23 (%)

En utilisant la représentation décimale &’ g
) ! un réel de [0, 1], prouv
n’est pas dénombrable. Ok o ave 10,11

Exercice 1.24 (* x)

(i) Calculer lim inf f, et limsup £, lorsque
nelN nelN

{ fo = 1[0,%] si n est pair ;
fn = l[

1y 8in est impair.

(ii) Soit (A,)nen une suite de parties de X ; montrer que :

himiann = lim inf 1An .

1.7 Corrigés des exercices

F‘Jf)rrigé 1.1 L'inclusion (i) est fausse car [0,1] ne fait pas partie des trois
¢léments [0, 2], [0, 5] et {0} ; Dinclusion (ii) est vraie ; I'inclusion (iii) est fausse

car [0,1[€ {[a,b: a,b € R} mais [0,1[¢ {[a,4]: a,b € R} ; Pinclusion (iv) est
évidemment vraie.

an)ne]N et (bn)ne N

Fog Lorrples des OXerciees

Corrigé 1.2 Le résultal est une conséquence immdédiate des équividences sai
vantes

2 € Uier A) N (Ujes Bj) == (€ Uies Ai) et (2 € Ues 13)
= (Fel,aed)et(FjeJreby
> 3JG,j)elxJzecAnD
e IE U(,;,j)efo(A,j m Bj).

n n

Corrigé 1.3 (i) Nous avons B, = U Ax C (U Ak) U Aper = By, done,
k=0 k=0

la suite (B )new est croissante.

R Rele} E Re’s]
(ii) De l'inclusion A, C B, on tire U A, C U B,. Réciproquement, soit

. n=0 n=0
T € +U B,, ; par définition de I'union, il existe un entier n tel que z € B3,,.
Par 3g§111tion de B,, il existe un autre entier k (k < n) tel que z € Ag. bn
particulier, on conclut z € Tj Ay.
k=0

k3
(iii) Considérons la suite (Cy)nen définie, pour tout n € N, par C,, = ﬂ A
k==()
Alors on montre de méme que cette suite est décroissante et que

+o0 +00
N4.=Cn

) n=0

+00 +00
Corrigé 1.4 Posons A = U A, et B= ﬂ B, : il faut démontrer que

=0} n=0

ANB=0 e AUB=X.

Suposons que AN B # @ ; il existe z € AN B et donc, deux entiers n et m tels
que z € A, et © € By, Supposons que n > m ; comme la suite (Bp)new ost
décroissante = € B, ce qui contredit le fait que {A4,, B,} forme une partition
de X. On aboutit aussi & une contradiction en supposant que m > n (utiliscr
le fait que la suite (A,)nen est croissante).

Montrons maintenant que AU B = X. Soit z € X ; pour montrer que
z € AU B, il suffit de vérifier que si z ¢ A alors ¢ € B. Supposons donc que
x ¢ A ; pour tout n € N, z ¢ A, et, puisque {An, B,} forme une partition de
X, z € B,. Ainsi z € B et le résultat est démontré.

Corrigé 1.5 Discutons suivant les valeurs de a et b.
Cas 1: a,b € R. Comme +oo nest pas solution de I’équation, on se ramone
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a une équation sur R et ensemble des solutions est S = {b - a}.

Cas 2: a € R et b= +o00. Dans ce cas, on voit que S = {+o0}.

Cas 3: b€ R et a = +o0o. Comme, pour tout z € RU {+oc}, a + z = +o0,
I'ensemble 5 des solutions est vide.

Cas 4: a = +00 et b= +o0. Dans ce cas , il est clair que S = RU {+oc}.
Remarquons que l'existence et I'unicité d’une solution ne sont pas toujours
satisfaites puisque (R U {+o0}, +) n'est pas un groupe.

Corrigé 1.6 Nous allons démontrer ces deux implications par contraposition.

(i) Supposons que b < a ; il faut alors trouver un réel « tel que b < o < a.
Pour cela, nous allons envisager quatre cas.

a+b
Cas 1: a et b sont réels. Alors a = o convient.
Cas 2: a = +00 et b est réel. Alors o = b+ 1 convient.
Cas 8: a est réel et b= —o0. Alors @ = a — 1 convient.
Cas 4: a= 40 et b= —00. Alors a = 0 convient.

(ii) Supposons que b < a ; il faut alors trouver deux réels a et g tels que
b < 8 < a < a. Pour cela, nous allons envisager & nouveau ces quatre cas.

a+2b
Cas 1: a et bsont réels, Alors = —— et o = 2a+b conviennent,.
Cas 2: a = +oo et best réel. Alors 3=b+1 et & = b+ 2 conviennent.
C’as F:aestréel et b= —co. Alors B =a — 2 et &« = a — 1 conviennent.
Cas 4: a=+ooet b= —0o0. Alors # = —1 et & = 0 conviennent.

Corrigé 1.7 (i) (A1) = (A2). Posons m = sup A ; par hypothése m € A et,
par définition de la borne supérieure, m > a pour tout a € A. Donc, m est le
plus grand élément de 4.

(A2) = (Al). Sim est le plus grand élément de A, m est un majorant de A.
D’autre part, soit = un autre majorant de A ; en particulier comme m € A,
m < z. L’élément m est donc le plus petit des majorants.

(ii) Si A = {a}, il est clair que a est & la fois le plus grand et le plus petit
élément de A. D’aprés la question (i), A admet une borne supérieure (qui n’est
autre que a) et, par raison de symétrie, une borne inférieure.

Corrigé 1.8 Si E désigne la fonction partie entire (rappelons que E(x) = k
si k <z < k + 1), montrons que la fonction f; définie, pour z € R, par

_ E(z) si rzeZ;
f0(1)={E(;)+1 si z¢Z;

est le plus grand élément de C. Pour cela, vérifions les conditions (i) et (ii) que
l'on trouve dans la définition du plus grand élément,.

(i) Il faut. vérifier que, pour tout z € ZZ, fo(z) = z et que fy est croissante sur
R. La premiére propriété est une conséquence immeédiate de la définition de

[0 Caorighos des exeretees

fo (B(x) = = six & ). Pour démontrer fa deuxicme propriéié, considérons
deux réels z oty tels que z < y. Puisque fa fouction partic entitre I5 est une
fonction croissante, on a 'inégalité

E(z) < E(y). (1)

Nous allons maintenant envisager les quatre possiblités suivantes.

Cas 1: ¢ € ZZ et y € Z. Alors, grace & l'inégalité (1), on a fo(z) = F(x)
E(y) = fo(y)-

Cas 2: x ¢ Z ety ¢ Z. La aussi, grace a l'inégalité (1), on a fo(z) =
E(z) +1< E(y) + 1= fo(y)-

Cas 8 = € Z et y ¢ Z. Encore une fois, en utilisant P'inégalité (1), on a
fo(z) = E(z) < E(y) < E(y) + 1 = fo(y).

Cas 4 : z ¢ Z et y € ZZ. Sous cette hypothese, nous avons en particulier
B(z) < z < y et donc E(z) < y. Comme E(x) et y sont des entiers relatifs,
on a aussi E(z) +1 <y, ce qui s'écrit fo(z) = E(z) + 1 <y = foly).

Dans tous les cas, la conclusion est la méme : fo(z) < fo(y). Done, la fonclion
fo est croissante.

Remarque: on aurait pu aussi représenter le graphe de f; pour se convaincre
que fo € C.

(ii) Soit f un élément de F et z € R ; il existe un unique entier relatil &
(= E(x)) tel que
k<zx<k+1

Comme f est croissante, f(z) < f(k+ 1) = k+ 1 et donc, en remarquant que
k = E(x),
f@) < E(z)+ 1. (2)

Nous allons conclure f < fo en discutant suivant les valeurs de .
Cas 1 : z € Z ; alors f(z) =z = E(z) = fo(z) ; en particulier f(z) < fo(z).
Cas 2 : x ¢ Z ; alors, la relation (2) entraine

f(z) < f(B(x) + 1) = E(z) + 1 = fo(z).

Corrigé 1.9 (i) Cette question ne présente pas de difficultés et est laissée an
soin du lecteur.

(ii) Prenons la partie de R? définie par I'égalité P =] — 1,1[x{0}. Montrons
que Densemble des majorants est égal a lensemble M = {(z,y) : = > 1}. Soit
(z,y) un majorant de P ; nous avons (a,0) <, (z,y) dés que a €] - 1,1, ce
quisécrit a < zou (a =z et 0 <y) dés quea €] —1,1[. Siz < 1 on aura unc
contradiction en choisissant un élément o de | —1,1[ tel que z < a < 1; donc
z > 1. Réciproquement, il est clair que tout élément de M est un majorant
de P. Montrer maintenant que P n’admet pas de borne supérieure revient
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4 prouver que M n’a pas de plus petit élément. Supposons que (x,y) soit
un plus petit élément de M ; alors comme (x,y — 1) est un élement, de M ,
(x,y) e (2,5 — 1), ce qui implique y < y — 1. On obtient une contradiction ;
done, M n’admet pas de plus petit élément et P n’a pas de borne supérieure.
De la méme fagon, on démontre que P n’a pas de borne inférieure.

Remarquons que le résultat devient vrai si I’on suppose de plus la partie fermée.

Corrigé 1.10 (i} (z,y) est un majorant de la partie P = {(a,b), (c,d)} si
et seulement si x > a, y > b, z > cet y > d, ce qui peut aussi s'écrire
z > max{a,c} et y > max{b,d}. Ainsi I'ensemble des majorants de la partie
P est

- . 2
M = {(max{a,c}, max{b,d})} + R%.

M a de fagon évidente un plus petit élément qui est (max{a,c}, max{b,d}).
La borne supérieure de la partie P est done

(max{a, c}, max{b, d}).
On montre aussi que la borne inférieure de la partie P est

(min{a, c}, max{b, d}).
En général, ces quatre points forment un carré non aplati dont les diagonales
sont [(a,b), (c,d)] et [inf P, sup P].
(ii) Fixons tout d’abord un entier m ; l'ensemble {(cos nﬁ, sin nzi) : n>m}
ne dépend pas de m et est toujours contituée de huit points. En généralisant

le résultat du (i), il n’est pas difficile de voir que nous avons

. T .7
nlgij;(cosnz, smnz) = (~1,~1).

Maintenant en faisant varier m sur IN, nous concluons
™ ™ Kl ™
liminf {(cosn—, sinn—) = sup|inf (cosn—, sinn=)] = (-1, -1).

Corrigé 1.11 Soit (P, @, R) un triangle non aplati du plan. Par hypothese,
nous avons par exemple

P,Q] si n=0(3);
Av={ [Q.R] si n=1(3);
[R,P] si n=2(3).

De fagon évidente, 'ensemble des points qui appartiennent & une infinité de
A, est la réunion des trois segments, soit

limsup A, = [P, QU [Q, RJU R, P],

tandis qu’il n’existe pas de points qui appartiennent a tous les A,, pour n assez
grand, soit
liminf A,, = 0.

L7 Corriges des exerciees )

Corrigé 1.12 Supposons que lasuite (A ) soit crotssante. Conformdément,
anx péncralitds rappelées en début de chapitre,

liminf A, = |J B,
nelN meWN

ot I3, = ﬂ A,. En utilisant la croissance de la suite (A )nem, B - A,
n>m
potr tout m € N. Done, on obtient :

1i£1<15]1§1f A, = U Ap,.

meN

Par définition de la limite supérieure d’ensembles

limsup A, = ﬂ Co,

ncIN melN

ot O = U A,,. En ntilisant la croissance de la suite {An)pen, Ch, st une
n>=m R L
suite constante. Donc, on obtient & nouveau la méme limite :

limsup A, = |J An.

meEWN

P’ar un procédé analogue, si la suite (Ap)new est décroissante, nous avons los
dpalités
ligélil\?f A, =limsup 4, = ] Am.

neMN memN

Corrigé 1.13 (i) Soit z € lim]il\?f A, Nlimsup B, ; il existe un enticr ng tel
ne nelN ) . o
que x appartient & A, pour tout n > ng, et de plus z appartient & une infinite

de B,. Alors z appartient & une infinité de A, N B,. La deuxiéme inclusion
cst immédiate puisque A, N B, C B,.

(i1} La premiére inclusion est immédiate puisque A, C A, U By,
Soit z € liminf(A, U By} ; il existe un entier ng tel que
nelN

x appartient & A, U B,, pour tout n = ng. )

Supposons que x ¢ limsup A, ; z n'appartient qu'd un nombre fini de A, ot
n&lN
done, il existe un autre entier ny tel que

z n’appartient & aucun des B, pour tout n = 7. (1)

Des relations (3) et (4), on déduit que, pour n > max(ng,ny), € Ay, co qui
exprime que z € liminf A,. Ainsi la deuxiéme inclusion est démontrée.
neN
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Corrigé 1.14 Montrous gue 1iu(1E Iil\lllf A, = [-1,1]. Comme [-1,1] C A, pour
"
tout 1, nous obtenons une premiere inclusion [-1,1] C lim ]iﬁlf A,. Supposons
ne

maintenant que z ¢ [—1,1]. Si z < -1, z n’appartient & aucune partie de

la forme Ay ; et si @ > 1, v n’appartient & aucune partie de la forme Ayp,i1.

Dans ces deux cas, on arrive & la méme conclusion z ¢ liminf A,, et ainsi la

deuxieéme inclusion est démontrée.

Montrons que lim %pAn = [-2,2]. Soit z € [~2,2] ; si z € [~2,0], = appar-
ne

tient & toutes les parties de la forme Agyyy et, siz € [0,2], r appartient & toutes
les parties de la forme A, Dans ces deux cas, on arrive a la méme conclusion

z € lim supA et [~2,2] C limsup A,. Supposons maintenant que z ¢ [~2, 2].
nelN nelN
Siz « —2, x n’appartient & aucune partie de la forme Ay, et appartient seule-

ment & un nombre fini de parties de la forme A,y ; done, z n’appartient

qu’a un nombre fini de parties A,, ce qui exprime que = ¢ limsup A,. Un
nelN
méme raisonnement peut étre fait si x > 2, et ainsi la deuxiéme inclusion est

démontrée.

Corrigé 1.15 Par hypothése a est un minorant de A et, comme inf A est le
plus grand des minorants, o < inf A. En prenant A =]0,1] et « = 0, on
coustate que I'on ne peut pas prendre une inégalité stricte.

Corrigé 1.16 Démontrons cette implication par contraposée ; supposons donc
que, pour tout a € A, a < . L'élément « est donc un majorant de A et, comme
sup A est le plus petit des majorants, sup A < .

Corrigé 1.17 (i) Supposons tout d’abord que A ne soit pas bornée supérieure-
ment, ¢’est-d-dire, pour tout M > 0, il existe un élément a de A tel que a > AM;
alors supA = +oo. Comme B est une partie non vide de R%, U {+oo},
il existe un élément b > 0 de B ; nous avons sup B > b > 0, ce qui im-
plique sup Asup B = +oc. D’autre part, du fait que la partie {b}. A soit
non bornée supérieurement et que {b}.A C A.B, on déduit que A.B est non
bornée supérieurement et donc sup A.B = +oo. L’égalité est donc vérifide
dans ce cas. Le résultat subsiste bien slir encore si ¢’est B qui n’est pas bornée
supérieurement.
Nous pouvons donc nous ramener au cas ou A et B sont tous les deux bornées
supérieurement et, dans ce cas, A.B lest aussi et nous avons sup A < +o0,
sup B < +oo et sup A B < +o0.
Soient a un élément de A et b un élément de B. Des inégalités ¢ < sup A
et b < sup B, on tire ab < sup Asup B ; 'élément sup Asup B est donc un
majorant de la partie A.B, ce qui implique sup(A.B) < sup Asup B.
Réciproquement, soient a un élément de A et b un élément de B ; ab étant un
élément de A.B, on a

ab < sup(A.B),

.7 Ve adp sy e AT

ce qui enbraine, puisque a4 est un réel strictement positif]

< sUp (A U)
a
sup(A.13)
Cotle dernidre inégalité étant vrale pour tout élément b de B, - st
un majorant de B et done
sup(A.B
sup B < —Iia———)a

De maniére équivalente, nous avons

< sup{A.B)
~ supB

sup(A.B)
of, N

5 devient un majorant de A et done I'inégalité inverse
sup -

supA supB < sup (A.B)

ost, vérifiée.
(i) Soit j € I ; en multipliant entre elles les deux inégalités a; < sup a; ol
i€
h, < su}) b;, on tire
6
a;b; < supa;.sup b;.
(134 iel

Donc, sup a;. sup b; est un majorant de la partie {a;b; : j € J}, ce qui entraine
ief el

sup asb; < sup a;.sup b;.

i el el

Iin général il n’y a pas égalité ; pour le constater il suffit de prendre I = {1,2},

{Ll—bg—let(12—~bl—~2.

(i) Si dans la deuxi®me question de I'exercice, on pose A = {a;: i€} el
B ={b: i€ I} nous avons AB = {aib; : i € I et j € J}, mais I'égalilé
A.B = {a;b; : i € I} est fausse en général.

Corrigé 1.18 Soit a un réel tel que

a < liminfa, = sup{mf ap).

I m n>m

D’apres Pexercice 1.16, il existe un entier mg tel que a < inf a, ; en parti-

culier, @ < ayp, pour tout n > mg. Cela entraine sup a, > a, pour tout entier
n>m

m, et donc, d’aprés 'exercice 1.15, Helf [sup a,] > . On conclut alors grace
m n>m

Vexercice 1.6.
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Corrigé 1.19 (Al) == (A2). On suppose que la suite (@n)nen converge vers
un élément ¢ de R. Choisissons dans un premier temps le cas ot a est réel.
Soit € > 0 ; il existe un entier n tel que, pour tout £ > n,

ar—€ < a<agte.

Done, en passant & la borne supérieure et inférieure de chaque c6té des inéga-
lités :

supag —€ < a < mf ax + €,
k>p

pour tout p > n. Et en réitérant ce procédsé :

mf supar — € < a <supinfa; + e
PEN oy pn k2p

Compte tenu du fait que les suites (sup a;c) et (énf ak) sont respectivement,
kzp 2P /p

décroissante et croissante, les inégalités précédentes s’écrivent :

1n‘fsupa;c —£<a<supinfa; +¢
>0 k>p >0 kzp

ou par une écriture condensée

limsupay —¢ <a < hmmfa;c + €.
kelN

Cette derniere relation étant vraie pour tout € > 0, en faisant tendre € vers 0,
on conclut

limsupa; < hm 1nf -
keN

L'égalité entre limite supérieure et inférieure découle alors de Pexercice 1.18.
Le cas olt a n’est pas réel se traite exactement de la méme fagon.

(A2) == (Al). Nous supposons maintenant limsupa; = liminfa; = a.

Choisissons dans un premier temps le cas ol ¢ = 4o0c ; nous avons donc

liminf a, = sup[inf a,,] = +oo. Soit M > 0 ; d’aprés Pexercice 1.16, il existe
nelN p20 NP 1

un entier p tel que ir>1f a, > M ¢t done
nZp
Vn>p, a, > M.
Cela exprime que la suite (a,)nen converge vers +oo.

Nous laissons le soin au lecteur d’appliquer ce type de raisonnement dans les
autres cas.

Corrigé 1.20 La suite (a, )qenv converge vers 0, done, d’aprés exercice 1.19,

limsupa, = hm mf an = 0.
n€lN

Fo4 SAHTIBeS dOS CReTCiees (R

Cotmme 1im by, = —oo, la suite (b, )uew n'est pas bornde inféricurciment, ef,
P
done liminf b, = —co. Montrous maintenant, que limsup b, = In2. Pour cela,
neMN nelN

lixons tout d’abord un entier m ; on a

sup by

npm

_ { In(2 + m“) si  m est pair ;

In(2 + m—-}-Z si 7 est impair.

Maintenant, en faisant varier m, on conclut limsupb, = inf supb, = In2.
nelN meWN p>m

Corrigé 1.21 (i) Il suffit de construire une injection de N? vers N. A
un couple (n,m) de IN? associons l’entier naturel 2"3™. Par l'unicité de la
décomposition en facteurs premiers, cette application est injective et donc N7
est dénombrable.

(il) Bien sfir il suffit de vérifier que Q7 est dénombrable. D’aprés le (i), il sufl
de coustruire une injection de Q7 vers N2, A un rationnel z positif non nul

p
nous pouvons lui associer 'unique paire (p, q) de IN? telle que z = =, avee p

et ¢ premiers entre eux. Cette application est trivialement injective, donc, €
est dénombrable.

Corrigé 1.22 (i) Notons Py, 'ensemble des parties de N & m éléments. Nous
pouvons supposer que m > 1, sinon le résultat est immédiat. Pour prouver
que P, est dénombrable, il suffit de construire une injection de Py, vers N.
Notons py, - - -, Pm les m premiers nombres premiers de N ; & une partie A cons
tituée des éléments a; < ay < « -+ < a,, associons l'entier naturel pi'.--- .pi.
Par l'unicité de la décomposition en facteurs premiers, cette application cst
injective et donc P, est dénombrable.

(ii) L’ensemble des parties finies de N est égale & | Pm. D’aprés le (i), chaque

melN
P, est dénombrable et comme nous avons affaire & une réunion dénombrable

la proposition 1.7 permet de conclure,
Corrigé 1.23 Nous rappelons au lecteur que, si
E = {{z)i>y € {0,1,---,9}: z; #9, pour une infinité d’indices 1},

alors I'application représentation décimale § : E — [0, 1] définie, pour tout
(z:) € E, par :

.zojml,..xi...

est une bijection.
Raisonnons par Pabsurde en supposant que [0, 1{ soit dénombrable ; nous pou
vons dong écrire

[0,1]= {z', -, 2"}
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Posons alors, pour tout n € N, 57H((2™) = (2")i>1 et considérons la sujte
(%:)iz1 de E définie, pour tout i > 1, par

v = 1 si 2t=0;
: 0 si zi#£0.

C(:')mmc la i—éme valeur de la suite (y;);>, est différente de x, la suite (1);>; ne

fait pas partie de 'ensemble {(z}), (z2), - -, (z7),---} et done, 671 ((y;)) n'est
P Alé 1

pas élément de {z’,---,2", ...} = [0,1]. On obtient une contradiction, ce qui

permet de conclure que R n’est pas dénombrable.

. - 1
Corrigé 1.24 (i) Si z €] - o, O[U{é}u]l, +00l, la suite (f())new est cons-

tante ; donc, ligéglf fulz) = lir%s‘]}?p falz)=0size R\[0,1] et =1siz = E

Pl

. 1. .1
Supposons maintenant que = € [0,-2—[U}§,1] ; alors la suite (f,(z)) prend
alternativement les valeurs 1 et 0. Nous avons donc, & m fixé, sup f,(z) =1let
om

ar consé i =1 =1 &
p séquent hl;?e?ll\:‘lp fulz) = inf [:121?{)z fa(z)] = 1; de méme, on montre que

hgé]iﬁlf fulz) = 0.

(ii) Soit = € X ; nous allons envisager deux cas :
Cas 1: r € limi ’
€ m lll\lllf an. D’une part, nous avons Liminfa, () = 1. D’autre part,

comme la suite -(1 4, (7)) est constante et égale & 1 & partir d’un certain rang,
nous avons aussi liminf 1, (x) = 1.
nclN

Cas 2: im i ’
T ¢ hgé ]lI\Iilf a,. D’une part, nous avons Liiminfa, () = 0. D’autre part,

comme I.a suite (14,(z)) prend une infinité de fois la valeur 0, nous avons, &
m fixé, é&fn la,(z) = 0 et par conséquent

liminfl,, (z) = sup[inf 14, (z)] = 0.

2 ESPACES MESURABLES

Dans ce chapitre X, Y sont des ensembles non vides.

2.1 Tribus

Définition 2.1 (tribu). Une famille (non vide) T de parties de X est une
tribu lorsqu’elle posséde simultanément les trois propriétés suivantes :

HXeT;

(i) VT € T, X\ T € T (stabilité par passage au complémentaire) ;
+00

(iii) (Vn € N,T,, € T) == U T, € T (stabilité par union dénombrablc).
n=0

Les éléments de T sont dits parties T-mesurables (ou mesurables) et (X, T)
cst appelé espace mesurable.

On déduit facilement de la définition d'une tribu les propriétés suivantes :

Proposition 2.2 Une tribu est stable par union finie, intersection dénombrable
et différence.

Exemple 2.3 Les familles de parties suivantes sont des tribus :
(1) la famille 7 = P(X) des parties de X est appelée la tribu discréte ;
(2) T = {0, X} est appelée la tribu grossiere ;
(3) X = {a,b,c,d} et T = {0, X, {a,b},{c,d}}.

Définition 2.4 Soit (X, 7T) un espace mesurable et Y une partie quelconque
de X ; alors Ty = {TNY : T € T} est une tribu sur'Y appelée tribu trace
de T surY.

Comme une intersection de tribus sur X est encore une tribu, nous pouvotis
poser :
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Définition 2.5 (tribu engendrée par une famille de parties). Soit C une
famalle de parties de X; Uensemble des tribus de parties de X qui contien-
nent C, muni de la relation d’ordre C, admet un plus petit élément noté t(C)
qui est Uintersection de toutes les tribus contenant C et qui est appelé la tribu
engendrée par C.

Exemple 2.6
(1) Si X = {a,b,c,d} et C = {0,{b,c,d}} alors
#C) = {0, {a}, {b,c,d}, X} ;

(2) 51 C = 0 alors t{C) est la tribu grossiére.

Définition 2.7 (tribu borélienne de R?). Si X = R¢, la tribu borélienne de
RY, noté B(RY), est la tribu engendrée par Uensemble des ouverts de RY. Les
éléments de B(]Rd) sont appelés les boréliens de RY.

Définition 2.8 (tribu borélienne de R). Si X = R, la tribu borélienne de
717-{' est la tribu B(R) engendrée par les parties de R telles que A = {+o0} ou

= {~o00} ou A est un ouvert de R. Les éléments de B(R) sont appelés les
bor()lzens de RR.

Définition 2.9 (tribu produit). Si X = X; x --- x X, et si T; est une tribu
sur X;, la tribu produit des tribus Ty,---, T, est la tribu T & - & T,, sur X
engendrée par les pavés Ty X --- x T, o0 Ty € T; pour i € {1,--- n}.

Proposition 2.10

(i) La tribu B(R) est engendrée par les demi-droites | — oo, o[ ot a déerit
R ;

(ii) la tribu B(R) est engendrée par les demi-droites achevées [—oo, | ot

a décrit R.

Proposition 2.11 Soit C une famille de parties de X et Y une partie quel-
conque de X ; alors la tribu trace de t{C) sur'Y est engendrée par

CIY = {C’ﬂY : Ce C}
Corollaire 2.12 En particulier, nous avons :
(1) B(R) est la tribu trace de B(R) sur R ;

(ii) la tribu borélienne de [o, 3] définie par B([o, 8]) = B(R)|ja0 est la
tribu engendrée par les parties A de [o, 3] qui sont les traces des ouverts

de R sur [, ).

2.2 Fonctions meoesurables P

2.2 Fonctions mesurables

Délinition 2.13 (fonction mesurable). Soient (X, T) et (Y, V) deur espaces
mesurables et f 1 X — 'Y une application. On dit que f est (T,V)- mesurable
{ou mesurable) si

YWev (V) eT.

Définition 2.14 Une application f : RP — RY qui est (B(RP), B{R?))-me-
surable sera dite borélienne.

Proposition 2.15
1) Une composée d’applications mesurables est mesurable.

(
(i) Si f: X — Y est (T,V)- mesurable et Xo C X, alors fix, csl
(Tix,, V)-mesurable.

(iii) (principe de recollement). Soit (13)icr une partition dénombrable de
X en éléments mesurables. Une application f : X — Y est (T,V)-
mesurable si et seulement si chaque restriction fir, est (T, V)-mesura-
ble.

Théoréme 2.16 (critére de mesurabilité). Soient (X, T) et (Y, V) deux cs-
paces mesurables et C une famille de parties telle que t{C) = V. Alors unc
application f : X — Y est mesurable si et seulement si pour toute poriic
C-mesurable C, [~1{C) est T-mesurable.

Corollaire 2.17

(i) Une application f : X — R est (T,B(R))-mesurable si, pour toul
a € R, {f <a} est T-mesurable.

(ii) Une application f: RP? — R7 est borélienne si f est continue.

(iii) Sotent (X, T) et (Y;, Vi), ¢ € {1,---,n}, des espaces mesurables cl
fit X =Y, i€ {l,---,n}, n applications. Alors

f= (flv"'}fn): X — HY;
i=1
est (T, &%, V;)-mesurable si et seulement si, pour touti € {1,---,n}, [,

est (T,V;)-mesurable.

Nous obtenons aussi comme corollaire de ce théoréme la proposition suivante.
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Corollaire 2.18

(i) St f.g: X — R sont (T, B(R)-mesurable, il en sera de méme pour
— . 1
Af (A€ R), fg, max(f,g), min(f,g), f*, f~ et pour 7 et f+g sices

deux derniéres fonctions sont bien définies partout.

(ii) 57 (fa)nen est une suite de fonctions de X vers R (T, B(R))-mesu-
rables , il en sera de méme pour sup f,, inf f,, limsup f, et liminf fn-
nelN neN nelN ne¢N

2.3 Enoncés des exercices

Exercice 2.1 (x)
Etant donné un ensemble X, vérifier que I'ensemble T des parties de X qui
sont dénombrables ou dont le complémentaire est dénombrable est une tribu.

Comparer cette tribu a la tribu engendrée par les singletons {z} ol z décrit
X.

Exercice 2.2 (%% )
Plagons-nous sur I'ensemble N ; comment caractériser la tribu engendrée par
les parties & trois éléments de la forme {n,n + 1,7+ 2} ol n décrit N\ {1}.

Exercice 2.3 (x %)

Soit X un ensemble quelconque. Si (7;)nen est une suite de tribus d’un en-

semble X telle que, pour tout n € N, 7, C 7,4, est-ce que 7 dof G T, est

n=0
aussi une tribu 7

Exercice 2.4 (% % %)

Plagons-nous sur 'ensemble X = F(R, R) des fonctions de R dans R ; con-
sidérons 7 = {A C X : si f € A alors, pour tout t € R, f, € A}, ot la
fonction f; est définie, pour tout z € R, par la relation f,(z) = f(z + ¢).
Montrer que 7 est une tribu et donner les éléments de 7 de cardinal fini.

Exercice 2.5 (% %)

Soient I = [0,1], @ = I x I et T la tribu des parties de I dénombrables ou
dont le complémentaire est dénombrable (voir exercice 2.1). Soit A I'ensemble
des parties I' de €2 qui sont de la forme I' = (D; x I) U (I x Dy), ot Dy et D,
sont deux parties dénombrables de I. Soit encore I 1’ensemble des parties de
{2 qui soit sont éléments de A, soit dont le complémentaire est élément de A.

(i) Montrer que l'ensemble i est contenu dans la tribu 7 ® 7.

(i) Montrer que U est stable par passage au complémentaire. Montrer
aussi que A est stable par réunion dénombrable.

2.3 Iinoneds des exercices 25

(ii1) Soit (I'n)pen une suite d’éléments dont chacun s’écrit
Fp=(D,x U x Ey).

On pose D = ﬂ D, ainsi que E = ﬂ EpypuisT'=(Dx U x Iv).

Montrer que 1 on a la relation :

(N TINT (U Du) x (U En)

neN nelN neN

En déduire que toute intersection dénombrable d’éléments de A ost
réunion d’un élément de A et d’une partie dénombrable de Q2.

(iv) Soit T = (D x NU(I x E) et TV = (D' x )U (I x E") deux éléments
de I'ensemble 4. Montrer qu’alors on a la formule :

T\T' = ((D\ D) x TUT x (E\E)\((D\ D) x E'UD' x (E\ £)).

En déduire que la différence ensembliste de deux éléments de Penscmble
A est un élément de A privé d’une partie dénombrable de Q.

{v) On définit V comme étant 'ensemble des parties © de Q qui different.
des éléments de U d'un ensemble dénombrable, ce qu’on écrit plus précisd-
ment

® € V <« (I € Y)(3D partie dénombrable de )(T\D C @ C TUD).
Montrer que V est une tribu de parties de Q qui contient 'ensemble 4.

(vi) Montrer que, si on note & I'ensemble des singletons de €, la tribu V
est engendrée par AU S.

{vii) Comparer les deux tribus Vet T ® 7.

(viii) Montrer que la diagonale Ag = {(z,y) € : z = y} n’apparticnt,
pasa 7 ®7.

{ix) En déduire que application f de Q dans I définie par
flzy)=lz -yl
n’est pas (7 ® 7,7 )-mesurable.
Exercice 2.6 (x %)

Une partie A de R est appelé un F, (resp. Gs) lorsqu’elle est réunion {rosp.
intersection) dénombrable de fermés (resp. d’ouverts).

(i) Montrer que 'ensemble & des F, est stable par réunion dénonbrable
et par intersection finie.
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(ii) Montrer que 'ensemble D des G est stable par intersection dénom-
brable et par réunion finie.

(iii) Donner un exemple de G4 qui n’est ni ouvert ni fermé.

(iv) Montrer que tout ouvert de R est un F, et que tout fermé de R est
un Gg.

(v) Comparer la tribu engendrée par les F,  celle engendrée par les Gs.
Comparer ces deux tribus a la tribu B(R).

Exercice 2.7
En utilisant éventuellement B(R) = ¢({] — oo,a]: a € R}) prouver la suite
d’égalités :

B(R) =t({la,b[: a<b}) =t{{[a,b]: a < b})

=t{lo,0: a <b}) =t({l-o0,0]: a € Q}).

Exercice 2.8 (x «)
En revenant & la définition de B(R), prouver I’égalité :

B(R) = t({]a, +oc] : a € Q})
(on n’utilisera pas la proposition 2.10(ii)).

Exercice 2.9 (x %)
On se propose de démontrer que B(RR) contient strictement la tribu engendrée
par la famille de parties C = {[a,b] : 0 < a < b}, notée £(C). Pour cela, on
pose

T={TeBR): TCRyouR* CT}

(i) Montrer que 7 est une tribu sur R. En déduire ¢(C) C T

(ii) A Vaide d’une partie convenablement choisie dans R, prouver que

T < B(R) ; conclure.

(iii) Par un argument similaire, montrer que B(R) contient strictement
t{{la, +oo: a € R}).

Exercice 2.10 (x %)

Soient f, g : R — R des fonctions continues telles que inf{g(t) : t € R} = —o0,
sup{f(z) : t € R} = +oo et, pour tout t € R, f(t) < g(t). Montrer que la
tribu engendrée par C = {[f(t), g(t)] : t € R} est la tribu borélienne de R.

2.3 Bnoneds des exercices 27

Kxercice 2.11 (% *) ‘
Iobjectif de cet exercice est de comparer la tribu borélienne de R?, notée
B(R?) & la tribu produit B(R) ® B(R).

(1) Pour un couple (r, s) de rationnels et un entier m > 1, on définit
1
Ulr,s,m) = {(z1,33) € R*: max(|z, —7|,|z2—5]) < T_n}

Montrer que, pour tout ouvert U de R? et pour tout élément z de U/,
ity aun U(r,s,m) tel que z € U(r,s,m) ¢ U. En déduire que tout
ouvert U de R? est réunion dénombrable des ouverts U(r, s,m) qui sout,
contenus dans U,

(ii) En déduire que tout ouvert de R* appartient & B(R) ® B(R), puis
que B(R?*) C B(R) @ B(R).

(iii) Si O est un ouvert de R, montrer que
To={T € B(R): O xT e B(R*}
est une tribu contenant les ouverts de R. En déduire que Tp = B(R).
(iv) Si B est un borélien de R, montrer que
T2 ={T € B(R): T x B € B(R?)}
est une tribu contenant les ouverts de R. En déduire que T3 = B(R),

puis que B(R) ® B(R) C B(R?).

Exercice 2.12 (x %)

Soit f une application définie sur un espace mesurable (X, 7} & valeurs dans
R. Montrer que f est (T, B(R))-mesurable si et seulement si f est (7, B(IR))
mesurable.

Exercice 2.13 (%)
Vérifier que les applications F, f, g, h de Pensemble R dans Iui-méme définies
comume suit sont boréliennes :

o F(z) =max{m € Z : m > x} (c’est la partie entiere de z) ;
1

. f(x):e””simeQ,f(x)z;sur¢@;

e g{z) = '}?]fN sin(e™z) ;

o h(r) = limsup arctan[£(z") — na?).

YL OO
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Exercice 2.14 (x %)
Soit (X, T') un espace mesurable et f, g deux applications (T, B(R)-mesurables
de X dans R. Que peut-on dire des ensembles suivants :

A={zeX: f(z)<g(x)};

={reX: f(z) <gx)};
C={zeX: f(z)=g(x)}

Exercice 2.15 (% %)

Soit (X,7) un espace mesurable et f une application (7, B(R))-mesurable
de X dans R. Montrer que f est (7, B(RR))-mesurable si et seulement si
Pensemble {z € X : f(z) > a} est T-mesurable, pour tout a € Q.

Exercice 2.16 («)
Soit (X, 7) un espace mesurable et f : X — R une application (T,B(R)-
mesurable. Que peut-on dire des ensembles suivants

Glf)={lz,t) e XxR: f(z) =t};
Epi(f) = {(z,t) e X xR : f(z) <t}.

Exercice 2.17 (x)

Montrer que si f est une fonction réelle et mesurable définie sur un espace
mesurable quelconque et que si a est une constante réelle strictement. positive,
alors la fonction tronquée f, définie par les formules :

flz) si | f(z)|<a;
falz)=< a si f(x) > a;
-a sl f(z) < ~a

est une application mesurable.

Exercice 2.18 (%)

Soit (X, 7) un espace mesurable et (fn)nen une suite d’applications mesura-
bles de X dans R. Montrer que I'ensemble de convergence ponctuelle de la
suite (fo)nen & savoir {z € X : (f,,(2))nen converge dans R} est mesurable.

Exercice 2.19 (* )

Pour trois réels a,b,c, on désigne par mil{a,b,c} le réel situé en deuxieme
position si on les ordonne par ordre croissant. Si f, g, h sont. trois applications
mesurables de (X, 7') dans Vespace (R, B(R)), montrer que Papplication m de
X dans R définie par la formule m(z) = mil{f(z), g(z), h(z)} est (T, B(R))-
mesurable.

2.4 Corriges des exercices 29

xercice 2.20 (% x)

(i) Soit ( fr)zepp,yy une famille de fonctions de R vers R ; on suppose que
Vapplication (z,t) = f:(t) est continue. Montrer alors que Papplication
f = sup f. est borélienne.

z€[0,1]
(ii) Plus généralement, la borne supérieure de fonctions numériques me
surables est-elle encore mesurable 7

2.4 Corrigés des exercices

Corrigé 2.1 Evidemment X € T et T est stable par passage au complémen-
taire (par définition méme de 7). Montrons que T est stable par réunion
dénombrable. Soit (T, )nem une suite d'éléments de 7. Si tous les ensembles 7,

o
sont dénombrables alors T % U T, est aussi dénombrable et T € 7. Sinon, il

n=0
existe un entier ng tel que Ty, n’est pas dénombrable. Comme T,,, € T, X\ 7},
est dénombrable et, puisque X \T € X \ T,,,, X \ T" est aussi dénombrable.
Dans ce cas encore, on conclut 7€ 7. Ainsi 7 est une tribu.
Montrons que T est la tribu engendrée par C = {{z}: z € X}. Soit T € T ; i
T est dénombrable, il est clairement réunion dénombrable de tous les singletons
qui sont contenus dans T. Comune #(C) est stable par union dénombrablie,
T € t(C). Si T n’est pas dénombrable, comme T € F, X \ T est dénombrable
et, par ce qui précéde, X \ T € t{(C). Comme t(C) est stable par passage au
complémentaire, encore T' € #{C). Réciproquement, il est clair que C ¢ 7 ¢l
comme 7 est une tribu t(C) C 7.

Corrigé 2.2 Montrons que la tribu 7 engendrée par les parties

S, ¥ {n,n+1,n+2} pour ne N\ {1}

coincide avec la famille A des parties A de IN telles que 0 € A <= 1 € A.
Comme { {n,n+1,n+2}: neN\{1}} C.Aet comme A est une tribu (i
vérifier par le lecteur), T € A. Réciproquement, comme 7 est stable par
intersection finie, So M Se = {2} € T et, pour n > 4, {n} = S, 2N Sp1 NS,
est élément de 7. Alors, commme T est stable par différence et par réunion
finie, on a aussi Sy \ {2} = {0,1} € T et S3\ ({4} U {5}) = {3} € 7. La
stabilité de 7 par réunion dénombrable permet alors de conclure que A C 7.

Corrigé 2.3 Non, pas nécessairement. En effet, plagons-nous sur X =

et prenons T, = t(C,), o C, = {{0},{2},---,{2n}, N\ {0,2,---,2n}}. On
montre aisément que la suite (7p)new est croissante et que les éléments de 7,
sont les réunions d’éléments de C, ; en particulier 2N ¢ 7, et donc 2N ¢ 7.
Comune T {Qn} €T, onaaussi T, €T et T ne peut pas étre stable par
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réunion dénombrable.
Remargue © on peut quand méme démontrer, en toute généralité, que T est
stable par réunion finie et par passage au complémentaire.

Corrigé 2.4 Evidemment X € 7. Montrons que F est stable par passage au
complémentaire. Soit A € F et soient f € X\ Aet t € R ; alors fie X\ A
car sinon (f,), = f serait dans A. Montrons que F est stable par réunion

A . - Ay . . s
dénombrable. Soit (A,),en une suite d’éléments de 7 et soient fe UaA,
n=0

et t € R. Ul existe ng € N, f € A,, et donc f, € Ag,, soit en particulier
Q0
fe UO A,
=
Montrons que les éléments de 7 de cardinal fini sont composés de fonctions
constantes. Pour cela, il suffit de vérifier qu’une fonction f de R dans R, telle
que la famille {f, : ¢ € R} est finie, est constante. Soit f une telle fonction ;
nous avons donc {fy : t € R} = {f° f1, -« 1} ot fO f1,.--, " ! sont
n fonctions distinctes. En toute généralité, nous pouvons supposer que 'on a
fo= f = f,. Considérons alors la partition {Eg}ge{(}’,.‘)n_l} de R :

Ei={teR: f,=f}, pouri=0,---,n— 1.

Comme 0 € Fy, on montre aisément que (Fy, +) est un sous-groupe de (R, +).
D’autre part, on vérifie aisément que, pour tout ¢t € E;, E; = {t} + E,.
Alors Pensemble {Ey,---, F,_;} peut étre muni d’une structure de groupe
a l'aide de la loi x définie par B, E; = {z+y: 2 € Ejety € E;}. Ainsi
({£o, -, Eac1},*) est un groupe fini d’ordre n ; comme l'ordre de tout élément
divise celui du groupe, on obtient nE; = FE,, pour tout i € {0,---,n—1}.
Puisque (F;)ic(o,...n1y forme une partition de R, cela entraine que nR = K,
ce qui s’éerit Eq = R. Ainsi f est une fonction constante.

Corrigé 2.5 (i) Soit T e U. SiT € A, il existe deux parties dénombrables D,
et [, de lintervalle I telles que I' = (Dy x I) U (I x Dy) ; comme D; x [ et
I'x Dy sont éléments de la tribu 7 ® 7 qui est stable par réunion, on obtient
FeT@T. SiT ¢ A alors Q\T € Act, d’aprés ce qui précede, Q\I' € T® 7.
Dans ce cas la encore, puisque 7 ® T est stable par passage au complémentair,
FreTowT. :

(i) La définition méme de U permet de dire que I/ est stable par passage
au complémentaire. Montrons que A est stable par union dénombrable. Soit
(Ta)nen une suite d’éléments de A ; il existe deux parties dénombrables D, et
Eydeltellesque 'y =D, x TUIxE, Alors | T, =DxIUIxE, ol

neclN
p¥ U D,etE def U E, sont aussi des parties dénombrables. 11 en résulte
nelN neN
que U I', € A.
neN

24 Clorrigds des exercices R3

(iii) Soit (x,y) € ( N I‘n> \ T ; si z n’appartient & aucun des D,, il cst
nelN
néoessaire que y appartienne a tous les E,. Alors (z,y) € T, ce qui st im-
possible 5 donc x € U D,. De méme, on momtre y € U E,. Et ainsi
neN neiN

e (o)« (u.5)
nelN n&lN )
Montrons que toute intersection dénombrable d’éléments de A est réunion
«’un élément de A et d’une partie dénombrable de 2. Soit (') )pen une snite
d’¢léments de A ; il existe deux parties dénombrables D, et E, de I telles que

Iy = DuxIUIXE,. Posons DY N D, EY N E,et T % (DxDUT=1).
neN nelN
On observe, comme D et E sont dénombrables, que I' € 4. On obsorve

épalement que I est inclus dans () Iy et que { ) Ty § \ T est dénombrable,
neN nelN

nelN n&N
cst réunion d’un élément de A et d’une partie dénombrable de €.

’aprés 'inclusion démontrée ci dessus. Dot N L, =TU N Fn) \ 1‘)

(iv) Un élément (xz,y) de § appartient a T'\ I" si I'assertion p :
(reDouyeE)et (z¢gDetygE')
est vraie. Un élément (z,y) de £ appartient &
(D\D)Yx TUIx(E\EW\((D\D)Yx EuD x (E\E"))
s1 lassertion q :
(xe D\D ouye E\FEYet {z g D\ D'
ouyg Flet(z gD ouyg E\ E')

est vraie. 1l suffit donc de vérifier que p est vraie si et seulement g est vraic.
Clairement p vrale entralne g vraie. Supposons que q soit vraie ; alors si
x € D, comme (z € D\D ouy € E\ E') est vrale, on déduit que y € B\ IV
Mais alors comme {z & D' ouy € E\F’) est vraie, on aboutit a la contradiction
z & D', Ainsi z ¢ D', On montre de méme que y & E’ et 1l est clair que p est
vraie.

De cette égalité on déduit facilement le résultat énoncé.

(v} = (I x0)U (B x I) est dans A, donc, € est dans I{ et en particulier dans
V. Montrons que V est stable par passage au complémentaire. Soit V € V ; il
existe I' € U et une partie dénombrable D de Q tels que '\ DCV CcTuUD.
En passant au complémentaire, on obtient (Q\[)\ D C Q\V C (Q\THYu .
D’aprés (i) (R\T) € U, donc (Q\V) e V.

Montrons que V est stable par union dénombrable. Soit (V,)nenw une suite
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d’éléments de V ; pour tout n € N, il existe [',, € U et une partie dénombrable
D, de © tels que

\D,cV,cl,uD,. (5)
Notons P={neN: T, € Al etdonc Q=N\P={neN: Q\T, c A4)}.
e D’une part, d’aprés Péquation (5),
Uraoye (Un)y(Un)eywc(y r.)u(y o)
ner nech nepP neP nEP neP

et dong, U}D V., différe d’un élément de A par un ensemble dénombrable.
ne

e D’autre part, d’aprés 'équation (5), pour n € Q,
T\ Do CQ\V, C T, UD,,

ou Iy, = Q\ T, € A En passant & l'intersection, on obtient la suite
d'inclusions :

(ﬂ F;)\(U Dn) = NCAD) cQ\ U W

neQ neQ neQ nEQ
cﬂ(F;an)c(ﬂI‘;)u U Dnl.
neQ neQ neEQR

D’apres (ii1), Q I', est la réunion d’un élément de A et d’une partie
n

dénombrable ; alors 2\ UQ V. différe d’un élément de A par un ensemble
ne
dénombrable.

11 en résulte que 1\ U]N V, = (Q\ UQ Vn) \ ( U Vn) différe par un ensemble
ne ne nepP
dénombrable de la différence de deux éléments de A, qui d’aprés la question

(iv) differe elle-méme d'un élément de A par un ensemble dénombrable. Par

conséquent Q\ gm Vu €V ; comme il a déja été établi que V est stable par
ke

passage au complémentaire, |J V,, € V.

n€N
(vi) Clairement AU S C V et, comme V est une tribu, t{(AUS) C V.
Réciproquement, un élément quelconque de V est de la forme (I'\ D;) U D,
oul €U et Iy, Dy sont dénombrables. On voit que les trois ensembles ', Dy
et D, sont dans la tribu t(A U S) et donc, que notre élément quelconque de V
est bien élément de t{(AU S).

(vii) Pour montrer que V C 7 ® 7, d’aprés la question précédente, il suffit
de vérifier que AUS ¢ T ®T. Soit T' e AUS ;si' € A alors nous avons
I'={(IxD)U(Dy xI), ot Dy et D, sont deux parties dénombrables de I.

2.4 Corrigds des oxerefees 343

Comme I, I et Dy appartiennent & 7, on déduit dans ce casque 'e T 07T
Sinon I' € S et alors on peut écrire ' = {(a,b)} = (I x {b}) N ({a} x ). Celn
cntraine anouveau que e T ® 7T

Réciproquement pour montrer que 7 ® 7 ¢ V), il suffit de vérifier que 7 x 7
est inclus dans V. Soit 4 x B un élément quelconque de 7 x 7. 5i 4 et 17 sont.
tous deux dénombrables alors A x B est réunion dénombrable de singletons ot
appartient donc & V, d’apreés la question précédente. Si un seul d’entre enx est
dénombrable, par exemple A (et I\ B est dénombrable), on peut écrire que
AxB=(AxI)\(Ax(I\B)). On observe alors que A x B est la diflérence
de A x I élément de A avec A x (I'\ B) élément de V, d’aprés le prewer cas.
A x B est donc élément de la tribu ¥V comme différence de deux élémenis de
V. Enfin, si A et B ne sont pas dénombrables, alors I'\ A et I'\ B le sont. ; la
formule Q\ (A x B) = ((I\ A) x I) U (I x (I \ B)) entraine que 2\ (4 x /3)
est dans A et donc que (A x B) est dans V.

(viii) 11 suffit de vérifier que Ay n’est pas dans la tribu V. Supposons le
contraire ; il existe alors ' € I et une partie dénombrable D de Q telles que
'\ D C Ag C TUD. Notons qu’ il existe deux parties D) et Dy dénombrables
de I telles que D C (D x IU(I x D,). Deux situations sont alors possibles.

e I' ¢ A. 1 existe done D] et D} deux parties dénombrables de I telles
que I' = (D) x I'U (I x D}). De l'inclusion Ag C T'U D, on déduit

Ao C ((D1U D) x IYU(I x (Dy U D})).

Prenons alors un ¢lément z dans VPensemble non dénombrable
I\ (D, U D} UD;UDj) ; le couple (z,2) € Ap mais

(z,2) € (Dy VDY) x ) U (I x (D2 L D)),
ce qui contredit 'inclusion précédente.
e O\ I['€ A; comme précédemment, on peut écrire
Q\T = (D} x U x Dj).
En passant au complémentaire dans 'inclusion I'\ D C Ay, on déduit :
O\ A C (Q\D)UD C ((DyuD}) x IYU(I x (DU Dy)).

Prenons deux éléments distincts z et y dans 'ensemble non dénombrable
I\ (DyU D} U DyUD}); le couple (z,y) € 2\ Ap mais

(z,9) & (I x (DyUD))U (DU Dy) x T),

ce qui contredit 'inclusion précédente.
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(ix) Nous avons f~'({0}) = Ay ; or le singleton {0} est 7-mesurable alors que
I’on vient de démontrer que la diagonale Ay n’est pas 7 ® 7 -mesurable. Il en
résulte que f n’est pas mesurable.

Corrigé 2.6 (i) Montrons que S est stable par réunion dénombrable. Soit
(An)new une suite d’ éléments de S. Pour tout n € IN, nous pouvons écrire
Ap = U Fnp, ot F, est un fermé ; et donc A% U 4, = U Fop
peN nelN (n,p)€IN?
Comme IN? est dénombrable, A est un F,. Montrons que S est stable par
intersection finie ; il est facile de voir qu’il suffit de le vérifier pour une in-
tersection de deux éléments. Soient A; et A, deux éléments de S. Avec des
notations évidentes, nous avons

Ad:efAlﬁAzz(U Fl,p)ﬁ(U F2,p): U (Fl’PﬁFQ’p)'

pEN pEN (p,g)eINXIN

Comme une intersection finie de fermés est un fermé et que N x N est dénom-
brable, A est bien un Fj.

(ii) Comme le complémentaire d'un Gy est un F, et vice versa, le résultat est
une conséquence du (i).

(iii) [0, 1] n’est ni ouvert ni fermé. Par contre [0, 1] est un Gy, d’apres ’égalité

[07 1[: nQ]N] - Tl—+1, 1[

(iv) Montrons que tout ouvert de R est un F,. Soit O un ouvert de R ; posons

N | 1
F={lz~ ~ et —]: z € Q et n € N*}. Comme F est dénombrable, il suffit
n
de montrer 1’égalité :

o= U F

FeF,FCO

Soit donc @ € O ; comme O est un ouvert de R, il existe € > 0 tel que
la—€,a+€[C O. T est clair qu’un tel voisinage contient un élément F de F tel

quea € F;doncz e U F. L'inclusion en sens contraire est immédiate.
FEF,FCO

En passant au complémentaire, on montre que tout fermé de R est un Gs.

(v) Montrons que B(IR) est engendrée par S. Soit A € S ; on peut

écrire A = U F,. Comme les fermés F), appartiennent & B(R) et comme
nelN
B(R) est stable par réunion dénombrable A € B(R). Ainsi S C B(R) et par

conséquent ¢(S) C B(R). Réciproquement, d’apres (iv), la famille des ouverts
de R est incluse dans S ; alors il en est de méme pour les tribus associées, soit
B(R) C t(S).

On montre de la méme maniere que la tribu engendrée par les Gs est la tribu
borélienne.
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Corrigé 2.7 Notons Cy,Cq,Cs,Cy et Cs respectivement les familles de parties
{| = o0,al: a € R}, {la,b: a < b}, {[a,b] : a < b}, {[a,b]: a < b} et
{] — 00,a]: a € Q}; il suffit de montrer la suite d’inclusions

t(Cl) C t(CQ) C t(C3) C t(C4) C t(C5) C t(Cl).

Soit I € C; ; il existe a € R tel que I =] — 00,a[. Comme I = {J ] — n,a|
nelN

¢t comme t(Cy) est stable par réunion dénombrable, on a I € t(C;). Ainsi
Cy C t(Cy), ce qui implique ¢(Cy) C ¢t(C2). Les autres inclusions se démonlrent,
de la méme maniére en utilisant successivement les égalités :

1
—b— ]
n+1 n+1

[;

e Ja, b= g}N[a-f-

e [a,b] = ﬂ[ab+ 1

e [a,b[=]—00,b[N( U (R\]—00, ay])), ol (an)nen est une suite de rationnels
nelN

strictement croissante convergeant vers a ;

1
. ]—oo,a]=ngN] 00, a+n—+1[.

Corrigé 2.8 Soit a € @ ; la demi-droite ]a, +oo[ est élément de B(R) en tant
quouvert de R et {+oco} est élément de B(R), donc, B(R) étant stable par
réunion finie, on en tire |a, +oo] € B(R). On en déduit I'inclusion

t({]a, +<] : a € R}) C B(R).
Pour la réciproque, il suffit de vérifier que
{ACR: A={4+00} ou A= {400} ou Aouvert de R}

C t{]a, +o<] : a € Q}).

On reprend le méme argument que dans l'exercice précédent en utilisant ici les
égalités suivantes :

e Tout d’abord {+o0} = N |n, +o0] ;
n€eN

e puis {—oo} = N (R\]—n,+o0]) ;
nelN

o et enfin si A est un ouvert de R, il existe deux suites de rationnels (@, )nc N

et (b, )nen telles que A = U [@n, by] (voir exercice 2.6) avec, pour n fixé,

,+oo]) N () R\ (Jb

, +00
pae n o1 ool

[@n, bn] = (pQN]an -
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Corrigé 2.9 (i) Evidemment R € 7. Montrons que 7 est stable par pas-
sage au complémentaire. Soit T € 7 ; si T C R, alors en passant au
complémentaire RZ. C R\T et donc R\7 € 7 ; si R* C T alors R\T C R,
et encore R\ T € 7. Moutrons que 7 est stable par union dénombrable.
Soit (T, )ne]N une suite déléments de 7. Si, pour tout n € N, 7, ¢ R,

[s o)
alors T % U T, C R, et donc T € 7. Sinon, il existe un entier ng tel que

n=0

R C T, ; puisque T,,, C T, on obtient R* < T et & nouveau T € 7.

(ii) Il suffit de prendre par exemple T' =] — 1,1[. Corune C C 7 et comme T
est une tribu, on obtient ¢(C) C 7. Gréce & (ii), on conclut que ¢(C) gé B(R)

(iii) Reprendre un argument similaire avec la nouvelle tribu

={T € B(R): {—00,+00} C T ou {—o0, +00} NT = §}.

Corrigé 2.10 Comme tout segment de R est fermé donc borélien, on a
t(C) < B(R). Réciproquement, soit O un ouvert de R. Considérons la famille
dénombrable de parties J = {[f(¢), g(t)] N [f(t), 9(#)]: (t,¥) € Q*} et mon-
trons que
o= |\
JeFIco
Soit @ € O. Comme O est ouvert, il existe € > 0, Ja —¢,a+€[C O. D’aprés les

hypotheéses, il existe (a, 8) € R? tel que g(e) < a et g({}) > a. Sia < 3 (resp.
a > f3), considérons

t1 = sup{t € [, 8] : g(t) = a} (vesp. ¢, =inf{t € [B,0]: ¢(t) =a});

t1 est bien réel, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. Alors on a
f(t1) < a = g(t) et, par un argument de continuité, on déduit qu’il existe un
rationnel q; tel que g1 > #; (resp. ¢1 < 1) et f{g1) < a < g(q1) < a +¢. Par
raison de symétrie, il existe un rationnel ¢z tel que a — € < fg) < a < g(qu).

Alorsa € J, ot J ¥ [f (@1), 9(q)] N [f(g2), g(ge)] vérifie J Cla — ¢, a + e[C O;

donca € U J. La réciproque étant évidente, I'égalité est prouvée. La
JeJ, JCO

tribu ¢(C) étant stable par union dénombrable, on obtient O € ¢(C). Ainsi la
définition de la tribu borélienne conduit & B(R) C ¢(C). D’ou 'égalité.

Corrigé 2.11 (i) Soit U un ouvert de R? et = (z1,25) un élément de U.

Par définition d'un ouvert, il existe un entier m > 1 tel que U(z;,xq,m) C U.

Par densité de @ sur R, nous pouvons choisir deux rationnels q; et g, tels que
1 R

T < q; < Ty €t xy— 5 < gz < 2. Cela entraine que z € U(qy, g2, 2m).

D’autre part, si (y1,%2) € Ulq1, g2, 2m), par I'inégalité triangulaire

i ) |<] | +] x¥<1+1 .
W - - e —— T —
i 1S — @ qQ1 1 om m

2.4 Corrigds des oxorcices 37

1 S .
de méme, on a | Yy — 29 |< —. Ces deux inégalités strictes expriment que

(1,92) € Ulzy,x9,m) et done U{gy,g2,2m) C U(zy,22,m) C U. Nous avons
done prouvé que

U= U Ulqu, g2, m). (6)

{{g1,q2,m)EQTXW*: U{qu,g2,m)CU}

(ii) Soit U un ouvert de R? ; montrons que U € B(R) ® B(R) en utilisant,
Pégalité (6). Pour cela, remarquons que

1 1 1
Ulgqi,q2,™m) IQI—"“=QI+m[ }(Iz——m,qw [EB(IR)®3( )

et {(qr,q2,m) € Q* x N*: U(g, g2, m) C U} est dénombrable car Q° x N*
lest. Puisque B(R) ® B(R) est stable par union dénombrable, égalité (6)
entraine que U € B(R) ® B(R) .

Comme B(IR?) est la tribu engendrée par les ouverts de R?, on conclut que

B(R?) c B(R) ® B(R).

. 2 ;.
(iii) Comme un produit de deux ouverts de R est un ouvert de R?, 7} conticnt.
les ouverts de R et R € 73. La stabilité par passage au complémentaire ol
par réunion dénombrable est une conséquence des deux relations :

x (R\T)=(0OxR)\(OXxT) et |J(OxT,)= (UT)

nelN nelN

Comme 75 est une tribu qui contient les ouverts de R, on déduit B(R) C 7.
La réciproque étant évidente, on a 1'égalité B(R) = 7p.

(iv) Pour montrer que 7 est une tribu contenant les ouverts de R, il sulfit
de reprendre les arguments du (iii) en utilisant cette question. On en déduit.
que 72 = B(R) et donc, que tout pavé A x B, ol A et B sont des boréliens,
est un élément de B(R?). Comme la tribu B(IR) x B(R) est engendrée par les
élément de cette forme, on conclut B(R) ® B(R) ¢ B(R?).

Corrigé 2.12 1l suffit d’appliquer les propositions 2.15(iii) et 2.12(i).

Corrigé 2.13 (i) Pour k € Z, Uintervalle semi-ouvert Ty = [k, k + 1] est un
borélien. En utilisant le principe de recollement (voir proposition 2.15 (iii))
avec la partition (Tk)rez, la fonction E, = ¥5__, k11 est borélienne pour
touf entier . On conclut grice & la proposition 2.18 (ii), en remarquant que
hm E, = sup E,.
n€N
(ii) Nous notons f) la fonction exponentielle et f; la fonction identité définies
sur R. fi et fo sont continues donc boréliennes. D’aprés la proposition 2.15
(ii), les applications fiq et fym\g sont alors mesurables. On a fig = Sy
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1

famye
est mesurable. Ainsi, par le principe du recollement (Q = U {¢} est une
geQ

qui est donc mesurable. De plus, d’aprés le corollaire 2.18, fire =

réunion dénombrable de singletons donc est un borélien), on conclut que f est
borélienne.

(iii) Considérons, pour tout entier n, la fonction g,: R — R définie par

gn(z) = sin(e™z) ; on a g(z) = ignfq gn. Comme la fonction g, est continue,
k2

elle est en particulier borélienne et, grace & la proposition 2.18 (ii), g est aussi

borélienne.

(iv) Considérons, pour tout entier n, la fonction h,: R — R définie par
hn(x) = arctan[E(z") — nz?) ; on a h{z) = limsup h,. Grace & la proposition

n—oo
2.18 (i1}, il suffit de vérifier que, pour tout entier n, h, est borélienne. [Vune
part, pour n entier fixé, la fonction x + 2™ est continue donc borélienne
et d’autre part, on a vu & la question (i} que la fonction E est mesurable ;
par conséquent, par composition, la fonction x v E(2") est aussi borélienne.
De méme, la fonction z +— naz? est borélienne, donc, en faisant la différence,
z + E(z") —na? est borélienne. Enfin, comme la fonction arctan est continue,

donc borélienne, on conclut que A, est borélienne par composition.
Corrigé 2.14 Posons
Z={zeX: f(z)=g(x) =+ ou f(z) = g{x) = —o0}

et considérons les deux nouvelles applications f' = flx\z et ¢’ = glx\z qui
sont mesurables. Remarquons que f' — ¢’ est définie partout et donc, d’apres
la proposition 2.18 (i), est mesurable. Avec ces notations, nous avons

A= (f' =g [~00,00) ;

B=(f—g) " [~o0,0]);
C=(f"-g)'({o}.

A, B et C sont donc les images réciproques d’éléments de B(IR) par Iapplica-
tion mesurable f' — ¢/. Donc, A, B et ' sont 7 -mesurables.

Corrigé 2.15 D’aprés Uexercice 2.8, B(R) = t({]a, +o0] : a € Q}). Alors,
d’apres le critére de mesurabilité, f est (7, B(R))-mesurable si et seulement
si, pour tout V =la,+oc] (a € Q), f~1(V) est T-mesurable. On conclut
facilement en remarquant que f~'(Ja, +o0]) = {z € X : f(z) > a}, pour tout

a€ Q.

Corrigé 2.16 Pour alléger les écritures, nous noterons V la tribu produit
T ®B(R). Montrons que G(f) et Epi(f) sont V-mesurables. Pour cela, notons

2ol Ciorriges dos oXerclees

#: X xR — Rapplication définie, pour (z,t) € X xR, par ¢(z,t) = f{r) L.
Alors, nous avons

G(f) = ¢7({0}) et Epi(f) = ¢7'(] — o0, 0]).

Comme {0} et |—oo, 0] sont des boréliens de R, pour conclure il suflit de vérilier
que P'application ¢ est (V, B(R))-mesurable. Il est clair que I'application iden.
tité ¢ de X x R dans lui-méme est {V, V)-mesurable. Donc, d’aprés la proposi
tion 2.17 (iii), la premitre composante i1 est (V, T )-mesurable et la deuxidne
composante 45 est (V, B(R))-mesurable ; en particulier la composée [ o
est (V, B(R))-mesurable, d’aprés la proposition 2.15(i). Avec ces notations,
¢ = f oiy — iy est la différence de deux fonctions (V, B(R))-mesurables, done
est elle-méme mesurable, d’aprés la proposition 2.18 (i).

Corrigé 2.17 Considérons la partition suivante de X : Ty = {-a < f < a},
Ty = {f < —a} et Ty = {f > a}. Comme [—a,a] est un borélien et comme

f est mesurable, f~'([—a,a]) = T} est une partie mesurable ; de mcme, on

montre que les parties Ty et T3 sont mesurables. D’aprés la proposition 2.15

(ii), far, est mesurable ; de maniére évidente, far, €t for, le sont aussi. Par
le principe de recollement, on conclut que f, est mesurable.

Corrigé 2.18 Dans 'exercice 1.19, nous avons vu que
{z € X : (fu(2))new converge dans R}

={z € X : limsup f,(z) = liﬂg}ffn(a:)}.

On utilise alors I'exercice 2.14 en remarquant, d’aprés la proposition 2.18 (ii),
que les applications h}{n ioEf fr et limsup f,.(z) sont mesurables.
- T 00

Corrigé 2.19 Il suflit d’appliquer la formule

mil{a, b, ¢} = min{max{a, b}, max{a, c}, max{b, c}}
et d’utiliser la proposition 2.18 (i}.
Corrigé 2.20 (i) Soit t € R ; puisque QN {0,1] C Q,

sup fx(f) < sup fz‘(f)
ze@nlo,1] 2€[0,1]

Montrons maintenant I'inégalité inverse. Soit 2’ € [0, 1] ; puisque Q N[0, 1] et
dense dans [0, 1], il existe une suite (z,)nen de rationnels de [0, 1] convergeant,
vers z’. Alors comme Vapplication z +— f,(t) est continue,

fw(t) = lim fzn(t> < sup fﬂin(i) < sup foft).
Te o nelN z&QN[0,1]
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Iin passant i la borne supérieure sur les 2’ de [0, 1], on obtient

sup f.(t) < sup fu(t).
z€[0,1] z€MQN[D,1]

Done, f = sup f,, ol QN[0,1] est un ensemble dénombrable et Je est
2e®QN[o,1] ’

une fonction continue, donc borélienne. La borne supérieure d’une famille
dénombrable de fonctions boréliennes étant borélienne d’apres la proposition
2.18 (ii), on conclut que f est aussi une application borélienne.

(ii) Non, bien sir. I1 suffit de prendre la famille de fonctions de R vers R :
(1{z))zeo,y ; on munit Pensemble de départ R de la tribu 7 de l'exercice
2.1 et l'ensemble d’arrivée de la tribu borélienne B(R). Comme {z} est 7-
mesurable, f, est (7, B(R))-mesurable. Mais par contre, comme [0,1] n’est

pas 7 -mesurable, st[lp] Je = Lo,y w'est pas (7, B(R))-mesurable.
z€(0,1

3 MESURES

3.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 3.1 (mesure). Soit (X,T) un espace mesurable. Une mesurc p
sur (X, T) est une application

pw: T — RyU{+0}

T — uT)
qut vérifie les deux propriétés suivantes
(i) p(@) =0 ;
(ii) si To,Ty,+ -+, T, sont des parties mesurables deuxr & deuz dis-

jointes, alors

400 o0
u (U Tn) =3 u(T,)  (o-additivité).
nz=0 =0

On dit alors que (X, T, ) est un espace mesuré.

Remarquons que la formule est vraie aussi pour un nombre fini de parties
mesurables et on dit dans ce cas que la mesure p est additive.

On dit que la mesure p est finie si u(X) < +oo et que la mesure p est o-
finie §'il existe des parties mesurables Xo C X7 C --+ C X, C --- telles que

00
U X = X et u(X,) < +o0, pour tout n.
==()
Donnons quelques exemples de mesures.
Exemple 3.2 Soit (X, 7) un espace mesurable.

(1) Si z € X, la mesure de Dirac au point x, notée &, est définie par
0 si z¢T,
6x(T)—{ 1 si z€T.

(2) La mesure de dénombrement, notée jg, est définie par la formule

pg(T) = card T.
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(3) Si (X, T, ) est un espace mesuré et si Y est une partie mesurable
de X, alors la mesure induite par g sur Y, notée My, est définie, pour
T € 1y, par

wy (T) = u(T).

(4) Soient (X,7T,u) un espace mesuré, (V, &) un espace mesurable et
[+ X — Y une application mesurable. L'application

pr : 8§ — RiU{+oo}
S = fHS)

est une mesure sur (Y, S) dite mesure image de  par f {voir le chapitre

4 pour les propriétés de la mesure image).

Proposition 3.3 Soit (X, T, u) un espace mesuré ; alors la mesure 4 vérifie
les propriétés suivantes.

(i) Si Ty, Ty sont mesurables et Ty C Ty alors

w(Th) < pu(Ty) [croissance].

(ii) Si Ty, -+, Ty, - -~ sont des parties mesurables, alors :

+00 +-e0
© (U Tn) <D T [0 sous-additivite].

Te==() n=0

(i) iy cTyCc---CT, C - sont des parties mesurables, alors la
suite (p{T ) Inew €5t croissante et :

400
I ( U Tn) = lim u(T,) [stabilité par limite croissante .
n=0

N—-+00

(iv)y STy 2Ty D - DT, D --- sont des parties mesurables et si
M(Ty) < +oo, alors la suite (u(T,))ner est décroissante et :

fo0
I ( N Tn) = lim wu(T,) [stabilité par imite décroissante).
=0

T 00

(v) SiTy, T, sont des parties mesurables alors

wTiUTy) + p(MNT) = w(Th) + u(Ts).

Dans la pratique, pour montrer qu’une application g est une mesure, il est
parfois commode d'utiliser la caractérisation suivante.

3.2 Théoromes foudamentaux A3

Proposition 3.4 Seit (X, 7) un espace mesurable et p une application de

T dans Ry U {40} telle que u(@) = 0. Alors les assertions suivantes somt

Cquivalentes :
(A1) p est une mesure sur (X, T) ;
(A2) p vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) si Ty et Ty sont des parties mesurables disjointes, alors
wTyUTy) = u(Th) + u(Ta);

iy siToCcTy - C T, C--- sont des parties mesurables, alors

;ﬂ(bm Tn) = lim u(Ty).

=g Hpemes =400

3.2 Théoréemes fondamentaux

Les deux théorémes qui suivent sont des théorémes difficiles qui jouent un role
principal dans la théorie de la mesure.

Théoréme 3.5 (théoréme d’ezistence des mesures). Soit (X, T) un espacc
mesurable et U une famille de parties de X telles que :

(a) tU) = T ;
(b) si Uy et Uy sont éléments de U alors UyNU, €U ;

(¢) si U et V sont éléments de U avec U C V, alors V \ U peut s’écrire
comme réunion finie d’éléments disjoints de U ;

-+00
(d) il existe des éléments Uy, -+, Uy, -~ de U tels que X = U U,.

n=0

Si une application
m: U — Ry U{+oo}

400 400
est o-additive, 1.e., m (U Un) = Z m(U,) dés que Uy, -, Uy, -+ sont des

n=0 =0

+00
éléments de U disjoints deuxr a deux avec U U, € U, on peut prolonger m n
n=0
une mesure sur (X, 7).
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Théoreme 3.6 (théoréme d’unicité des mesures). Soient y1, o deus mesures
sur (X, T) telles que

p1(C) = a(C) < +oo  pour tout C € C,

ou.C est une famille de parties stables par intersection finie et vérifiant Uégalité
t(C) = T. Si de plus il existe des éléments Xo C X, C -+ C Xo C o del
+

tels que X = | J X, alors :

n=0

Hi = ja.

Ces théorémes permettent de définir les mesures suivantes.

e La mesure de Borel sur (R, B(RR)) est définie grice au corollaire suivant.

Corollaire 3.7 Il existe une unique mesure sur (R, B(R)), notée dans ce livre
A, vérifiant :
Ma,b)=b~a, poura<hb.
On Vappelle la mesure de Borel sur R.
s La mesure produit est définie grace au corollaire suivant.

Corollaire 3.8 Soient (X;,C;, pi)(i = 1,2) deux espaces mesurés tels que les
mesures f et py soient o-finies. Il eriste une unique mesure sur espace
mesurable produit (X, x Xy, T, ® Ty), notée py & pe, vérifiant la condition

H1 ®UQ(TI X Tg) = Ml(Tl)-ﬂ2(T2)y pour tout T] c Cl et T2 S CQ.
On Uappelle la mesure produit des mesures py et pis.

e La mesure associée & une fonction de répartion est définie grace au corollaire
suivant.

Corollaire 3.9 Soit F' une fonction de R dans R ; les assertions sujvantes
sont équivalentes.

(A1) F est croissante, continue d droite, x_lﬂloo Flz)=0 et
A‘E&o F(z) < +o0
(A2) il existe une mesure finie p sur (R, B(R)) telle que
F(z) = u(] — 00, z]), pour tout réel z.

Dans ce cas, la fonction F s’appelle fonction de répartition de u et la mesure
@ associée 4 la fonction F est unique. On a aussi, pour tous réels a < b,

F(b) — Fa) = p([a, b]).

g4 noneds des exercices 15

3.3 Ensembles négligeables

Définition 3.10 Soit (X, 7T, 1) un espace mesuré. On dit qu'un élément I de
T est p-négligeable {ou négligeable) si

w(T) =40.

Remarquons que, d’aprés la proposition 1.7, une réunion dénombrable de par-
ties négligeables est un ensemble négligeable.

Définition 3.11 Une propriété {P(z) . = € X} sera dite vraie p-presque
partout (ou presque partout), et on écrira P est vraie p-p.p. {ou p.p.), 87l
cxiste un ensemble négligeable N tel que, pour tout x € X\ N, P(z) est vraic.

3.4 Enoncés des exercices

Exercice 3.1 (x)

Soit X un ensemble infini non dénombrable, 7 l'ensemble des parties de
X qui sont, soit dénombrables, soit de complémentaires dénombrables ot s
I'application de T dans [0, +-00] définie par :

w(T) = 0 pour T dénombrable ;
w{T) = 1 pour T non dénombrable.

Vérifier que (X, T, u) est un espace mesuré.

Exercice 3.2 (%)

Soient iy, fhg, -+, hn, 1t Mesures définies sur une méme tribu 7. Soient égale-
ment ay, ay,- -, 8y, 1 réels positifs. On définit alors une application v de 7
dans [0, +c0] en posant, pour tout T € T,

v(T) = Zn: ag i (T).
k=1

Cette application v est-elle une mesure sur la tribu 7 7

Exercice 3.3 (x %)

Soit (fin)nen une suite de mesures définies sur une méme tribu 7 de parlics
d'un ensemble X. On suppose que, pour tout n € N, on a u,(X) = 1. On
définit une application v de 7" dans [0, +o0c] par la formule :

v(T) = S ——MH(T).

7i+1
n=0 2

Vérifier que cette application v est une mesure sur 7 telle que v(X) = 1.
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Ixercice 3.4 (x %)
Soit (X, T,u) un espace mesuré. Montrer que les assertions suivantes sont
¢quivalentes :

(A1) la mesure p est o-finie ;

(A2) il existe une suite (¥;,),ew de parties mesurables telle que la famille
{Yo,Y1,---,Y,,- -} forme une partition de X avec, pour tout n € N,
ﬂ(Yn) < 400,

Exercice 3.5 (x *)

Montrer qu’il n’existe pas de mesure non nulle sur (7, P(7Z)), finie et invariante
par translation.

Exercice 3.6 (x *)
Donner un exemple d’espace mesuré (X, T, 1) et de suite décroissante de par-
ties (T5,)new de X tels que :

H ( m Tn) # inf /L(Tn)'
nelN nelN

Indication : considérer une situation ol u(7p) = +oc ; sinon il y aura égalité,
d’apres la propriété de stabilité de la mesure p par passage a la limite décrois-
sante.

Exercice 3.7 (x %)
Etant donnés un espace mesuré (X, 7T, u) et une suite (T),)new de parties 7-
mesurables de X, montrer qu’on a Pinégalité :

p;(h}zlé Il[%lf T, < hgé ]11\1]1f w(T).

Indication : on remarquera que, pour tout entier £ > n, on a l'inclusion
ﬂ T, C T

m>n

Exercice 3.8 (x %)
Soit £ un ensemble donné.

(i) On suppose dans cette question que F est fini. Soit une application
pu o P(E) — Ry U {+oo} telle que u(@) = 0 et, pour toutes parties
disjointes A et B de F,

u(AUB) = p(A) + u(B). ()
Prouver Vexistence d’'une partie F' de E telle que, pour tout A C E,

WA) =0 ACF (8)

S nonees des exercices AT

(i1} On suppose dans cette question que E = N. On counsidere Papplica-
tion

p: PN) — Ry U{+o0}
m(A) = 0sicard(4) < +o0;
8 ~ {“I(A) = +00 sinon.

(a) Montrer que g vérifie la relation (7) mais qu’il n’existe pas de
partie F' de IN vérifiant la relation (8).

(b) Montrer que la conclusion de la question (i) est satisfaite si 'on
remplace la condition (7} par la condition :

+oo o0
(U 42) = S, ()
=0 ry=={)
pour toute famille {4, ) ey de parties disjointes deux a deux.

(ii1) On suppose dans cette question que £ = R.

(a) On considere Papplication py : P(R) — Ry U {+oo} définic
par :
pa(A) = OsiO¢A;
Ar { pz(A) = 1 sinon.

Trouver une partie F' vérifiant la relation (8).

(b) Montrer que si p vérifie la condition (9), alors il n’existe pas
nécessairement de partie F' vérifiant (8).

Exercice 3.9 (xx)
Soit {X, 7, 1) un espace mesuré, A une famille de parties de X incluse dans
T telle que

si A€ A, B Aet A# Balors ANB=40. (10)

Sin > 1, on pose

Co={AcA: p(ANE)>

n

ot E est un élément de T tel que 0 < pu(F) < +oo, et on pose aussi
C={Aec A: p(ANE)+#0}.

(i) Montrer que, pour tout n > 1, C, est fini.

400
(it) Montrer que C C | | C, et en déduire que C est dénombrable.

n=1
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On considere dorénavant une fonction positive f sur X = [0, 1] & valeurs finies
¢t T est la tribu des parties de [0, 1]. Pour T € T, on pose

u(T) = sup{z f#): Afiniet AC T} ,
teA

avec la convention » = 0.
0

(iii) Montrer que la famille A des singletons vérifie ’hypothése (10).
(iv) Calculer u({z}), pour z € X.

(v) Montrer que p est une mesure sur 7.

{vi) Montrer que si u{[0,1]) < 400, alors f(t) = 0 sauf sur un ensemble
dénombrable.

Exercice 3.10 (x x)

Soit a,, le terme général d’une série convergente a termes réels et positifs. Pour
A partie finie de l'ensemble N, on pose :

o(A) =" an,

neA

avec la convention Z = 0. Pour une partie T quelconque de N, on pose :
[

w(T) =sup{p(A): A finieet A C T},

ol la borne supérieure est prise sur I'ensemble des parties finies A de ensemble
T.

(i) Quelle est la valeur de u(N) ?

(i) Montrer que p(7T') est fini, quelle que soit la partie T de I'ensemble
N.

(iii) Pour une partie finie A de Pensemble IN, comparer les valeurs de

d(A) et de u(A).
(iv) L'application p est-elle une mesure sur la tribu des parties de N 7

(v) On s’intéresse maintenant au cas particulier a, = (n+1)7*, ot s est
un parametre réel.

+00
(a) Montrer que la série Y _ a, converge si et seulement si s > 1.
n=0

S0 noncees dos exerciees A9

Sis > 1, on notera u(A) = ((s, A). On admet que ]in% (s—1)¢(s, Ny = 1.
&—
On pose alors pour toute partie A de Pensemble N,

v(A) = lim sup (s —1)¢(s, A).

(b) Calculer, pour un eutier n dans N, la quantité v({n}).

{c¢) L’application v est-elle une mesure sur la tribu des partics e
N7

lixercice 3.11 (*)

Solent (X, Ty, 1) et (X2, Ty, po) deux espace mesurés et Ny, By deux partics
respectivement 7y-mesurable et To-mesurable telles que uy (N} = 0. Monutrer
alors que Ny X By est une partie (1) ® po)-négligeable de X; x X.

Exercice 3.12 (%)

Soit A la mesure de Borel définie sur la tribu borélienne B(R). Montrer que
si A est une partie de R qui est réduite & un singleton, alors A est B{IR)-
mesurable et A-négligeable. En déduire que si A est une partie dénombrable
de R, alors A est B{R)}-mesurable et A-négligeable. Montrer par ailleurs gue
I'intervalle ouvert ]a, b, Pintervalle fermé [a,b] et les intervalles semi-ouverts
[, b] et ]a, b] ont chacun pour A-mesure le réel b — a.

Exercice 3.13 (x)

Soit A la mesure de Borel définie sur la tribu borélienne B(R). Montrer que
tout ouvert non vide U de R a une A-mesure strictement positive. Montrer
par ailleurs qu'une partie compacte K de R a une A-mesure finie.

Exercice 3.14 (* ) ,
Soient Ay, -« Ay C [0,1] des parties B(R)-mesurables telles que

U A=[01]
‘iE{l,“',p}
1
Montrer alors qu’il existe un indice 7 € {1,---,p} tel que A(4;) > p ol A
désigne la mesure de Borel sur R.

Exercice 3.15 (* %)
Soit A la mesure de Borel sur (R, B(R)).

(1) Montrer que la mesure A est invariante par translation, i.e., pour tout

AeBR)ett e R, M(A+ {t}) = AA).

(ii) Soit k > 0 ; montrer que, si A est un borélien, A(kA) = kA(A). Que
diresi b <0 7?
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Exercice 3.16 (x )

Soit (X, T, p) un espace mesuré. On appelle y-atome toute partie A mesurable
de p-mesure non nulle telle que les seules parties mesurables contenues dans
A soient A lui-méme et I'ensemble vide.

Dans cet exercice, on fait I'hypothése que n’importe quel singleton {z} est
mesurable.

(i) Montrer qu'un p-atome est nécessairement un singleton.

(ii) La mesure p est dite diffuse 'l n’existe pas de p-atome. Montrer
que si g est diffuse, alors tout singleton est négligeable. Etablir méme
que toute partie dénombrable est alors mesurable et négligeable.

(iii) Démontrer réciproquement que si 4 est une mesure telle que toute
partie dénombrable est mesurable et y-négligeable, alors la mesure u est
diffuse.

(iv) Les mesures de Dirac, de dénombrement et de Borel sur R sont-elles
diffuses ? Sinon, préciser les atomes,

(v) Etablir que lensemble des atomes d’une mesure o-finie est dénom-
brable.

Exercice 3.17 (x %)
Soit i une mesure sur (R, B(R)) vérifiant les conditions

(C1) Yz € R, p({z}) =0 (u est dite diffuse) ;

(C2) p(K) < +o0, pour tout compact K de R.

(i) Parmi les mesures ci-dessous, lesquelles vérifient ces conditions

(a) g1 = A, olt A est la mesure de Borel ;
(b} p est une mesure de Dirac ;

(¢) u est la mesure de dénombrement sur R.

" . 11
(ii) Calculer n‘lil}:loo u(] - - ED

Si A est une partie de R, on définit la fonction f4: R — Ry U {+oc} par
falz) = u(An[—|zl,|z]]), pour z€R.

(iii) Montrer que f4 est bien définie, puis que fa est paire et croissante
sur Ry.

(iv) Dessiner la fonction f4 dans les trois cas suivants

S HAHOUnees does exerclees B}

(a) A= Q;
(byu=Aet A=R\Q;

(c)p=Aet A= U[n,n+é—]

nelN
{(v) Donner une condition portant sur 4 pour que :
(a) lim fa(z)= +o0
ou bien

{b) la fonction f4 soit constante, pour = assez grand.
{vi} On suppose dans cette question que g = A

(a) Montrer que, si 0 <z <y, fa(y) — falz) < 2(y — z).

(b) En déduire que, pour tout (z,y) € R?,

|faly) = fal@)] < 2ly — 2],

puis que fa est continue.

(¢) Conclure que si t € [0, A(A)], il existe un borélien B , inclus
dans A, tel que A\(B) =1.

Exercice 3.18 (x %)

Soit B(R?) la tribu de Borel sur R?, que 'on admettra étre la tribu engendrée
par les intervalles de la forme [a, b[x[c, d[, avec a,b,¢,d € R. Le corollaire 3.8
montre existence sur (R?, B(R?)) d’une mesure p, appelée mesure de Borel,
vérifiant :

plla, b[xle,dly = (b—a)(d—c), pour b>a et d>c.

Montrer que les ensembles suivants sont mesurables et calculer les mesures de
ces ensembles :

(i) un rectangle fermé de la forme [a,b] x [¢,d], avec a,b,c,d € R ;

(i} un segment borné paralléle aux axes puls une droite parallele anx
axes ;

(iii) un segment borné quelconque puis une droite quelconque ;

(iv) Vintérieur d'un triangle dont les cotés opposés a 'hypothénuse sonl
paralléles aux axes ;

{v) un carré quelconque.
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Exercice 3.19 (x %)

Soit {X, T, u) un espace mesuré tel que la mesure p soit finie. Soit aussi f
une application (7, B(R))-mesurable de X dans R. On appelle fonction de
répartition de f l'application F' de R dans R définie, pour ¢t € R, par

Ft) = p({f <t}).

Montrer que F est croissante, continue & gauche, tend vers 0 quand ¢ tend vers
—oo et vers u(X) quand ¢t tend vers +00. Montrer que F est continue en un
point ¢ si et seulement si u({f = t}) =

Exercice 3.20 (x* )
Soit {X, 7, u} un espace mesuré et 4 un sous-ensemble non vide de 7, stable
par réunion dénombrable. Si T € 7, on pose :

W (T)y = sup{u(ANT): Aec A}
(i) Montrer que, pour tout 7' € 7T, il existe A € A tel que

H(T) = w(ANT).

(ii) Montrer que y' est une mesure sur 7 vérifiant g < p et que ¢ =

sur A.

(iii} On suppose que la mesure y est finie. Montrer alors que les assertions
suivantes sont équivalentes :

(AQYYyp=py sur T ;

{A2) 1l existe Ap € A tel que p{X \ Ag) = 0.

{(iv) On suppose dans cette question que (X,7) = (R, B(R)) et que p
est la mesure définie & partir de la fonction de répartition suivante :

0 si oo <—-1;

si —~l<a<l;
1 si x>l

Enfin on prend pour A 'ensemble des parties de R, au plus dénombrable.
Expliciter sur cet exemple la mesure p'.

Exercice 3.21 (* %)
Existe-t-il une fonction continue sur R telle que f = 191y A-p.p., A désignant
la mesure de Borel sur R ?

H2 3 Mesures

3.0 Corriges des exercices Ha

3.5 Corrigés des exercices

Jorrigé 3.1 D’apreés Uexercice 2.1, nous savons que 7 est une tribu.
Comme § est une partie dénombrable, u(@) = 0. Soit (T}, )nen une suite de
parties mesurables disjointes deux & deux. Nous allons envisager deux cas.
Cas I : Pour tout n € N, T,, est dénombrable.

+00 +00
Alors, on a Y pu(T,) = 0. Comme | J T, est aussi une partie dénombrable,

n=0 n=0
+oo
NOUS avons f (U T, ) 0, ce qui entraine u (U T, ) Z w(T,
n=0 n=() n==0

Cas 2 : 1l existe ng € N tel que T, n'est pas dénombrable.

400 +00

Alors U T, n'est pas dénombrable et U T, | = 1. D'autre part, comme
n=0

Tas € T, nous savons que X \ Ty, est denombrable Du fait que les partios 75,

sont disjointes deux & deux, pour n 3 ng, T, C X \ Ty, et par conséquent. 7,
+O0

est dénombrable et u(T,) = 0. Ainsi > pu(Th) = p(Th,) = 1. Nous obtenons i

+o0 +o0 =
nouveau I'égalité > pu(Th) = p (U Tn) .
n=0 n=0

k1] n

Corrigé 3.2 Nous avons v(0) = > ar.u(0) = D ax.0 = 0, gréce a la con-
k=1 k=1

vention +0c0.0 == 0, prise au chapitre 1.

Maintenant, soit (7;):ew une suite de parties mesurables deux a deux disjointes.
Nous avons :

(Jr) -

= Zak[ lim Zgzk(T)jl
k=1
{ hm Zak #&(T)
k=1
= Nl—la-r-li-looz [Zak !Lk

=] Li=0

= lim Z[Zak./tk(Ti)

N ot 00 =0 Lk

n +o00
Z Q- Lk (U Ti) [définition de »]
E

[E (T } [car pu est une mesure]

3

1

k]

I
M

N
= lim Y »(T}) [définition de v]

N-v-f—oo |
+ 00
= > v(Ti).
1=0
Ainsi v est une mesure.
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Corrigé 3.3 Pour montrer que v est une mesure, nous allons utiliser la carac-
Lérisation des mesures que I'on trouve dans la proposition 3.4.

Nous Fabord v(f) = 52 120 &
ous avons tout d’abord v():z%W:Oet V(X)SX%W: I, en
Fom Fh=

appliquant une formule classique sur les séries géométriques.
Sotent T; et 7, deux parties mesurables digjointes. Puisque i1, est une mesure,
nous avons, pour tout n € N,

(TUT) — pa(Th) | pa(T2)
on+1 T ol gn+1 °

En sommant ces inégalités sur les diverses valeurs de 'indice n compris entre
0 et +o0, on voit que

I/(T} U Tg) = I/(Tl) -+ I/(Tg).

Soit enfin (7});ew une suite croissante de parties de X. Posons T = U T; et
iElN
montrons, par double inégalité, que

v(T) = supv(Ty).
i€l

Comme T; C T, on montre, grice a ce qui précede, 'inégalité v(T;) < v{T").
Ainsi v(T) est un majorant de la partie {v(T}) : ¢ € N} et

supr(Ty) < v(T).
€N

Inversement, soit v < v(T'). 1l existe un entier N tel que

Youn(T
a<y in(T) (11)
0
Fixons dans un premier temps un ¢ > 0 ; pour n = 0, -- N, puisque

4 (T) = sup pn(T),
i€l
il existe un entier i, tel que pn(T) — € < pn(T;,) (voir exercice 1.16). En
notant 7 = max{ip, - -+,ix}, puisque la suite (7;);ev est croissante, on a aussi
tin(T) < pin(T;) + €. La relation (11) devient alors

Y /ln(Tj)
on+l

@< +e<v(T)) +e<supy(Ti) +c.

n=0 €N
Iin faisant € — 07, il vient o < supv(7;). On conclut alors, grace & 'exercice

€N
6.1 {a).

3.5 Corrigds des exercices i

Corrigé 3.4 (Al) == (A2). Comune la mesure 1 est a-finie, il existe des
partics mesurables Xy C Xy <€ --- X, C -+ telles que

+oc

UX.=X (12)

=0
el, pour tout n € N, p(X,) < +oo. Considérons alors la suite (¥, )pen de
partics mesurables définie par Yy = Xg et, pour n > 1, Y, = X, \ X,, ,.
Comme Y, € X, p(¥a) € nu(X,) < +oo. 11 suffit donc de montrer que la
famille {Y;, : n € N} forme une partition de X. Soit z € X ; d’apres la
relation (12), Pensemble {n € N : z € X, } est non vide et donc admet un
plus petit élément ng. Sing =0,z € Yy, et sing > 0, 2 € Xpy \ Xng-1 = Yoy

+00 oo
Dans tous les cas on a z € | Yy, ce qui entraine : X = J Y.
n=0 n=0

Montrons maintenant que les parties Y, sont disjointes deux & deux ; soicni,
done n et m deux entiers tels que n < m. Comme Y, = X, \ X1, on o
Yin N X1 = B ; la suite (X, )new étant croissante, on a X, C X,,.1 et donc
Y 1 X, = 0. En particulier, puisque Y, C X, nous avons aussi ¥, NV, = §
ce qui permet de conclure.

{A2) == (A1l). Considérons la suite (X, )penv de parties mesurables définic,

pour tout n € N, par X, = U Y% La suite (X, )new est clairement croissantc
£=0
ct, pour tout n, puisque g est sous-additive,

ﬁ(Xn) < Xﬂ: ,u*(y;c) < 00,

k=0
+00

Pour conclure, il reste a vérifier que U X = X. Soit x € X ; par hypothése
n=0

il existe un entier n tel que = € Y, et, par définition de la partie X, on a anssi
+ 00

r € X, ; en particulier x € U X,. Le résultat est done démontré.

n==()
Corrigé 3.5 Raisonnons par Uabsurde en supposant qu'il existe une mesure
4 non nulle sur (ZZ, P(ZZ)) qui est finie et qui est invariante par translation,
i.e., pour tout p € Z et pour tout 7 C Z, u({p} + T) = u(T).
Montrons tout d’abord qu’il existe un entier n tel que u({n}) # 0. Si ce n'est
pas le cas, on aurait

W) = p(Zy V) = (7L ) + () =

w(Tt) e (Utnt) = Sty + X =y =0

Cela entraine, pour toute partie T C 7, 0 < p(T) < p{Z4) = 0 et p(T) = 0.
Donc, p serait la mesure nulle, ce qui est contraire aux hypothéses.
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Ainsl, il existe un entier ng tel que u({no}) = a > 0. Grace & l'invariance par
translation, pour tout n € ZZ,

p({n}) = p({n - no} + {no}) = u({ne}) = a > 0.
Alors p(IN (U {n}) = > u({n}) = 3 a = +oo, ce qui contredit le

. nelN . . nelN nelN
fait que la mesure y soit finie.

Corrigé 3.6 Considérons I'espace mesuré (X, T, u) = (N, P(IN), 11q), ol pg
désigne la mesure de dénombrement sur les parties de IN, et considérons la
suite décroissante de parties (7, )nen définie, pour tout n, par la relation

T, = [n, +oo].

+o0 +o0

D'une part [ T, = 0, donc p (ﬂ Tn) = (. D’autre part, pour tout n € N,
n=0 n=0

w(T,) = +o0 et donc ,%2& w(T,) = +00. On constate qu'il n’y a pas égalité sur

cet exemple.

Corrigé 3.7 En posant, pour tout entier n, A, = ﬂ T, NOUS avons
m>n

hmme = U A,.
nelN

Comme la suite (A,).ew est croissante, nous obtenons
plliminf T) = lim pu(Ay). (13)

D’autre part, pour tout entier k£ > n, de l'inclusion 4,, C Ty, on tire 'inégalité
1(An) < p(Ti), et donc

p(An) < inf u(Th)-

En passant & la borne supérieure sur tous les entiers n de chaque cété de cette
inégalité, on obtient

lim p(A,) = sup p(A,) < sup mf ,u(Tk) = hm mf u(T,). (14)

n—+00 nelN nelNk

On conclut en combinant les relations (13) et (14).
Corrigé 3.8 (i) Soit F la partie de E définie par :

F={a: u({a}) = 0}.

Si F' = alors u(F) = 0 ; sinon F' se met sous la forme F = {ay,---,a,} avec
p=>letay,---,a, des éléments de E. Alors, par additivité de u :

F) = p({a} U+~ U {gy}) = iu({am ~0

3.5 Clorrigeés des exercices nT

Montrons maintenant que F' vérifie la relation (8). Soit A une partie de 2. Si
ACF,onaF = AU(F\A);donc, u(F) = p(A)+u(F\A), car AN(F\A) = )
Cela entraine que p(A) < u(F) =0 et pu(A) = 0. Réciproquement, supposonis
que u(A) = 0. Si A =10 onabien  C F. Sinon, A # § et A peul se

mettre sous la forme A = {by, - b} avec ¢ > 1 et by, -, by des éléments e
I7. Comme

q

d_u({b}) = m(A) =0

i=1

ct comme g > 0, on déduit, pour tout i € {1,---,q}, u({b:}) = 0 ; et, par
éfinition de I'ensemble F', b; € F'. Ainsi A C F.

(ii}(a) Montrons que p; vérifie la relation (7). Puisque card(@) = 0, py(0) = 0.

Soient A et B deux parties de N telles que AN B = (.

¢ Si card (AUB) = +oc alors card A = 400 ou card B = +o00. Par conséquent

(AU B) = +oo = p(A) + pa(B).

e Sicard (AUB) < 400 alors card A < +o00 et card B < +00. Par conséquent,

(AU B) = 0= (A) + p2(B).

Montrons maintenant que p; ne vérifie pas la relation (8) en raisonnant par

I’'absurde. Supposons qu'il existe une telle partie F. Soit n € N ; le cardinal

de la partie {n} est fini, donc, u1({n}) = 0, ce qui entraine, grace & la relation

(8), {n} C F. Ainsi |J{n} =N C F et par conséquent F = N. Mais alors
nelN

w1 (F) = 400, ce qui contredit la relation (8).

(b) 1l suffit de reprendre la preuve de la question (i} avec toujours

F={z: ul{z}) =0}

(iii)(a) Remarquons que g = &40} o1 dyoy est la mesure de Dirac en 0. Prenons
R* comme partie F' et vérifions la condition (8). On a

w(A) =00 A= ACF

Donc, la condition (8) est satisfaite.
(b) 1l suffit de prendre I’application 3 définie par :

us :© PMR) — RyU{+oo}
A u3(A) = 0si A est dénombrable ;
H u3(A) = +oo sinon.

ct de reprendre 'argument de la question (ii)(a).

Corrigé 3.9 (i) On suppose que 0 < u(E) < +o0o. Si C, contient n +- |
¢léments distincts A1, - -+, Apy1, comme ils sont dans A, ils sont disjoints deux
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a deux. Et il en est de méme pour A NE, -+, A1 NE. Dot

WE) > (En(@lfl))
= u(nOIFﬂA)>

1
n+1

= D uENA)

Lo

v

n

et done, comme p(E) €]0, +00[, n > n+ 1, ce qui est impossible. C, est donc
un ensemble fini.

(ii) Soit A € C ; on a u{AN E) > 0. Il existe donc un entier ngy tel que

p(ANE) > ﬁ%@ L)

car la suite
7

) converge vers 0. Et donc, A
nelN*

+00 o
appartient & C,,, C | J C.. Nous obtenons donc Iinclusion C C U C..

n=1 n=1
4o

U C, est dénombrable comme réunion dénombrable d'ensembles finis. C qui
n=1
est inclus dans un ensemble dénombrable est lui aussi dénombrable.

(iii) Le résultat est clair.

(iv) on a p({z}) = sup Zf t): Afinieet AC {:r}} Or les parties A
incluses dans {z} sont et {:L} d’ou u({z}) = sup{f(z),0} = f(z) et donc

p({z}) = f(2).
(v) Clairement u(@) = sup {Z fit): AcC (/)} = sup{0} = 0.

teA
Soit maintenant {7}, ),cn une famille de parties disjointes deux a deux. Nous

allons démontrer 'égalité

+oo +0o0
1 (U Tn) = Z U(Tn}
n=0 na=l)
par double inégalité.

00
Soit A une partie finie telle que A C U T,. On a
n=0

A= Am(UT) DO(AOR)

n=0 n=0

3.5 Corrigés des exercices H9

et, comme A est finie, il existe un sous-ensemble I C N de cardinal fini tel gue
A= {J(ANT,). Alors :

nef

> [

i

> 3 f(®) [(ANT.)ner sont disjoints 23 2]

teA nel t€ANT,
< >ulT)
nel
+oo
< Dou)
n=0
O
Ceci étant vrai, pour toute partie finie A C | T, on conclut :
n={

p (TQTn) < g w(T,

+ 00 N
Soit o € R tel que o < Y p(Tr) ; il existe done N € N tel que ov < > pul13,)
n=0

7=
et il existe alors, pour n € {0, .-, N}, une partic A, finie de T, telle que :

a<z(z m)).

tE A,
N 00
Posons A = U A, ; A est fini et inclus dans U Tn. Comme les parties A,
7n T +w
sont disjoints deux & deux, a < Y f(t) et par conséquent o < p (U T,,,).

teA
D’aprés Uexercice 1.6 (i), on obtient :

+00 o
SouT) < p (U Tn) .
=0 n=0

n=0

Ainsi p est une mesure.

{vi) On choisit pour ensemble A, la famille des singletons, et on applique alors
les résultats de la question (i} pour conclure que

C={AecA: W(ANFE) >0} est dénombrable.

En remarquan‘n que tous les éléments de A sont de la forme A = {z} et que
w({z}) = f(z), on peut écrire C = {{z}: z € [0,1] et f(z) > 0}. Le résultat
est donc démontré.
+00

Corrigé 3.10 (i) Montrons que p(N) = )" a,,. Pour cela, soit une partic A

n=>0

Zan<zanv

neA

incluse dans N ; on a
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car la série est & termes positifs. En passant & la borne supéricure, on obticnt

+o0
n(N) <3 o,
n=0

Inversement, considérons la partie Ay = {0,---, N }, ot N est un entier na-
N
turel. Par définition de u(IN), on a ¢(An) < p(IN); ce quis'éerit Y ap < p(IN).
oo n=0
En faisant, N — 400, on conclut Z ay, < p(IN).
=0

(ii) Soit A une partie finie incluse dans T ; on a

d)(A Zanszan

neA
+00 kel
En passant i la borne supérieure, WT) < 3 ap. Comme la série S a, est
n=0 n==0

convergente, on conclut u(7T) < +oc.

(iil) Supposons que A soit fini et montrons que p(A) = ¢(A), ou en d’autres
termes,
sup{¢(A’) : A’ fini et A" C A} = ¢(A).

Si A Aet A fini,on a

PAY =3 a, <Y an < G(A)

ne A’ ned

En passant & la borne supérieure, on obtient u(A) < ¢(A). Inversement, nous
savons que, pour toute partie finie A* C A, $(A") < p(A). En particulier en
choisissant A" = A, on conclut ¢(A4) < u(A).

(iv) Pour montrer que u est une mesure, nous allons utiliser la caractérisation
des mesures que 1'on trouve dans la proposition 3.4.

Comme par convention Y a, = 0, on a ¢(fl) = 0 et done u(f) = 0.

ned

Soient Ty, Ty deux parties disjointes de N. Soit oy un réel tel que o, < 1w{Ty) ;
grace a l'exercice 1.16, il existe une partie finie A, C T3 tel que oy < ¢(A4;). De
méme, si ay est un réel tel que ap < p(Ty), il existe une partie finie Ay ¢ T}
telle que ary < ¢(Az). Puisque les parties T; et T3 sont disjointes, les parties

A; et Ay sont disjointes et donc
(¢35} + Xy < ¢(A1) + (;5(/42) = (b(Al U AQ) f:_ ;I,(Tl U Tg)
En particulier ¢y < p(Ty UTy) — o et, d’aprés Vexercice 1.6 (i), nous avons

W) < p(MUuTy) -

3.5 Corrigds des exercices 0l

Nous pouvons écrire aussi cette inégalité sous la forme ay < p(TYUTR) — u(1y)
(1) < +oo, d’apreés (ii}] ; et encore une fois, d’aprés exercice 1.6 (i),

WD) < p(TUTy) — u(Th)

soit M(T1> + }L(Tz) < M(T]_ lJ Tg}
Inversement, soit o < pu(Ty UTy) ; il existe une partie finie A C Ty U T, telle
que o < ¢(A). Nous avons :

$(A) = $AN(T1UT2))
= ¢((ANT)U(ANT))
= HANT)+9(ANTy)
< () + w(To),

ce qui entraine o < p(Ty) + p(Ty). Grace a l'exercice 1.6 (i), nous concluons

alors (71 UTy) < pu(Th) + i(T2).

Soit (Th)eew une suite croissante de parties de IN. Posons T = U T ot
nelN

A

montrons, par double inégalité, que

w(T) = sup p(T5).
neiN
Comme T, C T, on montre, grice a ce qui précede, 'inégalité u(T,) < p(T).
Ainsi (T est un majorant de la partie {u(T,): n € N} et

sup i(Tn) < w(T).
nelN

Inversement, soit & < u(T) ; il existe une partie A C 7' finie telle que o < ¢(A).
Ecrivons A sous laforme A = {a,,---,a,} ; pour chaque ¢ € {1,---,p}, il existe
un entier n(i) tel que a; € X Alors si N = max{n(1),---,n(p)}, du fait
que la suite (Ty)nem soit croissante, a; € Tngy C Ty. Ainsi A C Ty, ce qui
implique
a < p(A) < p(Ty) < sup w(T)-
T

L’exercice 1.6 (i) permet de conclure.

12 s
(v)(a) Pour tout s € R, on a lim (n+ 7 = lim (1+ ) =1; ce qui

n=—+00 n—s n—+00

peut s’écrire, au voisinage de I'infini m ~s Comme nous avons affaire

& des séries & termes positifs et comme — est le terme général d'une séric de
n

Riemann,
+00

3" a,, converge si et seulement si s > 1.
=]

(b) On a (s, {n}) = u({n}) et, d’apres la questlon (ii1),

p({n}) = ¢({n}) =

n+ 1)s
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Ainsi, on obtient v({n}) = hm 15Up (8—“—1—{)— 0.
+
(¢) La réponse est négative car :

(U m) v =12 3 ).

neN nelN

Corrigé 3.11 On a, par définition de la mesure produit u; ® Hha,
1 ® pa( Ny x Na) = pa(Ny).pa(No) = 0.0 ( No).
Gréce a la convention 0. + oo = 0, on conclut que, dans tous les cas,

#1 ® pg (N1 X Np) =0

Corrigé 3.12 e Soit A une partie réduite & un point ; A est le complémentaire
d’un ouvert, donc, A est mesurable. Il existe a € R tel que A = {a} ; on peut

P 1
écrire A= (] A, avec, pour tout n € N, A, = la,a + ———]. On peut écrire
nelN n+1

1
A, = {a}U]a,a+ n——l[ ; chacune de ces deux parties étant mesurable, A, est
mesurable. Comme la suite {A,)p,en est décroissante et comme
MAg) = M[a,a + 1]) = 1 < +o0,

nous pouvons utiliser la stabilité de la mesure A par passage & la limite dé
croissante. Donc,

1
A(4) = lim A —
() = Jim Maat D
= n_l}glm ] [définition de la mesure de Borel]
= 0

Si A est dénombrable, on peut écrire A = {a; : i € I'}, ol I est dénombrable

et ot les a; sont distincts deux & deux. D’autre part, en écrivant 4 = | J{a;},
i€l

la og-addivité de A permet de conclure 1

=3 Ma}) =0

1134

. . 1

e Soit a < b ; on peut écrire |a, b= U {a + Pt b[ et, comme la mesure A
nelN

est stable par passage & la limite croissante, on a

1
Ao b)) = lim a+ 5]
1
= }m b-a~—
n—+00 n+1
= b-aq.

3.5 Clorrigs des exerciees 63

e On a [a,b] = la,b[U{d}, done, A[a,b]) = A{a,b]) + A({b}) = b~ a par
ddéfinition de A et du fait qu’un singleton est A-négligeable ; Alle, b)) = «
par définition de X ; enfin A(]a,b]) = A(Ja, b[U{b}) = AJa,b[) + A({b}) =0 «,
’aprés un résultat démontré précédemment et le fait qu'un singleton est. A
négligeable.

Corrigé 3.13 (a) Comme U/ est non vide, il existe un élément = dans U ; par
définition d’un ouvert, il existe € > ( tel que

[z —e,z+elC U
Alors par croissance de la mesure A\, A([z —¢€, z+€[) < A(U) et donc MU) > 2

En particulier, on a A(U) > 0.
(b) Comme un compact est borné, il existe M > 0 tel que

C [-M, Ml
Alors, par croissance de la mesure A,
AMEK) < MN[=M, M) =2M.
La A-mesure de K est donc finie.

Corrigé 3.14 Raisonnons par 'absurde en supposant que,
vie{l,---,p}, AlA) <=

Alors, puisqu’une mesure vérifie la propriété de sous-additivité :

o= (0 a) s S <30 =1

=1

1
p
ce qui contredit le fait que la mesure de Borel du segment [0, 1] est 1.
Corrigé 3.15 (i) Considérons I'application p: B(R) — Ry U {400} définic,
pour T € B(R), par

W(T) = XT + (1)),
Comme u(0) = A0 + {t}) = A(0) = 0 et comme

u(UﬁJ=Aﬁjn+w0=A(Uu»Hﬂﬂ

nelN nelN nelN
= z )‘(Tn + {t}) = Z ﬂ(ﬂl)w
nelN neWN

si les boréliens (T}, )new sont disjoints deux & deux, g est une mesure. Pour
montrer que 4 = A, il suffit donc d’utiliser le théoréme d’unicité des mesures.
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Soit. C = {[a,b]: a < b} ; C est stable par intersertion finie et, d’aprés le
chapitre 2, ¢(C) = 7. D’autre part, si C = [a,b[€ C, on a :

plla, b)) = Mla+t,b+t)) = (b+t) —(a+ t) = b—a = MN[a,b]) < +o0.

Enfin, R peut s’écrire sous la forme R = U [-n,n[, ol, pour tout n € N,
nelN
[-n,nle C. Les hypothéses du théoréme d’unicité des mesures sont satisfaites,

doue p = A.

(ii) Considérons application p : B(R) — R, U{+o0c} définie, pour A € B(R),
par
AMEkA
u(a) = 264
On montre aisément que & est une mesure. Il suffit alors de prouver que p = A

ce qui se démontre comme pour le résultat de la question (i). Pour £ < 0, on
montre que A(kA) = |k|A(A).

Corrigé 3.16 (i) Soit A un p-atome. A est non vide car sinon sa mesure
serait nulle. Supposons que A ne soit pas réduit & un singleton ; il existe a et
b deux éléments de A distincts. A contient les deux parties différentes {a} et
{b} qui sont par hypoth¢ses mesurables. Cela contredit le fait que A est un
p-atome. Ainsi A est un singleton.

(i) Soit A un singleton ; comme les seules parties contenues dans A sont A
lui-méme et Pensemble vide qui sont mesurables, u{A) = 0 puisque A n’est
pas un p-atome.

Toute partie dénombrable A est réunion dénombrable des singletons contenus
dans A ; une tribu étant stable par réunion dénombrable, A est par conséquent
mesurable. Silon écrit A= {a;: ¢ € I} ou I est dénombrable, on a

- (Uta}) =X uttah) =0

i€l il
Ainsi A est négligeable.

(ili) Raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe un p-atome noté A.
Alors A est nécessairement un singleton, d’apres la question (i). A étant
dénombrable, on conclut, par hypothese, que p(A) = 0. Cela contredit le fait
que A est un p-atome.

(iv) ® Soit 4, la mesure de Dirac en z. La partie A = {z} est un p-atome car
8:({z}) =1 > 0; donc, &, n’est pas une mesure diffuse. Montrons que {z} est
le seul p-atome  d’apres la question (1), A peut s’écrire sous la forme A = {a}
et sia # z, on a §,{A) = 0 et A ne serait étre un p-atome.

o Soit p¢ la mesure de dénombrement. Si A est un singleton ug(A) = 1 et
A est un pratome. Inversement, d’aprés la question (i), les p-atomes sont des

3.0 Corrigds des exercices 6h

singletons. En particulier, ug n'est pas diffuse.
e Nous avons vu dans Uexercice 3.12 que la mesure de Borel d’un singleton est
nulle, donc, d’apres la question (i), il n’existe pas de p-atome.

(v) Comme la mesure p est o-finie, X est la réunion d'une suite (Xp)nen de
parties mesurables de u-mesure finie. Soit C(n,p) ’ensemble des p-atomes do

T Si Ay, -+, Ay sont de

X, dont la pg-mesure est supérieure ou égale a Py
tels atomes deux a deux distincts, nous avons :
)
e 2y =+ () swos

Cela entraine k < p{X,).(p + 1) et done, C(n,p) est un ensemble fini. Soit
maintenant A un p-atome ; A est un singleton, d’aprés la question (i), et donc,
A est inclus dans une partie X,,. De plus, comme p{A) > 0, il existe un enticr p

1 o .
tel que u(A) > ~. Alors A€ |J C(n,p). Ainsi | ) C(n,p) représente
p (n,p)eIN? (n,p)eN? .
I’ensemble de tous les p-atomes. Une réunion dénombrable d’ensembles finis
étant dénombrable, I’ensemble des pu-atomes est dénombrable.

Corrigé 3.17 (i)(a) Soit z € R ; nous avons I’égalité

{x}=ﬁ[z,z—{—?—i[.

n=1
. . 1
Comme la suite de parties ([.I‘ z + )n>1 est décroissante et que

Mz, 2+ 1) = 1 < +o0,

d’aprés la propriété de stabilité par passage & la limite décroissante :

M{z}) = Jim A ([x,x +%D = lim 1 0.

Ths -0 7Y

La mesure A vérifie donc la condition (C1). Si maintenant K est un compact
de R, il existe M > 0 tel que K C [-M, M[; alors

La mesure A vérifie donc aussi la condition (C2).
(b) Si u est la mesure de Dirac au point zg, notée 6y}, alors

8(zey({z0}) = 1

et la condition (C1) n’est pas satisfaite. La condition (C2) est trivialement
satisfaite puisque, pour tout borélien K, 8(z,3(K) < 1.
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(¢) Pour tout = € R, py({x}) = 1 et la condition (C1) n’est pas satisfaite.
Comune 14(]0,1]) = +o00, la condition (C2) n’est pas non plus satisfaite.

11
(i1) Posons, pour n > 1, 4, = |~—, ——{ i la suite (Ap)nsy est décroissante et

n

comme A; =] — 1,1[C [-1,1], u(4;) € p([-1,1]) < 400, car [-1,1] est un
campact de R et la mesure y vérifie la condition (C2). Alors, par la propriété
de stabilité par passage & la limite décroissante,

dm (|5 n ) = (’F’ﬂ-ééD = u{0h) =0.

n=1

(iii) L’intervalle [—|z|, |z|] est fermé, il est donc le complémentaire d'un ouvert
et [—|z],|z]] € B(R). D'autre part, par hypothese, A € B(R) ; la tribu B(R)
étant stable par intersection finie,

AN[-lz], |z]] € B(R)

et (A N [—|z],|z]]) a un sens et appartient & Ry U {+o0}. Le fait que la
fonction fa soit paire et croissante sur R, est évident.

(iv)(a) Remarquons que

w(®) = w(lJ{eh

9€Q
= Y p{{q}) [car @ est dénombrable]
q€Q
=0 [car p vérifie la condition (C1)].

Ainsi, pour z € R, comme QN [—|z],|z]] C Q,ona:

fa(z) = (AN [zl |2]]) < i(A) = (@) = 0.

Dot fg = 0.
by Soit x ¢ R ; alors on a:
A=lz] =) = A=z, lz[] 0 Q) + AM[~lel, Jzl] "R\ @)

i

0+ M[—|z|, |z]] " A)
fa(z).

I

Dot fa(z) = 2|z].
Cas 1 : Comme la fonction fa est paire, on peut supposer que x > 0. Alors
on a :
E(x)—1
(U mn+i)UlE@),z] si z€A;
(U hn+i)nl-z,q2 = B
nem U [+ 3 sioz¢ A

=0

3.5 Corrigés des exercices 67

E(z)-1
3 Mrn+ i)+ M[E(x),z]) si z€A;

Dol falz) = E?xz}“

> Mn,n+ 1)) si x¢ A
n={}
~ B8 i B@)<z<EB@)+1;
Et en conclusion fa(z) =14 “pd o =1 27
fal) { Betl 5 Blz)+l<az< B(z)+1.
On obtient alors pour f4 le graphe ci-dessous.

1+ fa

(v)(a) Comme la fonction f, est croissante sur R,, on a:

xggloc falz) = +o0 nﬁ+}>1on(1ném) fa(n) = +oc.

Or, par stabilité de la mesure u par passage 4 la limite croissante, on a :

nl_i)rfm faln) = lim u(AN[—n,n])
= p(U (AN[-n,n])
= u(A).

D’ou 111}_1 falz) = 400 si et seulement si p(A4) = +oo.
L= 300
(b) Montrons que, pour zg > 0 fixé,

fa est constante sur [zq, +oo[<= p(AN(R\ [~z0, 2q])) = 0.

Supposons dans un premier temps que fa soit constante sur [zq, +oo[. Alors,
pour n entier naturel supérieur & xy,

AN ["n: n]) = p(AN [~z xg]),
ce qui entraine, grace & la condition (C2),
u(AN ([-n, 7]\ [~20, 20])) = 0.

En faisant n — 400, par stabilité de la mesure p par passage a la linite
croissante, on obtient :

AN R\ [=20,20])) = 0.
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Supposons dans un second temps qu’inversement (A N (R \ [~z0, 7o)} = 0.
Alors, pour x > xzy,

falz) = plAn[-z,z])
= p(AN([—z, 7]\ [~z0, z0])) + falzo)-

Puisque
AN ([=z,2]\ [~20,%0})) < (AN (R [~20,20])) = 0,

on conclut fa(z) = fa(zo). Ainsi la fonction f4 est constante sur [zq, +00].
(vi)(a) Soit 0 < z < y ; on a la suite d’égalités et d’inégalités

faly) = (AN [~y,y])
= P‘(A N ([“@, 3"} U [_% -x{U}x, yD)
= ;‘5((*’4 n {—2?, TD U (A n {[‘“3}: ——:IJ{U]:K, yD))
= plAN[~z,z]) + u(AN ([~y, —z[U]z,]))
< falz) + M=y, 7]U]z, y])
= falz)+2(y—1z);

d'ott faly) — fa(z) < 2(y - ).

(b) Nous allons envisager trois cas.

cas 1 ;v > 0,y > 0. Supposons d’abord que 0 < z < y ; alors, grice a la
question (vi)(a), faly)— fa(z) < 2(y—=z). Comme la fonction f4 est croissante,
fay) — falx) = 0. Donc, |fa(y) — fa(z)| < 2|y — z|. Si par contre 0 < y <z,
il suffit d’échanger les roles de z et .

cas 2.z <0, y <0. En utilisant la parité de la fonction f4, on se ramene au
cas 1 grace a la manipulation suivante :

1fa(y) = fale)l = |fa(—y) = fal=2)| < 2| =y — (-2)|.

Et encore, on a |fa(y) — fa(z)| < 2ly — =,
cas 3: (z <0ety>0)ou(z>0ety<0). Prenons par exemple le cas ol
z<0ety>0. Ona

1fa¥) = fal@)| = |faly) = fa(-2)]
2y + z| | [d’aprés le cas 1]

<
< 2ly -zl

Ainsi, nous avons démontré le résultat dans les trois cas. La fonction [,
prenant ses valeurs dans R, elle est Lipschitzienne de rapport 2 et en particulier
f4 est continue sur R.

{(¢) On a obtenu lors des questions précédentes les résultats suivants :

fa(0)=0;
EIPPDO fa(z) = A(A) [voir la preuve du (v){a)] ;

fa est continue sur Ry,

3.5 Corriges des exercices 64}

Doue, d’apris le théoréme des valeurs intermédiaires, on déduit -

e pour t € [0, A(A)], il existe z € R tel que fa(z) = t, soit A(AN[~x,z]) = (.
Posons B = AN[—z,x] ; il est clair que B est un borélien de R inclus dans A
et que A(B) = t.

¢ Pour t = A{(A4), il suffit de prendre B = A.

Corrigé 3.18 (i) La partie [a, b] x [c, d] est mesurable comme complémentaire

d’un ouvert. On a :
+ Xy

[aab} x [Ca d} = m L,

ne=1

1 1
ouT, = [a,b+=[x[c,d+ -T;{ Remarquons que la suite (T},),>1 est décroissante
et que u(Th) = (b+1—a){d+1—c) < +oo ; donc, grace a la propriété de
stabilité de la mesure p par passage a la limite décroissante :
plla b] x [e.d]) = lim u(Tn)l 1
= lim (b+— —~a> (d+—~c)
n—+00 T n
= {b—a}{d~c).

(ii) Soit S un segment borné paralléle & Paxe 'Oz ; S peut s’écrire :
S =la,b] x {c}.

En utilisant (i), on a donc p(S) = 0. Il en sera de méme pour un segnicnl
borné paralléle & 3/0y.
Soit maintenant D une droite paralléle & Paxe 2Oz par exemple ; D pent
s'écrire
D:RX{C}: U Sﬂ:

n€IN
olt S, = [-n,n] x {c}. Grace a ce qui précede, p(S,) = 0 et comme la mesure
i est stable par passage 4 la limite croissante :

p(Dy= lim p(S,)=0.

n-—+0o0
1l en est de méme pour une droite paralléle a l'axe ' Oy.

(iii) Soit S un segment de R?. Si § est parallele & 'axe 3/Oy, on se réfore A
la question (ii) pour conclure ; sinon § peut s'écrire sous la forme (o € R ¢l
BeR)

S={{z,ax+0): a<z<b}
Supposons dans un premier temps que « > 0 et cousidérons 'application afline

f: R — R définie, pour z € R, par f(z) = ax+ 8. On a, pour n > 2 fixé,

-1

S € Ulaw, ] x [f(ar), f(ars1)],

k=0
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. , b—a
o, pour k€ {0,1,--- n}, ap =a+k — Et donc, d’apres la question (i),

u<8)5§) (b;a)a(b;a) _ (b—ap

73

En faisant n — 4-00, on conclut p{S) = 0.
Le cas o < 0 se traite de la méme maniére. Pour une droite quelconque, on
reprend l'argument donné & la question (ii).

(iv) Soit T Vintérieur (au sens géométrique) d’un triangle dont les cotés op-
posés & I'hypothénuse sont paralléles aux axes. Nous avons quatre situations
possibles suivant que la droite qui contient Phypothénuse 4 une pente posi-
tive ou non et suivant que le triangle se trouve au-dessus ou en dessous de
I'hypothénuse. De toute fagon, on traite ces quatre cas de la méme maniére :
nous pouvons donc nous restreindre au cas ot

T={(z,;y) eR*: a<z<b et fla) <y< ()},

ol f: R — R est une application affine de la forme f{(z) = ax+ 3 avec o > 0
{c’est le cas o la pente de la droite contenant 'hypothénuse est positive et of1 le
triangle est en dessous de 'hypothénuse). On a, pour n > 2 fixé, 'encadrement
suivant

n-1 n—1
U lax, aear[x[f(a), fla)lC T C U lax, are1] X [f(a), flaxs1)],
k=0 k=0
R b-a
o, pour k € {0,1,---,n}, ar = a+k-—;—. Et en prenant la mesure de chacun

de ces ensembles (utiliser 'additivité pour la partie & gauche de Pinclusion et
la. sous-additivité pour la partie & droite de l'inclusion) :

S (54 (55 sum < B (450 (aten22),

k=0 k=0

ce qui s’écrit

a(b;a>2 "f kgp(T)sa(i’““)z g(mn

k=0 ()

o () 5 < () )

sott

1 2 2

Le terme p{T) est encadré par le terme général de deux suites qui convergent

(b—a)?
2

vers une limite commune « , donc,

_ ab — a)?

w(T) R

0 VLANTILCS G5 UAETHITOD

qui n'est antre que ta forinule bien connue

base X hauteur

5 = aire du triangle .

(v) Soit C(a) un carré de R? de coté de longueur a. Nous pouvons construire
autour du carré des triangles rectangles Ty, Ty, T et T comme indiqués sur la
figure ci-dessous.

La réunion des triangles et du carré est un carré C(b+ c) dont le c6té est de
longueur b+ ¢. D’apres les questions précédentes, nous avons (remarquer que
les arétes des triangles et des carrés sont de mesure nulle, d’apres la question

(i)
W(C(a)) + L (T = W+ )

soit

: be
w(Cla) = (b+0)* — 4 (7) il
On retombe sur un résultat bien connu de tous !

Corrigé 3.19 e Montrons que F' est croissante. Soient #; et £, deux réels tels
que t; < ty ; alors {f <t} C {f < ta} et par croissance de la mesure g, on
obtient F(tl) S F(tz)

e Montrons que F' est continue & gauche. Soit t € R ; il suffit de démontrer
que, pour toute suite strictement croissante (tn)nen convergeant vers t, l-a suite
(F(t;))nen converge vers F(t). Soit (tn)nen une suite strictement croissante
convergeant vers t ; comme la suite de parties mesurables ({f < tn}nem o5l
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crolssante, la stabilité de la mesure g par passage a la limite croissante donne

Jm F(tn) = p(\UA{f <ta}) = u({f <t}) = F(2),

nelN

car la suite (£, )new est strictement croissante. Le résultat est donc démontré.
e Montrons que F' tend vers 0 quand ¢ tend vers —oo ; il suffit de démontrer que,
pour toute suite décroissante (t,),ev convergeant vers ~oo, la suite (F(ta))nen
converge vers 0. Soit (t,)ncn Une suite décroissante convergeant vers —oo ;
comme la suite de parties mesurables ({f < #,})nen est décroissante ot que
p({f <to}) < p(X) < 400, la stabilité de la mesure {4 par passage & la limite
décroissante donne

S F(t) = pu((V{f < t}) = u(®) =0,
neIN

car f prend ses valeurs dans R. Le résultat est donc démontré.

® Montrons que F" tend vers (X ) quand ¢ tend vers +oc ; il suffit de démontrer
que, pour toute suite croissante (t,),em convergeant vers +oo, (F(ta))nen
converge vers ji(X). Soit (t,)new une suite croissante CORVergeant vers +oo ;
comme la suite de parties mesurables ({f < #,})nen est croissante, la stabilité
de la mesure u par passage & la limite croissante donne

JHm ) = p(UA{f <ta}) = w(X),
nelN

car f prend ses valeurs dans R. Le résultat est donc démontré.
e Supposons que F soit continue en ¢. Comme la suite de parties mesurables

{f <t+

Huew est décroissante et que p({f < t +1}) < p(X) < +oo,

n+1
la stabilité de la mesure p par passage & la limite décroissante donne
F(t) lim F(t+ ! )
A == m A ——
n— 400 n+1

il
=
3
)
e,
Sy
A
>
-
"“}
[
S

= p({f <t}).
Done, p({f < t}) = p({f < t}), ce qui s'éerit

w{f <)) =pl{f =) +u({f < t}).

Comme p(X) < 400, les éléments qui interviennent dans cette dernidre égalité
sont réels ; ainsi nous obtenons u({f = t}) = 0.

* Supposons que u({f = t}) = 0. Pour montrer que F est continue en ¢, il
suffit de démontrer que, pour toute suite strictement décroissante (te)new con-
vergeant vers ¢, la suite (F(t,))necv converge vers F(t) (puisque Pon sait déja
que F est continue & gauche). Soit (£,)ne une suite strictement décroissante

SO LAOFTIZCN (U U3 Creieen

convergeant vers £ comme la suite de parties mesurables (< Lo osl
déeroissante o que p{{f < to}) € p(X) < 400, la stabilité de Ta mesure g par
passage a la limite décroissante donne
lim F(tn) = ﬂ {f <ta})=n{{f £ t}),
00 nEIN
car la suite (tn)nc est strictement croissante. Le résultat est alors démontré
en remarquant que

p({f < t}) = p{f <th) +u({f =1}) = F@).

Corrigé 3.20 (i) Soit T € 7 ; comme l'ensemble A est non vide et comine ju
est une mesure positive,

{W(ANT): Ae A}

est une partie non vide de Ry U {+o0}. Donc, on a p/(T) € Ry U {40}
Nous allons maintenant distinguer deux cas. .
Cas 1 : j/(T) = 400. Alors, pour tout n € IN, il existe une partie mesurable
A, telle que n < u(A, NT) (remarquer que n < +00 et appliquer Uexercice
1.16). .
Cas)Q : @(T) < +o00. Alors, pour tout n € IN, il existe une partie mesurable

1 ! o __1____ Pirpr
A, telle que y/(T) — s < (A 0T) (remarquer que p'(T) o < ({1
et appliquer exercice 1.16). .
Considérons alors la partie A = U A, ; comme A est stable par réunion
neiN
dénombrable, A € A et donc,

A NT) < p(ANT) < p/(T).
En faisant n — <00, on conclut p/(T) = p(ANT).

(ii) ® Montrons que g’ est une mesure. D’aprés la question (i), u’ prend ses
valeurs dans R, U {+oc}. Ensuite, nous avons

(@) =sup{u@®nA): Ac A} =sup{0: Ac A} =0,

car ensemble A est non vide. Soit maintenant une suite (T )pen de partics
mesurables deux 3 deux disjointes. Soit A fixé dans A ; en remarquant que les
éléments de la suite (A N Ty )nen sont deux & deux disjoints, nous avons :

o () = o(yerm)

neN

= > wANT,)

neiN

Z w(Tw)-

nelN

i

IA
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Et, en passant & la borne supérieure sur les éléments de A, on obtient :

,LL, ( U Tn) < Z “/(Tn)'
nemN ne¢N
Inversement, d’aprés la question (i), il existe un élément A, € A tel que

W(T) = p(A. N T,).

En remarquant que les éléments de la suite (An N T )nem sont eux aussi deux
a deux disjoints, nous avons :

S W) = 3 aANT
nelN neMN
= P‘(U(Aann))~

Or I'inclusion | J (4, NT,) ( U An) N ( U Tn) entraine 'inégalité

neN nelN nelN

s(Yenm) <o ((ya)n (U ).

Donc, on déduit :

Z /j‘l(Tn) S I (( U An) N (U Tn))
n€N nelN nelN
< w{UT),
nelN

car U A, € A. Ainsi, nous avons démontré égalité
neMw

OO RC

et 1/ est une mesure.

¢ Montrons que 1’ < p et 4/ = i sur A. Soit T € 7 ; pour A fixé dans A, on

a (ANT) < p(T) ; en passant & la borne supérieure sur les éléments de A
on obtient 4'(T") < u(T). Ainsi, nous obtenons I'inégalité i/ < e ,
Soit Ay € A ; d’aprés ce qui précede y/ (Ao) < i(Ag). Inversement

#(Ao) = p(Ag N Ag) < sup{u(ANAy): Ae A} = u'(Ag).

Ainsi, nous avons p = 4’ sur A.

4.5 Corriges des exoreices i
(iti) (A1) == (A2). Comme X € T, p/(X) = p{X). D%aprées la question (i),
il existe une partic mesurable 4y € A telle que pu(X M Ag) = p{X) , co qui
s7Cerit

u(X) = p(Ao).
Or, nous avons p{X) = p(X \ Ao) +p(Ao) et donc, p(X \ Ag) + p(Ao) = p(Ap).
Comme p(X) < +00, les termes intervenant dans cette égalité sont réels o
done, (X \ Ag) = 0.
(A2) == (Al). Soit T & T ; par définition de la mesure #/,

w(T) z ulAoNT)
= WA NT)+p((X\A)NT)
= u(T).
Jomme d’autre part, grace a la question (iii), ¢/(T) < p(T), on conclul que
1 (T) = p(T)-
(iv) Notons Ajj—1.1j la mesure induite par la mesure de Borel sur [-1, 1]. La

mesure g)\”“l’” + ;26_1 + —4—51 a pour fonction de répartition I (la vérification
est laissée au soin du lecteur !). Par unicité de la mesure associée a la fonction
de répartition F, on déduit

1 1 1
;l, = 'é.)\g[*l)l] + 5(5_1 + 251

1
Montrons maintenant que p' = :151. Soit T &€ B(R) et vérifions par double
inégalité que .
(T) = Z5u(T)

D’aprés la question (i), il existe une partie A dénombrable de R telle que
w(T) = Sf(A nT) . .
= éA[[_l’I](A NT)+ ;2—5_1(14 NT) + Zé} (ANT)

1
= Z§(ANT
451( nT)

1

A

Inversement, en prenant la partie A = {1}, on a

W(T) > ({1} NT) = 36,1} NT) = 36:(T).

Corrigé 3.21 Raisonnons par absurde en supposant qu’il existe une fonction
continue f et un borélien négligeable N tels que

f= 1[0,1] sur R\ N. (1h)
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510, '1} C,N, on a:/\([(), 1]) < A(NV) = 0, ce qui est impossible ; done, [0,1] ¢ N,
ce qui revient a dire que [0, 1]\ NV est non vide. Or, d’aprés la relation (15), la
fonction f est constante égale & 1 sur cet ensemble. Dong, la fonction f prend

la valeur 1. De méme, on montre que la fonction f prend aussi la valeur 0.
Considérons alors I'ouvert de R, :

A= fAl(}O’ ID

D’une‘part, par le théoréme des valeurs intermédiaires, A est non vide, et
Pexercice 3.13 permet d’affirmer que A(A) > 0. D’autre part, par la relation
(15), A C N et donc A est négligeable ; cela contredit la remarque précédente.

1 INTEGRATION

Dans ce chapitre (X, 7, u) désigne un espace mesuré quelconque. Lintégrale
iue nous allons construire dans ce chapitre est connue sous le nom d’intégrale
de Febesgue.

1.1 Fonctions étagées
Fes [onctions étagées jouent un réle important dans la théorie de Pintégrale de

l.chesgue.

’roposition 4.1 Soit ¢ une application de X dans R ; les assertions sui
vantes sont équivalentes :

(A1) @ est (T, B(R))-mesurable et prend un nombre fini de voleurs ;

(A2) il existe des parties T -mesurables Ay, - -+, Ay, et des réels ey, o, (v,
n

tels que o = oly,.
=1
Dans ce cas, on dit que @ est une fonction T-étagée (ou plus simplement
Flagée).

Définition 4.2 (intégrale d'une fonction étagée positive). Soit ¢ © X — It
une fonction étagée positive. Si ay,- -+, cun s0nt les valeurs distinctes priscs
par @ sur les parties A; = {p = a;}, on pose :

Tt
/X @ du =" oiu(4).

g=1

].¢ théoréme suivant va permettre de relier I'intégrale d’une fonction mesurable
positive (4 définir) aux intégrales des fonctions étagées qui I'approximent.

Théoréme 4.3 (théoréme d’approzimation). Soit f : X — R une fonction
(T, B(R))-mesurable positive. Il eziste alors une suite croissante (pn)ner e
fonctions étagées positives convergeant simplement vers 7.
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4.2 Intégrale de fonctions mesurables positives

Dans la suite, on notera £*(X, T, 1) (ou plus simplement, L%} Tensemble des
fonctions de X dans R qui sont (7, B(R))-mesurables et positives. L’intégrale
d’une fonction mesurable positive est définie de la manidre suivante,

Définition 4.4 Si f € LT, on pose
/x fdp= sup{/x wdu: @ étagée telle que p < f} .

De plus, si Ae T, on notera : / fdu= / fladpy.
A x

Remarque 4.5 On montre que cette notion coincide avec celle vue dans le cas
des fonctions étagées (voir définition 4.2). De plus on a / fdp € RyU{+o0}.
X

Proposition 4.6 Sif,g e L* et A, pe Ry U {40}, ona

(i) /X()\f +pg) dy = ,\/X fdp+ M/x g9 dp (linéarité de Uintégrale) ;
(i) s1 f < g alors /X fdu< /X g du (croissance de Uintégrale) ;

(iii) /X fdp < 400 si et seulement si f est finie p.p. ;

(iv) /X [ dp =0 si et seulement si f =0 p.p.

Les théorémes suivants sont les trois théorémes clés de U'intégration des fonc-
tions positives.

Théoréme 4.7 (convergence monotone croissante). Soit (fy)new une suite
croissante de fonctions de L* de limite f. Alors f € £F et

/xf dp = n}_i}f@[}( fu dp.

Théoréme 4.8 (permutation des signes Z et / ). Soit (fu)new une suite de
fonctions de L7 ; alors :

+o0 +o0
T n) dp = fn dp.
f(Zn) -Z 1,
Théoréme 4.9 (lemme de Fatou). Soit (f,)new une suite de fonctions de

L5 alors :
v . < i :
[x (hir&?f fn) dp < lll,fé%‘ffx fn dp.

A3 Intdgrale de fonctions de signe gueleongue (4

4.3 Intégrale de fonctions de signe quelconque

Dans la suite, on notera £1(X, T, 1) (ou plus simplement £!) Pensemble des
fonctions de X dans R (7, B(R))-mesurables, de signe queleonque telles que

/ |1 du < 400, ce qui est équivalent & /X fHdu < +ooet ]X fmdp < pox,
X

ol F* = max(f,0) et f~ = max(0, —f). Une fonction de L' sera dite ju-
intégrable (ou plus simplement intégrable).

Définition 4.10 Si f € LY, on pose
/de/ua=/xf+du—/xf’d,u~
De plus, si A€ T, on notera : fAf dy = /X fladp.
Remarque 4.11 On écrira aussi /;( fdp = /X f(x) du(x) lorsque Von vent,

faire apparaitre explicitement une variable muette {ici ).

Remarque 4.12 Si f € £* N L', on montre facilement que cette définition
coincide avec celle vu dans la section précédente (voir définition 4.4). De plus,

<>na/ fdueR.
X

Proposition 4.13 Si f,¢ € £} alors

(i) si f et g sont & valeurs réelles et A, p € R :
f (Af +pg)dp = A/de,u—i—pfxgdy (inéarité) ;
X

(i) st f < g alors /X fdp< /X g dp (croissance) ;

/de#i:éfxifldﬂ;

(iv) st f =0 p.p. alors / fdu =20 la réciproque est vraie si f > 0 ;
X

(i)

(v) si f =g p.p. ala*r‘s/}(fd,u:/;{gd,u.

Soit maintenant (Y, S) un autre espace mesurable et T : X — Y une applici-
tion (7, 8)-mesurable.

Définition-proposition 4.14 L’application

pr: 8§ — RyU{+o0}
S = uw(THS)

est une mesure sur (Y,S) dite mesure image de p par T
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La mesure image joue un réle fondamental en probabilité pour définir la loi
d’une variable aléatoire continue. Le théoréme suivant est connu sous le nom
de théoréme de transfert.

Théoréme 4.15 Soit f: Y — R une fonction (S, B(R))-mesurable ;
(i) si f est positive, alors foT est (T,B(R))-mesurable positive et

/deibr=/xf°Tdﬂ; (16)

(i1) si f est de signe quelconque, f est up-intégrable si et seulement si
foT et u-intégrable et dans ce cas, U'égalité (16) est & nouveau satisfaite.

4.4 Intégrale de fonctions définies y-presque partout

Définition-proposition 4.16 Seit f une fonction définie p-presque partout
sur X. S'il existe une fonction g € LYX, T, p) telle que f = g p.p., on pose :

/de;zr-/xgdu.

Remarquouns que cette définition ne dépend pas du représentant g choisi. Nous
avons alors les deux théoremes fondamentaux suivants de Pintégration des
fonctions de signe quelconque. Ils sont connus sous les noms respectifs du
théoréme de la convergence dominée (ou théoreme de Lebesgue) et du théoréme

de permutation des signes Z et / .
Théoréme 4.17 (théoréme de la convergence dominée). Soit (foluemw une

suite de fonctions mesurables de X dans R ; on suppose qu’ il existe une
partie mesurable N de mesure nulle telle que :

(H1) la suite {fn)new converge simplement sur X \ N ;
(H2) il existe une application h € L' vérifiant,
VneN, |fu]l <h sur X\ N

Alors, on a : /X n-lﬂloo fadp = nkglm/;{fn dp.

Théoréme 4.18 (permutation des signes > et / ). Soit (fu)new une suite
de fonctions mesurables de X dans R telle que

S [ 1l du < +oo.

nelN X

Alors, la série 3 ,en fn est définie p- presque partout et égale p- presque
partout & une fonction de L', et on a Uégalité :

neN nelN

/

Lootntegrade qependant o an paranetre &1

1.5 Intégrale dépendant d’un parametre

Soit. [ un intervalle de R et f une application de X x I dans R. On suppose
que, pour tout y € I, I'application z = f(z,y) est dans £* et donc, que 'on
peal définir une application F @ I — R par la relation, vraie pour y € 1,

Fy) = [ f(@.y) du@) € R,

Le but de cette section est d’étudier le transfert de la continuité (resp. de la
daértvabilité) de f sur F.

Théoréme 4.19 (continuité sous le signe / ). On suppose que les trois hy-
polhéses suivantes sont satisfaites

(H'1) pour tout y € I, Uapplication = v f(z,y) appartient & L' ;

(H'2) pour p-presque tout x € X, Uapplication y — f(z,y) est continue
sur I ;

(H'3) il existe une fonction h appartenant & L* telle que, pour tout y € 1,

|f(z,9)] < h{z) p.p.

Alors Vapplication F est continue sur 1.

Théoréme 4.20 (dérivabilité sous le signe / ). On suppose que Uintervalle |
est ouvert et que les trois hypothéses suivantes sont satisfaites :

(H"1) pour tout y € I, Uapplication z — f(x,y) appartient & L' ;

(H"2) pour u-presque tout = € X, lapplication y— f(z,y) est dérivable
surl ;

(H"3) il existe une fonction h appartenant a L' telle que, pour p-presque
tout .,

|8
Vyel, ]—f(av,y)

3 < h{z).

ws

0
Alors, F est dérivable sur I et F'(y) = /X a—i(m, y) dp{z).
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4.6 Enoncés des exercices

Exercice 4.1 ()
Donner un exemple de fonction étagée ayant deux écritures différentes sous la
forme 3 a;lga,.

i

Exercice 4.2 (%)
Etablir que si f et g sont deux fonctions 7 -étagées, alors sup(f, g) et inf(f, g)
sont également 7 -étagées.

Exercice 4.3 (x)

Expliciter la définition de 'intégrale dans I'espace mesuré (IN, P(IN}, 4) ot
le symbole P{IN) représente ensemble des parties de N et le symbole yy la
mesure de dénombrememt sur 'ensernble N. On montrera que, pour une
fonction f: IN — R satisfaisant certaines hypothéses,

[ fdpa= 3 fn).

neN

Exercice 4.4 (%)

Expliciter la définition de !'intégrale dans un espace mesuré par une mesure de
Dirac (commencer par estimer l'intégrale d’une fonction étagée). On montrera
que lintégrale d’une fonction est simplement la valeur qu’elle prend au point
qui porte la mesure de Dirac.

Exercice 4.5 (x) B
Soit f: R — R une application (B(R), B(R))-mesurable. On suppose que f
est positive ou que f est A-intégrable. Montrer que, pour tout ¢ € R,

/}R Flz+a) d\(z) = /m, f(z) d\(@).

Remarque : ce résultat sera par la suite une conséquence du théoreme de
changement de variables dans les intégrales {voir chapitre 8).

Exercice 4.6 (%)
Soient iy et iy deux mesures sur 'espace mesurable (X, 7).

(i) Si f est une fonction mesurable positive & valeurs dans R, montrer
que :

/}(fd(ﬂl‘l“uz):/xfdﬂﬁ*/xfdﬂ%

(i1) Que dire pour une fonction mesurable de signe quelconque 7

-

4.6 noneds does exercices

Exercice 4.7 (x %)
Soit f une application mesurable de X dans R et ¥ une partic mesurable de

X.

(i) Montrer que si f > 0 alors
f.1 = - Aty . {
/ y dp / fiy dpy (17)

(ii) Montrer que si f est u-intégrable alors fiy est py-intégrable ot
Iégalité (17) persiste.

Exercice 4.8 (x x)
(i) Montrer que si A est un borélien de R alors

—Ad-—if{—x: T €A}

est aussi un borélien ;
(ii) Soit f: R — R une fonction borélienne positive et paire. Montrer que

| fdu=2 [ flosadn,

ol 44 est une mesure sur l'espace mesurable (R, B(R)) vérifiant x({0}) = 0 et
u(—A) = p(A), pour tout borélien A.

Exercice 4.9 (xx)

On suppose que la mesure g est finie sur l'espace mesurable (X,7) et soit
(fa)new une suite d’applications mesurables de X dans R. Montrer que los
assertions suivantes sont équivalentes :

(A1) Pour tout ¢ > 0, la y-mesure de Pensemble {|fn| > €} tend vers 0
quand 7 — +00;
| fn]

A li — dp = 0.
(A2) lm x 1+ |fn] #

Exercice 4.10 (x x %)

Soit f une fonction A valeurs réelles positive sur X ; on suppose que, pour tout
n > 1, la fonction z — f(z)" est intégrable sur X. Montrer que les assertious
suivantes sont équivalentes :

AN p({f21})=0;

4+
(A2) la série Y / f™ du converge ;
n=1d X
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+oc f
A3) la série ) / " dy converge vers / e gy
(A3) 2 [ " & x1+7 "

Exercice 4.11 (x %)

Soit f une application mesurable réelle positive définie sur X telle que l'in-
tégrale de f sur X soit finie. On considére la suite (A, ).cp de parties de X
définie par l'identité A, = f~!([n, +o0).

(i) Etablir que, pour tout n € N, 'ensemble A, est de y-mesure finie.
Montrer que lim nu{A,) = 0.

Indication : appliquer le théoréme de convergence monotone croissante
a la suite de fonctions (fn)nen définie par I'égalité f, = f.lx\a, ; en
déduire que Vintégrale de f sur A, tend vers 0 quand n tend vers Pinfini.

(ii) Montrer par contre, par un contre-exemple, que la réciproque est
fausse : 'hypothése ngr_*{lm nu(A,) = 0 n’implique pas que I'intégrale de
£ sur X soit finie.

Exercice 4.12 (x*«)

Cette exercice utilise le résultat obtenu dans 'exercice 4.11. On suppose que

X est de p-mesure finie. Soit f une application mesurable & valeurs réelles

positives. Pour tout entier naturel n, la notation a, désigne la p-mesure de

I'ensemble A, = f~}(|n, +oo[). Montrer alors que I'intégrale de f est finie si
+oo

et seulement si la série ) a, est convergente.

n=0
Indication : posons, pour k € N, B, % {k < f < k+ 1} ; lintégrale sur
+0o

X de f est finie si et seulement si la série Y  ku(By) est convergente, comme

k=0
on le montrera en décomposant 'intégrale sur X en somme des intégrales sur

chaque Bj.

Exercice 4.13 (+x %)
On suppose que f est une fonction mesurable 4 valeurs positives vérifiant

/ fg du < 400, pour toute fonction g mesurable & valeurs positives vérifiant
X
/ g du < +co.

b

(i) On suppose que g est une mesure finie ; montrer alors qu’il existe une
constante réelle M > 0 telle que f < M p.p.

(i1) Montrer que le résultat subsiste encore si p est une mesure o-finie.

(iii) A laide d'un contre-exemple, montrer que le résultat n’est plus
valable si p n'est pas une mesure o-finie.

5O PAIORCES (108 CXOTeIees L

Exercice 4.14 {(x)

On se donne f et g deux applications définies sur X & valeurs dans R avee S
p-intégrable et g T-mesurable et bornée sur X. Montrer que le produit [y est
p-intégrable.

Exercice 4.15 (x *)
On suppose que la mesure p est finie sur espace (X, 7).

(i) Montrer que si { f, )nen est une suite de fonctions réelles finies positives
et (7,B(R))-mesurables définies sur X et si la suite (f,)nen converge

vers f uniformément sur X, alors la suite ( f fadp CONVOTEe vers
. ;

nelN
[ £ dn.
X

(i) Montrer que si {fu)nenw est une suite de fonctions & valeurs réelles
p-intégrables qui converge uniformément sur X vers une fonction f, alors

on a légalité :
dp = lim / n it
/X f 7l—*1+<X} X f

(iii) Cette conclusion subsiste-t-clle si 'espace X n’est plus supposé de
p-mesure finie ?

Exercice 4.16 (x)

On note pq la mesure de dénombrement qui est définie sur la tribu P(IN) «le
toutes les parties de IN. On considére une suite double (umn)mmmenxn e
réels. On peut en déduire une suite {g,,)men d’applications de N dans R par
la formule :

Gm {n) = Um,n-

On demande alors de montrer, par application du théordme de permutalion

+o0
des signes / et Y que, si la série Y (Z }umml) est convergente, alors :

m n=0
+o0 “+oxr
(i) Les séries > Ump €t Y . Umy, SONt convergentes pour toutes valours
n={} m=0

demetden ;

+o0 +ow
(ii) Les séries » (Z um,n) et > (Z umn) sont convergentes ;
n=={}

m n m=0

too  f+oo +o0 /400
(iii) On a Dégalité > (Z um,n> =3 ( um,n)
n=0 ]

m=0 n=0 \m=
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Exercice 4.17 (> *)
Soit f une application 7-mesurable de X dans R. Pour tout entier naturel n,
on définit la troncature f,, de f au niveau n par la formule :

n si flz) >n;
falz) =9 flz) s [f@)] <n;

—n s flz) < -—n.

(i) Montrer que si f est p-intégrable, alors on a 1'égalité :

/fd,u-~ hm /fn dpe.
X

Tt
(ii) Réciproquement, si 'on a U'inégalité :
sup [ < o,
nelN /X

montrer que f est u-intégrable.

Exercice 4.18 (%% %)
Solent f; et fo deux fonctions & valeurs réelles p-intégrables et, pour toute

partie A 7-mesurable, on pose v{A) def / f1 du ainsi que Z/Q(A) / f2 du.

Montrer que 'égalité 1 (A} = 1p(A) est vraie pour tout élément de 7T si et
seulement si les deux fonctions f; et fi sont u-presque partout égales.

Exercice 4.19 (x* )
Soit f : R — R une application borélienne A-intégrable, ot A désigne la
mesure de Borel sur IR.

(1) Montrer que Papplication

¢: @ [ 1f@+1) - FO N
est bien définie et que, pour tout z € R, é{z) < 2N(f).
(it} On suppose dans cette question que f est nulle & Pextérieur d'un
intervalle compact de la forme [—M, M], ot M > O ; montrer que, sous

ces hypotheses, &(z) = 2N1(f), stz > 2M.

(iii) En déduire que wllglm H{x) = 2N {f).

A7 Corriges des exercices 87

4.7 Corrigés des exercices

Corrigé 4.1 1l sufhit de considérer 'application borélienne
][0,][ + 2.1(172].

que l'on peut écrire aussi 1jgo + 1q1,9).
Remargue : dans le cas ou f est non nulle, on montre que la décomposition en
Zagl a; est unique si les (A;); sont disjoints deux a deux et si les (o), sont

1
distincts deux & deux et non nuls.

Corrigé 4.2 On suppose que les fonctions f et ¢ sont mesurables ¢t prennent.
un nombre fini de valeurs notées respectivement ay, -+, a, et by, -+, by, Alors
les fonctions sup{f, g) et inf(f, ¢) sont mesurables, d’aprés la proposition 2. 1%
{i). D'autre part, ces fonctions prennent leurs valeurs dans ’enseruble

{0’11" ) 7an:bla' "xb'm}c
qui est fini. Donc, les fonctions sup(f, g) et inf(f, g) sont T-étagées.

Corrigé 4.3 Remarquons tout d’abord, que toute fonction de IN vers IR ost
(P(N), B(R))-mesurable.

(i) Traitons tout d’abord le cas d’uue fonction positive f. Grace & I'égalité
+o0 ,
n=0

et par application du théoréme de permutation des symboles z ot / , Nous

avons :
/]Nfdﬂd = fm(if(n)l{n}) dptg
= 5 i du
= Zf n)pa({n})
= St

ne=0
(it) Traitons maintenant le cas d'une fonction de signe quelconque. Une fone
tion f est pg-intégrable si ] If| dua < +o0, ce que on peut écrire, grace an
™

(i)

+00

Y ()] < +ox.

n=0
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+ 00
En dautres termes, f € C1(IN, P(N), sa) si et sculement si la série Y f(n)
) n=0
est absolument convergente. Si f est une telle fonction, alors :

/Wfdud = []ggfmﬁ%d - é_fof_ djsa
= S ftm)= Y f(n) [dapres (i)]
n=0 n==0
= Y [f(n)
n=0

Corrigé 4.4 Soit z € X et notons 8, la mesure de Dirac en z.

(i) Traitons tout d’abord le cas d’une fonction mesurable positive f et montrons
que

[ £ dse= f(a). (18)
o Si f est une fonction indicatrice de la forme f =14 (A€ T),
[ 75 = [ Ladbe = 8(A) = 1a(@) = £ (&)
et la relation (18) est vraie pour les fonction indicatrices.
e Si f est une fonction étagée, on peut écrire f sous la forme f = Z a;1 4, (olt

a; >0et A, €7,i=1,---,n). Alors

/ £ ds, =/ (iailm) d&wzfjaé/x]& démziailm(x),

la derniére égalité se déduisant de ce qui précede. Et done, x f dby = flz).

o Si f est mesurable positive, alors, d’aprés le théoreme d’approximation, f est
limite croissante d’une suite (¢n)nen de fonctions étagées positives. D’aprés
le théoréme de la convergence monotone croissante, on a alors :

Afd&x = /x hm ©n A6,

Ty o O

= lim O db;
n-—+400 Jx

= limgpn(z)

= f(z).
(ii) Traitons maintenant le cas d’une fonction mesurable de signe quelconque,
notée f. f € L! si et seulement si /x |f] d6, < -+oo, ce qui s’écrit | f(x)] < +o0.

Dans ce cas, on a .
[ 1 ds.
X

[ rrds.— [ 1 a.

@) -1 (@)
= f(2).

i

i
)

AT Corriges des exercieens K0

Corrigé 4.5 e Si [ est. une fonction indicatrice de la forme [ = 1hgo0i Aest
un borélien de R. On a:

/le La(z + @) dA(z) = fm La- () (z) dA\(z) = M(A - {a}).

Or d’apreés 'exercice 3.15, la mesure de Borel A est stable par translation, done,
MA—{a})=XA) = / La(x) dA\(z). Dol le résultat dans ce cas.
. I‘ra,ﬂons maintenant le cas d'une fonction étagée f positive de la forme

f= Zazl& On a:

i=1
3
[R flz+a) di(z) = /RzZ:a@lAi 7 + a) dA\(z)
7
= Zaq/ la(z+a) dA(z) [linéarité de Vintégralel
= Z / La,(z) dA(z [d’aprés 'étape 1)
= /Rf(x) dA(z). [linéarité de l'intégralc].

Le résultat est donc vrai pour les fonctions étagées.

e Supposons que f est mesurable positive ; d’apres le théoreme dapproxi
mation, on peut écrire f = liril On, O (@ Jnew oSt une suite croissante de
fonctions étagées positives ; alors, pour tout = € R, f(z+.) = llm o1},

ol (¢n(x + .))nem est une suite croissante de fonctions ctdge@s posmvew Lo

théoréme de la convergence monotone ainsi que étape précédente permottent
d’affirmer

/m flz+a)dA(z) = lim /}R%(x +a) dA(x)

n-—s+00

= lim /]R n(T) dA(z)

n——»«}-

hm L ¥n (z) dA(z)

jBf ) dA(z).

e Enfin, soit f € LY(R) ; d’aprés ce qui précéde, on a :

I

/mf(x+a) dA(z) /f"'(:::+a d\(z /f (@ + a) dA(z)

[ £+(@) d\@) - /m f (@) dA(z)
- flx) dA(z).

]

i

e résultat est done démontré.
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Corrigé 4.6 Ou rappelle que application gy +pe 1 7 — Ry U{+00} définie,
pour T € T, par

(1 + p2)(T) = pa(T) + pia(T),
est une mesure (voir exercice 2.3).

(i) Nous allous démontrer le résultat en trois étapes successives.
» Supposons tout d’abord que f soit une fonction indicatrice de la forme f = 14
avecT € T. Ona

/x Ly dpy + p2) = (1 + p2)(T) = p1(T) + pa(T) = A 1r dpy + /x Ly dys.

Donc, le résultat est vrai pour les fonctions indicatrices.
¢ Traitons maintenant le cas d’une fonction étagée positive f de la forme

f= iailn. Ona:

i=1

i

L T
./x(; aily,) dlp + pa) ;C’%/X Ly, d{per + po)

= Yoo U 17, dm +/ 1z, d;wz]
=1 WX X
= ;ai/X Ly, din + ;m/x Ly, dys

= /;( (;aily;) dy +/X (;ailn) dpis.

Le résultat subsiste donc pour les fonctions étagées.

e Supposons ensuite que f soit mesurable positive. D’aprés le théoréme
d’approximation, on peut écrire f sous la forme f = ngll%x, ©n, OO (©n)new
est une suite croissante de fonctions étagées positives. Le théoréme de la con-
vergence monotone ainsi que 1'étape précédente permettent d’affirmer :

Lfd(ulﬂzz) = lm | ondlu+ pe)
== Iim /‘Pn dﬂ1+/ Pn duQ]
Th et G
= nligl /cpn du1+ hm /(pn diia

- /fdm+/fdﬂz

D’on le régultat est démontré pour toute fonction mesurable positive.

4.7 Corriges dos exereices 91

(ii) Nous avons, d’aprés la question (i), les équivalences suivantos pour une
fonction f: X — R mesurable :

Fe Ll +p) < /}(ffldﬂ1+u2)<+00

e [)(f]d;11+/§f|du2<+oo
/ [fl dpy < +oo et
=
171
fert

= (1) N LY (pa2).

Pour une telle fonction, on a alors :

Jo £ ) = [ £ dn ) = [ £ dn + )
Jo £ dm [ 5t dum) = ([ £ dp+ [ 5 d,

- /}(f+du1—/;(f dpy /)(f+d“2_/)(f "

= fdﬂl+/fdﬂ2-
X x

ft

Corrigé 4.7 (i) D’apres le chapitre 2, fiy est aussi meburable Sif = I,
nous avons

fX laly dp=p(ANY) ot [F(m(y dpy = /y Lany dpgy = p(ANY).

Done, on obtient P'égalité : / laly du= /(IA duyy
X

Par linéarité puis par le théoréme de la convergence monotone, on conclut. «le
maniére classique que cette égalité s’étend aux fonctions mesurables positives
(voir la correction des exercices 4.4, 4.5 et 4.6).

(il) Supposons que f soit p-intégrable. Alors, par (i),

J Vvl dime = [ 1Fl i = [ 1711y du < +oo,

et fiy est uy-intégrable. L’égalité (17) se démontre alors de maniére classique
(voir exercices 4.4, 4.5 et 4.6).

Corrigé 4.8 (i) L'application s : R — R définie, pour z € R, par s(z) =
est continue donc mesurable. Ainsi, pour A € B(R), —A = s71(4) € B(R).

(i) Soit f: R — R une fonction mesurable positive et paire. Posons

g == f.l]()).*,ool.
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[Yaprés le théoréme d’approximation, il existe une suite croissante (g, Jnen de
fonctions étagées positives convergeant simplement vers g. Considérons alors
la, suite croissante de fonctions (f, )nemw définie, pour z € R, par :

ga(z) si x>0;
fala)=2< gu(—2) st <0,
0 sio x =10

Nous pouvons faire les deux remarques suivantes.

s Comme la fonction f est paire, la suite (f,)new converge simplement
vers la fonction f.1lgs.
Pr
o La fonction g, peut se metire sous la forme g, = Za?l am ot af >0

i=1

et A; € B(R) est inclus dans R7. Il est clair alors que

Pn
fa=3 0t (ay +1oap).

i=1

De ces remarques, on obtient :

P

i =3 o (uAD) + u(~AD)

dam]
— 23 aru(An)
i=1

2/ On dp.
R

i

Ainsi, nous déduisons la suite d’égalités :

2 [ Ppordi = 2 [ gdu [car u({0}) = 0]

= 2 lim / gn dp  [th. de la convergence monotone]

[Snd gl
- ,,hf}.lw/ fo
f 1g* dp [th. de la convergence monotone]
Bf . fcar 1({0}) = 0

Corrigé 4.9 (A1) = (A2). Soit € > 0 ; puisque p(X) < +oo, il suffit de
trouver un entier N tel que, pour n > N,

| fn |
/x1+|fn| dp < (u(X)+ 1) e

1.7 Corriges des exercices

Pour cela, on derit tout d’abord

| fn | Al [fo |
_nl g . N CL
]X T+ fal H7 /{[mx} L+l & +/{|fnise} 1+ ]fa |

Ml < 1 (en particulier sur {|f,| > €}) ¢t comme

T+l =

Comme

| fa | €
T /] S 15e

<e€

sur {|f.] < €} (utiliser la croissante de I’application z

déduit £l
- o
/x T+ £, “*

A

1dp+ f ed
/{Iﬂ'xi)f} u {]fn‘ﬁ‘} u

pl{1fa] > €}) + eul{lfn] < €})
< pld{lfal > €}) + E/L/(X).

Grace & 'hypothese, il existe un entier N tel que, a:’)bur n>N,

ﬂ‘(ﬁfn! > 6}) <e€

Al

et done,

\fa |
. mdﬂﬁ(#(X)+1) €.

(A2) = (A1). Soit € > 0 ; nous avons

/x T+ (] = /{w»} 1+ [fn e

La croissante de I'application x 7

T .
sur R se traduit par
z

“cnl > €
1+ifal 7 1+e¢

sur {|fn| > €} et done,

dju.

z
sur R), on
x

lfn ! €
/X 1+ |fal dp 2 /f,l|>e} 1+e d = 1+e Hl1fnl > €}).

Cette derniére inégalité permet de conclure.

Corrigé 4.10 (Al) =(A3). Considérons la suite de fonctions (6,
pour tout x € X, par

2% _ 2%
fue) = (1P ) = ) T

)kz] (1(’?“”i(‘1
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Par hypothiése, la suite de fonctions (8x)e>; converge simplement p-presque

partout vers . Mais d’autre part :

f
L+ f
Sei(z) = 6u(@) = (1P ()2 4 (1P ()
= f@)*(-fz)+1).

Si I'on pose A def {f > 1}, la suite de fonctions (& )i»1 est donc, croissante sur
X\ A. D’aprés le théoréme de la convergence monotone, on a done

. f
! 6 d =/ T
koo X\A kG xal+f #

Or, puisque A est de mesure nulle,

Joutiy e iy

et
2k
— _ 1yl n
/}(\Aékdu_/xskdu“;( 1) /Xf dp.
Donc,
2k f
: _1yntl n —
Jim S0 [ = [y )

Par ailleurs, sur la partie négligable X \ A, 0 < f* < f < 1 ; donc, sur
X \ A, la suite de fonctions {f")n»1 converge vers la fonction nulle tout en
étant dominée par la fonction intégrable f. Ainsi, d’apres le théoréme de la
convergence dominée,

lim / 7 dp = 0. (20)
n—+oc J X
On a donc démontré que les sommes partielles de rang pair de la série

F o0

—1 n+l n g

3= [ du

tendent vers / T{_f dp (d’aprés la relation (19)).Mais comme elles ne diffe-
R

rent des sommes partielles de rang impair que par une quantité qui tend vers
0 (d’aprés la relation (20)), on est en droit d’affirmer que la série

+o0

S (1) /IR ™ dy

n=1

converge vers /m T{—_f du.

A.7 Corrigés des exercices 9h

(A3) =(A2). Evident.

(A2) =(A1). Comme nous avons affaire & une série convergeute, le fermne
général tend vers zéro ; donc,

i [ 7 du=o

ol = o i

et comme f* > 1 sur {f > 1}, nous obtenons

Or nous avons :

[ duz (s > 1).
En faisant n — 400 dans cette inégalité, nous concluons : p({f > 1}) == 0.

Corrigé 4.11 (i) Montrons que la suite de fonctions positives {f,)nen détlinie
par Pégalité f, = f.1x\4, est croissante, c’est-a-dire,

Vne N, fn S fn—i—l'

En effet si x € A, alors fo(x) = f(2)1x\a4,(2) =0 < fay1(z). Sinonsix ¢ A,
on a fo(z) = f(z) et, comme la suite (A4,)nen est décroissante, = ¢ A, ol
Jasi(z) = f(x) ; & nouveau falz) < far1(z).

Montrons aussi que cette suite (f,)nen converge simplement vers la fonction
f. Soit x € X ; il existe un entier ng tel que f(z) < ng et alors, pour 1 = ny,
z € A,, ce qui implique f,(x) = f(z). Donc, nous avons ng{&o fulz) = f(x).
Par application du théoréme de la convergence monotone, on obtient :

/Xfafy =nkgloofxfn dys. (20)
Or I'égalité f = flx = f.(14, + 1x\4,) = f-1la, + fn entraine
14, d f L dp = / d . 2
[ Ftandut [ fudu= [ fdu< oo (22)
En combinant les relations (21) et (22), on déduit :
lim [X Fla dp=0. (2:)

En intégrant chaque coté de l'inégalité nls, < f.14,, on obtient
np(A4,) < /X fla, du < +o0

qui permet de conclure d’une part, pour tout n € IN, u(4,) < +oo et, dautre
part, grace & la relation {23) :

ngglw ni(A,) = 0.
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(ii) Considérons la fonction constante [ ¢gale a 1 de N dans lui-méme, ot N
est mund de la tribu discréte et de la mesure de dénombrement 1y, Pour 1 > 2,
def ,_ ) .
A, = Y [n, +oof) = @ et donc, pa(An) = O et hgr.l npa{A,) = 0. Par contre
Tl 0K

/ [ dpg = pa(N) =
R
Corrigé 4.12 Soit k € N ; en intégrant |’ inégalité k1p, < flg, < (k+1)1p,.

on a
ku(BY) < [ F < (ko DBy,

En sommant alors ces inégalités de 0 & +o0, on obtient encadrement suivant

de /de;z:
+oo +00
> ku(Bi) < [ Fu <y (k+ Da(By). (24)
k=0 k=0

Si / f dp < o0, alors il est clair que Z ku(By). Inversement, si
k=0

+oo
Z ki By) < o0,

S0+ 1)0(Be) = p(Bo) + 3+ ()

K
< 1(Bo) +2 ) ku(Bi) < +oo,
k=1
puisque u(By) < u{X) < +oo. A nouveau, grace & la relation (24), nous
obtenons /X fdu < +co.

[v e} v o}

Pour conclure il suffit de vérifier que les séries Y ku(By) et Y a; sont de
k=0 k=03

méme nature. De P'égalité ay — agy1 = u{By), vraie pour tout k& € IN, on tire :

n i

Y k(ax = ayn) = D kp(By).

k=0 k=0

n n n
Z k(flk - Qkg1) = Z kay — Z ka1
k=0
n—t—l

=Y kay - Z(?@ ~ax = Z Qg — Nnii,
k=0

4.7 Corriges des exercices 47

ce qui implique
ki3

Dtk —nan1 = Y ku(By).
k=0

ke
La suite de terme général na,+y = (n -+ 1)ans; — @y tendant vers zéro grice
400 +o0
a Pexercice 4.11, on conclut que les séries Y ax et Y ku(Byg) sont de méme
k=0 k=0
nature.

Corrigé 4.13 (i) Nous allons démontrer la contraposée. Posons, pour toul
n €N,

w E{f 2 n};
alors, par les hypotheses, 0 < ,u,(An) < o0, Considérons alors la fonction
mesurable

‘i" 1
9= —5—r—<la,
n*p(A,)

n==l

D’une part, par application du théoréme de permutation des signes Z el / .

on a
/g,u Z flAndu Z———<+oo,

d’autre part, toujours grace au théoréme de permutation des signes » _ ot / ,

1 > 1
(AL [ fapz 3. 0=

Ainsi nous avons trouvé une fonction g mesurable positive telle que les inté-

/fgﬂ Z

==l

grales / g du et / fg du solent respectivement finie et infinie.
X X

(i1) Comme la mesure j est o-finie, il existe une suite croissante (X, )pen e
+00
parties mesurables de X telle que U Xp = X et telle que, pour tout p € N,

p=0
1(Xp) < +00. On pose comme dans la question (i), pour tout n € N,

A, & {5 =0},

Nous allons démontrer la contraposée : supposons que, pour tout n € N,
1(An) > 0. A n fixé, comme la suite (A, N X,)pen est croissante

+00
lim p(A. N X,) = u(U[An N Xp)) = u(An) > 0
p—+o0 it

et donc, il existe un entier p, tel que u(A, N X,,) > 0. Posons alors

B, ¥ A, nX,, ;
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o0
en utilisant la fonction g = ) | ————1p,, on conclut de la méme manitre
ey 1 M(Bn)

quau {i).

(iil) Si la mesure p n'est pas o-finie, la conclusion n’est plus valable. Pour s’en
convaincre, prenons X = R, T = B(R) et u la mesure définie par pu(A) = 0,
si A est un borélien dénombrable et u{A) = +oc, si A est un borélien non
dénombrable. Dans cette situation, une fonction g est py-intégrable si g == 0

p-p., et alors fg = 0 p.p., ce qui entraine f fg dp =0 < +o0. L’hypothese
X

est donc satisfaite pour toute fonction f. En prenant par exemple la fonction

valeur absolue, la conclusion n’est pas satisfaite.

Corrigé 4.14 Par hypotheése, il existe une constante M > 0 telle que |g| < M.
Alors {f.gl € M f et, par croissance de Vintégrale,

J1fgldi< [ M du= 0 [ 1f] du < +oo.

Corrigé 4.15 (i) Soit ¢ > 0 ; il existe un entier ng tel que, pour tout n > ny,

an—fiix & "up{lfn"fl(ﬂ") T r e X} <e€;

cela peut s'écrire f < f, + € et f, < f+e. En intégrant chaque membre de
ces inégalités on obtient, pour n > ng,

/deuS/anduHu(X) et fxfnduifxfdwrm(?f)-

Si / [ dp = 400, alors, pour n > ng, /X fndp = 400 puisque p{X) < +o00.
X

Dans ce cas, on a bien ngl_ll_loo /;{ fadu= [x f dp.
Si / [ du < +oo alors, pour n 2> ng,
X

/and,u<:+ooet '/deu~—/;(fndulS€M(X).

Cela exprime que ngrfw /); fadp = /X fdu.

(ii) On a pour n > ng, || fo — fllx < 1, ce qui entraine (a) |f] < |fa] + 1 et (b)
| £l < |f| + 1. La relation (a) permet de dire que :

J A1 du s [ 1l dat () < 00,

soit f € £', tandis que la relation (b) exprime que la suite (fn)nzn, st dominée
en valeur absolue par une fonction intégrable. Le théoréme de la convergence

A7 COrriges des exereviees 9

dominde, par exemple, permet de conclure.
Remarque : on aurait pu conclure par un raisonnement aualogue a celui fuil i
la question (i).

(iii) Prenons (X, 7, p) = (IN, P(IN), g} et la suite de fonction { £, ), définie,

pour tout n € N, par f, = 1,{0‘...,,;}) qui bien sl converge uni
n+1 nelN
formément vers la fonction nulle. Comme, pour n € N, / o dpp = 1 {voir
R

exercice 4.3), la conclusion de la question (i) ne subsiste pas.

Corrigé 4.16 D’aprés Pexercice 4.3, 'hypothese s’écrit :
+00
> f lgim| dpta < +oc.
m=0 7N

+o0 '
Grace au théoréme de permutation des signes / de >, > gm st () délinie
=0

m=
Lg-presque partout, est (b) égale ug-presque partout & une fonction de Pespnee
LY(N, P(N), i) et (c) on a légalité

/ +oo +00
Z Gm du'd = Z / Im dﬂd- (25)
]Nm=0 m=0 N

Comme le seul ensemble de mesure nulle dans U'espace mesuré (N, T(IN), 1¢,)
est Pensemble vide, on déduit que :

+o0 +oo
(a) Z gm{n) = Z U 5 €5t convergente pour tout n € IN. Il est claiv d’autre
=0 =0
+00
part que Z Um s €St convergente pour tout m, d’aprés hypothése de I'énoned,
n=0
car cette série est absolument convergente.
+o0 +o0 | 400
) > gm € LHN, P(N), i2g), ce qui s’écrit Sy ummi < 400 5 en part
m=0 n=0 |m=0
+o0 /400 +00  f+oa
culier Y (Z um,n) est converge. Il est clair que » (Z um,n> est conver
n=0 \m=0 m=0 \n=0

+o0
gente puisque égale & > / gm dpg qui est une série absolument convergenle
N
m=0

+00
(t‘/ﬁ\] Gm dpig] < /IN lQ‘m! dpg et 7;:0/]1\ igml dpg < +OO)
(¢) La relation (25) s'écrit :

+oo /400 +oo /00
3 (5 ) = 35 (S unn)
n=0 \m=0 m=0 \n=0
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Corrigé 4.17 (i) Remarquons que, d’aprés Uexercice 2.17, f, est bicn mesu-
rable. La suite (fu)new converge simplement vers f. En effet, si | f(z)] < +oc,
alors la suite (f.(z))new est constante et égale & f(z) & partir d*un certain

rang ; si f{x) = 4oo alors f{z) = n et liIEOO Jalz) = 400 ;5 81 flz) = —0
Py
alors fn(z) = —n et ngxyoo fa(z) = —o0. De plus, de maniére évidente, on a

[fn] < f. Le théoréme de la convergence dominée permet alors de conclure
[ [t =t . o

(ii) D’aprés une remarque faite dans la question (i), la suite (| f,|}nen converge
simplement vers la fonction |f] ; en particulier lmé Ilb{rlf [ful = |f |. Le lemme de
k13

Fatou permet alors de conclure

— [t < T
/;(}fi du /thméllprqlfifn}du_hgé%lf/x{fnl dit < 400,

Remarque : dans cette question, on aurait pu montrer que la suite (|f,|)nen
était croissante et ensuite appliquer le théoréme de la convergence monotone
croissante.

Corrigé 4.18 Par le cours, il est clair que si fy = f, p.p., alors fi.ls = fo.14
p.p. et done, 1 {A) = 1a{A).

Réciproquement, supposons que, pour tout A € 7, v;(A) == 1n(A). Choisissons
alors la partie de X :

B={fH>fa}.

En remarquant que B = (f; — f2) "' (]0, +o0]), on constate que B € T puisque
f1 — f2 est mesurable et que ]0, +oo[€ B(R). Donc,

Aﬁw=ébm

et, puisque les fonctions sont p-intégrables, f {(fi — fo)lp dp = 0. Comme
{(fi — fa).15 > 0 et que son intégrale est nulle, on obtient
~ fa).1g =0 p.p.

Par définition, il existe donc une partie N € 7 telle que u(N) = 0 et, pour

tout z € X \ N,
[(fi = f2)-16)(z) = 0.

Montrons que B C N ;si z € B alors [(fi — fo).15](z) = fi(z) — folz) > 0 et
donc z € N. Ainsi pu(B) < p(N)=0.
De la méme maniére, on prouve que p{{fz > fi}) = 0. Par conséquent

p({f # L)) = p{A > LYu{fe> A =p{h > L +u{fz> A} =0
et done, f; = f; p.p-

AT Corrigés des exercieos 101

Corrigé 4.19 (1) Pour montrer que ¢ est bien définie, il sulfit de démonteer
que Pintégrale

15+ =70 )
a un sens et est réel. Il est clair que la fonction ¢ — |f(z + £) — f(t)] est
mesurable positive et dong, /}R |f{z+1t)— f(t)] dA(t) a un sens. De Pindgalité

|f@+t) = Ol < f =+ 0]+ ()],

on tire
/Rif($+t) (1)) dA() /|f¢+f|d/\(t +/ 17(1) dA(D).

Or, en faisant le changement de variable v = x + ¢, on a (voir exercice 4.5)
/tfm—t ) dA(t /;f )| dA(w)

et, par conséquent, f [f(z+1t)— f()] dA(t) < 2N1(f) < +oo. La fouction ¢
"
est done bien définie et, pour tout z € R,

[¢(x)] < 2Ni(f).

(i1) Supposons que la fonction f soit & support compact, c'est-d-dire qu’il
existe une constante M > 0 telle que, pour tout ¢ ¢ [—M, M|, f(t) = 0. Powr
x> 2M,ona:

$lz) = /_ |7z +8) = F(2)] dA(t +/ flz+1t) = F)] dA(1)
- jlwm,uM} @@+t ax) + f]_Mv_i_w[!f(t)i A)
ol OO RS SRR TOTEO
= 2Ni(f).

Ainsi pour tout z > 2M, ¢(z) = 2N(f).
(iii) Supposons maintenant que f € £L'(R) et posons, pour tout n € N,
fn = f 1 [-nmn]

La. suite de fonctions (f, — f)new converge simplement vers la fonction nulle
et comme, pour tout n € N,

par application du théoréme de la convergence dominée,

Jim Ni(fa— £) =0, (26)
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lin utilisaut Pinégalité trisngulaire sur R, on a

[¢() = 2M () = IN(flz +.) = f()) = 2Ni(N)] < dy +dy + dy
. d = [N(f@+) = F0) = Mz +) = RO
dy = [Ni(falz +.) = () — 2N (fa)l
ds = [2Ni(fu) = 2N1(f)]-
Or
b < [ 117+ = F@)] = alo +8) = fal)] 140
et, en utilisant I'inégalité triangulaire sur R sous la forme | [u| — |v| | < Ju—v],

di< [ (e +8) = fule+ 0] = [F&) = ful®)] | dX(E)
puis, en utilisant 1'inégalité triangulaire sur R sous la forme {u—v| < |u|+ |v],

di < [ 1@ 1) = falo + 0] AL + Mol = £).

En faisant le changement de variable u = = + ¢t dans la premiére intégrale, on
déduit dy < 2Ny (f ~ fn).

Gréace & la question (ii), pour z > 2n, nous avons dy = 0

Quant & ds, nous avons

dy=2| [ 1fal dr~ [ 17142

<2 [ | fal = 1S dA < 2My(fou = ).
En conclusion nous avons, pour z > 2n,

[6(z) — 2N (f)] < 4N(fn — f). (27)

Soit ma,mtenant € > 0 ; d’apres la relation (26), il existe un entier n, tel que
N(fn— ) < Z Alors, d’aprés la relation (27), pour z > 2n,,

[¢(x) = 2Ni(f)] <e.

Ainsi, nous avons démontré que liﬁ.n o{z) = 2N (f).
L o O

5 COMPARAISON DES INTEGRALES
DE LEBESGUE ET DE RIEMANN

Dans ce chapitre, R est muni de la tribu Borélienne B(R) et de la mesurce de
Borel A.

5.1 Cas d’une intégrale non généralisée

Considérons une fonction f : R — R continue sur un intervalle I = {a, ]
(e < b) et nulle & V'extérieur de I. Le théoréme suivant permet de comparer

Pintégrale de Lebesgue de f sur R, étudiée dans le chapitre 4 et notée / [ dX,
B
b
avec U'intégrale de f utilisée en premier cycle, notée [ F(t) dt, et dite intégrale
a
b
de Riemann de f sur I. On rappelle que / f(t) dt = F(b) — F(a), en notant.
a
F une primitive de f sur [a,b].

Théoreéme 5.1 La fonction f appartient & L'(R) et

rar= [ 1) dt
IRES

5.2 Cas d’une intégrale généralisée

Regardons maintenant le cas des intégrales impropres. Considérons unc fone
tion g : R — R continue sur un intervalle J = [a, b], ol —o0 < a < b < 400 o,
nulle & I'extérieur de J. Les intervalles de la forme Ja,b], ol —00 < a < b < + o0
se traitent de la méme fagon. Le théoréme suivant permet de relier Pintégrale

de Lebesgue de g sur R, notée / g d, avec intégrale généralisée de g utilisde
i
b
en premier cycle, notée / g(t) dt, et dite intégrale de Riemann généralisce de
Ja

b
g sur J. On rappelle que / g(t) dt a un sens st hrgl G(t) — G{a) existe, en
notant (@ une primitive de g sur J ; dans ce cas, on dit que Vintégrale sl

convergente et on pose / g(t) dt = lngl G(t) - G(a). On utilisera bien sir lew
a ™
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techniques classiques étudiées en premier cycle pour prouver la convergence ou
la non-convergence des intégrales.

Théoréme 5.2 Nous avons les deuz situations suivantes.

(i) Sig >0, /I‘Rg dX a toujours un sens et

b
/ d\ = { / gty dt s / g{t) dt est une intégrale convergente ;
g = Ja

sinon,

(i) Si g est de signe quelcongue, f g dX a un sens si et seulement si
R

b
/ g(t) dt est absolument conwergente et dans ce cas
Ja

/]Rgd,\=/:§(t) dt

Remarque 5.3 Dans les exercices, les fonctions seront parfois définies et con-
tinues sur un intervalle J de R au lieu d'étre définie sur R tout entier. Dans ce
cas, si f est une telle fonction, il faut se placer sur Pespace mesuré (J, B(J), \js)

pour intégrer la fonction f et on écrira / f dX aulieu de / fdXy. Cette no-
J J
tation peut-étre justifiée par le fait que cette intégrale est égale & / f dA, ol
R

f coincide avec f sur J et s'annule sur R\ J (voir exercice 4.7). On peut alors
appliquer de maniere évidente les théorémes de comparaison dans ce cas.

5.3 Enoncés des exercices

Exercice 5.1 (%x%)

Démontrer le théoréme de comparaison de l'intégrale de Riemann et de Lebes-
gue dans le cas des fonctions continues sur un intervalle compact et nulles a
Pextérienr.

Exercice 5.2 (x x)
En utilisant seulement le théoréme 5.1 (et pas le théoreme 5.21), calculer

1
. S S — 0. sinon.
/mf dA(t), o f(¢) AT sit>1, et f(t) =0, sinon

Exercice 5.3 (%)
L'objet de cet exercice est de démontrer la remarquable identité :

Vdr =1
=

ma=1

b THNOHCOS (O OXOPClees (RSN

|
(i) Développer poes en série, pour x> 0 puis appliquer le théorcme de

la convergence mono‘rone a ce développement.
1
(i) Pour p et g entiers naturels, on pose I(p,q) = [} P (na) dr o,
justifier la convergence de cette intégrale.
(iii) Calculer I{(m,0), pour tout entier naturel m.
(iv) Evaluer I(p, q) grace a une intégration par parties.

{(v) Conclure.

Exercice 5.4 (x)
(i) Soit (fa)n»1 la suite de fonctions définie sur R par :

1
n’z si0<e<—;
n
= 2 o1 2
fu(®) —n*z—-=) si-<z<—;
n’ n n
0 SInon.

Calculer les quatre nombres :

A= hm inf | fod), A= ] hm mf fn dA,
B = lim sup? fad\, B = hm sup f d.

n€N nelN

(ii) Reprendre la question (i) avec la suite de fonctions (gn)nx>1 définie sur R
par gn = ljp,1/4], 81 7 est pair, et g, = a1y, s n est impair.

(iii) Si maintenant {h,),>1 est une suite de fonctions mesurables positives
définies sur R, montrer que

A<ALB,
A< B,

Exercice 5.5 (% *)
Les fonctions suivantes sont-elles A-intégrables

t
() f: |1, +ool— R définie par f(t) = ﬂ (t €]1, +o0l) ;
t
(ii) g : R — R définie par g(t) = gfﬁ (t € R)?
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Exercice 5.6 (x %)
A Paide de l'inégalité (1 — y)/¥ < e pour 0 < y < 1 et en justifiant de
maniere précise votre répomnse, calculer

n

lim (cosz)*(1— E)" dzr =0.

n—+oo Jo n

Exercice 5.7 (x %)
Si f est une fonction A-intégrable sur l'intervalle [a, b], calculer

||

lim In(e + F)f(:c) dX(z).

n—+o00 [a,b]

Exercice 5.8 (% x)
On considere la suite (fn)nenv d’applications & valeurs réelles définies sur [0, 1]

par 'égalité fu(2) = 7= 5.

(i) Trouver la limite simple de la suite (fy)new. Y a-t-il convergence
uniforme sur l'intervalle [0, 1] pour cette suite?

(i) Montrer que la suite (f)new est dominée par une application cons-
tante. Autrement dit, trouver une constante réelle positive K telle que,
pour tout entier naturel n et pour tout réel z élément de lintervalle [0, 1],
on ait |fo(z)| < K.

(iii) Quel sens attribuer au symbole /[ | fn(z) dX\(z)? Par application
0,1

du théoreme de la convergence dominée, obtenir la limite de la suite

([, 50 2

Exercice 5.9 (x %)

nelN

e—o(1+t%)

Ty PO

Pour tout z > 0, on pose f(z) = /[ |
0,1
(i) Montrer que f est bien définie ; calculer f(0) et IEIEOO f(z).

(i) Montrer que f est dérivable sur Pintervalle |0, +oo[, calculer f’ en
fonction d’une intégrale et donner un équivalent de f’ au voisinage de

*© —uzd ﬁ

+
I'infini (on rapelle que / e u = T)
0
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Exercice 5.10 (x *)
On se propose de calculer, pour tout a € R,

fla) = /]Re_z2 cos(az) dA(x).

(i) Montrer que f est dérivable sur R et donner, pour tout a € R, f/(a)
sous une forme intégrale.

(ii) Montrer que f est solution d’une équation différentielle du premier
ordre.

(iii) La résoudre et en déduire, pour tout @ € R, la valeur de f(a).

Exercice 5.11 (% )
Le but de cet exercice est de prouver 1’égalité

+o0
/ e dt = ﬁ
0 2

On considere, pour z € R,

—z2(1412)

Flz) = (/Oze*z dt)? et G(z) =/01617dt.

(i) Montrer que F et GG sont des fonctions dérivables sur R. Donner la,
valeur des dérivées au point z.

(ii) En déduire la valeur de la fonction F' 4+ G au point z.
(iii) Par des majorations simples, montrer que zlir&o G(z) =0.
(iv) Conclure.

Exercice 5.12 (% x) ‘
On définit une application F' de |0, +oo[ dans R par la formule, vraie pour

t > 0,
+00 gj
F(@t) = / ST et gy
0 z

i) Montrer que F est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer sa dérivée.

(
(ii) En déduire qu’il existe une constante réelle C telle que, pour tout,
t >0, F(t) = C — arctant.

m
(iii) En considérant la suite (F(n))nen+, montrer que C' = 5

+oo gin

dzx.

(iv) Conclure sur la valeur de /0 -
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Exercice 5.13 (x* %)

L’ohjet de cet exercice est I'étude de la dérivabilité de I'intégrale de Riemann
/2

Fz) = In

calculer directement, car on ne connait pas de formule explicite de 'intégrande.

(1 + zsin’t) dt. Remarquons que cette intégrale ne peut se

(1) Montrer que F(z) est définie pour z > —1.

(ii} Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée par rapport & z, lors-
qu'elle existe, de la fonction f définie par la formule :

flz,t) = In(1 + zsin®t).

L0 .
(iii) Montrer que la dérivée partielle —f(z7 t) est bornée sur I'ensemble

oz

J—1—¢, +oo[x[0 z , o1 € est arbitrairement choisi dans 'intervalle J0, 1].

: _é]
(iv) En déduire, par application du théoréme de dérivation sous le signe
somme, que F est dérivable sur | — 1, +o0o[ et exprimer sa dérivée par
une intégrale de Riemann que l'on calculera en cherchant une primitive
de P'intégrande (on sera conduit a traiter a part le calcul de F'(0)).

{v) Trouver une primitive de F” et en déduire une expression pour F(x).

Exercice 5.14 (x%*)
L’objectif de cet exercice est de démontrer la formule de Stirling, & savoir que,
lorsque Pentier n tend vers U'infini, on a

1
!~V 2an e

et, plus généralement, que lorsque le réel x tend vers I'infini, on a
Tz +1) ~ Vora® ie®,

Pour cela, on admettra que si a est un réel non nul, alors la fonction qui & ¢ réel

s
associe e~ est intégrable sur R et que son intégrale est /IR e dA(t) = \/g .

On pose, pour = > 0,

Flz) = / O RO /[Zm‘m[e"t” dA(2).

¥

(1) Justifier qu’étant donné « > 0, la fonction f qui & £ > 0 associe le réel
f(t) = e%" ) est intégrable sur |0, +o0o]. Son intégrale est notée I'(x)
de sorte que Pon a égalité :

- —f gr—1
T(z) = /]O,m[e 71 dA(t).

La fonction qui & x > 0 associe I'() est appelée fonction Gamma d’Euler.
Vérifier la formule I'(z + 1) = F(z) + G(z).

b Corriges des exercices L0}

(ii) A Paide <'un changement de variables, montrer qu’on a, pour Loul
x>0,

vE u\*
F(x) = x‘”%e_m/ (l + —) eV gy,
(=) AN

(iii) Montrer que la quantité (1 + —\}”—;)I e~ est définie pour u > — /7

ul

et tend vers la limite ez quand z tend vers -+oc.

(iv) Soit la fonction ¢ de | — /z, ++/z] dans R définie par lidentité
2

¢u) =zln (1 + ‘\}‘}——) —uy/z+%. Montrer que la fonction ¢ est concave.

En déduire que, poui’ tout u de |— /7, +/7], la quantité (1 + %)I e

est majorée par e ¥

(v) A Plaide d’un théoréme de convergence convenable, en déduire, lors-

que z tend vers 400, F(z) ~ /2m27tie™7,

—+00
(vi) Etablir 'identité G(x) = 2°*! / uTe ™ du.
2

(vii) Montrer que la fonction 1 définie sur I'intervalle [2, +oc] par Pidenti-
té ¥(u) = ue™% est majorée par (2) < 1.

(viii) En déduire que G/(z) est négligeable devant 27+ 3e~7, lorsque z tend
vers Pinfini.

(ix) Déduire des résultats précédents 'équivalent annoncé pour la fonc-
tion T'{x).

(x) Calculer T'(1) ; a laide d’une intégration par parties, trouver uue
relation entre I'(z) et T'(z 4+ 1) ; en déduire, pour tout entier n > 1,
I'(n). Grace & I'équivalent précédemment obtenu pour T'(z), démontrer
la formule de Stirling.

5.4 Corrigés des exercices

Corrigé 5.1 Quitte & remplacer la fonction f par f+ f(b) 1y, oo[+ F(@) 1) oy,
nous pouvons supposer que f est continue sur R et donc f admet une primitive
sur R, noté F. Il nous faut alors prouver que

oy P =F0) — Fla).

Considérons alors la suite de fonctions (f,)n>1 définie, pour tout n > 1, par

1y
= TR =FO,

i
n
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110 O Comparaison des integrales de Lebesgue of de Ricmann

Cctte suite de fonctions converge simplement vers f.1j,¢. D’aprés le théoreme
des accroissements finis, pour z € [a, b] et pour tout n > 1, il existe 8 € [0, 1]
tel que

@) < [Pz +9)

def
sup{|f(z)| : z € [a,b]} =
Donc, pdur tout n > 1, |fa] < M.1p, 4 avec /]RM-l{a,b] dA=M(b-a) < +o0

et, par application du théoréme de la convergence dominée,

<
<

oyl = dm [ nlF (a4 ]) - F@)] di(@)
= lim_ <n /[ayb] Flz+1) dA(z)-n @ d/\(m)> :

1 . .
En effectuant le changement de variable u = z + - (voir exercice 4.5), on
déduit :

/ fdr= lim <n/ Fd/\—n/ Fd/\). (28)
fa.8] n—too \ ' Jjp b+l (aa+i]

Soit maintenant ¢ > 0 ; par continuité de 'application F, il existe > 0 tel
que, pour tout t €]b — n,b + 7],

Fb)—e<F({)<F(b)+e¢

Remarquons qu’il existe un entier n, tel que, pour n > n,,

1
]b,b+ﬁ[C]b—n,b+n[

1
et donc en intégrant chaque membre des inégalités ci-dessus sur 1b, b + E]’ on
obtient
F(b)—egn/ Fdx< F(b)+e

l6,6+2]
e lim n F dX = F(b).
ce qui exprime qu L ()
De méme, nous avons lim n F d\ = F(a). Ainsi, en faisant n — +o0
n—too Jigati]

dans la relation (28), on conclut

/ fdr=F() - F(a).
st

‘La fonction z —

o Coorriges des exerciees 111

Corrigé 5.2 Considérons la suite de fonction (Sidnew  définie, pour tout
n € N, par f, = f.ly,. Il est classique de montrer que la suite (Jidw N
est croissante et converge simplement vers f. Alors, par le théoreme de In
convergence monotone :

/]Rfd/\ = lim /]Rf,nd/\

n—+oo
n
= lim ——— |d’aprés le théoréme 5.1
n—+oo J1 ty/1 4+t [ P ]

dt

2v1 4t

Or en faisant le changement de variable u = /1 + ¢, soit du =

,ona

/n dt B /\/1+" 2du
L tV1+e ﬂ 2_1
u—l V14+n
o u+1i

_ Vifn—1 V2-1
1\/1+—n+11 . <\/§+1>'

En faisant n — 400, on conclut :

/]Rf dA = In (%) —2In(1 + v2).

+00 ., n
< 2 p - u .
Corrigé 5.3 Du développement en série de e* = —~ (u € R), on tire

= nl

1 2 (~znz)"

__e—mlnmzi:( ) (O<.’IISI)

e n!

n=0
(—zlnz)"

" étant positive sur ]0, 1], nous en déduisons par

application du theoreme de la convergence monotone croissante

1 +°° 1
- = o
/}0,1] = dA(z) /0 .y —zlnz)® dA(x). (29)

(ii) Le probleme de convergence de l’intégrale se pose en z = 0. Comue la
limite en zéro de la fonction z — /z(zP(Inz)?) est zéro, on a, pour z asses,
petit,

1
|zP(Inz)!| < —

§|

1 dx 1
L’intégrale / —= étant convergente, on conclut que / 2P (Inz)? dz est anssi
0 /T 0

convergente. En particulier, grace au théoréme 5.2 de comparaison des intépra
les de Lebesgue et de Riemann :

1
/]0’1] 2P(lnz)? dA(z) = /0 zP(Inz)? dz.
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1

t
(i) 1{m,0) = /0 M dr = T

(iv) Soit 0 < e < 1 ; on a, par intégration par parties,

€

. ‘g P+ a? 1 q v )91
lnz) dr = nx - / 2X(nz)}? " dzx.
/ (Inz) {p - 1( ) L p+1Je (In.z)
Grace & la question (ii) et en faisant € — 400, on déduit :

I(p,q) = —~$I(p, D).

Par récurrence, on obtient alors

_ (1)t o 4
e BO=0 )(p+1)q+1'

(v) Gréce a la relation (29) et aux questions (ii) et (iv), on a

./10 1 @)=Y %(—1)”1(7%”) =3 (—,;:}W

z
A T naQ 1 n=0

En faisant le changement d’indice m = n + 1, on conclut

/ Low=3 L

m
o) 2% =m

1 ™ . . . ¢ eea s
Pour m > 2, — < (2) ; la série qui apparait dans I'égalité ci-dessus est

mm
1 o
done convergente, et ] — dA(z) < +oo. Par le théoréme 5.2 de compa-
o1 T
raison de U'intégrale de Lebesgue et de Riemann, cette intégrale coincide avec
. Vdz X
Vintégrale impropre /0 et d’ot :

1 dx +oo

1
6 = m’

me=]

Corrigé 5.4 (i) Pour z <0, f,(z) = 0; donc

liminf f,(z) = limsup f.(z) = 0.
n€lN neN

2
Soit maintenant z > 0 ; pour n assez grand, — < x et donc fp(x) = 0. Dans

ce cas, encore liminf f,(z) = limsup f,(z) = 0 Ainsi
nelN neiN

liminf f, = limsup f, =0
nelN neMN

Dol CHOFriges des exereices (BN

t A" = B = 0. La lonclion f, est affine par morccaux et on a Pégnlite

/ fond= / " fn(t) dt ; Vintégrale correspondant & Paire d’un triangle, nou
obtononb
21

_____1

[ fir=22

ct donec A= B = 1.
(if) On montre aisément les résultats suivants

1 . 3 . . . [
. /]R gy dA = T si n est pair, et /mgn dX = 79 n est impair ; donc A = A

3
t B==.
et B i
o limsupg, = 1p,}, donc B' =1 hm 1nf fr = 1174y, donc A’ = 0.
nelN

(iii) La seule inégalité non triviale est A’ < A4 qui découle du lemme de Faton.
Grace aux exemples (i) et (ii) aucune autre relation n’est possible.

t .
étant continue sur [1,+oc[, par le

Corrigé 5.5 (i) L’application ¢t — i

. +oo sint
théoréme 5.2, il suffit de montrer que / —~ dt est une intégrable absolu-
1

ment convergente, On a, pour k > 1,

(k+1)m [sint 1 (k+1)=
i Y P / in¢| dt.
/k'rr |t T (k417 Jin [sint]

La fonction sinus gardant un signe constant sur intervalle [k, (k + 1)x],

(k+1)n
f sint df| =
ka

(k+1)7
/ |sint| dt =
sinf! 2 1

Jhx
(k+1)m i@t >
/:m Fldtz o ' (k+1)

En sommant ces inégalités de entier k égal 1 & n — 1, on obtient :

et donc

/ sin ﬂ 2 Z“:

s t 7T 1
= +oo gint

La série harmonique ) P étant divergente, on conclut que / < dt n’est
k=1 i

pas absolument convergente,
(i1} Remarquons que la fonction g est continue, donc mesurable. En romar-

1 too 1
quant que |g(t)] € —— e et [m re dt < 400, on déduit que Uintégrale

+o0
/ g(t) dt est absolument convergente et par conséquent le théordme 5.2
PR » ]

montre que la fonction g est A-intégrable,
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Corrigé 5.6 Nous allons utiliser le théoréme de la convergence dominée ; véri-
fions donc que les hypotheses (H1) et (H2) sont satisfaites.
Pour n > 1, posons :

:1: n
cos”x(l-——) si0<z<n;
fn(w) = n
0 sinon.
Soit z > 0 il existe un entier ny (= E(z)+1) tel que, pourn > ng, 0 < = < n et
n

z
donc fu(r) =coshz (1~ o) Nous avons alors dans ce cas |f,(z)] < | cos 2|

{car 0 < 1—— <1)etsi,zé¢ {— +kr: ke N} lirln fn(z) = 0. Par contre,
oG
six <0, il est clair que nl—EI}}oo fa(z) = 0. Ainsi la suite (f,)n») converge vers

la fonction nulle presque partout et I'hypotheése (H1) est satisfaite.

n
@

Si0 <z <mnalors 0 < = < 1et, dapres indication, (1 —) < e ! ou
n n

T ki3
encore (1 — =) < e®etdonc fu(zr) <e

n
falz) = 0 < e, Posons, pour z € R, h(z) = ™71, 10,4+00((x) ; bien stir 2 € L1
et, pour tout = € R,

|fu(z)] < R(z).

Ainsi hypothese (H2) est satisfaite.
Par application du théoreme de la convergence dominée, on conclut :

lim [ f. d,\:/ 0d\ =0,
R R

=400

. 8i z ¢]0,n[, nous avons encore

ce qui s’écrit aussi, grace au théoreme 5.1 de comparaison :
R (13 T\"
lim f (cosz)" (1—=) dz=0.
(R e <] a 73

Corrigé 5.7 Définissons, pour n > 1, la fonction mesurable f,, : [a,B] - R
définie par
|zl

folz) = Inle + ) (r), sizelab]
Il est clair que la suite de fonctlonb (fn)n=1 converge simplement vers f sur

[a, b]. D’autre part nous avons la majoration, pour z € [a, b],

@) < e+ s

< In{e + max(Jal, [b]))[f(2) |,
avec/[ In{e 4 max(|al, |b )| f(z)| dA(z) < +o0, puisque f € L£}([a,b]). Don,

par apphca,tlon du théoréme de la convergence dominée,

lim / fnd)\=/ FdA.
[a.b] {a,b)

- +00

DA COITHECE (TCS OXOTCees |

Corrigé 5.8 (i) Pour 0 < z < 1, nous avous, pour n an voisinage de o,
n

e oy
L +n?z? nz ) ) .
Ainsi la suite (f,)new converge simplement vers la fonction nulle, Comme

1 1

ydone lim fo(z) =0 si z =0, évidemment lim f£,(0) = 0.
n—+oo T4 =t - 00

N | =t

I £allon = sup{|fu(®)| : = € [0,1]} >

et il n’y a pas convergence uniforme sur [0, 1] de la suite (f,,
nulle.

nem vers la fonction

S

1 1
= soit |f] < 5 11 sudfit,

. nx
(ii) De l'inégalité {1 — nz)? > 0, on tire To it <5

1
alors de prendre K = 3

(iii) Par application du théoréme 5.1 de comparaison (voir aussi la remarque
1
5.3), lintégrale / fn dX est égale & Pintégrale / fal2) dt.

D’aprés les quesmons (i) et (ii), les hypothéses du théoréme de la convergence
dominée sont satisfaites, done, par application de ce théoréme,

lim /0’1] Jn dA = /[0’1] REIPOO fn dX = 0.

Tt 400 [

Corrigé 5.9 (i) Posons, pour (z,t) € [0, +oo[xR,
e-x(1+t2}

It ="1a

Lpo,y(t)

A z fixé, la fonction f(z,.) est continue sur [0, 1] nulle & lextérieur de [0, 1],

done la valeur
p—o(14+7) 1 p=2{144%) p
= e 2.X 4 / :/ e ([
f@) /[0}1] e PO=) T

est bien définie. .
On a f(0) =
Pinégalité

m .
i = [arctan t}tl) =7 Puisque e~ < 1, nous avons
0

-—q

e
z,t ,
UG
ce qui entraine, apres avoir intégré chaque terme de 'inégalité,
T
0< —e 7T,
IR
En faisant alors z — 00, on conclut :

lim f(z)=

00
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5 1A

(ii) Appliguons le théoréme de dérivation sous le signe somme sur I'intervalle
10, +00[. Seule I'hypothése (H”3) n’est pas immédiate. Nous avons, pour
(z,t) € [0, +o0[xR,

of

B_;(r’ﬂ] _ e—m(1+t2) < 1[0,”(5)’

olt 1) est une fonction appartenant & LYR). C’est pourquoi, griace a ce
théoreme, f est dérivable sur J0,+oof et

e 0+ gA(g) = —e ™ /1 e dt
o

fﬁ0=—AM

En posant u = \/?Et, on conclut :

€

7 TP [VE —yu?
fi(z)= _\/E/o e™ du.

. Ve 2 oo 2 \/-7?
Comme, pour  au voisinage de -+00, / e " du ~ / e dy = 5 on
o 0
obtient :
Jre T

fl(z) ~ RPN

Corrigé 5.10 (i) Vérifions les hypotheses du théoréme de dérivation sous le
2
signe somme. Posons, pour (a,z) € R?, f(a,z) = e~ cos(az). Comme

Sk

le”® cosaz| < e

et que, d’apres les rappels, / e dA\(z) = /7T < 400, la fonction f(a,.)
R

appartient & L£! et I’hypothése (H”1) est satisfaite. L’hypothése (H"2) est
immédiate puisque la fonction f(a,.) est dérivable sur R et on a

x

o, e
‘0{1 (a, ”c)’ = | —ze™® sin(az)| < |zle™™.

En remarquant que 'intégrale /0 e ze™® dr est convergente (pour X > 0,
—x2 i
/OX ze ™™ dr = I:%L = l_——_gm“_ et donc Xl_i*ril00 GX ze® dr = %);
1:326_3”2 dx < +0o0 et hypothése (H”3) est satisfaite.
Aﬁfnsi f est dérivable sur R et, pour tout o € R,
+ 00

flla)= —/]R ze™® sin(az) dA(z) = —/ ze™ sin(az) dz.

XY

hod Corrigés des oxercices 17

(ii) En intégrant par partics, on a :

—x? +0 o )
flay = [62 sin(ax)] - % [+ e~ sin{az) da
= -—%f(a) -

Ainsi la fonction f est solution de Péquation différentielle du premier ordre
a
F@+57@=0 (@eR)

(iii) En multipliant I'équation différentielle par la fonction strictement positive

o2
4

p:oareq, il vient :

(fp) =0.
Et en intégrant cette égalité, il existe une constante C € R telle que fp = C,
ce qui s'écrit, pour tout a € R,

fla) = Ce%.

En remarquant que f{0) = / e dr = V7, on conclut que C = /7 et
R
o2
fla) = Vme™.

T
Corrigé 5.11 {i) La fonction z — / e™% dt est dérivable de fonction dérivée
0

e 4.
T+ e”%, donc F est dérivable et, pour tout z € R,

Fl(z) =2 (/z et d,t) e,
0

Pour montrer que G est dérivable, nous allons utiliser le théoréme de dérivation

sous le signe somme sur Uintervalle | — M, M[ (M > 0 fixé). Posons, pour tout,

(z,t)y € R x [0,1],

8—3:2{1442}
1412

Seule Uhypothése (H”3) de ce théoréme n'est pas immédiate & prouver. On a,
pour —M <z < M,

9(z,1) =

1

d
lzé%(sc,t)l = | — 2ze™™ ) < 2Ju] < 2M,

avec / 2M dt < +o00. Done, par application de ce théoréme, la fouction ¢/
[0,

est dérivable sur | — M, M| et, pour tout = €] — M, M|,

G'(z) =~ fl 2ze~ 0+ gy,
0
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Iin simplifiant ectte expression, nous obtenons :
1 r
G'(z) = 2z / e gt = —2e~" / e du. (30)
0 0

En faisant M — 400, on conclut que F' est dérivable sur R et la relation (30)
reste valable pour tout z € R.

(i) D’aprés la question précédente, F' = —G’ et donc, il existe une constante
C € R telle que
F+G=C.
Pour la valeur particuliere z = 0, nous obtenons F(0) + G(0) = C soit
bodt ks T
e == Ot O = =, Dol F = —.
frya=ce ME+G=7

4
Ve eyl 2 e
(iii) Comme e~ 0+) < ¢72% op g

—x?
2

Le T,
|G(z)| < ‘/0 11e dt = Ze_‘ ;

ainsi xllrﬁm G(x) =10

{iv) Nous avons

L4000

lim G(z) = 0;

T—+o0

+o0 2
lim F(z) = ( [ = dt) ;
0

done, griace aux questions précédentes,

7= Jdn P+

4
= P+ lim 0@

</O+oo et dt)2 .

+oo T
On conclut / eV dt = £
Jo

I

2
Corrigé 5.12 (i) Posons, pour (t,z) €]0, +oo[xR,

Fixons t > 0 ; la fonction f{.,t) admet une limite & droite en 0 car, pour
sinzx

x au voisinage de 07, e ~ 1 ; donc, le probléme de convergence de

+00
Pintégrale / | f(z,t)| dz ne se pose qu’en +o00. On a
0

|f(z, )| < e

hod Corriges des exercices 119

o i
et comnne Vintégrale / e dx est convergente (égale & ~t—) il en est de meme
4] )
+00
pour intégrale f |f{z, )] dt. Ainsi, grace au théoréme 5.2 de comparnison
(voir aussi la remarque 5.3),
+oo ging
/ —gT = / flz, 1) dA(z).
0 10,400

4

Appliquons maintenant le théoréme de dérivation sous le signe somme sur
Vintervalle Je, +o0[, ol € > 0 est fixé. Seule I'hypothése (H”3) de ce théoreme
n’est pas immédiate. Pour ¢t > ec¢et £ > 0,0ona

8f £x

]———(x,t)l =|—sinze | < e,

ot

ol / e dA(x) < +oo. Ainsi la fonction F' est dérivable sur Je, +00] of,
Ry

pour 1 > €,

+o0
F'(t) = — / sinze™ ™ dA(z) = -—/ sinze ™ dx. {30
. 0

R

En faisant ¢ — 0%, on conclut que F est dérivable sur |0, +o00] et la relation
(31) reste valable, pour tout £ > 0.

(ii) Effectuons le calcul de l'intégrale intervenant dans la dérivée de F' :

400 +oo . .
/ sinze ™ dr = Im [/ eli-the da:]
Jo )

1
Donc F'{(t) = - TR et en intégrant chaque terme de 1’égalité sur 'intervalle

10, +o0|, on déduit 'existence d’une constante C' € R telle que, pour toul
t> 0,

F(t) = C — arctan(t).
(ili) Considérons la suite de fonctions (f, )nen définies sur 0, +oof par la rela-
tion

sinz _,,
folz) = ——e ™%,
z
Cette suite converge simplement vers la fonction nulle et, pour n > 1, nous
+00
avons l'inégalité | f.(x)] < ¢7% avec f e dx < +oo. Par application dn

théoreme de la convergence dominée, on obtient

+00
A Fo) = [0 o(e) de
- /0 Jimfafe) do = 0.
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120 a Comparatson des integrales de Lebesgue of de Riemann

Iin reportant dans I'égalité obtenue au (ii), on conclut :

0=0C— lirf arctan(n) = C — E,

2
s
it C = —.
soi 5
. .y . 1
(iv) Considérons la suite (F (—)) ;on a
N/ nelN*
. 1 T 1 T
nkrfw F(E) =5~ arctan(g) =5
nz

1 +oo g1
11 suffit alors de démontrer que 1ir4{1 F(=)= / dz, pour conclure
n—+oo 0

n
+oo ginx s
dr = —.

0 T 2

Par intégration par parties, on a :

1 +oo ginx +oo gin x x
- d / £ _1)d
|F(n) /o T 7l 0 T (e ) dz

[1—cosm s ]+°°

x

et )

+© 1 —cosz

_z T
—+0 1T[1—e n(1+5) dz
00 - X
e
0 T n

Appliquons le théoréme de la convergence dominée a la suite de fonctions
(gn)new+ définie, pour z > 0, par :
l—e™m (1-}——)‘.
n

9n(2)

Il est clair que cette suite converge simplement vers la fonction nulle. Comme,
pour u >0, (1 +u) <e*, onaaussi0<1—e*1+u)<1etdonc:

|1 —cosz]

2

|1 — cosz|
(o)l < 2,
oo il — 1 —cosz
avec / 11 = cosa] c205z| dx < 400 (la fonction z +— |1 = cosz] > | est prolongeable
0 z z
. |1 —cosz 2
par continuité en zéro et, au voisinage de l'infini, |I72| < F) Par

application de ce théoreéme, on conclut :

1 4+ g
lim {F (—) S dz‘ -0,
n——+00 n 0 xT

+00 g
soit lim F (l> =/ Smr dx.
0

n—+o00 n T
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Corrigé 5.13 (i) Soil x > —1 ;si > 0, 1+ xzsin*t > 1 ot Papplication
z +— In(1 + zsin®t) est continu sur [0, g], donc F(x) existe. Si —1 < @ « 0,
alors zsin?t > z > —1 et 1 + zsin?¢ > z+1 > 0. Dans ce dernier cas,
l'application z +— In(1 + zsin®t) est continue sur [0, g] et F(x) existe a

nouveau. Ainsi F(z) est définie pour z > —1.

(ii) A ¢ fixé, pour z vérifiant 1 + zsin®¢ > 0 (par exemple z > —1 convient,),
on a

of sin?¢

= (2,t) = ——7

Oz 1+ zsin“t

(iii) Siz > —1+¢, on a zsin®t > (—14€)sin?t > —1+¢€ puisque —1+€ < 0 ;

af 1 T l
- < —. — = e
(%(z,t) < - Posons, pour ¢t € [O, 2], h(t) ;

¢

donc 1 + zsin?t > ¢ et

alors h € (! ([0, g]) et, pour tout (z,t) €] — 1 + ¢, +00[ X [0, g],

%(Q;’ t) < h(t)

(iv) Par application du théoréme de dérivation sous le signe somme, on déduit.
que F' est dérivable sur | — 1 + €, +00 et, pour tout z €] — 1 + ¢, +o0],

/2 gin®¢
Fl(z) = / Mt 32
(z) o 1+ zsin®t (32)

En faisant € — 07, on déduit que F est dérivable sur |—1, 400 et que la relation
(32) reste valable sur 'intervalle | — 1, +00[. En divisant le numérateur ct. le
dénominateur de la fraction rationnelle par cos®t et en utilisant la relation

= 1+ tan®t, on obtient, pour tout z > —1,
cos?t

/2 tan?t
/ _
F(I)_/o 1+ (z + 1) tan?t

Nous avons

/2 /21 — cos2t t sin2t1"? &
/ = i 2t dt = / dt = |:_ - :| =7
F'(0) /0 sin , o 5 1 | 4

Supposons dorénavant que x # 0 et effectuons le changement de variable

—u—2 = dt). On obtient :

tant:u(1+
u

,u2

F@= ) Trervea s
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Or, par décomposition en éléments simples,

X 11 1
1+ (z+1)X)1+X) _;{1+X—1+(x+1)X}’

donc l'intégrale devient :

1[ fre du +00 du
T [T
(@) z[o 1+u2 Jo 1+(z+1)u2]’

soit apres calculs, pour x # 0,

, T 1
F(z)=%<1—ﬁ>.

Remarque : Par le théoréme de continuité sous le signe somme, il est clair que
la fonction F' est continue sur | — 1, +oo[. On vérifie facilement que sur la
7r
formule obtenue lim F'(z) = v F'(0).
xr—

(v) Trouver une primitive de F’ revient essentiellement & trouver une primitive

1
de la fonction z — ———. Posons pour cela, u = vz + 1 (2udu = dz) ; on

zvzr + 1
u—1 \/z+1—1
u+1 \/z+1+1'

H + C(z), ot C est une fonction cons-

a

/z\/izﬁ:/(utun:ln

vz+1-
VEt1+1

tante sur chaque intervalle | —1,0[ et |0, +-oc[. Aprés simplification (multiplier
le numérateur et le dénominateur de la fraction rationnelle par la valeur con-
juguée vz + 1 — 1), on obtient, pour z # 0,

F(z) = 7In(1 + vz + 1) + C(z)

Ainsi F(z) = g Injz| - In

En faisant £ — 0, on obtient, puisque la fonction F' est continue en 0,

lim [F(z) - 7ln|1 + vz +1[] = F(0) ~0=0

r—

et donc C(z) =0 pour z # 0. Ainsi F(z) = 7wln(1 + vz + 1).

400
Corrigé 5.14 (i) 1l faut vérifier que 'intégrale / e '*! dt est conver-
0

gente. L’application # — e~%*~! étant continue sur ]0, +oo|, les problemes de
convergence se posent en 01 et en +oo.

1
Au voisinage de 0%, nous avons e %*~! ~ t*71. L’intégrale /0 t*7! dt étant

1
convergente, il en est de méme pour / et L dt.
0

hod Corrigds des exerciees 123

Au voisinage de +o00, nous avons thgl t? (e —he ') = 0 ct donc, pour t assey
—1+00
+oo (¢t

1 L . . .
grand, e *71 < 2 L’intégrale / ) étant convergente il en est de meme
1

+o0
pour ’intégrale / e '™t dt.

1
La formule donnée est alors claire.

(ii) Faisons le changement de variable affine t = z+ /zu ( dt = /zdu) ; quand
-z

croit de —/r & \/z. Donc,
\/_

Pl@) = Vi [ e (e tuayd
= e Trit: /_z e UV <1 + %) du.

(iii) On a, pour u fixé et = au voisinage de +oo,

t
t croit de 0 a 2z, alors u =

©

(1-}-%)1‘ e‘“ﬁ — exl“(1+ﬁ)~u T

u?
= € 2

T
U u?
Dong, on obtient lim (1 + —> eTWE =T,
’ T—+00 \/E

(iv) La fonction ¢ est de classe C? sur |—+/z, /] et on a, pour —/z < u < /i

, _ x u
¢N(u) — z

4 (Vrtuw?

1
Comme 0 < /z+u < 2y/z,0ona > 1 et ¢ (u) < 0. Cela caractérise

x
(VT + u)?
le fait que ¢ soit concave.
En particulier ¢ est en dessous de la tangente en 0, ce qui s’écrit

Vu €] — Vi, Vz), ¢(u) < ¢'(0)u+ $(0)

ou de maniére équivalente, puisque ¢(0) = ¢'(0) =0
d(u) <0.

u \* u?
En remarquant que ¢(u) =In [ 14+ —=] e™*%e' |, on conclut
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(v) 11 suffit de montrer que lim (z) == /27, ou de maniére équivalente,

z—Foo prt % e-x

. . Flx
pour toute suite (z,)new convergeant vers -~oo, lim w(l—n) =27,
- +00 z$n+§€_~mn
13 -

Gréace a la question (ii), cela revient & démontrer que :

lim | ga(w) du = V2nr,
R

P
— | eV siu €] — \/Tn, /Tn] €t ga(u) = 0 sinon.
7

Montrons que les hypotheses du théoreme de la convergence dominée sont sa-
tisfaites. Soit u € R ; comme la suite (7, ),emw converge vers +oc, il existe un
entier ng tel que, pour n > ng, u €] — \/In, /T, et alors, d’apres la question
(iii), nh»{;]:loo gn(u) = /2. L'hypothese (H1) est donc vérifide.

D’aprés la question (iv), la suite de fonctions (|gn|jnem est dominée par la
2

olt gnlu) = (l +

fonction u — e~ % qui ne dépend pas de n. Donc, 'hypothese (H2) est satis-
faite. Par application du théoréme de la convergence dominée, on obtient :

u2
lim / gnlu) du :/ ez du = V2.
R R

Tt O

+00
(vi} Comume P'intégrale [ e”'t" dt est convergente, on a
2z

oo
G(z) = / e " dt.
2
FEn faisant le changement de variable t = zu, on obtient :
+oo
Q(z) = z*H / e~ ™u® du.
2

(vii) L’application % est de classe C? sur [2,+oof et, pour u € [2, +o0, on a
P (u) = (1 - %) e~%/? < 0. Donc, la fonction ¢ est décroissante sur I'intervalle

(2, +00], ce qui entraine, pour u € (2, +oo],
2
hlu) = 9(2) = - <L
(viii) Par application des questions (vi) et (vii), on a :
+m 1 u
Glz) = m””“/ (ue™2) e72% du
2

z41 +oo —%x
T e 2% du
2

— a4+l | _2,-%
e

AN

2

o Corrigés des exerciees 12H
Cela entraine que G'(x) est négligeable devant z7v/ze ™, quand « tend vers
+o0.

(ix) D’aprés les questions précédentes, quand z tend vers +oo,

Letl)  Fl) | Gl) | s 0_ am

g™ ie~r  gPtie®  g¥tie—z

D’oli, pour x au voisinage de 400, ['(z 4+ 1) ~ V277 272,
. +w
(x) Il est clair que I'(1) = /0 e' dt = 1. D’autre part, par intégration par
parties, pour z > 0,
+o0
r@+n==f e~ di
0

= [—e "5 1 /OM e~ dt
= zI'(z).
Donc, on obtient:
'ny)=(rn-DI'n-1) == (n-DITQ) = (n— 1)
Gréce a Péquivalent obtenu pour I'(z + 1), on conclut, pour n au voisinage e

Vinfini,
[(n+1) = nl ~ V2re " n s,
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6 DECOMPOSITION DES MESURES

6.1 Résultats généraux

Définition 6.1 (mesures absolument continues ; mesures étrangéres).
Soit (X, T) un espace mesurable et considérons deux mesures u et v définics
sur la tribu T,

(1) On dit que p est absolument continue par rapport & v lorsque toulc
partie T -mesurable qui est v-négligeable est nécessairement u-négligeable,
en symboles :

VAeT) (W(A4)=0==p(A)=20).

(it} On dit que p est étrangére & v $’il existe une portie T -mesurable
N qui est u-négligeable et dont le complémentaire est v-négligeable, cn
symboles :

(AN e T) (p(N)=0et v(X\N)=0).

On écrit p € v pour signifier « p est absolument continue par rapport & v ».
On éerit pp L v pour signifier ¢ p est étrangére & v ».

Remarque 6.2 Sur 'ensemble des mesures définies sur 7, il est immédiat de
voir que la relation binaire <« est réflexive et transitive, alors que la relation
binaire 1 est symétrique.

Remarque 6.3 Soient trois mesures g, v et p définies sur la tribu 7. Sion a
<€ vet v L p, alors p est étrangére & p.

Proposition 6.4 Soit (X, 7T,v) un espace mesuré et p une mesure finic, de-
finie sur T. Alors p € v st et seulement st

(Ve >0) (36>0) (VAeT v(A)<é== plA) <e).
Le théoréme de décomposition de Lebesgue ainsi que le théoréme de Radon

Nikodym, que l'on énoncera plus loin, sont les deux théorémes clefs de ln
décomposition des mesures.
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Théoréme 6.5 (théoréme de décomposition de Lebesgue). Soit (X, T,v) un
espace mesuré et p une mesure o-finie, définie sur la tribu T. Alors p se
décompose de facon unique en somme de deuxr mesures py et po telles que
1 L v et us L v, Les deur mesures sont alors étrangéres.

Exemple 6.6 Soit T une tribu de parties d'un ensemble X telle que tout
singleton (et donc aussi toute partie dénombrable de X) est 7-mesurable.
Considérons sur 7 la mesure v telle que

0 si A est dénombrable ;
v(A) = .
400 sinon.

Alors p < v signifie que toute partie dénombrable de X est y-négligeable : une
telle mesure est appelée mesure diffuse. D’autre part 4 L v signifie que p est
portée par une partie dénombrable D de X {(c’est-a -dire que pu(X \ D) = 0).
Le théoréme de Lebesgue montre donc la proposition suivante.

Proposition 6.7 Soit {X,T) un espace mesurable tel que tout singleton est
T -mesurable. Alors toute mesure i, o-finie sur T, est de fagon unique la
somme de deux mesures jy et uy telles que py est portée par un ensemble
dénombrable et po est diffuse.

Exemple 6.8 Soit (X, 7, v) un espace mesuré et f une fonction 7-mesurable ,
positive sur X. Alors application u définie sur 7 par

VAeT, u(A):/Af du::/Xf.lAdz/

est une mesure sur 7 telle que p « v, dite mesure de densité f par rapport &
v, et noté f.r. De plus , si g est une fonction T-mesurable et positive sur X,

/gd;z:/ g.f dv.
X X

Réciproquement, le théoréme de Radon-Nikodym exprime, sous des hypothé-
ses additionnelles, toute mesure absolument continue par rapport & v comme
une mesure admettant une densité par rapport a v.

Théoréme 6.9 (théoréme de Radon-Nikodym). Soit (X, T ,v) un espace me-
suré o-finie ef u une mesure finie, définie sur T et absolument continue par
rapport 4 v. Alors il existe une fonction f, positive sur X, T-mesurable et
v-intégrable telle que

p=fu
De plus, [ est unique en ce sens que, s1 u = g.v, alors g est v-presque partout
égale d f.

Définition 6.10 Sous les hypothéses du théoréme de Radon-Nikodym, la fonc-

d
tion f est appelée la densité de u par rapport a v, parfois notée d—“
v

6.2 Application i ln mesure de Borel © fonetions absolument continues 1229

6.2 Application a la mesure de Borel : fonctions
absolument continues

Considérons la mesure de Borel, noté A, définie sur la tribu B(R) des boréliens

de R.

Définition 6.11 Soit p une mesure définie sur lo tribu B(R). On appelle
fonction de répartition de p la fonction F : R — {0, 4+00] définte, pour toul
z € R, par

F(z) = u(] - o0, 2]).

Remarque 6.12 Une fonction de répartition est nécessairement croissanie

Proposition 6.13 Soit F' une fonction croissante définie sur un interoalle
I C R. Alors F est dérivable M\-presque partout et la fonction dérivée F' est
mesurable et positive.

Définition 6.14 Soit I un intervalle de R et F une fonction de I dans B.
La fonction F est dite absolument continue sur I lorsque, pour tout ¢ > 0,
existe § > O tel que, pour toute suite a; < by < a3 < by < --- < @, < b,
d’éléments de I, on ait Uimplication

Eni(bzc —ap) < b= an |[F(by) — Flag)| < e.
k=1 k=1

Théoréme 6.15 (caractérisation des mesures absolument continues). Soil ji
une mesure finie, définie sur lo tribu B{R) des boréliens de R ; on note V' la
fonction de répartition de u.

Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) 1 est absolument continue par rapport ¢ la mesure de Borel ;
(ii) la fonction F est absolument continue sur R ;

(iil) 4l existe une fonction f, positive, B(IR)-mesurable et A-intdégrable
telle que p= f.\

(iv) pour tout choix de deux réels a et b tels que a < b :

F(b) - Fla) = /[a’b] F' d.

Théoréme 6.16 (caractérisation des mesures étrangére & A). Soil p une
mesure finie, définie sur la tribu B(R) des boréliens de R ; on note I' lu
Sfonction de répartition de p.

Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) i est étrangére 4 la mesure de Borel ;
(ii) la fonction F est a dérivée presque partout nulle.

Une fonction croissante & dérivée presque partout nulle est dite singulicre.
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6.3 Enoncés des exercices

Exercice 6.1 (x %)
Soit A la mesure de Borel sur [0, 1] et v la somme A + & de la mesure X avec
la mesure de Dirac en 0 (restreinte a la tribu des ensembles mesurables).

(i) La mesure X est-elle absolument continue par rappport a v ?

(ii) La mesure A admet-elle une densité par rappport & v ? Si oui, la
préciser.

Exercice 6.2 (x)
Soit A la mesure de Borel sur [0, 1] et v = 2A.

(i) La mesure A est-elle absolument continue par rappport 4 v ?

{ii} La mesure A admet-elle une densité par rappport & v 7 Si oui, la
préciser.

Exercice 6.3 (%)
Soit A la mesure de Borel sur [0, 1] et v = A+ pq la somme de A avec la mesure
de dénombrement uy (restreinte A la tribu des ensembles mesurables).

(i) La mesure X est-elle absolument continue par rappport a v ?

(ii) La mesure A admet-elle une densité par rappport & v 7 Si oui, la
préciser.

Exercice 6.4 (%)

Soit. X un ensemble quelconque, 7 = P{X) la tribu des parties de X et pyy la
mesure de dénombrement définie sur 7. Montrer que toute mesure définie sur
T est absolument continue par rapport a py. Quelles sont les mesures définies
sur 7 qui sont étrangéres a py ?

Exercice 6.5 (x x) )

Soit f une fonction positive, définie sur R et telle que f{z) > 0 si et seulement
si z > 0. Soit A la mesure de Borel sur R et v = f.A la mesure définie sur la
tribu borélienne de R, de densité f par rapport a A.

Caractériser les fonctions positives g telles que la mesure g .\ est étrangere a
.

Exercice 6.6 (x)

Soit & la mesure de Dirac en 0, considérée comme définie sur la tribu des
boréliens de R. Déterminer sa fonction de répartition F'. Calculer sa dérivée
et vérifier que son intégrale sur [a,b] n’est pas F(b) — F(a). Expliquer ce
phénoméne.

6.3 Enonces des oxereices 131

Exercice 6.7 (x %)
Soit, sur la tribu des parties de R, les deux mesurcs

m n
H= Zaiém et v = Zﬁjéggs
i=1 =1

ol les Zy,- -+, Tpn, Y1, -+ -, Yn oMt des points réels et les &, | 5%. les mesures de
Dirac en ces points, et ol les a; et §; sont des réels strictement positifs. Pour
simplifier, on suppose que les x4, -, &, d’'une part, et les 1, - -,y dautre
part sont deux a deux distincts. Vérifier que p et v sont deux mesures finies
et déterminer la décomposition de Lebesgue de g par rapport & v.

Exercice 6.8 (x x*)
Soient f et g deux fonctions de R dans R définies par

I BRV2 B R G A _J 0 s L0
f(g:)”{() si z>1: 9(z) = 2?2 si > 0.

Soient p = f.X et v = g.) les deux mesures, définies sur la tribu borélienne
B(R), de densités respectives f et g par rapport & la mesure de Borel A
Déterminer la décomposition de Lebesgue de u par rapport & v, ainsi que In
densité par rapport a v de la partie absolument continue de p.

Exercice 6.9 (x *)
On se propose d’étudier quelgues propriétés simples des fonctions absohunent
continues.

(i) Montrer qu'une fonction constante sur un intervalle I est absoluinent,
continue sur /.

(i) Montrer que si f est absolument continue sur U'intervalle I et si J est
un intervalle contenu dans 7, alors f est absolument continue sur J.

(iii) Montrer qu'une fonction absolument continue sur un intervalle /
y est uniformément continue. En déduire qu'une fonction absolument
continue sur un intervalle borné I est bornée sur I.

(iv) Toute fonction dérivable sur un intervalie I dont la dérivée est bornée
sur I est absolument continue.

{v) Les fonctions suivantes sont-elles abgolument continues ?
(@) I =Ry et f(z) = vz (z20);
(b) I =]0,1] et f(z) = z cos (2—?;) (z €]0,1]).
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Excrcice 6.10 (x %)
Soit A la mesure de Borel sur R. Montrer qu’il n’existe pas de partie A
mesurable de [0, 1] telle que, pour tout intervalle I de [0, 1], on ait

A(Am[):?.

Indication : considérer la mesure y dont la densité par rapport 4 la mesure de
Borel est donnée par la fonction indicatrice 14 de 'ensemble A.

6.4 Corrigés des exercices

Corrigé 6.1 (i} Soit A un ensemble mesurable (au sens de Borel) contenu
dans [0,1]. Si ¥(A) = 0, alors A(A) + 8;(A) = 0. X et & ne prenant que des
valeurs positives implique que A{A)} = §o(A) = 0. En particulier, X {et aussi
8y) est absolument continue par rapport & v,

(ii) Puisque A([0,1]) =1 et »([0,1]} = 2, on voit que A et v sont des mesures
finies. On est donc en mesure d’appliquer le théoréme de Radon-Nikodym,
ce qui montre qu’il existe une fonction mesurable f qui est la densité de A
par rapport a v. Reste & déterminer cette fonction. On doit avoir, pour tout
ensemble mesurable A,

A(A) = /[0

En considérant le cas oit A = {0}, on voit donc f(0) = 0. D’autre part f =1
A-presque partout convient. Un choix possible de la densité f est donc la
fonction indicatrice de 0, 1].

S ad dv = /A £ dX+ £(0).

(]

Corrigé 6.2 (i) Soit A un ensemble mesurable de {0,1]. Si v(A4) == 0, alors
2X(A) = 0 et donc A(A) = 0. Cela signifie que A est absolument continue par
rapport & 2A.

(i) Puisque A et v sont finies, il existe une densité f de A par rapport & v
(théortme de Radon-Nikodym). On doit avoir, pour tout ensemble mesurable
A

)

A(A):/ Lo f du-:[ 14.(2f) dA.
[0 J0,1]

1
Dongc, la fonction constante f de valeur 5 convient.

Corrigé 6.3 (i) Soit A un ensemble mesurable de [0,1]. Si ¥(A) = 0, alors
A(A) + pa(A) = 0. Comme X et pgy ne prennent que des valeurs positives ceci
implique que A(A) = ug(A) = 0. En particulier, A est absolument continue
par rapport a v.

O.4F Corriges des oxerciees (RN

(it) Puisque [0, 1] v'est pas dénombrable, la mesure v west pas o-finie o, le
théoréme de Radon-Nikodym ne s’applique pas. En fait, «'il y avait. uno densite

f de A par rapport & v, on devrait avoir, pour tout ensemble mesurable A de
[0,1], 'égalité

MAY = [ 1, du::/ A+ [ af dpa.
(A) o A f Af Jio M fdug
Prenant A = {z} pour un élément z quelconque de [0,1], on aurait donc

0= flz).
La fonction f serait donc identiquement nulle, d’ott

A(A) =0, pour tout A,

ce qui est absurde.

Corrigé 6.4 Soit ¢ une mesure définie sur la tribu 7. Si A € T et si pa(A) = 0
alors A est vide et donc p(A) = 0. Par conséquent j est absolument continne
par rapport & ug. Soit u une mesure étrangére & ug. 1l doit exister N ¢ T
tel que pg(N) =0 et u(X \ N) = 0. Cela implique N = § et donc w(X) =0,
c’est-a-dire y est la mesure nulle. On voit donc que la mesure nulle est Punique
mesure étrangere & la mesure de dénombrement 1.

Corrigé 6.5 Si g.A est étrangdre & v = f.), il existe un ensemble moesurable
N tel que (g.A) (R\ N) =0et (f.)) (N) =0, c’est-a-dire tel que

/]R\Ngd)\z()et /Nfd)\=0.

Puisque f est positive, 'égalité / f dXx = 0 entraine que f est nulle A-presque

N
partout sur N donc, compte tenu de 'hypothése f(z) # 0 pour z > 0, que
NN R, est Anégligeable. Par conséquent

05/ gdA=/ gdr+ gdA:/ gd)\gf gdr—0.
Ry RenN Ry AN RN R\N

On en déduit que /m g dX = 0 et, puisque que g est positive, que ¢ = 0
+
A-presque partout sur R,

Réciproquement, si g = 0 A-presque partout sur R, on a / g dXx = 0 ol
Ry

/W f dA = 0, puisque I'hypothese faite sur f est que f(z) = 0si et sculement,

siz < 0. Finalement, on voit que g.\ est étrangére & v si et seulement si ¢ 0
A-presque partout sur R,
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134 G Décompaosition des miesures

Corrigé 6.6 Rappelons que dans cet exercice dy est définie sur la tribu B{R)
des boréliens de R par

_J 0 st 0¢DB;
6"(3)_{1 si 0€B.

On en déduit que F(z) = fo(] — 0o, z[) est égal &

0 si z£0;
1 st z2>0.

Fla) - {

Comme toute fonction croissante, F est dérivable A-presque partout sur R (ici
sur R\ {0}). On remarque que, pour z # 0, F'(z) = 0. Par conséquent, la
fonction F” est presque partout définie (et nulle) sur tout intervalle [a, b], d’ot

b
/ F'(t)dt =0. Sia < 0et b>0,onacependant F() — F(a) = 1, don
a

b b
F(b) — Fla) # f F'(t) dt. L'égalité F(b) — F(a) = / F'(t) dt caractérise
a a
parmi les fonctions de répartition, celles des mesures absolument continues
par rapport & la mesure de Borel. On en déduit que & n'est pas absolument
continue par rapport & la mesure de Borel, ce qu’il était facile de voir directe-

ment : en effet, le singleton {0} est négligeable au sens de la mesure de Borel,
alors que 8 ({0}) = 1.

Corrigé 6.7 On a u (R) = Zat et v (R) = Z B;, donc p et v sont deux

j==1
mesures finies. Par le theoreme de decomposm(in de Lebesgue, on peut donc
éerire po== py + pp o0 py € v et g L v La condition py <« v signifie que
tout ensemble v-négligeable est uy- négligeable. Introduisons les ensembles
finis X = {z1,- -, 2m} et Y = {y1,---,yn}. 1l est immédiat que A est v-
négligeable si et seulement si ANY = . Donc, la condition p; < v signifie
qu’on a 'implication

On en déduit, pour toute partie A de R, que
pi{A) = m{ANY) + um(A\ X) =m(ANY).

D’autre part, la condition s 1 v signifie qu’il existe un ensemble N qui est
v-négligeable et dont le complémentaire est pp-négligeable, c’est-d-dire que
NNY =@et u, R\ N)=0, ce qui implique ¥ C R\ N et donc (YY) =0,
et méme (B} = 0, pour tout B C Y. On en déduit, pour toute partie A de
R, que

p2(A) = pa(ANY) + po( A\ Y) = (AN Y).

Revenant & y;{A4), on a

p(A) = m(ANY) = p(ANY) - (ANY) = u(ANY),

Do GOERILes aes OXerelees Faded

el d'autre part

p2(A) = pa(ANY) = p(A\Y) — (AN Y) = p(A\Y),
ce qui exprime p; et puo. Cette décomposition est d’ailleurs valable pour toute
mesure p o-finie sur P(R). De fagon plus explicite, on voit, dans le cas parti
culier considéré, que

m(A)=u(AﬂY)=}§ai5z,»(AﬂY): >

=1 TEANXNY
donc que p = » o8y, et pp = > 046y,
€Y Jh'%Y

1
Corrigé 6.8 Puisque p([-n, +ool) = / V1 —t dt est finie pour tout enticr
-1

n > 0, on voit que p est une mesure o-finie. On peut donc appliquer l¢
théoréme de décomposition de Lebesgue qui assure Uexistence de deux mesures
1 et g définies sur la tribu borélienne B(R) telles que p = ju + po, p1y <0 v
et g L v

Observons alors que u; et pp sont absolument continues par rapport i
la mesure de Borel A\. En effet si A(N) = 0 on a p(N) = 0, c’est-a-dire
p1(N)+p2(N) = 0, ce qui entraine py(N) = pp(N) = 0 puisque les réels j, (V)
et puy(N) sont positifs. Les restrictions py, et pon de py et pp a la tribu des
ensembles mesurables contenus dans [—n, +oo[ sont alors des mesures finics.
Par le théoréme de Radon-Nikodym, il existe donc des fonctions positives
sur [~n, +0o| fin et fon, mesurables et positives, telles que pyn = fiaA
et pon = fanA. On sait que les restrictions de pini1 et ponit A la tribu
des ensembles mesurables contenus dans [—n, +oo| sont respectivement sz, ¢l
pion. Par unicité de fi, et fan, on voit que les restrictions des densités [y
et fans1 A lintervalle [—n, oo sont respectivement égales A-presque partout
& fin et fon. On peut donc, sans rien changer aux mesures finA et fon A
supposer que ces restrictions sont exactement fin et fan. Posons alors, pour
tout z de R, f1(z) = fia(z) pour —n < z et fo(z) = fan(z) pour —n < @
Les valeurs ainsi définies sont indépendantes de n. Les fonctions f; ot fy sont
mesurables puisque R = U [—n, +oo[ et que les restrictions de fi ot f, &

nelN
chaque intervalle [—n, +oo[ sont mesurables. D’autre part, pour ¢ € {1,2} ot

A€ B(R),ona

)= (U (AnEn =1 nh U R.))

nelN
=3 w(An[-n—1,-n[)+wm(ANIR,).
nelN
o in i d’\7 S -t
Dol u:(A nGZ]N/Am_n - fi +1d>\+/ fio soi
; = dA.
;qu_n_ - f,dA+[ foax= [ fidx
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0 Lecomposition des mesures

IYoh finalement iy = f;. A est la mesure de densité f; par rapport a A. On voit
done que y; est la mesure de densité f; par rapport a A.

Reste & déterminer explicitement ces densités. Puisque pu; < v, toute par-
tie v-négligeable est ;-négligeable Un mesurable N est v-négligeable lorsque

g dA = 0, ¢’est-a-dire g = 0 A-presque partout sur V. Comme g ne s’annule
pas sur |0, +oo], on en déduit quun mesurable N est v-négligeable si et seule-
ment si NNJ0, +oo[ est A-négligeable. Par conséquent [ f1 dA = 0 d&s que

re . N
NNMJO, +oo] est A-négligeable. Prenant en particulier N = R._, on voit que f;
est nulle presque partout sur R_.
D’autre part, puisque uy L v, il existe un ensemble N mesurable tel que
v(N) = 0et uy (R\ N) = 0, cest-a-dire que NNJ0, +o0o[ est A-négligeable
et /}R w fo dX = 0, c'est-a-dire tel que N0, +oo[ est A-négligeable et fy = 0

A-presque partout sur R\ NV, donc aussi sur 0, +oo.

On remarque que par unicité de la densité f de u par rapport & A, on doit avoir
aussi f = fi + f» A-presque partout. Mais puisque f; = 0 presque partout sur
R_, on a f = f> presque partout sur R_ et, puisque f; = 0 presque partout
sur |0, +oof, on a f = f; presque partout sur |0, +o0o[. On peut donc choisir
comme densités

Vi—z s <0, 0 st z<0;
.fz(ﬂc):{o si x;O' Hz)=¢ Vi—z si O<z<]1;
' 0 st z>1.

La densité par rapport a v = g.A de la partie absolument continue p; = fi.A
est donnée par
filz)

hz) =1 g(@) si g9(z) #0;

0 sinon.

En effet, pour tout ensemble mesurable A, on a, en posant

Ay={z € A: g(z)# 0},

et en utilisant les propriétés données dans I'exemple 6.8,

(h)(A) = / hdv = [ hdv + /A -, H(@)g(z) dA(@)

= [ hdv=[ Lgir=puian

et de plus u;(Ag) = p{A) car A\ Ap est v-négligeable et ;) < v. On a, dans
le cag particulier envisagé :

0 si <0

hiz) = vi—-z

3 si O<a <l
x
0 si o z2>1.

O, COTILES (s BXCTTIeED

Corrigé 6.9 On sc rappelle gu'une fouction Fode 1 dans R est absolomient
continue signifie que, pour tout € > 0, il existe un 6 > 0 tel que, pour Lauke

choixdea; < by < as < by < -+ < ay, < by d’éléments de I, onaitl’ nnpln alion
n
Z bk~ak )< 6= Z]F {be) — F(ak)’ < €. (33)
k=1 k=1

7

(i) Si F est constante sur 1, alors Y |F'(b) — Fax)| = 0 < ¢, pour toul. ¢ = 0,
k=1

et donc, on peut choisir § arbitrairement de sorte que Pimplication (33) soit.

vraje.

(i1) Si Vimplication (33) est vraie pour des éléments
ap<b<ay<by <o <ap<by

de I, elle I'est a fortiori pour des éléments de J.

(iii) L’implication (33) contient en particulier le fait (pour n = 1) que

VeWbe I, 0<b—a<bé=>|F(b)—Fla)] <e¢

On en déduit que, pour tout {a,b) € I x 1,

|b—a| <6 ==>|F(b) - Fla)| <e

Cette implication vraie pour un certain 6 & ¢ arbltrmre, signifie que £ csl

uniformément continue sur I.
Si T est borné, on peut alors le recouvrir par un nombre fini de sous-intervalles

de longueur inférieure & 6, c’est-a-dire que IcC U ag — 1, ax + 1] ol ag € 1 el

k=
0 < 7 < 6. Donc, pour tout z de I, il existe un mdlce k tel que

|z —ax] <7 <§,
d’olt |F(z) — F{ax)| < € et donc,
|F)] < max |Flan)} + e

ce qui prouve que F est bornée.

(iv) Supposons maintenant F' dérivable & dérivée bornée : il existe un A -+ 0

tel que
|F'(z)] < 4,

pour tout z de I. Alors, pour tout choix de

a; < b <ay<by <o < ap <bn,


Administrateur
Rectangle 


ERRARS 6 Décomposition des mesures

ow a F(by) — F(ag) = (b — ag) F"(ex) (théoréme des accroissements finis), done
iF(bk) - F(akﬂ < A(bk — ak).

En sommant ces inégalités sur les diverses valeurs de l'indices k entier compris
entre 1 et n, on voit que :

n n
2 F(b) — Flag)] < A > (b — ag).
k=1 k=1
Par conséquent, pour assurer que S IF(by) - F (ar)] < € il suffit d’avoir
k=1

7
}:(bk —ay) < & en posant & = A
k=1 A
(v) (a) Considérons sur la tribu B(R) des boréliens de R la mesure p dont la
densité par rapport & la mesure de Borel ) est donnée par

0 st z#£0;
h(z) = ! si x>0
2z '

Sa fonction de répartition est la fonction F telle que

F@) = ["h(t) dt:{ 0_ s z<0y

0 VT st x>0

D’aprés le théoréme de caractérisation des mesures absolument continues par
rapport a la mesure de Borel, cette fonction F est absolument continue sur R.
Sa restriction & R, l'est aussi, d’aprés la question (ii). On voit donc que la
fonction f est absolument continue sur R, .

(b) Supposons f absolument continue sur 10, 1]. Alors il existe 6 > 0 telle que,
pourtoutchoixO«(al(bl§a2<62§~-§an<bn$1, on a

= n
:él(bk”ak) <6wk§ flby) = flaw)| < 1. (34)
Prenons en particulier ay == :1_7_1__4_’ by, = _1_._ (1<k<n). Ona
1—2k+2 4n — 2k
flbe) = @-_1_—2—];005 (g(fin - 2k)> = i Qk(—l)k ;
flay) = mcos (g‘(4n — 2k + 2)) = m(_l)kﬂ :
doo [£(by) — flax)| = 1 1 o

4n~—2k+4n-2k+2

i 1 1
3 17) = flaw)] = (m+5=5)

+< ! +-———1-—->+ ! !
dn—2 =2 +(2n+2+%)'

0.4 Corriges des exereices 1334

1

n 1
D'ou g |f(be) — flax)| = <_2~17; * 5%) Foet (.2—1;; + %) = e anicontredit

n
Vimplication (34), des que Y (b — ax) < 6. Pour cela, il suffit (car a;;, = b,)
k=1
o1 1 . R
que b, —a; < 6 soit — < § oun > ——. Pour un tel choix de n, I'implication

(34) se trouve contredirtle et donce, la fonction f n’est pas absolument coutinue
sur |0, 1].

On remarquera que notre démonstration de ce fait utilise de fagon cruciale
les oscillations de la fonction f dues aux variations du cosinus entre —1 of, |,
les points a; et by étant ceux ol ce cosinus atteint ses valeurs extrémes.

Corrigé 6.10 La mesure p définie sur la tribu des boréliens de R admet pour
fonction de répartition la fonction F' donnée par F(z} = 0 pour « < 0 (en eflet
A C [0,1]) et, pour z €]0,1],

X
F(z) = fm[ 1adh=AAN[o,2) = 2,

1
par hypothése, et enfin F'(z) = F(1) = =, pour z > L.
Mais cette fonction F' ainsi définie est aussi la fonction de répartition de la
mesure absolument continue par rapport & la mesure de Borel dont la depsité

est donnée par .
hiz) = { g sie €]0,1];

0 sinon.
En effet, cette densité est la dérivée de F, sauf en un ensemble négligeable
de points, et / : h{t) dt = F(z). Deux mesures qui ont méme fonction de
répartition sont—éogales sur B(IR) et donc, par unicité de la densité d'une mesurc,

1 .
on aurait 14(z) = 5 bour presque tout z €0, 1], ce qui est absurde.
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7 THEOREME DE FUBINI

7.1 Rappel de cours

Solent (X, 7, u) et (Y,8,r) deux espaces mesurés. Nous avons vu au chapitre
3 qu’il existe une unique mesure sur l'espace mesurable produit (X xY, T®S),
notée u® v et appelée mesure produit des mesures p et v, vérifiant la condition

1@ u(T x 8)=p(T).v(S), pourtout T €T et S € 8.
Il existe deux énonecés du fameux théoréme de Fubini qui permet de calculer

les intégrales sur I'espace produit X X Y :

e I'un pour les fonctions positives, connu aussi sous le nom de théoréme de
Fubini-Tonelli ;

o Vautre pour les fonctions de signe quelconque.

Le premier énoncé est simple d’application puisque les hypothéses & vérifior
sont quasi inexistantes. Par contre, le deuxitme énoncé demande de vérifier
que Vintégrande est u ® v~ intégrable ; cette vérification se fera en général cn

calculant f If| d(p ® v} & Paide du premier énoncé, puisque |f] est une
XxYy

fonction positive.

Théoréme 7.1 (théoréme de Fubini-Tonelli). Soit f : X x Y — R une

fonction (T ® S, B(R))-mesurable. Alors les fonctions

v o~ [ flay) dvl)
| F@y) dulz);

Yoo

sont positives et mesurables et on a les égalités :

[ fdwen) = [ ([ faw) diw) dua) )
= [ ([ @) dutw)) aviw) :
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V4 7 ‘Théarome de Fabini

Théoréme 7.2 (théoréme de Fubini). Soit f + X x Y — R une fonction
160 v-intégrable. Alors les fonctions

e = [ Sy dy);

v~ [ Sy du@);
sont définies p.p. et égales p.p. d des fonctions L et 4 nouveau les égalités
(85) sont vraies.
7.2 Enoncés des exercices

La mesure de Borel sur (R", B(R")) (h > 1) sera notée Ay, ; si b = 1, on notera
plus simplement cette mesure .

Exercice 7.1 (%)
En utilisant le théoréme de Fubini (et sans utiliser de changement de variables

en dimension deux), calculer P'aire du disque de rayon r centré & 'origine, noté
D,.

Exercice 7.2 (x)

Soient (X1, 71, m) et (X2, Tz, o) deux espaces mesurés ; Si, pour ¢ = 1,2, f;
cst une fonction u-intégrable, montrer que la fonction f : Xy x X, — R
définie, pour {z1,2;) € X1 x Xa, par

f(z1,22) = fi(z1) f2(22)
est py @ po-intégrable.
Exercice 7.3 (x«)

Soit 4 la mesure produit de la mesure de Borel par la mesure § = §; + 26,.
Calculer I'intégrale par rapport & cette mesure de

(a) la fonction caractéristique du disque fermée de rayon 2 centrée en
(0,0) 5

b) la fonction f: R* — R définie par f(z,y) = —y—

(v) J par o) = b

Exercice 7.4 (x %)

Calculer les intégrales suivantes :

N o — 1 S 2. 1 .
(1)oz—/DI?yd,\z(m,y),ouD—-{(.’c,y)eR : 121et55y5z},

7.2 [tnoneds des exercices 113

(ii) 3 = / eHY dy(x,y), ot Dy = {(z,y) ER*:x <acha iy a);
Dy

= - dq(z, y).
(i) r: (1 + 22 + 422 (2? + y?) 279)

Exercice 7.5 (% %)
Utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli pour évaluer I'intégrale

A o3y2? dda(z,y, 2),

olt V est le volume délimité par les surfaces qui ont pour équations z = ¥z,
z=y,y=1letz=0
Exercice 7.6 (x)
Montrer que le graphe G d’une fonction de R dans R borélienne positive défini
par la relation

G={(z,y): y=flz)}

est mesurable et de mesure nulle.

Exercice 7.7 (x x)
En calculant de deux fagons l'intégrale

1
= e d An{Z, Y ),
“ r: (1 +a)(1 + z2y?) 2(7,9)
-y oo Int
trouver la valeur de Pintégrale /0 1 dt.

Exercice 7.8 (x*x)
En intégrant sur le domaine [1, +o0[x[0, +o0] la fonction f: R? — R définie,
pour (z,y) € R?, par f(z,y) = e ¥ sin (2y), montrer que

/+m M dy = arctan 2.
0 Y ’

Exercice 7.9 (x x)

Cet exercice consiste en 'étude d’un exemple ott la fonction f n'est pas intégra-
ble sur un espace produit. Le théoréme de Fubini n'est plus vrai dans cette
situation. On considére espace mesuré produit de (I, B(I), A;) par lui-méme,
ou I est I'intervalle [0, 1], B(I) la tribu de Borel induite sur I et Aj; la mesure
de Borel induite sur 7. On désigne par fy et fy les fonctions définies sur I x /
par les formules :

0 . T — o
(a) filz,y) = { (ﬁ—fygji—)'éﬁ si (z,y) # (0,0);
0 si (z,y) =(0,0);

ST I N S
($2+3}2)2 R’(x+iy)2 ( 1J>#(0,0)_
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(1) Les fonctions fy et fy sont-elles mesurables 7 intégrables sur 1 x [ 7

(it) Pour i € {1,2}, comparer si elles existent les intégrales suivantes

/1 ( f} fi(x,y)d)\(y)> d\(z) et /1 ( /1 fi(x,y)d;\(g;)) d\(y). (36)

(iti) Posons J = [~1,1]. En considérant la fonction f3 définie sur J x J
par la formule :

o )”{0 - st (z,9) =(0,0);
37,y W si (z,¥) # (0,0) ;

dire si la condition « f est intégrable sur J x J # est nécessaire a I'égalité
des deux intégrales associées a la relation (36).

Exercice 7.10 (x %) B
Soient o > 0 et f: [0,a] — R une fonction M-intégrable (on note A la mesure
de Borel sur [0, a}).

(1) Montrer que l'on définit bien une fonction en posant, pour x €]0, g},

g(z) = —JXQ dA(t).

[z.a] t

(ii) Vérifier que g est A-intégrable sur ]0,a] et que

/m1 g(z)dA(z) = [H f(z) dA(z).

Exercice 7.11 (x* %) ’
On considére dans cette exercice Pespace mesuré (R? B(IR?), A2). Soit f une
fonction borélienne de R? dans R vérifiant 'une des conditions suivantes :
(C1) f>0;
(C2) f e LY(RY).

On définit alors, pour r > 0,

1
== [ 1 (21, 23),
g(r) ) L, J(x1, 29) dAo(my, 29)

on D, désigne le disque fermé de centre (0,0) et de rayon r.

£.4 HOHECS (JOS eXerciees 14h

(i) On suppose dans cette question que f est positive. Montrer alors qne
g est positive mesurable et que

_ f(z) _
/]07%0[9(?") dA(r) = / 1@ ),

RA\{(0,0)} ||z]|

(ii) Si f € L1(R?), montrer que g est continue sur 10, +o0].
Indication : le lecteur pourra utiliser le théoreme de la convergence o
minée.

(iii) On suppose maintenant que f € £1(R?) et que f est bornée sur un
voisinage de (0,0). Déduire de la question (i), que g est intégrable sur
10, +00[ et donner la valeur de

/]Mm[ g(r) dx(r).

Exercice 7.12 (% x )

Soit f une fonction de [a,b] dans R j-intégrable sur Uintervalle [a, b] muni de
la tribu borélienne et d’une mesure . On suppose que la mesure p est diffuse,
c’est-a-dire que tout singleton est pu-négligeable. Montrer que

Jon e ([ gt ([ o) dutan) - o)) o
-2 ([, 1@ aute))

/lab]

Exercice 7.13 (* x)
Soient f et g deux fonctions croissantes de I = [0, 1] dans R. Montrer que I'on

a la relation
dA\ >
/Ifg( (/IfdA) (/;gdA).

Indication. Apres en avoir prouvé lexistence, on pourra utiliser Uintégrale

double [ (/(z) = £)) (9(z) ~ 9(0) dra(a,)

Exercice 7.14 (% * )
Soit f une fonction de R? dans R de classe C2. Utiliser le théoréme de Fubini

pour montrer le résultat :
01\ _ 2 (o
dx dy 3@/ ax

connu sous le nom de théordme de Schwarz.
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Exercice 7.15 (% x*)
Soit D, une suite de disques fermés de rayon r, > 0, deux & deux disjoints et
conterms dans le disque unité D.

400
(i) Montrer que la série > 72 est convergente.
n=0

O
(ii) Si 'on suppose de plus que A2(D \ | D,) = 0, montrer que la série
=0

+o0
> rq est divergente.

nz=0

7.3 Corrigés des exercices

Corrigé 7.1 Par définition, l'aire du disque D, est donnée par la formule

XD = [ 10, (2.) dalz,y).

Par application du théoréme de Fubini-Tonelli, nous avons
X(D)) = [ () ),

ot Y(y) = /m 1p,(z,y) dA(z). Par comparaison avec l'intégrale de Riemann,

nous avons pour |y| <7

frE iy
y) = dx = 24/72 — 32
Y(y) ﬂ e v
et Y{y) == 0 sinon. Ainsi

X(Dy) = 2/: 12— y? dy.

En effectuant le changement de variables y = rsinf, soit dy = r cosfldfl, on
obtient

M(D,) = 2r* /5 cos® 6 df.

-3
14 cos(26
On conclut en linéarisant cos? § = ——%——X car alors
0 sin(20)]% .
Xo(Dy) =217 |- + @9 \* e,
2 4 s
2

o) NAasniap oy U0 AT 00NN i

Corrigé 7.2 Remarquons lout d’abord que, par composition, Papplicaiion
{ry,22) — fi{z;) est mesurable ; il en est de méme aussi de Papplication
(1, 22} ¥ folzy). Par stabilité de la mesurabilité par produit, on déduit que
Vapplication f est aussi mesurable. Par application du théoreme de Fubini
Tonelli, nous avons :

7 /XlxXz 1fzy, z2)d{y & p2){z1, 32)
= /Xl (/X2 ifl(rm}fz(xz)ldm(:cg)) dpy (1)

~ [ 10l ([ 1fale] diataz)) dinfan)
= [ b dia(z) - [ 1file)] dusen) < +oc.

Corrigé 7.3 (a) Notous Dy le disque fermé de rayon 2 centré en Vorigine ;
par application du théoréme de Fubini-Tonelli, nous avons

/m? 1p,(z,y) du(z,y) = /m (/]R 1p,(z, ) 03)\(1«)) ds(y).

En utilisant les résultats obtenus dans les exercices 4.3 et 4.6, on déduit

[ 1ot duey) = [ , Lole ) ) +2 [ 10.(2.2) dMx)
= [ﬁ dx
= 2V3.

Le lecteur pourra retrouver ce résultat en inversant 'ordre d’intégration.
{b} Par application du théoréme de Fubini-Tonelli, nous avons

fo etz = [ ([ oy ) adto)

En utilisant les résultats obtenus dans les exercices 4.3 et 4.6, on a

Y 1 2
D (Y} = e
/ma:2+y2+l W) m2+2+1‘2+5

Donc,

ici encore, le lecteur pourra retrouver ce résultat en inversant ’ordre d'intégra
tion.
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Corrigé 7.4 Dans les trois exercices, nous avons affaire & des fonctions posi-
tives, nous pouvons donc appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli.

o = /[1,%0[ </;H dy) d\(z)

+o Inzx

(i) Nous avons

1 +00 +o00
1

(ii) Nous avons

oo [ ([ ) o

= e*(e**) d\(x)

—00

Remarque. Pour obtenir les bornes des intégrales intervenant dans le calcul de
a et 3, il est conseillé au lecteur de représenter les domaines D et D, dans le
plan.

(iii) Nous avons

_ (e 1 p
= /m+ 2 /0 (1 + 22 + y2)2(a2 +y2)d( /2)> dA(y)
) du) dA(y)

/+oo 1

/111+ 2\ (u+1+y2)2(u+y?)
Or, on a la décomposition en éléments simples

1 -1 -1 1

= + +
(u+14+y2)2(u+y?) (u+14+9y3)?2 (u+1+92) (u+y?)

et donc,

1 1 u + 4>
du = +1In .
/(u+1+y2)2(u+y2) u+1+y? (u+1+y2)

L’intégrale devient alors :

y{ -1 y°
[ ¥ _1 d\(w).
Y R+2<1 Y n(l +y2>) W)

Puisque nous sommes partis d’une fonction positive, la fonction sous cette
derniére intégrale est positive et, d’apres le théoréme de la convergence mono-
tone,

. y -1 9
i : 2[1+y2 ln(1+y2

v = )] dy.

7.3 Corrigés des exercices 114

A n fixé, nous avons

[ () @
:_i (/17:1 +y +/ hl( >d(y2))
:_%(/; -~ du+/ ln( :‘_u) du>
=~ a4 ) 4 (whnw— ) — (1 +w) (1 + ) + (14 )]

1/, 1, 1 )
=Z<n 1n(1+ﬁ)—ﬁln(1+n ))

2

. 1
En faisant n — +o00, on conclut vy = 7

Corrigé 7.5 En se représentant les quatres surfaces dans 1'espace (regarder
les sections & = constant), on constate que

V={(z,5,2) ER*: 0<z<,z<y< letyz > z}.

Par application du théoréme de Fubini-Tonelli, on a :

/01 </\lr (l/y mglf dz) dy) da
J ’“;3 (/ﬂj(/ zQ:;) dy) da
/0 = </ﬁ< 4‘;) dy) dz

1
3 _ 91,'2\/5‘*— g) d(L‘

/ 2yz® drs(z,y, 2)
1%

Il
Wl Wl W|—
S~
N
8

Corrigé 7.6 (i) Notons ¢ : R? — R définie, pour (z,y) € R?, par

oz, y) =y — f(z).

Par des arguments de composition et de différences de fonctions mesurables,
¢ est clairement une fonction mesurable. Comme G = ¢ 1({0}) et quun
singleton est un borélien, G est aussi mesurable.
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(it} En appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli, nous avons
X(G) = /]RZ 1 dXs

/m (/R lo(z,y) dA(y)) dX(z)

Or, a z fixé, la fonction y — 1¢(z, y) s’annule partout sauf au point y = f(z) ;
donc,

I

[ 1ee,y) ) = MU @) =
Ainsi AQ(G\) = /IRO d\(z) = 0 et G est de mesure nulle.

Corrigé 7.7 Comme la fonction sous le signe intégral est positive et continue
sur R2, nous pouvons utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli.
D’une part, nous avons

@ = (/mmd“y)) )

/m 1-}1-1‘ (/;w 142 gdy> dX(z)

1 +oo
[ e () T ) a6
_ T ;d)\(x)
T2 ﬁ+ \/55(1-}-1‘)

1
=) T

2

5
D’autre part, en décomposant la fraction rationnelle en éléments simples (en
la variable z},

1 1 1 y?
A+2)1+zy?) 1-9y2\l4+2 1+2y2)’

nous obtenons

1 1 Y2
= - dx X
* /m (/m 1—y? (1 +z 1‘f2'xy2> (-’E)> (v)
1 1 y
= T - dx dx
/m 1—q2 /m 14z 1+azy? (z) (y)

+o0
1 1+z
_ ] d\
[ ] ow

1.0 COIriges des exercices [hi

puisque cette derniere intégrale est convergente (utiliser le fait qu’au voisinage

. - o Ing 1
de zéro > yl ~ —Iny et qu'au voisinage de 'infini znyl — ). Ainsi, a
_ y? — y
valeur de lintégrale est :
+o0 n 2
/ y dy = T
o y*—-1 4
. , L e ¥sin(2y) )
Corrigé 7.8 Remarquons que 'application (z,y) — ————22 est continue

sur [1, +00[x [0, +00], donc mesurable. Nous avons, par le théoréme de Fubini-
Tonelli,

“®sin (2y)| dX
S g 50 (2] da,9)

= Jiorool </[1,+oo[ e sin (20)] dA(z)) D)

= | sin (2y / - le™*¥] dz) dA(y)
1

[0,+00[

+
i
e~y r=-+00
= sin (2 dX
fotin el ] aw
_ylsin (2y)]
=92 yl127 \29)1
{0,4-00] ¢ 2y M)

<2 e ¥ dA(y) < 400,
[0,+o0]

'inégalité large étant vraie compte tenu de la relation |sinu| < u si u > 0.

Ainsi 'intégrale o = /[ » [e*zy sin (2y) dXa(z,y) est bien définic o,
1,4+ 00[x{0,+ 00
par le théoreme de Fubini, nous avons :

e d’une part :
= zy -
“ /{0 +oo[ </1 [1,400] € +SII1 (2y) dA($)> dA(y)
sin (2y) (/ le—zyldx) dA(y)
[0'+ [ r=+00
gy T=

= / sin (2y) [e ] dA(y)

[0,+00]

_ -y lsin (29)]
- /[w ISR aa)

Y
/+°° e ¥sin (2y)
0

car cette derniére intégrale est absolument convergente.
e D’autre part :

= oy s |
o ool </[O’+OO[ e *¥sin (2y) dA(y)) dA(z). (37)
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Or, pour pour z > 1l et Y > 0 fixés,

i

Y 6(-rv+2i)y y=Y
f e ™ sin (2y) d\(y) Im {——}
0

-T2
e(~m+2i)Y -1
= Im :
-+ 2
Comme lim [e/™**2Y] = lim e™®¥ = 0, en faisant ¥ — +oo dans les
Y —+o0 Y—+oo

égalités précédentes,

o0
“Wsin (29) dy = Im——
/Oe sin (2y) dy m~x+2i

o0
L'intégrale / e"™sin (2y) dy étant absolument convergente (majorer la
0

valeur absolue de sinus par 1), nous avons aussi

2
“gin (2y) dMy) = —5—.
S sin (20) M) = 57
D’oly, Pégalité (37) devient :
L fre 1 17 i
o= 2/1 ) dz = [arctan(?}l =g~ arctan 5

En utilisant la relation vraie, pour tout = > 0,
1 n
arctanz -+ arctan — = —,
z 2

{pour la démontrer, dériver de chaque coté de ’égalité) on obtient
o = arctan 2.
1l suffit alors de comparer les résultats du (i) et du (i) pour conclure.

Corrigé 7.9

(i) L application {z,y) — Y 5 restreinte a [0, 1]*\ {{0,0)} est continue
2

(z? +¢%)
donc mesurable et il en sera de méme pour fy, grice au principe de recollement
{voir théoréme 2.15 (iii)). 1l en est de méme pour la fonction f,. Par application
du théoréme de Fubini-Tonelli, on a

e xy /
o [l duten) = [ ([ =Ty i) )

7.3 Corriges des exereives 1h3
Or, pour x > 0 fixé,

Ty ! Yy
e A (y) =2 E T
[aem®® = | i @

o[-y ) =1 -

x2 4 1

I

L T
Ainsia = / 1 — ————— du < +oo et fi est bien intégrable. Rema o
o ( \/xz——{—l) fi g €. hemarquons

que f; est positive sur le domaine A = {(z,y) € R*: 0 <y <z < 1}. Alors
par application du théoréme de Fubini-Tonelli, on a :

i /}2 [fo] dAa > A 1f2| dAs
1
N /]'0,1[ (/](),m{ RDW d)\(y)) dA(z)

=

|
= R —— ;
. Ye=Z
_ / Re |—— } dA(z)
j0,1] .:z: + 1y y=0
J

N1
,1[(1+i ._z) Ed/\(i)

11
Comme l'intégrale généralisée / — dz est divergente, on obtient /= +0o0 ¢t
0z
f2 n'est pas intégrable.
(i) Pour ¢ = 1, f; est en particulier une fonction positive ; donc, par application
du théoreme de Fubini-Tonelli, les deux intégrales sont bien définies ot sont
égales.
Par contre, pour ¢ = 2, la fonction n’est pas positive ; nous avons en reprenant
des calculs similaires & ceux effectués au (i) :

fl ( fl Folz, ) d)\(y)) dA\(z) /]071[ ( /JoJIR:e(?%W d)\(y)) dA(x)

1 v=1
= / Re l _ } dA(z)
10,1 T4y
11 T
B /U 1+ x? dz = 4

Pour des raisons d’antisymétrie, nous avons

/1 (/1 falz.y) dk(x)) dA\(y) = _2

Les deux intégrales sont bien définies mais ne sont pas égales dans co cas.

(iii) Pour les mé&mes raisons que celles invoquées au (i), f3 est une application
mesurable. Montrons que f3 n’est pas intégrable sur |0, 1[, ce qui prouvera que
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S5 west pas intégrable sur J2 Par application du théoréme de Fubint-Tonelli,
ol a

’Ydef |f3| dly = /]0,1[ </01[W dA(y )) d\(z)
/]0,1[m (/01 m dy) d\(z)

1 1
= /]D‘H:c [—_2(362 n ?/2)}0 di(z)
! dM(z).

i

/10,1[ 20 (222 + 1)

1 1

2222+ 1) 2z’

t divergente et done, vy = / _
“ 8 7 Jo1[ 22(22% + 1)
des raisons d’imparité, les deux intégrales assocides & la relation (36) sont
nulles. C’est pourquoi la condition « f est intégrable sur J x J lg n’est pas
nécessaire & 1'égalité des deux intégrales associées & la relation (36).
Remargue : pour montrer que « est fini et que J et + sont infinis, on aurait
pu utiliser le changement de variables en coordonnées polaires (voir l'exercice
8.6).

Comme au voisinage de zéro, Vintégrale

1
—d
./0 22(2x2 + 1) o

dA(z) = +oco. Par contre, pour

Corrigé 7.10 (i) Soit = > 0 fixé ; de la majoration

vraie pour tout ¢ €]0,a], on tire que Iapplication ¢t ‘f?) Lizaf(t)] est

intégrable et donc, /[ [f—gﬁ dA{t) a un sens.

(ii) Par application du théoréme de Fubini-Tonelli, nous avons

/ /]Oa WOl 0 ane) ) iAz)

IA

t

[, /% (1) dx(z )) ax)

O,a

= [ % [, 1ou@) ixa )) ax(Y)

[f()] dA(t) < 400
10.0]

J,. 9@ @)

I

et g est A-intégrable sur |0,a]. D’aprés ce qui précéde, les hypothéses du

7.3 Corrigés des exercices N

théorome de Fubini sont satisfaites, donc :

_ f(t)
/}Oﬁlg(x) d\(z) = /10,31 [y 7 M) dA(t) Az)

- f(t
— /M f(if;’“l L al(t) dA(z )) A8
- ot (/M Lpe(z) de)) dA(t)

04 &
= /M (1) dX(2)

Le résultat souhaité est démontré.
Corrigé 7.11 (i) Considérons la fonction h : R*x]0, +oo[— R, définic pour
(z,7) € R*x]0, +o0] par
1
h(:ﬂ7 7') = ‘;:jf(ﬂf)lA(ﬂf,?‘),

ol A = {(z,7) € R*x]0,+oc: ||z|| < r} est une partie mesurable. La fonction
h est mesurable comme produit de fonctions mesurables et, par application du
théoréme de Fubini-Tonelli, I'application

'er h{z, ) dro(z) = /f ) dXo(z) = g(r)

est mesurable et

/]D,m[ g(r) dA(r) = ( / (z,r)dNo(z) ) dX(r)

Joses
/ ( h(z, )N )) dho(z)
= [ fG

10,+00[

(/nxn ool rzd)‘(’")) do(z)

/IRZ\{(oon = xg e +/00 7)(00) dda(7)

= ==L dAs(z).

/R’\{(D,O)} R

(ii) Pour montrer la continuité de g, il suffit de démontrer la continuité de

Vapplication r / f(z) dx(z). Soit r > 0 et (7,)new une suite de réels
D

r
strictement positifs convergeant vers r. Considérons alors la suite de fonctions
(fo)new définie sur IR? par la relation

fn = f-lDrﬂ-

La suite {fn)nen converge simplement presque partout (sauf peut-tre sur lo
cercle de rayon 7 centré en origine) vers la fonction f.1p_ et de plus, powr
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toub » € N, |f,] < f oll, par hypothése, la fonction f est intégrable. Ainsi,
pat application du théoreme de la convergence dominée,

n—+o0

lim g(r) = lim [ fadha= [ f1n, dh = g(r)
La continuité de ¢ est alors prouvée.
(iil) Par définition de g, nous avons

l9] < é/{; |f] dXe.

-

En appliquant alors la question (i) & la fonction | f],

o @l gy
[UCICEY) ().

ma(ooy |zl

La fonction g est donc A-intégrable sur |0, +oo si et seulement

/W\{m,on faf] () < oo

def

Par hypothese, il existe des constantes e et M strictement positives telles que
|f| < M sur [—¢, €]?>. Nous obtenons alors les majorations :

} @ @l
= /[~e,e]2\{(0,0)} [lz|] dA2(1)+/If*2\[~e,e12 ll]] Pho()
L Dolr) + — / |£(2)] drg(z)

Jogz ||z le] JR2\[eq2
€ 1 o 1
= M mm— = | dA(zy) + N
»/]’0,6] A 1+ (%)2 (ll) ( 1) |€} l(f)
= M/ argsh (i) d/\(a:l)+iN1(f}.
10,¢] Ty le]

€ € € .
En posant u = P Uintégrale / argsh (g)—) dx; est de méme nature que
1 Y 1
Pintégrale
+o0 argshu
/ ———~—g2 du.
1 u
Puisque argshu = In(u++v/1 + ©?) < /u au voisinage de I'infini, cette dernidre
intégrale est convergente et par conséquent « < +00 et ¢ est intégrable sur
10, +o0l.
En appliquant ce qui précéde, on constate que la fonction h définie au (i) est
intégrable sur R?x]0, +-00[ et par application du théoréme de Fubini (reprendre
les égalités de la question (i)),

[
/10,+m[g(r) 4A(r) —/R?\{(O,O)} Izl Dala).

7.3 Corrigés des exerciceos 16T

1
Remarque : le calcul de Uintégrale double / —— dAqa{x) anrait pu se
[—edv{oo) ||zl
faire & I'aide du changement de variables en coordonnées polaires (ntiliser lew

mémes techniques—que celles utilisées dans Pexercice 8.6).

Corrigé 7.12 Nous utilisons dans cet exercice le théoréme de Fubiui pour les
fonctions a n variables ; son énoncé n’est qu’une généralisation immédiate de
celui donné dans les rappels de cours pour n == 2.

Notons S, I'ensemble des permutations sur la partie {1,---,n} et, pour o € &,
posons :

Dy ={{z1, -, 20) € [a, 0" zoa) <+ < Tomy}-

Alors les ensembles (A, )ses, sont disjoints deux & deux. Montrons que In
(¢ ® -+ ® p)-mesure de I'ensemble

@b\ U A, = U {(z1, -+, 2,) € [a, 6" -z = 25}

TESy (ivj)e{l)""n}vi#j

est nulle. Pour cela, comme la réunion porte sur un nombre fini de couple
(z,9), il suffit de démontrer que chaque partie

{(zr, - z) € [0, 4" m=a25} (1 #7)

est de (p ® -+ ® p)-mesure nulle. Pour des raisons de symétrie, il snflit de
démontrer le résultat sur la partie N % {(z1, -, 2,) € [, 87 : @1 = 29}, Par
le théoreéme de Fubini, nous avons

(we--oun) (N =[  Ivdpe--op)

_ 1dp(zy) | d (-
a2 </[a,b] (_/{M} /1(7'1)) U(IZ'Q)) (([1 ® [red u) (353 T z)

Puisque la mesure g est diffuse, pour tout zy € [a,b], /{ }1 dpu(zy) = 0, e
x2
qui entraine que N est de mesure nulle.

Posons g(xy,- -+, %) = f(xy). -+ flxa) ; g est (u®---® p)-intégrable puisque,
par application du théoréme de Fubini-Tonelli (pour le cas 1 = 2, voir exercice

6.2},
n
[ d1,®--~®1,:( fdz) < 400,
f[a,b]ﬂtcji ¢ 1) /ME | dy

Donc, par application du théoreme de Fubini, on obtient :

e d’une part (voir exercice 6.2 pour le cas n = 2)

[a,b]

i
def
det A - Qu) = af) ;
a Lgdp ) (f[aﬂf iz
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o d’autre part

a:Z/gd,\

&Sy

- Z /g, Lo ([a, za1)] f@om)--

TESn

(/[an : 1)] f(:l:o(n)) dﬂ'("ta(n))> - du(:cg(z))) le’(xo(l))

Dans cette derniére intégrale multiple, les variables étant muettes, on a

@ = 0;/ (/[ml] flza)---
( [ ) (zmxn)) . d@(@)) du(z)

= g ( [ floee

(/[a,xn_d f(@n) d’“‘{%)) d#(ﬁ)) dp{zy).

En comparant les deux valeurs de « obtenues, on aboutit & 1'égalité souhaitée.

Corrigé 7.13 Comme f est croissante, pour tout ¢ € R, 'ensemble {f < a}
est un intervalle contenu dans I et donc un borélien de 7. Par le critére de
mesurabilité, f est done mesurable. Par composition, on obtient par exemple
que P'application (z,y) = f(z) est une application mesurable ; il en sera bien
sir de méme pour g. La mesurabilité des autres applications intervenant dans
cet exercice se déduit alors en utilisant la stabilité des applicatons mesurables
par les opérations classiques. Notons F': I? — R la fonction définie, pour
tout (z,y) € I?, par

P(z,y) = (f{z) - F(y)9(z)—9(y) = (f9) (&) +(F Q)W) — flz)g(y) — f(w)g(z) ;

Comme nous savons que les fonctions |f| et |g| sont bornées (respective-
ment par max({|f(0), [f(1)]) et max(|g(0)],]9(1)])) et comme I? est une partie
bornée de R? les fonctions intervenant dans la définition de P sont toutes \-
intégrables. Il en est donc de méme pour P.

De plus, comme f et ¢ sont croissantes, le produit

P(z,y) = (f(z) = f)){g(z) — 9(y))

est toujours positif et done

ﬁ Plz.) dro(z,y) > 0.

7.3 Corriges des exercices 1h4

En utilisant la lindarité et le théordme de Fubini (nous avons aflaire o des
fonctions intégrables), on obtient

[ e 00) v+ (st )
- ([ @3 dA(x)) @) - [ ([ @) éA(x)) dA(y) 2 0,

soit, en sortant les constantes des intégrales :

[ #@)o(e) dx@) + [ fwiat) drw)

= [ o) ([ £0) @) axw) - [ 1) ([ 9(0) dA@) drw) 0.

o™ [ 1) dMz) et B o / g{z) dX\(z) sont des constantes que l'on peut
1
aussi sortir des intégrales, donc :

2 [ fylw) d\(z) = 208 2 0
et le résultat est démontré.

Corrigé 7.14 Notons h = % (Bf) et k = 9 (of

Ay 8@; ar
dérivées partielles croisées ; comme f est de classe C?, les fonctions h ¢t &
sont continues. Raisonnouns par U'absurde, en supposant qu'il existe un point
(20, 70) € R? tel que

) les deux fonctions

h{zo, o) # k(zo, Yo)-

Par exemple, nous pouvons supposer que h{Zg, %o} > k(Za, %) ; alors, par la
continuité, il existe un voisinage de (zq,yo) de la forme V = [a, ] x [¢, d] (avec
a<betc<d)telqueh—k>0surV.

En particulier, grace a la proposition 4.6 (iv),

/ (h — k) d)g > 0. (38)
1

Calculons maintenant / h dAy. Grace au théoréme de Fubini {(on remarquera
v

que h est intégrable sur V' puisque h est bornée ¢t V' est bornée), on a

Lhdz\z /d (/ o~ (if)(x v) dx) dy
i

fc d [g{—;(x, y}L ily

]c (%5(1%:@—%(@3/)) dy

[f(by) = fa,m))?
(F(b.d) — flard)) — (F(b,¢) = fla,))-

Il

l

i
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160 7 ‘Theordime de Fabini

Ion caleulant de méme / k dXy (penser & inverser Pordre d’intégration), on
v :

obtient la méme valeur ; ainsi / (h— k) dX, = 0, ce qui contredit la relation
v
(38).

Corrigé 7.15
(i) Comme A, est une mesure et que les disques sont deux a deux disjoints,
nous avons par définition :

X + 00
Ag(gl Dn) =Y A(Dy).

n=0

Grace a Uexercice 7.1, nous déduisons

fﬂ?i =X (Go Dn) < (D) =7

=0 7=l

+00
La série 3 r2 est donc convergente.

1ea={)

+o¢

(ii) Raisonnons par l'absurde en supposant que la série Z T, est convergente.
n=0

Notons par I, le segment fermé qui est la projection orthogonale de D, sur la

droite {y = 0}. Par le théoréme de permutation des signes » et ] pour les
fonctions positives, nous avons

+00 +00 +00
/ (Z 1,n> A=Y [ 1 dx =23 < +oo.
R n=0 n=0 R n=0

+00
Grace au théoréme 4.6 (iii), la fonction Z 1z, est finie p.p., ce qui signifie que,

n=0
pour presque tout z dans | — 1, 1], la droite {z} x R ne rencontre qu’un nombre
fini de disques D,.
Montrons que, pour un tel z dans ] — 1, 1],

A(Ss) > 0, (39)

ou S, ={y€R: (z,y) € D\ (UD,)}. Si aucun disque ne rencontre la droite
{z} x R, alors S; = [-v1—2?,v/1—2?] et la relation (39) est claire. Si
maintenant un seul disque, noté D,,,, rencontre la droite {z} x R, la condition
MS;) = 0 est équivalente & {z} X [-v/1—22,v/1—2? = D,, N{z} x R ce

que Von peut écrire (par une propriété des cercles)

D,, = D.

7.3 Corriges des exercices {1

On aboutit & une contradiction, puique les disques ue pourront &étre dixjoints
deux & deux ; donc, la relation (39) est satisfaite dans ce cas. Enlin, sup
posons qu’au moins deux disques rencontrent la droite {z} x R et notons les
Dy, o+, Dy,. Quitte a réindexer ces disques, nous pouvons supposer en toute
généralité que les segments (Dy,, N {z} x R}, sont rangés par ordre croissant
par rapport & la deuxiéme composante. Comme ces segments sont compacts el
disjoints deux & deux, la distance entre les deux premiers, ¢’est-a-dire 1, ot
D,,,, est strictement positive et donc a nouveau la relation (39) est satisfaite.
Considérons alors l'intégrale

= /[’Rz ID\U:;:) D dAz

OO

D’une part a = X (D\ U D,) = 0, par hypothése. D’autre part, par lo
n=()

théoréme de Fubini-Tonelli,

o = [ ([ 1oz, .m0 DA®) dA@)
S X8 dA@)

i

et donc, par la relation (39) et la proposition 4.6 (iv), @ > 0. Nous obtenons
ainsi une contradiction sur la valeur de a.
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8 CHANGEMENT DE VARIABLES

Dans tout ce chapitre, espace R® (h > 1) sera muni de sa tribu borélicnne
ainsi que de la mesure de Borel, notée A\, = A® -+ ® A, Maintenant que nous
sormmes familiarisés avec les intégrales multiples, nous prendrons la notation

/mh Fz) dap(z) = /mh flx1, -+, zh) dxy - - - dap,

pour une fonction f positive ou intégrable. Cette notation nous permct-
tra d’effectuer plus facilement les changements de variables (voir remarque
8.4). Remarquons que cette écriture est aussi plus naturelle pour appliquer le
théoréme de Fubini.

8.1 Rappel de cours

Le changement de variables est un outil trés puissant de Vintégration ; il ost
surtout utilisé pour faire des caleuls. On se donne U et V deux ouverts de R”
et ¢ = (¢1," -, ¢n) : U — V une application dont la i-&me composante cul,
notée ¢;. Nous avons les deux définitions suivantes.

Définition 8.1 (jacobien). Si ¢ est de classe C! sur U, i.e. les dérivées
partielles existent et sont continues sur U, on appelle jacobien de ¢ au point
x € U, et on note J¢(z), le déterminant de la mairice (W'i(x))i,je{]’..,yh,],

Cj
appelée matrice jacobienne de ¢ au point x.

Définition 8.2 (difféomorphisme). On dit que ¢ est un difféomorphisme de
U surV si

(i) ¢ est bijective (d’inverse ¢~') ;
(ii) ¢ et ¢7! sont de classe C' .
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme de changement.
de variables.

Théoréme 8.3 (formule de changement de variables). Si ¢ est un diffcomor
phisme de U sur'V et si f : U — R est une fonction (B(U), B(R))-mesurable,
on a:


Administrateur
Rectangle 


164 &8 Changement de variables

(i) si f est positive , alors

[, 1) ) = [ £(0) | T9() | dan(w), (40)

ot | JP(u) | désigne la valeur absolue du jacobien de ¢ en u ;

(ii) s f est de signe quelcongue, alors f € LY(V)  si et seulement si
fod. | Jple LYU) et la relation ({0) est encore satisfaite dans ce cas.

Remarque 8.4 Il n’est pas toujours facile, ou un peu fastidieux, d’appliquer
directement la formule (40) dans les applications numériques. On pourra,
aprés avoir vérifié que ¢ est bien bijective (le caractére C' de 'application
¢ ne posant en général pas de probléme), utiliser le moyen mémotechnique
suivant. La relation

v =¢(u) (41)

devient formellement. en dérivant
dv = dvy - dvy =| Jp(u) | duy -+ - duy, =| Jd(u) | du, (42)

ol Von a remplacé le terme naturel ¢'{u) qui n’aurait pas de sens ici par le
terme | Jg{u) |. Il suffit alors , dans l'intégrale / f(v) dv de remplacer v en
fonction de u & Vaide des relations (41) et (42) pour obtenir 1'égalité (40).

Remarque 8.5 Le changement de variables le plus utilisé en dimension deux
est le changement de variables en coordonnées polaires. Si V est un ouvert du
plan, ne coupant pas une certaine dermi-droite issue de Porigine, on peut alors
poser

d(r,0) = (z,y) = (rcosé,rsinf),

ce qui définit un difféomorphisme de ¢! (V) sur V. 1l est facile de vérifier que
dz dy = rdr df, et la formule (40) devient

/v flz,y)dx dy = L—l(v; flreos@,rsin§)r dr do,

si f est positive ou intégrable sur V.

Remarque 8.6 Il arrive souvent que les parties U et V ne soient pas des
ouverts (mais soient seulement mesurables !). Dans ce cas, on peut découper

Vintégrale / f(2) dv sous la forme
v

/V,f(?))dv / f(vd+/\m v) dv,

ou int (V) désigne Uintérieur de V. En général, on peut alors appliquer la
formule de changement de variables a la premiére intégrale et la deuxiéme
intégrale est nulle (si V' \ int (V) est de mesure nulle).

8.2 Fnoneeés des exercicos 1435

8.2 Enoncés des exercices

Exercice 8.1 (%)

Soit ¢ un difféomorphisme de R sur R et f: R — R une fonction continue,
Si a < b, justifier la formule de changement de variables pour les intégrales des
fonctions continues

/ Flop(w)d (u) du = / Fw) dv, (43)
en appliquant le théorgme 8.3 du cours.

Exercice 8.2 (x %)
Soit f € LY([~1,1]) ; calculer /{ ]f(sin z} dA(z) en fonction de lintégrale
0,27

/ 10 _
H-11/T—#2

Exercice 8.3 (%)

Calculer aire du disque de rayon r centré en 'origine.

Remarque : on s’assurera que le changement de variables se fait bien sur des
ouverts.

Exercice 8.4 (%)
Caleul de Paire du domaine du plan circonscrit par Uellipse d’équation
22

Stp=L

Exercice 8.5 (x %)
On se donne quatre constantes a > 0, b > 0, @ > 0 et § > «. Soit alors, la
partie de R? constituée des points dont les coordonnées (x,y) satisfont aux
inégalités :

>0

Calculer l'intégrale I =
intégrale).

Exercice 8.6 {x)
On pose, pour ¢ € R,

Yy |$2 _ y‘zl
- [T 8P, Jo = 22 Ay (w,y))
I, f]o,m @t )" dXo(z,y) (resp. J. /]0’1[2 Ty o (, 1))

Montrer que I, < +0o (resp. J, < +00) si et seulement si a < 2.
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Excrcice 8.7 (%% %)

Calculer Vintégrale I = /( )($2 + 9 + 2%) dXs(z,y, 2) étendue A la boule
B(0,1

cuclidienne ouverte centrée en l'origine et de rayon 1.

Indication : on pourra utiliser le changement de variables en coordonnées
sphériques.

Exercice 8.8 (x %)
Soit f: R — R une application mesurable ; si f est positive ou intégrable,
par un changement de variables judicieusement choisi, montrer que

Jr

fz—y)e @Y dg dy = /IRf(v)e_lv' dv.

2
+

Exercice 8.9 (x x)
Soient d une direction non nulle de R? et A un borélien de R? qui satisfont la
condition

Yae A, 3t >0,[a—td,a+td| NA={a}. (44)

On se propose de démontrer que A est négligeable.

(i) Montrer le résultat si d = (0,1) et si, dans la relation (44), le réel ¢
ne dépend pas du point a.

(ii) En déduire le résultat lorsque d = (0, 1).
(iii) En effectuant un changement de variables, conclure.
(iv) (question non corrigée) Le résultat subsiste-t-il si le vecteur d dépend

maintenant du point a 7

Exercice 8.10 (% * %)
On se propose de calculer les valeurs des deux intégrales :

+c0 oo
I= / cos (z¥) dz et J= / sin (z?) dz.
0 0

(i) Justifier que I et J sont bien définies en tant qu’intégrales généralisées
de fonctions continues.

(ii) Montrer que J > 0.

(iii) On pose, pour tout ¢ > 0, 9(t) = / sin (22 + y?) dz dy, ol D, est
D

t
le domaine plan défini a partir des coordonnées polaires :

D, = {(z,y) = (pcosf,psinf): 0<p<tf(f)et 0<O< g},

8.2 nonces des exercices [ReXE

avee f : [0,7] —]0,400[ une fonction C' par morceaux strictement,
positive.
Montrer que Vapplication 1 est continue sur 0, +-00[ et calculer

i Lt t) dt
(iv) On se place dans le cas ot D; = [0,t] x [0,¢]. Montrer que

lim (¢) =21.J.

T—+o0
(v) En déduire la valeur du produit I..J.

(vi) Reprendre les calculs avec l'intégrale x(t) = / cos (22 +y?) du dy

Dy
pour obtenir la valeur de 12 — J2.

(vii) Conclure.

Exercice 8.11 (x x)
On pose, pour ¢ > 0et b>0:

T'(a) = /Oo * e dx
0
et 1
B(a,b) =/ v (1—y) " dy.
0

Les fonctions ' et B s’appellent respectivement fonction Gamma et fonction
Béta d’Euler.

(i) Justifier que I'(a) et B(a,b) sont bien définies en tant qu’intégrales
généralisées de fonctions continues.

(ii) Montrer que, pour toute fonction mesurable f : R — R positive,
/ Flu+ v)ut 1001 dAy(u,v) = B(a,b) /0 2L E () dA ().
J0,+oof?

Indication : on effectuera le changement de variables

)-

(z,4) = $(u,0) = (utv,——

(iii) En déduire l'identité

['(a)['(b) = I'(a + b).B(a,b).


Administrateur
Rectangle 


163

8.3 Corrigés des exercices

Corrigé 8.1 Notons [¢, d] 'intervalle image de [a, b] par ¢. Nous avons par la

formule de changement de variables du cours

/ FS)|¢ ()] dA(u) = /,aq f(v) dA(v)

et, par le théoréme de comparaison de 'intégrale de Riemann et de Pintégrale
de Lebesgue,

/:f (B(u)l¢' ()] du = f " f(w) do.

Si ¢ est strictement croissante, |¢/(u)] = ¢'(u), ¢ = ¢{a) et d = H(b) ; la
formule (43) est correct dans ce cas.

Si ¢ est strictement décroissante, |¢'(u)] = —¢'(u), d = ¢(a) et ¢ = ¢(b) ; la
formule (43) est & nouveau correct.

Corrigé 8.2 Nous avons
/ f(sinz) dAa) = [ f(sinz) dA(a)
[0,27] 10,51
+/}W 3"[‘f(smu }dA(w) + / [ (sinv) dA{v).

T
En effectuant dans la deuxi®me (resp. trmsmme) intégrale du membre de
droite, le changement de variables u = 7 — x ( resp. v = 27 + z), on obtient

fm,,] f(sinz) dA\(z) = 2 /1— Jlsinz) dA@).

Nous rappelons que la fonction sin  est un difféomorphisme de intervalle
| - -2-,5[ sur | — 1,1[, d’inverse arcsin ; alors, le changement de variables

dt
sing =t (de = Tf:t) donne

. _ /)
f[w“] flsinz) dA(z) = 2. TR dt.

Corrigé 8.3 Notons B(0,r) (resp. B(0,7)) la boule euclidienne fermée (resp.
ouverte) de R? de rayon 7 et centrée en lorigine. On a

A 770, :ﬁ dAg = dz dy.
2(B(0,7)) Bow o B\ -nox{o} e

Le changement de variables en coordonnées polaires (z,y) = (pcos@, psin8)
est en particulier un difféomorphisme de l'ouvert |0, 7[x]| — m, 7[ sur 'ouvert

B(0,r)\ [-7,0] x {0}, donc

Xa(B = d = dol . do} =
o(B(0,7)) floﬂx]_m[p p do (/10;[/) p) (/]_m[ ) ar?

& Changoment, de varialiles

8.3 Corriges des exerelees LA

2
y Y NS LIV N . w
Corrigé 8.4 Notons D = {(z,y) € R* : — + 5 < 1} ; Paire de 1 est

représentée par / 1 dx dy. Effectuons le changement de variables
D
x
(@) = dlz,y) = (-, %) ;

alors da'dy’ = |Jé(z, y)|dx dy = ibdx dy. D’autre part, on vérifie facilement
a «
que ¢(D) est le disque unité (ouvert), noté B(0,1). On obtient :

/ 1d$dy=a6/ 1dz’ dy.
b B(0,1)
L'exercice 8.3 permet de conclure que l'aire du domaine cherché est wab.

Corrigé 8.5 Puisque le domaine est borné {par 1’1nega11te s+ 9— < 1, ona

ber? — a’y?

|z| < a et |y| < b) et puisque la fonction (z,y) — est bornée sur

le domaine D (}—-x—fu—i < b + a*f? pour (z,y) € D), on a

Jo

I’intégrale est donc bien définie.

Ba? — a%y?

5 dz dy < +ox.
xT

2.2 2.2
w dr dy. Effectuons le change-

Calculons ensuite intégrale fD p

ment de variables

(z,y) = ¢(p,0) = (apcosé,bpsin 0);

acosd —apsinf
alors dxdy = |J¢(p, 8)|dpdd, avec Jd(p, ) = bsing  bpcost

vérifie facilement que ¢~1(D) =3, 1[x]61, 02[, ou

= abp. On

af3
3 )

ac
0y = arcta,n(—g—) etd, = arctan(

On obtient alors

9.2 2,2
I:/—*—————”—bx 2@?} dxdy
D x

= ab? /
13.1ix}61,62]

2

24 ain?
cos? § — sin ledpdﬁ.

cos?d
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On applique alors le théoréme de Fubinj (nous avons bien affaire & une fonction
intégrable)

b2 42,2

D T
= b3 d . l‘—t 20 0
a (/]1 1[9 P) (/]9“92{ an* @ d )

2

- gab3/:22‘“ (1+ tan®¢) df
- §a53{2(92 —6)— /: dtan(6)]
= AR08~ 6) - (0 - )]

Corrigé 8.6 Démontrons le résultat pour l'intégrale I, ; nous laissons au lec-
teur le soin de retranscrire la preuve pour la deuxiéme intégrale J,.
Notons, pour r > 0,
Ar = {(2,9) €]0, +o0[: 22 +92 < 7} ;
la double inclusion A; CJo, 1[2C A s entraine
Y Ty
T dr dy < I, < e (1 .
Ay (xQ +y2)a Yo las Ay (332 + §2)a Y
Effectuons le changement de variables en coordonnées polaires qui est en par-
ticulier un difféomorphisme de Pouvert 10, 1[x]o, —g-[ (resp. ]0,v2[x]0, g[} sur
Vouvert Ay (resp. A z) ; nous obtenons
3—20 : 32 :
cosfsind dodd < I, < “cos@sinf dp db.
/IGJMUY%{ g P st s 10,v2(x]0,5{ P ?
Et, par application du théoréme de Fubini,

Edp) . fsinfdo) < I,
(m’”ﬂ p Ko’ﬁ[cos sin <

2

< 3—2a . . . )
< (/}eyﬁ[ﬂ dp) (/]O%[Cos%m() d9)

1
Or, Pintégrale / ‘ PP dp est convergente si et seulement si 3 — 2 > —1 soit
a < 2. Grace 3 'encadrement ci-dessus, la conclusion est alors évidente,
Corrigé 8.7 Nous rappelons que les formules des coordonnées sphériques pour

un point M de coordonnées (2, y, z) (si ce point n’appartient pas au demi-plan
IT={y=0etz<0}) sont :

T = pcosfcosy;
Yy = psinfcosy;
z = psine.

ol

b7l

8.3 Corrigés des exercices

o p est la distance OM entre Porigine O ct le point M,

e 6 est la mesure (dans le plan orienté {z = 0}, orienté par_le vecteur
(0,0, 1)) de l'angle entre le vecteur (1,0,0) etle vecteur OH (/1 est Ia
projection du point M sur le plan {z = 0}) ; on choisit § €] — =, 7| ;

* ¢ est la mesure de angle entre le vecteur OH et le vecteur OM de telle
sorte que ¢ est positif si z > 0 et ¢ est négatif sinon.

La relation
(z,y,2) = ¢(p, 0, )

[ sur R\ II. I

N

7
définie un difféomorphisme de 10, +oo[x| — 7, 7w[x] ~ >

dérivant formellement, nous avons
dz dydz = |J$(p, 0, ¢)|dpdbde,
avec pour jacobien de ¢ au point (p, 4, ¢) :
cosfeosy —psinfcosy —pcosfsing ,
Jo(p,8,0) = | sinfcosy pcosfcosy —psinbsing | = p cos .
, siny 0 PCOSY

Ainsi en effectuant ce changement de variables sur l'intégrale
/ (22 + 9% + 2%) dz dy dz,
B(0,INIT

dont la valeur n’est autre que I, puis en appliquant ensuite le théoréme de
Fubini, nous concluons :

I = f p® cos ¢ dp df dp
101w} ~m (%] -5, %
= p*dp). / d@) . ([ Cowd(p)
ol Nl i-3.51
= 7.

Corrigé 8.8 Etape [ : Supposons dans un premier temps que f soit positive
et effectuons dans la premiére intégrale le changement de variables :

¢($3 y) = (.’1,‘ YT ?}) = (uv U)'

crps : 2 2
La fonction ¢ est bien un difféomorphisme de R* dans R* avec

U+ v u~v)

(,b-l(u,v):( 5 ' 9
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) 3 . _ 2 . . . 3 ~ Tl .
Posons {7 =0, +00[* ; bien siir ¢ est aussi un difféomorphisme de U sur ¢(U)
~y ’ . ’
e Calculons ¢(U) ; on a les équivalences :

(w,v) € p(U) <> I(z,y) €0, +oo[?, 4z, y) = (u,v)

= I(z,y) €)0, 4oz = LFV o LV

2 2
U+ —
> Qet v-v

= u>|v].

—

>0

Ainsi ¢(U) = {(uv,v) e R*: u >| v |}.

e Partant de la relation

(u,v) = ¢(,y),

nous avons dudv =| Jo(z,y) | dzdy. Comme

1
-1 } = 2, la dérivation

formelle devient dody = %dudv.

* Nous sommes maintenant en mesure d’effectuer notre changement de
variables :

R2 fla=ye drdy = /u flz—y)e @ dz dy
— 1 -1
= z =" .
2 oy (v)e™ du dv

# Pour conclure, calculons / - f(v)e™ du dv ; par application du théoréme

de Fubini-Tonelli (voir chapitre 7), nous obtenons

/¢(U) fWle™dudv = /]R (AUHOO[)‘(?))@'“ du) dv
= [ Sl dv
= fwye ™ gu.
R

Etape 2 : supposons maintenant que f soit intégrable. En appliquant ce qui
précéde & la fonction |f|, on déduit

/é(U) [F(w)e™| du dv = /IR if(v)le_]"l dv < /]R £ ()] dv < +o0.

L'application (u,v) — f(v)e™ est donc intégrable sur &(U). Les calculs faits &
la fin de I’étape 1 sont alors justifiés pour une fonction f de signe quelconque,
en appliquant le théoréme de Fubini (voir chapitre 7).

Corrigé 8.9 (i) Fixons z € R ; on pose A(z) = {y € R : (z,y) € A}. Siy
et y' appartiennent & A(z) avec y # ¢/, alors, par 'hypothése (44),

{z} x[y—t,y+t]n{z} x [V —t,y +1 =0,

8.3 Corrigés des exercicees 173

ce qui entraine que |y ~ /| > 2t Clest pourquoi A{x) est un cusemble
dénombrable et done

fm La(z,y) dA(y) = A(A(2)) = 0.

Par application du théoréme de Fubini, on a done
M) = [ 1a(ey) dalzy)

/13 (/m La(z,y) dA(Q}) dX\(z)
= [odx@=o.

i

(ii) 1l suffit, en reprenant la fin du raisonnement du (i), de montrer que, pour
z € R fixé, A(z} est dénommbrable. Pour n € IN*, on pose

Ane) = {ye A o} x - —y+ 2N A= (@)}

Comme au (i), on montre que deux points de A, (z) sont au moins distants de

1

P donc, A, () est dénombrable. De plus, nous avons A(z) = |J An(z), par
n nelN*

la condition (44) ; une réunion d’ensembles dénombrables étant dénombrable,

on conclut que A(z) est dénombrable.

(iii) La relation (44) est aussi satisfaite avec la direction —— ; nous pouvons

14l
donc nous ramener au cas ol d est unitaire. Il existe alors une rotation vee-
cosf) —siné

sinf  cosf
(0,1). Alors le borélien R(A) vérifie la relation (44) avec la direction R(d) ;
par la question (ii),

torielle R de matrice qui envoie le vecteur d sur le vecteur

Xa(R(A)) = 0. (45)

Effectuons dans lintégrale Ag(A) = /W 1a(z,y) dz dy, le changement de
variables :
cosf —sind

sin@ cosé }:l)'

(z',y") = R(z,y) (da'dy =dzdy car | JR(z,y) |=

On obtient :
A2(A)

I

[ TAE @) o ay
R2

/]R (/IR 1reay(z',9) (b«"/) dy',

LR y) =1 = R(zy)eA
== (2,y') € R(A).
Compte tenu de la relation (45), on conclut A2(A) = Az(R(A)) = 0.

I

car


Administrateur
Rectangle 
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Corrigé 8.10
(i) La fonction z — cos (x?) est continue sur R, ; le probléme de convergence

de l'intégrale I ne se pose donc qu'en +o0o. Par le cha,ngement de variables
2 1 i 4 2 ~ & Cos U

u = z*, Uintégrale proposée est de méme nature que N - du. En intégrant

0 u

par parties, pour X > 1, 0n a :

X cosu J smu /X smu
— du =
1 Ju
sinu

Jomme | - \/‘ < —e \/_ Pintégrale / \/.N du est absolument convergente.

Donc, llm /

méme, on prouve que I'intégrale J est convergente.

cosu
> et U'intégrale / du est convergente. De

(e o]
(i) Remarquons tout d’abord que / sin (2%) dz = 3 / w du. Donc,
0

pour tout entier non nul,

T gin u
2J = lim

n—+0a g \/—~
nol /el giny 2k-+1)7 gin g
lim Z(f —-———du+/ ?-‘—-du)
n—too 0 Jokn Vu @k+r U
+00 (2k+ D)7 giny 20+ 107 ginu
Z _/ du +f — du) .
=i \Jakr Vu Ck+hr U

En effectuant le changement de variables u = 2k +v (resp. u = (2k+1)7 +v)
sur la premiére (resp. deuxiéme) intégrale, on obtient

du

Il

I

2J = f/ﬂ ! — ! sinv dv.
iz0J0 \V2km +o \/(2k+1)7r+v

1 1 .
Comme, pour tout v €J0, 7|, > 0, la série ci-dessus

Vokr +v \/ 2k+Dm+o
est composée de termes strictement positifs et par conséquent J > 0.

(iii) En effectuant le changement de variables en coordonnées polaires (le do-
maine Dy étant borné, la fonction (z,y) +— sin (2% + y?) est intégrable sur D),
on a

W(t) = [, sin (s%)0 dp b,

8.3 Corrigds dos oxercices 1°7h

ou A, = {(p,8) €]0, +o0[x]0, g{ 0 < p < tf(8)}. Par application du théordme
de Fubini, pour £ > 0,

{t) = /% (/tf(o) psin (p%) dp) ]
-

tf{8)

_ / cos ( } 50
o

0

s (0 ;

n
2

_LpE cos (t2f%(8)) d.

. 2
o1
4 2Jo

Le theoreme de com}multo sous le signe intégral permet de dire que Papplication

t / cos (2 f2(0 )) df est continue sur R et donc, I'application 1 est continne
0

sur |0, +00] et prolongeable par continuité en 0F. Alors on a, par application
du théoréme de Fubini,

T/ Wty dt = — ~ 2—1]; )% (f()l cos (t2£2(8)) dt) de.

Puis, en posant » = f(8)t,

. z T£(6) ;
[ e a=5- o | }%@5(/ 0s () d“) oo

<M

3

T1(8) .
D’aprés (ii), il existe une constante M > 0 telle que l /0 cos (u?*) du

pour tout T' > 0. D’autre part, f étant continue et strictement positive j;“'
le compact [0, g—], il existe une constante m > 0 telle que f > m sur [0, z]

Alors i /0 i f—(le_)( /0 e cos (u?) du) df

1 /T
£ i K M 1 e d e
relation (46), on conclut TEI—}I-loo T /0 h(t) dt

M .
< o et en faisant T — oo dans In
™m

(iv) La formule trigonométrique sin(a + b) = sina. cosb + cosa.sinb permel,
d’écrire

t =/ in (2%). cos (y?) dz d +[ cos (2%). sin da: dy
Y(t) ]o,zlxle,tism( )-cos (y°) dz dy Joattont (z*). sin (*)

et le théoréme de Fubini donne alors

ft=2/ si 2d,./ cos (2) dz.
() o™ (z°) dz ot s (z)

En faisant ¢ — +o0, on conclut f]anmw(t) =2[.J.
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(v} Posons £ = 2I.J ; par (W) nn 1;‘)( t) = £. Montrons que cela entraine
oo 1
aussi TETOO T /0 P(t) dt = L.

Soit € > 0 ; pour ¢t > Tp, | ¥{t) — £|< % Alors, pour 7 > Tp,

= [ wma-e|

i

\—/( ) —£) dt |

T/tw el dteg [ 1w -¢] dr

ET T{)
<
< T/|ww O] dt+ o

IA

1 /T

Done, pour T assez grand, | T ] {t) dt — £ |< e. Le résultat souhaité est
0

démontré.

Enfin, par (iii), on déduit que £ = % soit I.J = %

{vi) D’une part, en reprenant le méme type de calculs quau (iii), on a

li LT
T—lg—lm_f/(; x(t) dt = 0.
D’autre part la formule trigonométrique

cos(a + b) = cosa.cosb — sina.sinb

permet de déduire TEme(i) = I? — J2. Ainsi, par 'argument donné au (v),
~JP=0s0it I=Joul=-—J.
(vii) En résumé, des questions précédentes, nous pouvons dire que [ = J > 0
etI.J—~ Ainsi { = J = ——= ki
22

o0
Corrigé 8.11 (i) Vérifions que / 2% 1e™" dx est convergente. L’application
0
z +» z%7te™® étant continue sur |0, +oof, les problémes de convergence se
posent en 0% et en +o00.

1
Au voisinage de 0%, nous avons z% le™? ~ x¢~!. L'intégrale [ 2°! dz étant
& 0

1
convergente, il en est de méme pour / % 1e7" d.

Au voisinage de -+00, nous avons lirP 222 'e™®) = 0 et donc, pour 7 assez
&L +00

1 . +oo .
grand, 1% e ™% < —. Lintégrale / —5 étant convergente, il en est de méme
z T

o0
pour l'intégrale / 2% e dg.
1

1
Vérifions que lintégrale / y* (1 — »)® ! dy est convergente. L’application
0

o L AFPTILU (IS AT s

gy N g)" b dant continae sur J0, 1, les problames de convergence se
posent en 0T et en 17,

)
1/ - 1 g ety
Au voisinage de 0%, nous avons y*~ (1 — y)*~! ~ y*~ 1. L'intégrale /{ } ot

étant convergente, il en est de méme pour /0 : y“‘l(l - y)""1 dy.
Au voisinage de 17, nous avons I'équivalence 32 1(1 —y)"' ~ (1 - A

L’intégrale / (1—y)"! dy étant convergente, il en st de méme pour Iintégrale
-1 b1
/ y® — )" dy qui converge.

(ii) Soit (z,y) € R? ; nous avons les équivalences :

U
+u

(z,9) € 000, +00P’) = 3(u,v) €]0,+00, d(u,v) = (v,4)
/ = J(u,v) €0, +ooz=utvet y=
) €]

“i:’?

= 3(u,v) €0, +oof,x =utvet y=
(

— Eu,v) €]0, +oof?,u = zy et v~1(1—y)
= gy>0e 2(l—-y)>0
e z>let Oy <l

Done, l'application ¢ est une bijection de ]0,+oo[* sur ]0, +0o[x]0,1[ et son
inverse est définit par la relation

Ha,y) = (wv) = (2y,2(1 - )

Nous obtenons, en dérivant formellement cette égalité,

1 T
dudv = |J¢™ (z,y)|dz dy avec Jo H(z,y) = ‘ liy =
soit dudv = |z|dr dy. En effectuant le changement de variables, puls, cn

appliquant le théoréme de ubini-Tonelli,
/ flu+vyu* o dudv = / @)y (1 — )P et daedy
10,+002 10,4-00[x}0,1
~ B(a,b) / 22 f(z) dA(w).
0

(iii) En appliquant la question (i) 4 la fonction f (t)=e™",

on obtient
/ e e vyt WPt du dv = B(a,b)(a + b).
10,400

En utilisant sur cette dermore intégrale le théoréeme de Fubini-Tonelli, nous
concluons T(a)T'(b) = [(a + b).B(a, b).
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9 ESPACES L7 ET L

/B
fos f1y- -+ fuy - - - désigneront des fonctions & valeurs dans R qui sont (7, B(R)):
mesurables.

Dans tout ce chapitre, on se placera sur un espace mesuré (X, 7, ) et f, ¢
it

9.1 Définitions

Définition 9.1 Pour toute fonction (T, B(R))-mesurable, on pose :

1
® sip € [1, +oof, Np(f) = (/x [fIP d;z)p (avec la notation : oof = o0) ;
esip=—+oo, Np(f)=imf{AeR: |fl<A p—pp}.

Remarque 9.2 D’aprés la proposition 4.6 (iv), pour p € [1, +oo[, Np(f) =0
sl et seulement si f = 0 presque partout. Pour p = 400, le résultat est encore
valable et est une conséquence de U'inégalité :

|f] € Noo(f) presque partout.

On définit alors les espaces £P et L], de la maniére suivante.
Définition 9.3 Pour p € [1,+0¢], on pose :
LoX, T, u)y={f: X > R: [ est mesurable et Ny(f) < +oc} ;
LRX,T,u)={f:X—>R: f est mesurable et Ny(f) < +oo};
S'il n’y a pas d’ambiguité sur l'espace & considérer, on écrira £P (resp. L))
au liew de LP(X, T, u) (resp. L5 (X,T,u)). Dans la définition de Ly, on n

écarté volontairement les deux infinis comme valeur de f pour que Vespacel;
ait une structure d’espace vectoriel (voir section suivante).
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9.2 Inégalités classiques

Ll)éﬁnition 9.4 On dit que deur éléments p et g de [1, +00] sont conjugués si
— 4~ =1, avec la convention — =0,
voq 00

Les exemples classiques d’éléments conjugués sont
{p.g} = {1, +oo} et (p.q) = (2,2).

Nous avons les deux inégalités suivantes qui sont fort utiles dans les majora-
tions.

Proposition 9.5
(i) Sip et g sont des éléments conjugués, alors :

Ni(fg) € Np(f).Nglg) (inégalité de Holder).

(i) Sip € 11, +00] et s1 f et g sont & valeurs positives (éventuellement
+00) ou & valeurs réelles, alors :

Np(f +9) < Np(f) + Np(g) (inégalité de Minkowski).

Les remarques suivantes sont des conséquences de l'inégalité de Minkowski.
Remarque 9.6 L'inégalité suivante est parfois utile dans les applications :

INo(f) — Np(9)] < Np(f + 9),

pour f et g appartenant & L.
Remarque 9.7 L’espace Ll est un espace vectoriel réel.

Remarque 9.8 L’application N, : L& — R, est une semi-norme, c’est-a-
dire, elle vérifie les trois propriétés :

o Vf e L, f=0entraine N,(f)=0;
o Vf € Lk, VAE R, Np(Af) = [AIN(f) 5
o Y(f,9) € (LR)*, Np(f +9) < Np(f) + Nolg).

L’introduction de Pespace quotient va permettent d’obtenir une véritable nor-
me (voir section 9.4).

oo OV OLL TRV TR aHIv Ty aaaih s 2 AR 87

9.3 Convergence en moyenne d’ordre p
Définition-proposition 9.9 Soient p € [1,+00], (fa)new wunc suile d e
ments de Lhy et f € L. On dit que la suite (f)nem cONVErge €n mOoycnne
d’ordre p vers f et on note fr My f s “ETOO Np(fn—f) =0,

Si la suite (fn)nenw converge en moyenne d’ordre p vers deuz limites [ ¢l
g, alors f = g presque partout.

Remarque 9.10 Si f, i f alors, de l’inégalité

|Np(fn) — Np(H) € Np(fo — ),
on déduit que la suite (Np(fr))new converge vers Np(f).

Soit p € [1, +oof ; si une suite (fn)new converge simplement vers une fonction
f et, sous de bonnes hypothéses de domination (par exemple, il existe une
fonction h € L7 telle que , pour tout n € I, |fn| < h), on peut dire, grace au

théoreme de la convergence dominée, que f, =3 f. Le théordme ci-dessous esl
une réciproque & cette propriété.

Théoréme 9.11 Soit p € [1,400), (fa)new une suite d’éléments de L4 of
fellh Sifa T f, alors il existe une sous-suite (fotm))nem qui converge
simplement presque partout vers f.

9.4 Espace quotient L?

Définition-proposition 9.12 Soit p € [1,+00] ; la relation R définie entre
deuz éléments de Ll par

fRg <= f =g presque partout

est une relation d’équivalence. Les classes Eal_’éqmwlences forment Uespace 12,
Si f est un élément de Ly, onnotera{ = f € I7 la classe de f.
Définition-proposition 9.13 Soit p € [1,+00] ;

(i) si ¢, et (o sont des éléments de LP, on peut définir lo somme (i (2
par :

G+ G=hH+fa

ot fi et fy sont des représentants respectifs des classes {1 et Ca ;

(i) si ¢ est un élément de I7 et si e R, on peut définir le produil A.C

par : o
A= AT,

ot f est un représentant de la classe de
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(iii) si ¢ est un élément de LP, on peut définir la norme de ¢ par :

No($) = Np(f),

ou [ est un représentant de la classe de C.

Il est important de noter que les définitions (i), (ii) et (iii) ci-dessus ne dépen-
dent pas du représentant choisi. Nous avons alors :

Proposition 9.14 Pour p € [1,+00], (L7, +,.) est un espace vectoriel muni
de la norme N,.

Pour plus de détails sur cet espace, nous renvoyons le lecteur au livre de H.

Brézis mentionné dans la bibliographie.

9.5 Enoncés des exercices

Exercice 9.1 (%)
Les fonctions suivantes appartient-elles & I'espace £P(]0, +oof, B(R), Ajo,+o0[)
lorsque p décrit I'intervalle [1, +o0]? ‘

(i) fit) = e (> 0);

(il) folt) = (t>0).

1
VE(1+{In(t)])

. Exercice 9.2 (x %)
Montrer en utilisant I'inégalité de Holder que, pour tout a > 0,

a 3
/ 2736 g < Sq1/6p2%.
0 2

Exercice 9.3 (x %)
Montrer que si f € ££([0,1]) alors les deux inégalités suivantes sont incom-

patibles :
1
/ f@)—efds < 4,

<
/fx-e“zzgl.

Exercice 9.4 (* x)
Soit (X, T, j#) un espace mesuré et p, g deux réels de l'intervalle [1,+0c]. On
se propose de comparer les deux espaces £P et £9.

(i) On suppose que p{X) < +00 et ¢ < p ; montrer alors que
L£rcL

9.5 Enoneds dos exercions 183

(ii) On suppose toujours que ¢ < p ; montrer alors que si une fonetion
bornée f appartient a l'espace £9, elle appartient aussi & £7.

(iii) En utilisant des fonctions, définies sur un intervalle bien choisi de
1 .

R, dans R de la forme z — — (o € R), montrer que les hypothises
z

faites dans les questions (i) et (ii) sont indispensables.

Exercice 9.5 (% % %)
Soit (pj)i<j<n une sm‘re finie d’éléments de [1, +-00] telle que , avec la convention

—L-—-O onaltz

]1.7

(i) Montrer, par récurrence sur n, 'inégalité de Holder généralisée, i
savoir que pour tout n-uple (f;)1<j<n de fonctions mesurables positives ,
ona:

/ Ni(fr-o o) € Npy(f1) - Np, (fa)-

(ii) En déduire que, pour tout n-uple (f;)1<j<n de fonctions réelles mesu
rables tel que, pour tout entier j compris entre 1 et n, on ait f; € L™,
le produit, fi.---.f, est élément de l'espace L.

. Exercice 9.6 (* *)

Cet exercice généralise Uinégalité de Minkowski & une famille dénombrable
fonctions mesurables positives. Soit done (X, 7, i) un espace mesuré et p un
élément de U'intervalle {1, +ool.

(1) Etablir par récurrence sur Uentier n > 2 que, si (f;)1<;<n st un n-uple
de fonctions mesurables positives, on a 'inégalité :

ny Z o(f7)-

J=1

(ii) En déduire que si (f;);>1 est une suite de fonctions mesurables posi
tives, on a 'inégalité :

Np(i f]) < ZNp(fj)-

(iit) Montrer que ces résultats restent valables pour p = +o0.
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Exercice 9.7 (%)
Soient p et ¢ des réels strictement positifs ; on définit alors le réel r par I

1 1
relation - = + —. Montrer que si f et g sont deux fonctions (7, B(R))-

mesurables alors

(/ 1f.g" du) (/ 7P du) (/X [gl"du)%

Indication : appliquer I'inégalité de Holder au produit |f7|.|¢"].

Exercice 9.8 (k%)
Soit 2 < p < +00 ; on se propose de démontrer que si f et g sont deux fonctions
a valeurs réelles de P'espace LI alors

(% (552)) + (% (552)) < 310w + w7

(i) Montrer que Papplication z — (1 + x?)% — 27 — 1 est croissante su1
[0, +00[ ; en déduire que, pour « et [ positifs,

oF + P < (o + )R

(ii) En déduire que si a et b sont réels alors

+ b
P+ 155 zp< (Jaf + [B?).

(iit) Conclure.

Exercice 9.9 (x * x)

L’objet de cet exercice est la recherche des conditions dans lesquelles les deux
membres de 'inégalité de Hoélder sont en fait égaux. On se donne donc up
espace mesuré (X, T, u), deux réels de l'intervalle |1, +oo[ conjugués et deux
fonctions réelles f et g mesurables. On désire trouver des conditions nécessaires
et suffisantes pour que les deux quantités Ny(fg) et N,(f).N,(g) soient égales

(i) Montrer qu'il y a égalité lorsque 'une des deux quantités N,(f) ou
Ny(g) est nulle.

(ii) Etablir que si N,(f) et N,(g) sont toutes deux finies et non nulles,
Pégalité est réalisée si et seulement s'il existe deux constante finies et
non nulles « et J telles que 'égalité o fP = (g7 soit satisfaite y-presque
partout.

9.5 Inoneds des exercices (R

Exercice 9.10 (x %)
Soit (X, 7T, ) un espace mesuré tel que u(X) =1 ; on note par & Pensernble
des fonctions mesurables & valeurs réelles strictement positives. Trouver alors

la valeur minimum de .
(/Xf du)-(fx 7 du)

lorsque f décrit Uensemble S. Pour quelles fonctions ce minimum est-il atteint
?

Exercice 9.11 (x %)

Soit p un nombre réel supérieur ou égal & un. On considére dans cette exercice
deux fonctions f et g de R dans R telles que f € £P et g est continuc et mulle
en dehors d’un compact de la forme [—a, a] (¢ > 0).

(i) Montrer que Pon peut définir une fonction F': IR — R, par la formule,
vraie pour z € R,

/f (z +t) dA(E)

et que [F(z)| < N(f)N,(g)-

(ii) Montrer que F est continue.

Exercice 9.12 (xxx)
Soit (X, 7, 1) un espace mesuré, p € [1, +o0] et f, g deux fonctions de Uespuee
LE.

(i) Montrer que 'on définit une application ¢: R — R par la formule,
vraie pour u € R,

d(u) = Np(f +ug).
(i) Montrer que, pour u € R, ¢(u} < Np(f) + |u|Np(g).

(iii) Montrer que ¢ est lipschitzienne de rapport Ny(g) ; en déduire que
¢ est continue.

(iv) Retrouver le résultat de la question précédente en montrant, que ¢
est convexe.

(v) Calculer ‘ llim @(u) ; en déduire que ¢ est une application constante
14|00

si et seulement si g = ( presque partout.
Indication : on pourra utiliser I'inégalité, pour a et b réels,

jat b > 120 e
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Excrcice 9.13 (> %)
Soit (X, 7, 1) un espace mesuré de mesure finie et f € L®(X) ; on se proposc
de démontrer que

i M) = o)
(i) Montrer que, pour tout réel p > 1, Np(f) < Noo(f) . (p(X}}%.
(ii) Montrer que 'on peut se ramener au cas olt No(f) > 0.
On supposera dorénavant que Noo{f) > 0.

(iii) Soit € réel tel que 0 < € < Nyo{f) ; on pose
! €
Se = {Neo(f> - 5 < lf ‘ﬁ Noo(f>}

(a) Montrer que S, est mesurable, de mesure strictement positive.

(b} Montrer que, pour tout réel p > 1,
No(f) = (Noolf) = 5 ) (5%

(¢) en déduire que, pour p assez grand, Np(f) > Nyo(f) —¢;

¥

(d) conclure.

(iv) Le résultat reste-t-il valable si No(f) = +oo, ¢’est-a -dire si la
fonction f n’appartient pas & £°(X).

Exercice 9.14 (x *)
Soit (X,7, ) un espace mesuré de mesure finie et f € L£2(X) telle que

No(f) » 0. Silon pose, pour n € N, I,, = /X [f* du on se propose de
démontrer que

I,
(i) Montrer que IH < Noo(f).

n
(ii) En appliquant 1'inégalité de Hélder, montrer que
1

I, < (Iw&l)%’”’ﬂ(x)m )

s ([n)lin In—}-l
}d L —_
(iii} en déduire que LX) I,

(iv) Conclure, en appliquant P'exercice 9.13.

4.5 Fnonces des exerciees 187

. Exercice 9.15 (* %)

Soit p et ¢ deux réels conjugués ; montrer que si une suite de fonctions (£, ),
converge en moyenne d'ordre p vers f et si une suite de fouctions (g, ),
converge en moyenne d’ordre ¢ vers g, alors la suite

» »!\ ~ ' (fn~gn)n€IN

converge en moyenne d’ordre 1 vers f.g.

\,\ Exercice 9.16 (x x )

Soient p un réel de Uintervalle |1, +oof (g = désignera alors le coujugnd

14
p—1
de p) et f une fonction continue bornée de [0, +oo] dans R appartenant. i
LP([0, +o0[). On pose alors

Fey = [0 a,

siz > 0, et F(0) = f(0).

i) Montrer que F' est continue sur R, dérivable sur |0, +oo] et, pour
( ) q -+ I

x>0,
zF'{x) = f(z) - F(z).

(ii) On suppose de plus dans cette question que f est nulle en dehors du
compact [0,n] (n > 1).

(a) Montrer qu’il existe une constante positive C telle que, pour
tout z > 0,

C
F < —.
Fla)l <
(b) On suppose que la fonction f est positive. En remarquant que,
pour z > 0,
FP(z) = FP~Y(2).f(z) — 2 FP Y (z)F' ()
V 1
et en utilisant une intégration par parties sur l'intervalle [E’ n], mon
trer que
O OO
/ FP(t) dt = q/ FP-1(8).£(t) dt.
0 0
(c) En déduire P'inégalité :
Np(F) < gNp(f)- (17)
(iii) En approchant f par une suite de fonctions (f,)new continues telle

que, pour tout n, f, est nulle en dehors du compact [0, + —], montrer
i

que I'inégalité (47) reste valable dans le cadre général.
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Exercice 9.17 (x x)

A Taide d’un exemple, montrer que la converge en moyenne d’ordre p

(avec p € [1,+oc[) d’une suite (f,),>; vers une fonction g n'entraine pas

nécessairement la converge simple presque partout de cette méme suite vers

g.

Indication : on pourra s’aider des fonctions f,z =14 ju1,, avec k > 1 et
. [k+1'k+1]’ -

0<j<k

Exercice 9.18 (%)

Soient 1 < p < 400 et f, fo, f1, - *3 fny+ -+ des fonctions de L% telles que la
suite (fn)nem converge en moyenne d’ordre p vers une fOIlCthIl fde L. On
suppose de plus qu'’il existe une constante positive M telle que, pour tout n,

|fal < M.
Prouver alors que |f| < M presque partout.

Exercice 9.19 (x)

Répondre aux questions suivantes concernant ’espace L*(R,B(R), )\), pour
p € [1,40o0].

(1) Quelle est la fonction Tg ?

(ii) Donner un exemple d’élément de LP n’admettant pas de représen-
tant continu. Justifier de maniére précise votre réponse.

(iii) Quel est 'ensemble suivant :

A={¢ € LP: il existe un représentant f de ¢ vérifiant f (0) = 0}.
(iv) L’ensemble
B ={¢ € L”: il existe un représentant fde (vérifiant f = 0 sur [0,1]}.

est-il fermé dans I’epace vectoriel normé L? ?

9.6 Corrigés des exercices

Corrigé 9.1 (i) Il est clair que sup{fi(t) : ¢t > 0} = 1 ; donc, Noo(f1) <

(en fait il y a égalité) et f; appartient & Vespace L. Supposons mamtenant
que 1 < p < +00 ; la fonction f; étant continue sur R, il suffit de montrer,
d’apreés le théoréme 5.2 (théoréme de comparaison de I'intégrale généralisée de

Riemann et de I'intégrale de Lebesgue), la convergence de / [f1(t)|P dt. Le
- 0

probléme de convergence ne se pose qu'en +oco. Or nous avons, pour X > 0,

X -pt]X
/ e dt = [e—} _1 (1-e™¥)
0 —pl, P

9.6 Corrigds des exercices X4

o0 |
en faisant X — +4occ, nous obtenons / i dt = — et la fonction [,
0 P

appartient aussi a £LP.

ii) En 0%, nous avons fy ~ ; donc lim fo(t) = +oc. Montrons alors
’ t—0+

—1
Viln(t)
que Ny (fa) = +00 (résultat qui doit sembler évident aux yeux du lecteurt) :
pour cela, il suffit de vérifier que I’ensemble

{AeR: |fo] <X presque partout }
est vide. Raisonnons par 'absurde en supposant qu'’il existe A € R tel que
f2 € X presque partout ; (1%)
Par définition de la limite, il existe n > 0 tel que
fo > A+ 1 sur lintervalle |0, n[. (19)

Comme la mesure de Borel de 'intervalle ]0,7[ est strictement positive, on
conclut que les relations (48) et (49) sont contradictoires.

Soit maintenant 1 < p < +o0o ; la fonction fo étant continue sur 0, x|,
il suffit de montrer, d’apres le théoréme 5.2, la convergence de I'intégrale

[ee]
|f2(t)|P dt. Les problemes de convergence se posent en 0% et cn | ox.
Nous allons discuter suivant les différentes valeurs de p
Cas 1: 1< p <2 Comme g < 1, nous pouvons choisir une constante «

telle que g < a < 1. Alors comme tligrn t37%(1 + |Int |[)* = 0, nous avons,
—+4o00
T
pour ¢ assez grand, t5-¢(1+|Int |)? < 1, ce que 'on peut écrire m < | foA D)
|
L’intégrale / m dt n’étant pas convergente, on en déduit que liutégrale
1

o0
/ |f2())]P dt n’est pas convergente. Donc, la fonction f; n’apparticut pas i
1
LP.

Cas 2 : 2 < p < 4+oo0. Comme g > 1, nous pouvons choisir une constante «

telle que g > a > 1. Alors comme h%ﬁ t27%(1+|Int |)? = 0, nous avons, pour
t—
.1 ,
t assez petit, t57¢(1 4 |Int |)» < 1, ce que 'on peut écrire & < | f2()]"
11 o
L’intégrale / m dt n’étant pas convergente, on en déduit que l'intégrale
0

|f2(8)|P dt n'est pas convergente. Donc, la fonction f; n’apparticnt paw
a LP.

Cas 8 : p = 2. En faisant le changement de variable © = Int¢, lintéprale

1 +oo 1
———————— dt est de méme nature que l'intégrale / el
o AT “ o (™
cette derniére est évidemment une intégrale convergente. Donc, la fonction [,

appartient & £2.
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Corrigé 9.2 Eu appliquant I'inégalité de Holder avec p = g et g =3 (ona

.11
bien - 4+ = = 1), nous avons :
P q

/Oa T 3% g < (/{,a - d:z:)% ' (/Da oo dm);

Calculons maintenant les termes intervenant dans ce produit. D’une part, nous
avons

1

/Oa % do = [430%}: = 4q7.

[Y’autre part, nous avons
a 6a
et —1
/ e dy = :
0 6

2
):?5" "o b

<

Ainsi, nous obtenons :

/:z: 7e% dr < 43q %(
0

On conclut en remarquant que (efe — 1)% < e*® et que
464 = 4% < 3* = 81,

Mlco

est équivalent

::3_1 o

Corrigé 9.3 Raisonnons par I’absurde en supposant que les deux inégalités
sotent satisfaites. En appliquant I'inégalité de Holder avec p=2etq=2
nous avons

/;if(i') —e’|dr < (/Ol(f(m) —e%)? d:c)

et donc, par hypothése,

i

z 1 ]
.(/ldx) ,
Q

[ 1)~ | e <2

En procédant de la méme manitre pour la deuxidme inégalité, on a aussi :

/Olff(:c) —e "l dr < 1.

Donc, par I'inégalité triangulaire :

/Olfex“eﬁmldﬂi < /]e - §d33+/ [f(z) —e™™| dx
<

1
Or, en effectuant le calcul de / |e® — e™| dx, nous avons
i)

1 1 1
/lem—e“x]d;zzzfex—e”xdz=e+~.
0 0

e

On aboutit a la contradiction e + —1- < 3.
e

9.6 Corriges des exercices 191

Corrigé 9.4 (i) Si ¢ = p le résultat est immédiat ; supposons maintenant que
g < p. Soit f € LP ; nous allons alors envisager deux cas.

Cas 1: g < p=+o0. Dans ce cas, nous avons |f] < No(f) < +o0c presque
partout, ce qui implique

SV dn < [ Nl £ dp = Nl Ps(X) < 0.

Douc, f € £9.
Cas 2 : ¢ < p < +oo. Considérons les fonctions F = |fl9 et G = 1 ; cn

appliquant 'inégalité de Holder avec P = g et Q= - (remarquer que los

P
deux éléments P et ) sont conjugués), nous avons

/XF.Gdug (/XFPd/A)%.(/XGde)%.
[t dns ([ 197 )’ 00

Ny(f) € p(X)5 . Ny(f) < +o0.

Donc, dans ce cas encore, f € L9,

Cela s’écrit

et aussi

(ii) Soit f une fonction bornée appartenant & lespace £%. Si p = +ou ln
conclusion est immédiate. Nous pouvons donc supposer que ¢ < p < | x.
Comme f est bornée, il existe une constante M > 0 telle que |f] < M, ce qui

P q
s'écrit |f§ < 1. Don, (%’-) < (’7\9) et en intégrant chaque membre de
i {
cette megalité
Jo1sr du < v [ g
X Jx
ce qui s’écrit
Ny(f) € M Ny(f)% < +o0.
Done, f appartient a U'espace LP.
(ili){(a) Montrons que I'hypothése p(X) < +oo est indispensable dans la ques
tion (i), en supposant bien sir que ¢ < p. Pour cela, nous allons nous plaicer

sur P'espace ([1, +-o0[, B([1, +00[), A1, 4ecf) ; 81 2 = +00 il suffit de prendre in
fonction constante égale & un ; si p < +oo, il suffit de prendre la fonction

. . . 11
T+ — ot a est un réel choisi dans l'intervalle |-, ~[.
x

{b) Montrons que 'hypothése de bornitude de la fonction est indispensable
dans la question (ii), en supposant bien sir que ¢ < p. Pour cela, nous adlons

.
nous placer sur l'intervalle |0, 1] ; il suffit de prendre la fonction z — TR 1

11 . 1
est un réel choisi dans Uintervalle ]—, ~[ (avec la convention — = 0}).
P q +00
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Corrigé 9.5 (i) Pour n = 1, ¢’est évident. Supposons maintenant que le
résultat soit vrai pour n— 1 {(n > 2). Nous allons envisager deux cas.
N ) S
Cas 1: pour tout j € {1,--+,n}, p; # +o0.
21
Alors, grace & la condition Z — = 1, nous avons aussi p; €]1, +00|, pour tout
j=1 Pi
7 €{L,---,n}. Posons a = (1—--)"' >0 ; nous avons
-1
a
Sy
=1

=17

Par hypothése de récurrence, nous obtenons :
L0 ) i < H ([t du)”,

. R 1
et en élevant chaque membre de U'inégalité par — :
a

(/X(fl)a"“-{fn-l)a du)_ fI (f (f;)P du)}; (50)

D’autre part, par 'inégalité de Holder,

[t tudn ([ gy an) . ([ a)™. o

En combinant les deux inégalités (50) et (51), le résultat est démontré & V'ordre
n dans ce cas.

Cas 2: il existe j € {1,---,n} tel que p; = +o0.

Considérons 'ensemble non vide

"1 1
la condition ) P = | devient Z — =1 et en particulier le complémentaire
j=1 47 e vl
de J est aussi non vide ; en intégrant sur X chaque membre de l'inégalité

fioo S S TI Neo(f3) - 1] fs presque partout,
jed i¢J

nous déduisons
fn) < H ij(f}‘} - Ny (H f;‘) .
jeJ i¢J

Pour conclure dans ce cas, il suffit d’appliquer la récurrence aux fonctions

(fj)jej-

9.6 Corriges des exereiees Lohd

(ii) Par hypothese, pour j € {1,---,n}, Ny (f;) < +oo, et en appliquant

Pinégalité précédemment démontrée au produit | fi]- - -|fa], nous obtenons
Ni(f1--- - fa) € Ny (f1)- o0 Ny (fa) < oo,
Ainsi, le produit fi.---.f, est élément de 'espace L£'.

Corrigé 9.6 (i) Pour n = 2, c’est I'inégalité de Minkowski. Supposons main

tenant que le résultat soit vrai pour n — 1 (n > 3). En appliquant Uinégalilé
n-1

de Minkowski aux fonctions Z f; et fn, nous obtenons :
=1

T n—1
No(32 F3) € Np(32 £3) + Nl fn)- (52)
i=1 -
D’autre part, par hypothese de récurrence,

n—1 n—1
Np(z fa) < ENp(fj)' (53)
i=1 =1

En combinant les deux inégalités (52) et (53), le résultat est démontré & Pordre
n.

3

)
(ii) La suite de fonctions ((Z fj) ) est croissante et converge siinple
J=1 nelN

+oo \P

ment vers la fonction Z f; | . Par le théoréme de la convergence monotone,
j=1
nous avons donc

n » oo \P
Jm ) (gfj) dp = /X (:2-—::1 fj) dps

et par continuité de la fonction z — 2P (si N, ((Z f]) ) < 400 ; sinon

1
utiliser que lim % = 400) :
R e

n 400
lim N, (Z fj> = N, (Z fg) . (7 1)
n— 00 et P

D’autre part, d’aprés (i), pour n > 1, on a:

N, (z f;«) <Y MBS Mol ()
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10 & Paoalitd inboalita
Grace & I'égalité (54) et en faisant n — +oo dans I'inégalité (55), on conclut :

Np (io:ofj) < iN

(iii) Pour tout j € N, il existe une partic mesurable négligeable A; tel que
0 < f; € Neolfy) sur X \ A;. Considérons alors la partie mesurable

+oo

=0
A est négligeable comme réunion de parties négligeables et, pour tout JeN,
0 < fj < No(fj) sur X\ A

En sommant ces inégalités de 0 & +oo, on obtient

Z <Y No(fj) sur X\ A
: j=1

J=1

Par définition de N (E fj), on conclut :
Neo (Zl fj) <X Neo(f7)-
i= =1

Corrigé 9.7 En appliquant Vinégalité de Hélder aux deux nombres conjugués
- et - et aux deux fonctions |f7| et |¢"|, on a

/¥f§ d,u<(f if”du) (/ igi"du)

. R . 1
En élevant a la puissance - chaque membre de 'inégalité, on obtient le résultat
souhaité.

Corrigé 9.8 (i) Notons ¢ la fonction de R, dans R définie , pour z > 0, par
#(e) =z ;

ona ¢'(z) = g(g —1)z572 > 0 car p > 2 et donc, ¢ est une fonction convexe
sur [0, +oo[. Silon pose maintenant

P(@) = (1+2%)% — " — 1= ¢(1 +37) — g(z*) - 1,

9.6 Corriges des exercices 106

on a
V() =22(¢'(1+2%) - ¢(z*) 2 0

car, ¢ étant convexe, la fonction dérivée ¢’ est croissante. L’application i est
done croissante.
Ainsi, pour tout x > 0, ¥(x) > ¥(0) =0, ce qui s’écrit

142 < (1+2H)5
Si e > 0, en choisissant dans la derniére inégalité x = ﬁ, on obtient
o

g Ry
I+ =<1+ =)t

ou en multipliant chaque membre de I'inégalité par of :
of + B < (o + HE.

Remarquons que cette inégalité est évidemment vraie si o = 0.

b .
(ii) En choisissant dans la question (i), o = a—2i~ l et = ¢ 5| ou obtient
a+bf la=bF a+ bl a,—622
<
| T S
2 4 B2 2 b? 1
-0 (Z55) < KL Lo+ o,

la derniere inégalité résultant de la convexité de la fonction ¢.

(iii) En choisissant dans la question (ii) les valeurs a = f(z) et b = g{x), oft +
est un élément quelconque de l'espace X, on obtient

1 f(z) — g(=)

P

L@ + lo@)P).

if +y(z <
=2

1l suffit alors d’intégrer sur Vespace X chaque terme de Uinégalité.

Corrigé 9.9 (i) Supposons que N,(f) soit nulle ; alors comme il I'a ét¢ rappelé
dans la remarque 9.2, f = 0 presque partout. On aura donc aussi fg 0
presque partout et les deux normes Ny(fg) et Ny(f) sont nulles. Grice i ln
convention 0. + oo = (), on conclut qu’il y a bien égalité dans ce cas. Noun
avons bien shr aussi le méme résultat si Ny(g) = 0.

(ii) Supposons que 'on ait

Ni(f.9) = Np(£)-No(9), (1)
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avee les deux valeurs Np(f) et Ny(g) finies et non nulles. Posons, pour x € X,

y = @ Jo(a)]?
alx) = N, () et b(z) = N,(g)"" Par stricte-concavité de la fonction In et
pour a(z) > 0 et b(z) > 0, nous avons

%lna(x) + éln b(z) <In G}a(r) + 1b(z)) ,

avec égalité si et seulement si a(z) = b(z). En prenant Pexponentielle de
chaque membre de 'inégalité, on obtient

h(z) € a(a)biz) < 5a<m> + gw )& k(z) (57)
hz) = k(z) = a(z) = b(a). (58)

Remarquons que les relations (57) et (58) sont aussi vraies lorsque a(z) ou b(z)
est nulle.
D’'une part, nous avons

1
/X k(z) du(z) = I_? /X a(x) du(x) + é/x b(z) du(z) = 310

donc k € L. D’autre part, grice & la relation (56), nous avons

/X h du(z) = fx a(:v)%b(:c)% du(z) = ; I]\ngg . i\il((z; dp =1,

et h € Li. Ainsi la différence k — h € L}, et
k e } d 3 _— - =y — =
/X v du(z) /X k du(x) /X hdp(z) =1-1=0.

Comune d’autre part, d’aprés la relation (57), k—k > 0, on déduit quek—h =0
presque partout, ou de maniere équivalente, d’aprés la relation (58), a = b
presque partout. Par définition de a et b, cela signifie que

-+

Ny(9)%.1fIP = N,(£)".|9|? presque partout.

La conclusion est donc satisfaite en prenant o = N,(g)? et 8= N, (f)P.

Inversement, supposons qu'il existe deux constantes finies et non nulles «
¢t G telles que l’egdllte aff = (g7 soit satisfaite u-presque partout. D’une
part, nous avons

Ni(f.g) = /Xf.gdu
8\’
/){(59) g dp

- ( )/ A 4
= (EE) /ngdu,

It

9.6 Clorrigcs des exercices 1497

car p et ¢ sont conjugnds. [Dautre part,

(oo (o)
(] ggq{i&) (o)

- () (s (o)
(g)p /Xg‘* du,

car p et ¢ sont conjugués. Ainsi I'égalité N,(f.g) = N,(f).Ny(g) est satisfaite,

i

Np(f)-No(g)

Il

Corrigé 9.10 Par l'inégalité de Holder, pourp=2et ¢ =2, 0na

= ([ ) = (L) (1 3)

D’autre part, pour toute fonction égale & une constante strictement positive
presque partout, cette valeur est atteinte ; done, la valeur minimum cherchée
est 1. Soit f ufie fonction telle que

(o) (f 1)

en particulier l'inégalité de Holder utilisée ci-dessus est un égalité. D’aprés

Pexercice 9.9 (ii), il existe deux constantes finies et non nulles a et b telles que
1 — .

Pégalité af = b= soit satisfaite u-presque partout. Cela signifie que f est égale

a une constante strictement positive y-presque partout.
Ainsi le minimum est atteint pour les fonctions égales & une constante stricte.

ment positive u-presque partout.

Corrigé 9.11 (i) Soit z € R ; Papplication ¢ =+ g{z + ) est contimie doue
mesurable. Par conséquent, par produit, lapplication ¢ — f(t)g(z + 1) esl,
mesurable. Pour conclure que F est bien définie, il suffit de vérifier que :

[ 1@tz +0)] drE) < +oo.

Or, en appliquant I'inégalité de Hélder (g désigne le conjugué de p), noux
avons :

1 ®g(z + )] dNE) < Ny(f)-Nylg(z +2)).

En faisant le changement de variable u = z +t, on a Ny(g(z + .) = Ny(o) ol
en notant M % sup{lg(z)]: z € R} < 400, on a

N,(g) < M.(2a)'7 < +cc.
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Ainsi )
[ 1@+ D1 dNE) < No(£)-Ny(g) < +oc.
(i) Démontrons, en utilisant le théoréme de continuité sous le signe intégral,

que F est continue sur lintervalle [-n, 7] (n € N fixé). Seule I'hypothese (H'3)
n'est pas immédiate ; vérifions 1. Nous avons, pour ¢ € [~n,nlet 1 € R :

If(t)g(z + )] <1 FOIMIanain(t) 2 A1) ;

en effet, sit & [—a —n,a+n], alors  + ¢ ¢ [—a,a] et donc g(z +1) = 0.

La fonction Aj{_g—ng4n est clairement dans Uespace LP([—a —n, a+n)) et donc,
d’aprés l'exercice 9.4 (i), elle est aussi dans Uespace £!([—a —n,a+n]) ; donc,
h est élément de L1(R).

Par application du théoréme de continuité sous le signe intégral, F est continue
en chaque point de 'intervalle [—n,n]. En faisant n — 400, on déduit que F
est continue en chaque point de R, donc, F est continue sur R.

Corrigé 9.12 (i) L'espace L]; est un espace vectoriel, done, f + ug est aussi
une fonction de L et done, ¢(u) = N,(f +ug) € R.

(ii) En utilisant 'inégalité de Minkowski, nous avons :
d(u) = Np(f +ug) < Np(f} + Np(ug) = N(f) + [ul N, (9)-
(iil) Soit (u,v) un couple de réels ; grace a la remarque 9.6, on a :

[p(w) = (V)] = |Np(f +ug) ~ Ny(f +vg)]
< Np((f +ug) — (f +vg)) = [u— [N, (g)-
Done, ¢ est lipschitzienne de rapport Np(g) et en particulier ¢ est continue.

(v} Soit {u,v) un couple de réels et ¢ € [0, 1] ; grace a I'inégalité de Minkowski,
ona:

d(tu + (L= t)v) = Ny(¢(f +-ug) + (1 = £)(f +vg))
< Np(t(f 4 ug)) + No((1 = 0)(f +2g)) = td(w) + (1 — 1) (v).
Done, ¢ est convexe et en particulier elle est continue sur R.

(v) Justifions l'inégalité donnée dans l'indication. Soient « et § deux réels ;
comme 'application z — z* est convexe sur |0, 400,

(L) iy

et dong,

loe = A7 < (lof + 18] < 27 (e + 157).

LR LA B P 'S

[ posant = a bl B - b, on obtient laf? < 27 Yjat 0] 16l7), e qui
Séerit aussi

SeCrit bl e
1

[+ b > ——— — [b|".

I
Z o
Si g = 0 presque partout (ou en d’autres termes si N,(g) = 0) alors, pour tout
réel u, f +ug = f presque partout et donc, d(u) = Np(f) et dans ce cas ¢ est
une fonction constante et | Iﬁnﬁ d(u) = Ny(f).
00

Nous supposerons dorénavant que N,(g) > 0. Soient u € Ret v € X 5 en
choisissant @ = u.g(z) et b = f(z) dans l'inégalité précédemment démontrée,
ona:

(@) +ug@p 2 MLy

et en intégrant sur l'espace X chaque membre de 'inégalité, on obticnt :

(N(f + ug)P 2 L () — (N1

Fn particulier, lim (N,(f +ug))’ = +oo et ainsi lim ${u) = +o00. Dans
|| -s+00 ju) 400

ce cas, ¢ ne peut étre une fonction constante. .
En résumé, nous avons démontré que ¢ est une application constante si ¢l
seulement si g = 0 presque partout.

Corrigé 9.13 (i) Nous savons que |f| < Neoo(f) presque partout, donc,
[f]P < Noo(f)? presque partout.

En intégrant de chaque coté de cette inégalité, on obtient :

[ dn < [ NaF) d = Neol £,
X

. 1
et en élevant & la puissance ?—) :

N,(f) < Noo()-((X))F.

(ii) Si Nyo(f) = 0 alors, par la question (i), pour tout p > 1, Np(f) = 0. Dans
ce cas le résultat est évident.

(iii)(a) La partie S, est I'image réciproque par I'application mesurable 1/ <u
borélien [Neo(f) — 5. Neo(f)]; done, S, est mesumbvle.

Raisonnons par 'absurde en supposant que S, soit de mesure nulle. Done,
comme |f| € Noo(f) presque partout, on aura

Ifl € Noo(f) — % presque partout.
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Alors, par définition de Noo(f), Noo(f) < Neo(f) = % Puisque Neo(f) € R,

s L, € .
on aboutit a 'absurdité 3 < 0. (b) Sur la partie S,, nous avons

7P = (Neol ) = £,

donc,
Jo P du = [ 177 dp

> [ (M) =5) du= (Vo) - 5) 50

. . . 1
En élevant a la puissance —, on conclut :
p

p—+oo

(¢) Comme u(S.) >0, lim (Noo(f) - E) .u(SE)% = Noo(f)—g et donc, pour

p assez grand,
€

(el ) = 5) (8% = Nacl) .

En combinant cette inégalité avec celle obtenue au (iii)(b), on obtient, pour p
assez grand,

Np(f) 2 No(f) — & (59)

(d) Comme 0 < u(S) < +oo, plivr-il:loo Noo(f).(u(X))% = No(f) et done, pour p
assez grand,

Noo(£)-((X))? < Noo(f) + €.

En combinant cette inégalité avec celle obtenue au (i), on obtient, pour p assez
grand,

No(f) < Noo(f) + . (60)
Des relations (59) et (60), on tire, pour p assez grand,

|Np(f) = Neo(f)] < €.
Par définition de la limite, on a donc démontré que pEIJ}lOO Np(f) = Noo(f).
(iv) Le résultat reste valable si Noo(f) = 4+c0 ; pour le démontrer, il suffit de

remplacer dans la question (iii) la partie S, par la partie S, = {|f| > a}, on
a > 0 tendra vers U'infini.
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Corrigé 9.14 (i) Nous avons || < N, (f) presque partoul, done,
IF"T < Noo(£)1fI"  presque partout.

En intégrant sur X chaque membre de cette inégalité, on obticnt, :

Ini1 < [ Noo(£) A" dis = Noo( ). I
D’ol1 on obtient le résultat souhaité.

(ii) 1 suffit de prendre dans l'inégalité de Holder les deux réels conjugnés
n+1

p= , g =n+1 et les deux fonctions |f|™ et 1x.
n

. ST oy s . n+ |
(iii) En élevant chaque membre de U'inégalité du (ii) & la puissance —- , on

n
a:
L (I)Y™ < Ty (X))
[ )l/n < _"{III

Comme Ny (f) > 0 on a nécessairement, u(X) > 0, et donc, Iu(;()l/n =,

(iv) En combinant les inégalités obtenues aux questions (i) et (iii), on a

([n)l/n < [n+1
p(XVm = I

< Noo(f) ((H)

Gréce a lexercice 9.13, nous savons que lir_'l_’l (In)l/" = No(f) ; done, en
n—-100

faisant n — 400 dans la relation (61), on conclut :

)2
lim ’}“ = Noo(f).

n—+00 n

Corrigé 9.15 Nous avons 1'égalité

Nl(fngn - fg) = Nl(fn(gn - g) + (fa— f)g)

et en appliquant successivement les inégalités de Minkowski et de Holder :

Nl(fngn—fg) < Nl(fn( ))+N1((fn_ )
< N(fn) (g‘n_ )+N(fn_ Nq( )

Par hypothese, les deux suites (Np(fr — f))nen €t (Ng(gn — 9))nen converpent
vers 0 ; et en particulier, d’aprés la remarque 9.6, la suite (Np(fn))nen converpe
vers N,(f). Ainsi

HETle(fngn - fg) =0,

et done, la suite (f,.gn)new converge en moyenne d’ordre 1 vers f.g
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Corrigé 9.16 (i) Comme nous avons affaire & une mtvg,ra,lc d'une {onction
continue, la fonction h définie, pour = > 0, par A(z) = | f(#) dt est dérivable
sur 0, +ocf et, pour z > 0, A'(z) = f(z). Alors en dérivant 'égalité, vraie pour
x >0, zF(z) = h(zx), on obtient zF'(z) = f(z) — F(x). Il reste maintenant 3
justifier la continuité de F' en 0%. Soit € > 0 ; par continuité de £, il existe un
réel n > 0, tel que, si t € [0,7], | f(t) — f(0)] <e. Alors, pour z €)0,7],

I

|F(z) — F(0) ] [ 1) - 500) aftl

= [0 - 5o ar
;/0 edt

= €.

IA

IA

Ainsi F est aussi continue en 07,

. 1 s

(ii)(a) Pour z > 0, on a |F(z)] < ;/{; |f(t)] dt et, comme f est nulle en
dehors de P'intervalle [0, n],

1 m
F) < = ["1f)] dt

Il suffit donc de prendre la constante C égale & / " [f ()] dt.
0

(b) Supposons que f > 0 ; on a donc F > 0. Gréce & l'inégalité obtenue au
(i), on a, pour £ > 0,

Fr(t) = FP7)(t).F(t) = FP~H(t).f(t) — FPH () F'(t)t.

e . . 1
Donc, par intégration par parties sur Uintervalle [—, n]
n

/:F?’(t) dt = /;F”'l(t).f(t) dt-—[:F”'lF’(t)tdt

- /1" FP=i(t). £(t) dt — (“F”(n) B FP(%))
EY p -

+["FL@ dt.

Loy
Or, d’aprés (i), F' est continue en 0% ; donc, nous avons

Fril
lim () = 0,
n—+oc np

D’autre part, d'aprés (ii)(a), nFP(n) < Cnl™P, ce qui entraine

/4
lim nF¥(n)
200 P

= (.
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Ainst, en fadsant o oo dans T suite d'égalités ci-dessus, on oblient, par le
théoreme de la convergence monotone,

P - p—1 1 P ¢
FP(t) dA(f) FP(0).£(0) dXD) + /[Omlf (1) dA(1).

/10,00] [0,00]
Remarquons que FP est continue sur [0, +oo] (voir (i)) et que, pour x "+ 1,
cr b . P
FrP(z) < —- Donc, f FP(t) dt est convergente et, d’aprés le thdoréme 5.2,
x 0

coincide avec /[ [F?’ (t) dA(t) < +00. Ainsi
0

/0 TR dt =g /[Om[ FPY1).£(b) dA(2).

Maintenant : [F”“l(t).f(t) dMt) < +oo et done, d’aprés le théoréme 5.2,

0,00

O
cette intégrale coincide avec / FP=Y(#).f(¢) dt. Le résultat est donc démontreé.
0

(c) Supposons dans un premier temps que f > 0 et donc F > 0. Ou a,
d’aprés (ii)(b),

p_ [ = [ gt
W (B = [T PP dt =g [T P05
et, en appliquant U'inégalité de Holder,
(No(F))" < qNp(f).No(FP~1) = qNp(£)-Np( FYP.

Comme N,(F) < 400, on déduit : Np(F) < gN,(f).
Revenons maintenant au cas général, c’est-a-dire f de signe guelconque. P’o
sons g = |f| et considérouns la fonction G définie par

G == [“oe)d,

x

si z > 0, et G(0) = {f(0) |, sinon. D'une part g > 0 et Ny(f) = N,(y);
d’autre part, puisque |F| < G, on a Np(F) < Np(G). Ainsi, grace a 'inégalité
démontrée dans le cas positif, on déduit

ND(F) < Np(G) < QN:O(Q) = qu(f)'
Le résultat est donc démontré.

{iii) Pour n > 1, considérons la fonction continue f, définie, pour z > 0, par

f() si 0<z<n;

1 1

—— i <z< -

falz) = nf(n) <n+n x) si n_z”n+n,
0 si zz2n+4+—;
n
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Ju coimcide avee f osur Vintervalle [0, 7], est affine sur Uintervalle [n,n + ] ot
7

1 .

s’annule sur [n+—, +oo[. Considérons alors, pour n > 1, la fonction F, définic
n

par

1 T
Fy(z) =~
w@) =< [ i) d,
siz > 0 et F,(0) = f,(0), sinon. D’aprés (ii)(c), on a 'inégalité
Np(Fa) < qNp(f2). (62)

D’une part, puisque la fonction f est bornée en valeur absolue par une con-
stante notée M, nous avons

Nl 137 = [ 150 — futtyp ar < PHF

n

et done, (fn)new converge en moyenne d'ordre p vers f ; en particulier, grace
& la remarque 9.6,

n}_{{{loo Np(fa) = Np(f). (63)
D’autre part, grice i 'inégalité de Holder, pour z > 0,
1 T
P =Rl < |10 = £@)] @t
< —Ny(fa = HNy(Lpat) = 2 FNplfo = F):

Ainsi la suite F, converge simplement vers la fonction F. C’est alors que nous
pouvons conclure :

WPy = [TIF@P

o0 .
[ lim Fa (0 dt
< lim ﬂg /0 ” |Fo(t)P dt  (d’apres le lemme de Fatou)
< g lyibr_r} ig)f (Ny(fa))P  (d’apres la relation (62))
< @N(f)P (d’apres la relation (63)).

k(k +1)

Corrigé 9.17 Posons, pour A > Ly =14+ k= . Soit main-

tenant n > 1 ; come la suite (ug)gs1 est strictement croissante et que u; = 1,
il existe un unique entier k > 1 tel que

=14+ +hk<n<l+ -+ k+1)=up.
Par conséquent, il existe une unique paire d’entiers (k, j) telle

n= (4 +k)+7j;
k>1; (64)
0<j<k

S0 L0rriges Ges oxXerelees bk
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La paire (k,7) dépend de Yentier n choisi an départ.  Dans la suile nous
noterons done cette paire (k(n), 7(n)) ot cn particulier nous avons

lim k(n) = +o0,

N0
puisque :

(k(n) + 1)(k(n) +2) _ (k(n) +2)°

n<l+4--+(kin)+1)= 5 5

et k(n) > v2n — 2.

Considérons alors la suite de fonctions (f,,)n>1 définie, pour n > 1, par

fa= j(n)=1 i(n)  j{njtiqs
T T s A
Pour bien comprendre comment sont construite ces fonctions, il est conseillé
au lecteur de dessiner leurs graphes pour n allant de 1 jusqu‘a 10.
1
D’une part, Ny(fn) = —— ; et donc, lim Ny(f,) = 0 ; la suite (f,,)n -
fC n T Nn-+400
converge donc en moyenne d’ordre p vers la fonction nulle. D’autre part,
soit z € [0,1] et & > 1 ; il existe un entier j compris entre 0 et k tel que
PR | +1

s < 2~ = et fi(z) =1, ce qui s’écrit grace a la relation (64),
L w2 25 e ff(@) = 1, ce qui sécrit grice 3 la relation (64)

fk(k2+1)+3.(.’z) = 1.

1l existe donc un entier & > k& tel que fw(z) = 1. La suite (fu)nz>1 ne peul
donc pas converger simplement vers la fonction nulle presque partout.

Corrigé 9.18 D’apreés le théoreme 9.11, il existe une sous-suite de (fn)ne v,
notée (fymn))new, convergeant simplement vers la fonction f sur une partic
mesurable T de I'espace X dont le complémentaire est u- négligeable. Soil.
maintenant = € T ; en faisant n — +oo dans U'inégalité |femy(z)] < M, on
obtient | f(z)] < M. Cela exprime que |f| < M presque partout.

Corrigé 9.19 (i) Nous savons que @ est de mesure nulle, donc 1g = 0 presque
partout et Ig = 0.

(ii) Montrons que la fonction 1, n'admet pas de représentant continu. Raison
nons par I'absurde en supposant qu’il existe une fonction f continue telle ¢ue
Ik, = f ou en d’autre termes f = 1R, presque partout. Il existe un ensciuble
négligeable N tel que f = 1g, sur R\ N ; en particulier, pour tout z € R_\ N,
flz) = 0. Comme A(R_ \ N) = +o0, R_\ N est une partie non vide de It
et donc, il existe un réel négatif a tel que f(a) = 0. De méme, on prouve
Pexistence d’un réel positif b tel que f(b) = 1.

Considérons maintenant la partie O = f~1(]0,1[). Comme la fonction [ esl.
continue (et que ]0,1[ est un ouvert de R), O est un ouvert de R ct (7 est
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non vide, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. 11 existe douc un
intervalle de la forme |, 8] (@ < B) inclus dans O et

AMO) 2 M, ) =B~ e > 0. (65)

D’autre part, par définition de O, si z € O f(z) # 1g, (z) et donc z € N.
Ainsi, on a l'inclusion O C N et

AMO) < A(N) =0. (66)
Les relations (65) et (66) fournissent la contradiction.

(iii) Montrons que A = LP. En effet, soit ¢ € LP; choisissons un représentant f
de ¢. Considérons alors la fonction g qui coincide avec f sur R* et qui s’annule
au point 0. Il est clair que f = g presque partout et, par la proposition 2.15
(ii) et (i), g est mesurable ; donc, ¢ =g € A.

(iv) Soit ({k)kew une suite d’éléments de B convergeant en norme N, vers un
élément ¢ de LP. Par définition de ’ensemble B, pour tout entier k, il existe
un représentant fi de (x tel que fi = 0 sur Pintervalle [0,1]. Alors si f est un
représentant de ¢ la suite ( fi)renv converge en moyenne d’ordre p vers f. Grace
au théoreme 9.11, il existe une sous-suite ( f4(x))kenv et un borélien N de mesure
nulle tels que (fg(x))kew converge simplement vers f sur le complémentaire de
N. En faisant ¥ — +o0 dans la relation

foey =0 sur [0,1]N N,

on obtient f = 0 sur [0,1] N N. Considérons alors la fonction g qui coincide
avec f sur R\ N et qui s’annule sur N ; f = g presque partout et g=20
sur [0,1]. De plus, par la proposition 2.15 (ii) et (iii), il est clair que g est
mesurable. Donc, { =7 € B et ainsi 'ensemble B est fermé.

10 PROBLEMES NON CORRIGES

10.1 Probléme 1

On désigne par A la mesure de Borel induite sur [0, 1].

Soit f une fonction mesurable définie sur [0, 1], & valeurs dans R. Ou ddfinil.
la fonction H; de R dans R de la maniére suivante : pour tout nombre réel
a > 0, on pose :

Hyo) = [ 17(0) =l dA(1).

On justifiera briévement que la fonction Hy est bien définie.
On notera
my = inf{H;(a): a € R}

et
Sf={aeR: Hi(a) =mys},

ol respectivement my désigne la borne inférieure des valeurs prises par //; cl.
Sy représente I’ensemble des points oli cette borne inférieure est atteinte.

Partie A
On se propose dans cette partie de se familiariser avec la fonction Hj.

(i) Expliciter la fonction H; dans les deux cas suivants

e f(t)=tpourt € 0,1];
. f:l[

Bl

].

i

Constater sur ces deux exemples les résultats suivants :

e H; est continue sur R ;

e Hy est dérivable en un point « si et seulement si A({f = «}) 0.

(ii) Pour a réel non nul, quelle relation existe-t-il entre les fonctions /4,
et Hy, puis entre les nombres mq; et my 7

(ili) Montrer que my > 0.
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Partie B
Ou se propose dans cette partie de montrer que la fonction H 7 atteint sa borne
inférieure en au moins un point (i.e. Sy # §).

(i) Montrer que H; est une fonction continue sur R.

(ii) A laide de I'inégalité triangulaire |a — b > [b] — la| (pour a, b dans
R), montrer que l 'lim Hi(a) = +oc.
|00

(iii) Conclure.

(iv) Que peut-on dire sur la fonction f si m ;=07

Partie C
On se propose dans cette partie d’étudier la dérivabilité de la fonction H I3
noté plus briévement H.

(i) Expliquer pourquoi on ne peut pas utiliser le théoréme du cours sur
la dérivabilité sous le signe intégral.

(ii) Soient u > 0 et o fixés. Montrer que

H(a+u)—H(a) =uw[A{f <o}) - A{f > a+ u})] + R{u)

avec R(u) = / [2(a — (1)) + 1 dA(2).
) {a<f<atu}
Indication : on utilisera la décomposition

Ol ={f<o}ufa<f<atulU{f>a+ul},
ainsi que la définition méme de H.
(iif) Montrer que |R(u)| < 3ui({a < f < a+u}).
. A i1 (7)) . o
(iv) En déduire 111%1+ — = 0, puis que la dérivée & droite en o, notée
H (a) existe. Donner sa valeur.

(v) En reprenant un argument analogue aux questions précédentes, mon-
trer que la dérivée & gauche en o existe et vaut

A{F <a}) = A({f 2 o}).

(vi) Conclure que H est dérivable en « si et seulement si

A{f=a})=0.

1L Probléme 2049

Partie D
On se propose dans cette partie de caractériser l'ensemble Sy, Pour cela, on

pose :
I={aeR: M{f>a}) - M{f <a})<0};

J={aeR : A{f <a}) - A{f 2z a}) <0}

(i) En remarquant que les intervalles [ et J sont définis & partir de fone-
tions monotones, montrer qu’ils sont respectivement de la forme [, +00)]
et {ay, +00[, oll ay et ay sont deux réels.

(ii) A l'aide de la partie C, démontrer que Sy C I N J, puis, & laide de
la partie B, démontrer que oy < ay.

Dans la suite de cette partie, on se propose de démontrer que Sy = I N.J.
(iii) Conclure dans le cas oll oy = .
{iv) On suppose dans cette question que oy < a.
(a) En utilisant la définition de I et J, vérifier que
M{f > ar}) SA{f € ar});
A{f <as)) = M{f z as});
(b) en déduire que
Mar < f<ag})=0et A{f 2 as}) = A{f < as}).

(c) Conclure que la fonction Hy est constante sur I N J, puis que
Sp=1InNJ.

(v) Expliciter Sy si la fonction est croissante et continue.

Partie E

Soit (fn)new une suite de fonctions intégrables sur [0,1] convergeant vers f
dans £1(]0,1]). Soit de plus, pour tout n, ¢, un point ot la fonction 1/,
atteint sa borne inférieure, ie., o, € Sy, (voir partie B).

(i) Montrer que la suite () est bornée {on utilisera, aprés justification |
les inégalités Hy, (or,) < Hy, (0) et une inégalité triangulaire) ; en déduire
que I'on peut trouver une sous-suite {c,, )x qui converge vers un nombre
noté @.

(i) Montrer que @ € Sy.

(ili) Si les fonctions f,, (n € N) et f sont continues, démontrer que In
suite (av,) est convergente de limite 'unique point de Sy.
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10.2  Probléme 2

Soit, f : R — R une fonction borélienne vérifiant 'une des conditions suivantes
(CH f20;
(C2) f € LY(R).

On définit alors, pour z € R,

Fay=[  far
[x—1z+1]

ot A désigne la mesure de Lebesgue sur IR.

(1) Donner un exemple de fonction vérifiant (C1) mais pas (C2), et vice
versa.

(ii) Montrer que la fonction F est bien définie sur R.
(iii) Calculer F lorsque f(t) = |t|, pour tout ¢.
(iv) On suppose que f vérifie la condition (C2).

{a) Montrer que F est continue sur R.

(b} Montrer que F est dérivable presque partout sur R et en donner
sa dérivée ; que dire de f si F' est une fonction constante.

(¢} Calculer . ]]ini F(x).
(v) Dans les deux cas, calculer /]R F' dX (on justifiera son existence).

10.3 Probleme 3

Soit f € L&([0,1], B([0,1]), Moy et o, 8 deux réels strictement positifs.
Pour (u,v) € [0, +cc[?, on pose :

out) = [ s @)~ £ O @ X))

(i) Pourquoi la fonction f est intégrable sur [0,1] ?
(ii) Montrer que g{u,v) est bien définie et que
lg(u, v}l < 2Mi(f).

(iii) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(A1) Ja € R, f = a presque partout sur [0,1];

ER TR B A A RL RS AR R EL R i 3

(A2) F(uop, vo) € [0, +oof?, g(ue, vo) = 0.
Dans ce cas, que dire alors de g{u,v) 7

(iv) Montrer que g est continue sur [0, +oo[?.

(v) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur [ pour que
g soit une fonction constante.

(vi) Calculer g(1,0) lorsque f(z) =z, pourz € [0,1], @ = 2 ct F = |.
(vii) On suppose dans cette question que 3 = 3. Montrer que

1

/]0 oof? g(u, v) dA @ A)(u,v) = 5 M AN @ ), ).

[0,3]2 sl Tl

1 .
(a) Si = T montrer que g est intégrable sur [0, +oc[?.

(b) On suppose maintenant que o = 1 et que f est dérivable en 0
avec f'(0) # 0.

(o) Montrer que, pour tout a > 0,
/ Md()\@)\)(:c,y)=+oo.
ba? Y

() Conclure dans ce cas que g n’est pas intégrable sur [0, +oo”.

10.4 Probleme 4
Soit o, p et ¢ trois nombres réels fixés tels que

1 1 1
1 <p<+oo, —+E=1, a>—§(donca>—1.)
Si f est une fonction de puissance p-itme intégrable sur [0, 1], pour la mesure
de Borel restreinte 3 [0,1] notée A ( f € £LP([0,1], A)), on note classiquement
No(f) la norme de f dans £F :

Ny(f) = ( Jos

s

]

P i)
et on pose, pour tout x dans {0,1] :
Gi(x) = /m Iz — ul® f(u) dA(w).

(i) En appliquant I'inégalité de Holder, montrer que G £() est bicn détinic
et est finie, pour tout z de [0, 1] et pour toute fonction f de LP(|0, 1], )
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I

(i) Dans cette question f est la fonction constante égale a 1 sur [0, 1].
Calculer G4, puis la borne supérieure, notée M,, de G, sur [0, 1].
f f

(iii) Expliquer pourquoi £P([0,1],A) est contenu dans £1([0,1],)). Si f
est dans £7([0,1], A), montrer, en appliquant le théoréme de Fubini que
Gy appartient & £1([0, 1], A) et que

Ni(Gy) < MaN:(f).

(iv) Soit f une fonction fixée dans LP([0,1],A) ; on s’intéresse & la con-
tinuité de la fonction Gy sur l'intervalle [0, 1].

(a) Montrer que, pour & > 0, un théoréme du cours permet de
conclure a la continuité de Gy, mais ne le permet pas si a < 0.

(b) Montrer, par une intégration par parties, que si k£ est une fonc-

tion de classe C! sur [0, 1], alors la fonction Gy est continue sur
[0,1].

() Soit (fy)nen une suite de fonctions de £([0,1], A) convergeant
en moyenne d’ordre p vers une fonction f élément de LI ([0, 1], A).
Montrer que la suite de fonctions (G, Jnen converge uniformément
vers Gy sur [0,1] ;

(d) en déduire que G est continue sur [0, 1].

(v) On suppose & = 2. Pour f fixé dans £7([0,1], A), développer G;. En
déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction G
soit convexe sur [0, 1].

(vi) On suppose a = 1. Pour f fixé dans £P([0,1], A), développer G.
Montrer que si f est continue, G est de classe C? et donner une condition
nécessaire et suffisante pour que la fonction G soit convexe sur [0, 1].
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inégalité de Holder, 180
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lemme de Fatou, 78
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mesure, 41

mesure absolument continue, 127
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mesure produit, 44, 141
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principe de recollement, 23

Radon-Nikodym (théoréme de), 128
relation d’ordre, 2

serni-norme N, 179

semi-norme N, 179

o-additivité, 41

o-sous-additivité, 42

stabilité d’une mesure par limite, 42

théoréme d’approximation, 77
théoréme de convergence dominée, 80
tribu, 21

tribu borélienne, 22

tribu discrete, 21
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