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AVANT-PROPOS 

Ce livre s'adresse aux étudiants de licence de mathématiques, de œrlnim; 
seconds cycles des universités, aux agrégatifs, aux élèves des grande;; 
aux élèves des écoles d'ingénieurs s'initiant à l'intégrale de Lebesglln et (,tllill 

à leurs enseignants. 

Ce recueil se place à un niveau accessible au maximum d'étudiauLH 
suivi l'enseignement des premiers cycles universitaires ou des classe;; pr{,pn1'll 
toires. Il nous a semblé intéressant de mettre à leur disposition un 011 V ra)',!' 

couvrant l'ensemble de l'initiation aux théories de l'intégrale et de la. IlWHII1'(" 
tout en restant élémentaire et sans multiplier les compléments de cour:-: 011 II'H 

exercices trop sophistiqués <lui ne sont pas adaptés à leurs besoins. 

En particulier, nous avons voulu faciliter le passage du premier cycle a.1I H(' 
cond cycle, soit en introduisant un certain nombre d'exercices traitant ICH COll­

naissances de base indispensables au développement de la théorie (par 
la dénombrabilité ou le calcul ensembliste), soit en évitant de recourir ii. II(,H 
notions qui ne sont souvent plus abordées dans l'enseignement actuel (t<%'H 
les sommes de Darboux) ou qui ne feraient qu'alourdir le cours (tels les clam, 
ou la complétée d'une mesure). 

De même, nous nous sommes efforcés de proposer à la fois des exercjC('H 
d'application immédiate du cours et d'autres, plus élaborés, nécessitant du,vall 
tage de réflexion. Nous avons également voulu aider au maximum l'étudiallt. 
en lui fournissant une rédaction détaillée des 

Si la plupart des exercices fait pa.rtie d'un fonds commun tombé pour aiw.;j 
dire dans le domaine public, certains sont originaux et pourront compl()1.(~r la 
palette des exercices à la disposition des enseignants. 

Un grand merci à nos collègues qui ont collaboré à notre enseignement. aimü 
qu'aux étudiants qui nous ont permis de tester la quasi-totalité des excrc1C('l-; 
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CONSEILS D'UTILISATION 

1. Bien connaître son cours 

Le lecteur doit tout d'abord bien étudier le cours qui lui est enseigné. Pour 
faciliter le lien entre ce cours et nos énoncés, il aura intérêt à parcourir le 
résumé du cours que nous avons introduit à la tête de chaque chapitre, en 
portant une attention particulière aux notations. 

2. Comment choisir ses exercices ? 

Chaque exercice est repéré à l'aide d'un code. 

• 	 Le sigle (*) désigne une application immédiate du cours dont la résolution 
nécessite uniquement la compréhension des définitions et des résultats 
cités. 

• 	 Le sigle (* *) désigne un exercice que l'étudiant moyen doit savoir résoudre 
à la fin de l'enseignement. 

• 	 Le sigle (* * *) désigne un exercice plus technique ou plus astucieux 
nécessitant une idée extérieure aux connaissances de base. 

Il est bien sùr recommandé au lecteur de commencer par les exercices (*), 
qu'il doit savoir traiter avant de passer aux autres exercices. Puis l'étudiant se 
concentrera sur les exercices (* *) ; les exercices (* * *) sont réservés aux plus 
curieux. 

3. Chercher longuement avant de regarder les solutions 

Les corrigés sont séparés des énoncés pour que l'étudiant ne soit pas tenté de re­
ga.rder trop rapidement les corrections. Il est infiniment plus utile de chercher à 
fond quelques exercices que d'apprendre par cœur les corrigés d'un grand nom­
bre. En effet une réflexion approfondie sur un exercice permet à l'étudiant de 
dôve!opper son imagination en essayant plusieurs pistes de résolution et ainsi de 

(;IIWWII811'11/l1I8;11./01l 	 1.'\ 

11Ii(~IIX (:olllpl'endl'e 1'(~w';('llIhl(~ tIu COUI'H d tlp fi() falllilinriHcr a.V{)C 

dc LOII!,eH leH llotionH qu'il doit. maÎLrifiCl'. 

4. Se tester pour l'examen 

Dans le dernier chapitre, le lecteur trouvera des problèmes non eon'ip/,K iHHIIH 

des examens de la licence de mathématiques à Limoges posés ent.re l!l!) 1 d. 
1995. De plus, le lecteur trouvera dans la bibliographie quelques ouvrag(,H qlli 

complètent le présent livre. 
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NOTATIONS GÉNÉRALES 

On utilisera les notations uselles suivantes: 

N : ensemble des entiers naturels 
N* : ensemble des entiers naturels non nuls 
2N : ensemble des entiers naturels pairs 
'll : ensemble des entiers relatifs 
~ : ensemble des nombres rationnels 
~~ : ensemble des rationnels strictement positifs 
R : ensemble des nombres réels 
R* : ensemble des nombres réels non nuls 
R+ ou [0, +00[: ensemble des nombres réels positifs 
R~ ou ]0, +00[: ensemble des réels strictement positifs 

On note les intervalles de R sous la forme [a, b], la, b], [a, b[, la, b[, ]- 00, a], 
00, a[, lb, +oo[ et enfin lb, +00[, où le réel a est plus pet.it que le réel b. 
Soit f une application de X dans Y (ce que l'on écrira f: X --+ Y); si A 

est une partie de X, la restriction de l'application f à la partie A sera notée 
f, A· Si B est une partie de Y, 

rl(B) = {x EX: f(x) E B} 

représente l'image réciproque de B par l'application f. Dans le cas où la 
fonction f est à valeurs réelles : X --+ R) et si B est une partie de R, on 
utilisera l'écriture simplifiée 

{J E B} 

pour ER: f(x) E B} = f-l(B). Par exemple, si b est un réel, on écrira 

< b} (ou bien {f E 1 - 00, b[} ) 

comme écriture simplifiée de {x EX: f(x) < b}. 

Si A est une partie de X, la fonction indicatrice de A, notée lA, est définie, 
pour x E X, par 

1(x) = {l s~ .7: EA; 
A 0 SI xfj.A. 

Enfin, si A et C sont deux parties de X, la différence C\A désigne la partie 
constituée des éléments qui appartiennent à C mais pas à A. 

1 GÉNÉRALITÉS 

1.1 Parties et familles de parties 

Nous allons nous placer sur un ensemble X quelconque. Une attention parti· 
culière sera donnée à cette section afin de ne pas confondre une pmtin (k X 
et une famille de parties de X et les différentes relations qui existent ent.re œH 

deux notions. Pour les distinguer, les parties de X seront notées par deH Id(,n~H 
capitales comme Y, Z, A, ... tandis que les familles de parties seront lIo1l~(~H il. 
l'aide de lettres en cursive comme M, T, A, .... Remarquons 
A de X se met sous la forme 

A = fai: i E I}, 

où, pour tout i, ai est un élément de A et qu'une famille de parties se met HOIIH 

la forme 
A={Ai: iEI}, 

où, pour tout i, A est une partie de X. 

Inclusion. Pour deux parties A, B de X, la relation A c B signifie (pH! 

l'appartenance à A entraîne l'appartenance à B. En général, pour démontrn 
une inclusion du type Ac B, on suit le schéma suivant: 

Soit x E A ; . . . . . '. Donc x E B. 

Pour deux familles de parties A et E, AcE signifie que toutes les partiPH 
constituant l'ensemble A sont aussi dans E, ce que l'on peut écrire: 

VAEA,AEE. 

Union et intersection. Si (Ai)iE] représente des parties de X, alors la 
UAi (resp. nA;) est définie par : 
iEI iEI 

xE U si et seulement si, il existe i E J, x E A. 
iEl 

(resp. x EnA; si et seulement si, pour tout i E 1, x E A;). 
iEI 
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Si (A'),/EJ représente dCl:l familles de de X alors la famille de 
UAi (rcsp. nAi) est constituée de qui appartiennent à au moins un 
iE l iEI 

des A) (resp. à tous les 

Par exemple, si X = N et si l'on choisit 

A= 2N,0} et B 2N, 

nous avons EA,AstBetAnB {2N,0}. 

1.2 La droite achevée 1Ft 

On définit la droite achevée .IR comme étant la réunion de .IR et de deux autres 
points notés +00 et -00. 

Prolongement de l'addition. On pose pour +00 : (+00) + (-00) n'a pas 
de sens à priori, (+00) + x = +00 (si xE R) et (+00) + (+00) = +00. On 
procède de la même manière avec -00. 

Prolongement de la multiplication. On pose pour +00 : 

-00, =-00 x< =0, 

+00 x> 0) et +00. 
On procède de la même manière avec -00. 

l"\.{;l,eIlLlOIl, il faut être prudent dans les calculs car nous n'avons ni une structure 
de groupe, ni une structure d'anneau. En général, lorsque tout est bien défini 
une égalité vraie sur .IR devient vraie dans .IR. En particulier si l'on se place sur 
.IR+ U{ +oo}, l'addition et la multiplication sont associatives et la multiplication 
est distributive par rapport à l'addition. 

1.3 Ensembles ordonnés 

On rappelle qu'une relation binaire::::: est une relation d'ordre sur un ensemble 
X arbitraire si elle vérifie les trois conditions suivantes: 

(i) 	pour tout x X, x ::::: x (réflexivité) ; 

pour tout E , si x ::::: y et y ::::: x alors x y 

pour tout y, z) E X3, si x ::::: y et y ::::: z alors x ::::: z 

On dit que l'ordre est total si deux éléments quelconques de X peuvent être 
et que l'ordre est partiel sinon. Une suite (xn ) d'éléments de X sera 

croissante (resp. décroissante) si : 

Xo ::::: Xl ::::: ... ::::: X n ... (resp. Xo 2: Xl 2: ... 2: X n 2: ... ) ; 

la suite est monotone si elle est croissante ou décroissante. 

1.•'1 /';wi{'lIlil/(','I Im/I)/I!I(:,'I 	 :\ 

LI 

) La rdatioll usuelle::::: snr H est HUC rdatioll d'ordre t.()t.a.I(~ Slll' UL 

(2) En complétant la relation usuelle::::: de IR "ur lB par: 

00::::: x,x::::: +00 (x E.IR) et - 00::::: +00, 


(.IR,:::::) est encore un ensemble totalement ordonnée. 


(3) Si E est un ensemble quelconque et si X = P(E) désigne l'ellselllhlt, 
des parties de la relation d'inclusion C est une relation d'ordre (l'ordre 
est partiel dès que E a au moins deux éléments 

de E dam; Ut, la. 
relation::::: définie par: 

f::::: g pour tout xE E, f(x) ::::: g(x) 

est une relation d'ordre (l'ordre est partiel dès que E a au moins dnllX 

éléments) . 

X 

Dans les trois définitions suivantes, on considère une partie A de X et. '//1, 1111 

élément de X. 

Définition 1.2 (plus grand élément-plus petit èlement On dit que m I;sl 'Un 

plus grand élément (resp. plus petit de A si 

mEA 

pour tout a. E a.::::: m m< 

On montre que si cet élément existe alors il est 

On dit qu'un élément rn de X est '1/:/1 

liour tout a E A, a ::::: m (resp. m ::::: a). 

Définition 1.4 (borne supérieure-borne inférieure d'une partie). On dü 11'11.1' 

m est la borne supérieure (resp. inférieure) de A si l'ensemble des majornnl.'i 
(resp. minorants) admet rn pour plus lietit (re8p. grand) élément. Dans cc (:/I..~, 
on notera m sup A et on dira que m est le plus petit des mn:iomnts 
minorants) de A. 

Si l'on choisit comme ensemble ordonné X = .IR muni de l'ordre usuel et eOlllllH' 

A = ro, H. alors: 
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• 11 n'a pas de plus élément tandis que 0 est le élément 

• 	 l'ensemble des majorants de A est la partie [1, et donc, sa borne 
supérieure est 1 : sup A = 1. 

A partir de cette définition, on définit la borne supérieure (resp. horne inféri­
eure) d'une suite (a,t) , notée supan (resp. inf an), comme étant la borne 

nEN nEIN 

supérieure (resp. borne inférieure), si elle existe, de la partie {an nE 
Nous pouvons alors définir: 

Définition 1.5 (limite supérieure-limite infér'ieure d'une suite). Soit (an) une 
suite d'éléments de X. La limite supérieure (resp. limite inférieure) de la suite 

notée lim sup Œn (resp. lim inf an) est définie IJar la formule (dans le cas 
nEIN nEIN 

où cela est possible) : 

limsupan = an] (resp. lim inf an an])'
nEINnEIN 

Nous pouvons appliquer ces définitions aux différents espaces ordonnés 
rencontrés dans l'exemple 1.1 (2), (3), (4) et où les bornes supérieures et 
inférieures d'une partie existent toujours. 

• (Il, En particulier nous avons sup 0 = -00, inf 0 +00. 

• 	 (:F(E, Il), ~). En particulier si (fn) est une suite de fonctions de E dans 
lR on a, pour tout xE 

(liminf fn)(X) = liminf[(fn)(x)]
nEIN nEIN 

et 


sup fn)(x) = limsup[(fn)(X)]' 

nEIN nEIN 

• c). En particulier si (An) est une suite de parties de E on a: 

liminf u[n
nEIN 

mEIN n?:m 

{x E: xEAnà d'un certain rang} 


limsupAn U An] 
nEIN mEIN n?:m 

{X E E: x E An pour une infinité d'indices 

/.·1 ,"innt'.'i (Inlls Ut 1 lJ { 1 (XI' 	 r, 

L.4 Séries dans .Dl f- U { +00} 

La. d(~lillit.i()l1 suivante Hera utile lorsque l'on d61illira leH müSlll'es (voir 
:\). Si (an)nEIN est une suite dont les valeurs Hont prises danf! D.~+ U {+ou}, 011 
pose 

00 n 

Lak = Lak 
k=O k=O 

limite existe car une suite croissante dans lR converge dans lR). Alors I(~H 

propriétés algébriques sur les séries à valeurs dans lR+ sont encore valables ici; 
pa.r exemple, on a 

00 00 00 

• L(ak + ak + bk ; 
k=O k=O k=O 

• ~(Œ.ak) = Œ. (~ak) E lR+ U {+oo}). 

1.5 Dénombrabilité 

Définition 1.6 On dit ensemble est dénombrable s'il existe 'une iT/:i('('­

tion de A vers N. 

En d'autres termes, on montre qu'un ensemble est dénombrable s'il est soit. de 
cardinal fini soit en bijection avec N. L'énoncé suivant est fondamental dnlls 
la théorie de l'intégration 

Proposition 1.7 Une réunion dénombrable d'ensembles dénombrables est '/Ln 

ensemble dénombrable. 

Nous avons aussi : 

Proposition 1.8 Nous avons: 

(a) Un produit fini d'ensembles dénombrables est dénombrable; 

l'image d'un ensemble dénombrable par une a'lmlication est un en­
semble dénombrable. 

Par exemple, N 2 est un ensemble dénombrable tandis que nous avons: 

Proposition 1.9 lR n'est pas dénombrable. 
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1.6 	 Énoncés des exercices 

Exercice 1.1 

Les inclusions suivantes sont-elles vraies? 


(i) {[O, {O}} c 5], {On; 

b[: a,bE (Il} c {[a,b[: a,bE R}; 

(Hi) b]: a, b E 

(iv) [0, 1] C 

Exercice 1.2 H 
Prouver la formule: 

= n Bj)(UAi) (tt Bi) U 
iEI \JE] (i,i)E/X] 

Exercice 1.3 (*) 

Soit X un ensemble non vide et (An)nEIN une suite de de X. Pour tout 

n E N, on pose: 


n 
Bn der 	 U Ak. 

k=O 

(i) Montrer que la suite Bn est croissante. 

(ii) 	Prouver que 

+00 +00

U An U Bn 

n=O n=O 

Enoncer un résultat similaire sur l'intersection. 

Exercice 1.4 (* *) 
Soit X un ensemble non vide et (An)nEIN, (Bn)nEIN deux suites de parties de X 
telles que, pour tout n, {An, Bn} forme une partition de X. On suppose de plus 
que la suite (An)nEIN est croissante et que la suite (Bn)nEIN est décroissante. 
Prouver alors que 

+00 +00
{U An, n Bn} 

n=O n=O 

forme aussi une de X. 

/'(i /';1I0IWI'S dl's l'xl'n'/!'(,1l 

1';xl~rcke l.!) (*) 

Si (f, ct fJ i'I. HU { , rÙH()lIdn~ Hill' nu {+CXl} III. 


a +:1; = /J, 

l'~xercice 1.6 (*) 

Montrer que pour tous choix de a et de b dans R, on a les assertiollH :·mivallt.I~S : 


((\1'Cl:ER) <a==}Cl::S; ==} (a:S; b) ; 

(ii) ((\1' Cl: E R) (\1'il E < a et b < fi ==} Cl: :s; Sil). 

Exercice 1.7 (*) 
Soit X un ensemble non vide muni d'une relation d'ordre :S;, 

Si A est une partie de X, montrer que les deux assertions slIivalit/'H 

sont équivalentes : 

sup A existe et appartient à A ; 

(A2) A un plus grand élément. 

(ii) Montrer que toute réduite à un point admet une borne fHlpl; 

ricure et inférieure, 

Exercice 1.8 l* * 

Soit F l'ensemble des fonctions de R dans R muni de la relation d'ordn~ 


définie par 

J g {:::::} \1'x ER, J(x) S 


Montrer que la partie 

C {f E F: J est croissante sur Ret J(x) x pour tout x E Zl} 

admet un grand élément que l'on tJ\.~Jl1l,;lLtl 

Exercice 1.9 (* *) 

On munit l'espace R 2 de l'ordre lexicographique, noté :S;p, par la relation: 


{:::::} (a < c) ou (a cet b ::;(a, b) 

(i) Montrer que est une relation d'ordre total sur B? 
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(ii) Donner un exemple de partie bornée de I~? ni bome supé­
rieure, ni borne inférieure. 

Exercice 1.10 (**) 

On munit l'espace R 2 de la relation définie par: 


b) .:; (c, d) {:::::::;> a':; c et b .:; d. 

(i) Comment peut-on représenter géométriquement les bornes supérieures 
et inférieure d'une paire {(a, b), (c, d)} d'éléments de R 2 ? 

(ii ) Pour cette relation d'ordre, justifier l'existence et calculer: 

liminf(cos . 1f 
smn4')'nEIN 

Exercice 1.11 H 

Calculer lim inf An et lîm sup An lorsque les parties 
 décrivent successive­nEIN nEIN 

ment les arêtes d'un triangle. 


Exercice 1.12 (* *) 

Décrire lim inf An et lim sup An lorsque (An )nEIN est une suite monotone de 


nEIN nEIN 

parties. 


Exercice 1.13 (*) 
Montrer que si (An)nEIN et (Bn)nEIN sont deux suites de parties d'un même 
ensemble X, alors on a 

(i) lim inf An n lim sup Bn C Hm sup(An n Bn) C lim sup Bn ;
nEIN nEIN nEIN nEIN 

(ii) liminf An C liminf(An U Bn) C lim sup An U lim inf Bn.
nEIN nEIN nEIN nEIN 

Exercice 1.14 (* 
Quelles sont les limites inférieures et supérieures de la suite (An)nEIN de parties 
de X lorsqu'elle est définie par 

An [-1,2+ ~j si n est pair non nul; 

{ Il, . . An [- 2 - -,1 SI n est ImpaIr. 
n 

Exercice 1.15 (*) 
Si A est une partie quelconque de R, Ct un élément quelconque de R et si tout 
élément a de A vérifie Ct < a, avons-nous Ct S; inf(A) ? Peut-on dans cette 
dernière inégalité prendre une inégalité stricte ? 

t .fl ";tHIIII ,",""1 lI' " •• '\.~ ,. ". ,. 

1·:XI~rd('.(1 I.W ( A) 

Ni !\ est IlIW partie dt: 1n d, n (:st 1111 (;h;JlH!lIt d(: Ol! il. "Ion, 


< supA) ==} ( il existe (J. E A tel quo n < (1,). 

I<:xercice 1.17 (* *) 

(i) Si 	A et B sont deux parties non vides de U {+oo}, lllolltn'I' III 

formule 

sup(AB) = sup A sup B, 


où AB ~ {ab: a E A et b E B}. 

(ii) Etant données deux familles de réels strictement positiftl ((1./)" 1 pl 

(bi)iEI indexées par le même ensemble I, non vide, montrer la. l'dation 

sup(aib;) S; sup ai . sup b;. 
iEI 	 iEI 

A-t-on toujours égalité? 

(iii) Expliquer pourquoi les résultats des deux questions précédelll,('N SOllt 

compatibles, 

Exercice 1.18 (* *) 

Pour toute suite (an)nEIN d'éléments de R, établir l'inégalité 


lim inf an .:; lim inf an· 
n....-;o+oo n-++oo 

Indication: on pourra utiliser l'exercice 1.6. 

Exercice 1.19 (** . 

On rappelle qu'une suite (an) d'éléments de R converge vers un élément. d(~ H. 

noté a, si et seulement si : 

• 	pour a = +00 (resp. a -(0): 


'1 M > 0,3 n E 1'1 '1p ~ n ap ~ M (resp. ap S; -M) ; 


• pour a ER: '1 E > 0, 3 nE N, '1 p ~ n 1 ap aiS; E. 

Montrer que, pour une suite (an)nEN d'éléments de R, les a.ssertiol1s SlliVH.III.('K 

sont équivalentes: 

(Al) (an)nEN converge vers un élément de R ; 

(A2) lim inf an = lim sup an' 
n-++oo n-++oo 
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Exercice 1.20 (*) 
Calculer les limites inférieures ct supérieures des suites (an)nEIN et (bn)nEL'l 
dMînie.s par 

an (-Dn; 

ln + +
n+l 

Exercice 1.21 (* *) 

Sans utiliser les rappels de cours, montrer que N 2 est dénombrable. En dod"irû 


que Q est aussi dénombrable. 


Exercice 1.22 (* *) 

Si mEN, montrer que l'ensemble des parties à m éléments de N est 
dénombrable; 

en dédUIre que l'ensemble des finies de N est dénombrable. 

Exercice 1.23 (* * *) 

En utilisant la représentation décimale d'un réel de 
 prouver que 1[
n'est pas dénombrable. 

Exercice 1.24 (* *) 

Calculer limi~f fn et lim sup fn lorsque 
nElN nEIN 

si n est pair ; 
{ ~n : si n est impair. 

Soit une suite de de X : montrer que: 

liminf 

1.7 Corrigés des exercices 

Corrigé 1.1 L'inclusion (i) est fausse car [0, 1] ne fait pas partie des trois 
éléments [0,2], [0,5] et {O} ; l'inclusion (ii) est vraie; l'inclusion (iii) est fausse 
ear [0,1 [E {[a, br: a, b E lR} mais [0, 1[~ {[a, b]: a, bER} ; l'inclusion (iv) est 

'idemment vraie. 

1.7( dt'Ii t'XI'rdt·I'.'! 

Corrig;ô 1..2 L(~ r{~HIlIj,at. (~st Ilne illllllédial.p (h~H Slll 

valltes : 

:r (UiEl Ai) rl Bj) 	 Ç::::} (x E U,.EJ Ai) et 

Ç::::} E I, x Ai) et E J,:1; E 

Ç::::} 3(i,j) EIx J,x E Ai n Bj 

Ç::::} xE UU,j)EIXJ(A n Bj). 

Corrigé 1.3 (i) Nous avons Bn 	 ÜAk C (Ü Ak) U An+ 1 = Bn -f J, dOliC, 

k=O k=O 
croissante.la suite 

+00 +00 


De 
 C Bn on tire U An U Bn· Réciproquement, soit. 
n=O n=O 

+00 
X E UBn par définition de il existe un entier n tel que x E 

n=O 
Par définition de Bn' il existe un autre entier k < tel que x E EI\ 

+00 
particulier, on conclut x E UAk' 

k=O 
n 

(iii) 	Considérons la suite (Cn)nEIN définie, pour tout TL E N, par Cn = 

k=ü 


Alors on montre de même que cette suite est décroissante et que 

+00 

An nCn-
n=O 

+00 +00 

Corrigé 1.4 Posons A = U et B = n Bn; il faut démontrer que 


n=O n=O 


A B 0 et A U B = X. 

Suposons que A rl B '" 0 ; il existe x E An B et donc, deux entiers TL et m tdH 
que x E An et x E Bm' Supposons que n ~ m ; comme la suite 
décroissante ::r; E Bn' ce qui contredit le fait que {An, Bn} forme une p",rtitim 

Il 

nde X. On aboutit aussi à une contradiction en supposant que m ~ 
le fait que la suite (An)nEIN est croissante). 
Montrons maintenant que A U B = X. Soit x EX; pour montrer qun 
x EAu B, il suffit de vérifier que si ;r ~ A alors x E B. Supposons donc que 
x ~ A; pour tout n E N, x ~ An et, puisque {An, Bn} forme une partition (!P 
X, xE Bn. Ainsi x B .et le résultat est démontré. 

Corrigé 1.5 Discutons suivant les V'c1leurs de a et b. 
on se ramôlle Cas 1 : a, b R. Comme +00 n'est p&<; solution de 
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à IUW 0qnation fHlr lR et l'ensemble des solutions est S = {b a}. 
Cas 2: IL E lR et b = +00. Dans ce cas, on voit que S = { +oo}. 
Cas 8: b E lR et a +00. Comme, pour tout xE lR U {+oo}, a + x 
l'ensemble S des solutions est vide. 
Cas 4 : a +00 et b = +00. Dans ce cas l il est clair que S = Ru 

que l'existence et l'unicité d'une solution ne sont pas toujours 
satisfaites Duisoue (lR U f +001. +) n'est pas un groupe. 

Corrigé 1.6 Nous allons démontrer ces deux implications par contraposition. 

(i) Supposons que b < a ; il faut alors trouver un réel Ct tel que b < Ct < a. 
Pour cela, nous allons envisager quatre cas. 

a+b
Cas 1 : a et b sont réels. Alors Cl! = -2- convient. 

Cas 2: a +00 et b est réel. Alors Cl! = b + 1 convient. 
Cas 8: a est réel et b -00. Alors Œ = a 1 convient. 
Cas 4 : a +00 et b -00. Alors Cl! = 0 convient. 

UppVilVl1il que b < a ; il faut alors trouver deux réels Ct et fi tels que 
b < fi < Cl! < a. Pour nous allons envisager à nouveau ces quatre cas. 

a + 2b 2a + b 
Cas 1 : a et b sont réels. Alors fi = -3- et ()< 3 conviennent. 

Cas 2: a = +00 et. b est. réel. Alors fi = b + 1 et Cl! b + 2 conviennent.. 
Cas 8: a est réel et b -00. Alors fi = a 2 et Cl! a 1 conviennent. 
C'as 4 : a = +00 et b -00. Alors fi = -1 et Ct = 0 conviennent. 

Corrigé 1.7 (1) tA1) = sup A ; par hypothèse m E A 
par définit.ion de la borne 

Posons m 
Dmo m:::: a pour tout a A. Donc, m est le 

élément. de A. 
Si m est le plus grand élément de A, m est un majorant de A. 

D'autre part, soit x un autre majorant de A ; en particulier comme m E A, 
m :s: x. L'élément m est donc le plus petit des majorants. 

(ii) Si A = {a}, il est clair que a est à la fois le plus et le plus petit 
élément de A. D'après la question (i), A admet une borne supérieure (oui n'est 
autre que a) et, par raison de symétrie, une borne 

Corrigé 1.8 Si E désigne la fonction partie entière (rappelons que E(x) = k 
si k :s: x < k + 1), montrons que la fonction fo définie, pour x E R, par 

si xE 7l; 
fo(x) { E(x) + 1 si xlc71; 

est le plus grand élément de C. Pour cela, vérifions les conditions (i) et ~ll) que 
l'on trouve dans la définition du plus grand élément. 
(i) Il faut vérifier que, pour tout xE fo(x) = x et que fo est croissante sur 
R. La première propriété est lme immédiate de la de 

1. ( (;O/T/!('", (/('s ,'X,'l'c/n's 1:1 

-ccc :1; si :r E: :ri). COIlHi, I<~r( IIIHPour démontrer la denxi\mw 
d(H/x réeh; :r: et 'Y teIH que x :s: 'Y. Puü;oue 111 fonct.ion 
fOllction croissant.e. on a 

E(x) :s: E('Y)' ( 1 ) 

Nous allons maintenant envisager les quatre possiblités suivantes. 

Cas 1 : xE 7l et y E 7l. Alors, grâce à l'inégalité (1), on a fo(x) = III"" 
 • 

E(y) = fo(y). 

Cas 2: x 1c 7l et y 1c 7l. 
 Là aussi, grâce à l'Inèlrallte (11. on a 

+ 1 :s: E(y) + 1 = 
Cas 8: x E 7l et 'Y 1c 7l. Encore une fois. fi,en ut.ilisant l'melrallte (Il. on 

:s: E('Y) 
Cas 4 : x 1c 7l et y E 7l. Sous cette hypothèse, nous avons en particllli(~1' 

:s: x < 'Y et donc E(x) < y. Comme E(x) et y sont des entiers rclat.irH, 
on a aussi E(x) + 1 :s: y, ce qui s'écrit fo(x) = E(x) + 1 :s: y fo(y). 
Dans tous les cas, la conclusion est la même: fo(x) :s: fo(y). Donc, la fond.inll 

fa est croissante. 
Remarque: on aurait pu aussi le graphe de fa pour se cOIlvairlCm 
que fa E C. 

f un élément de :F et x ER; il existe un entier relati f k 

tel que 
k x<k+1. 

Comme f est croissante, f(x) :s: f(k + 1) k + 1 et donc, en remarquant. 'lIW 

k E(x), 
f(x) E(x) + 1. (2) 

Nous allons conclure f :s: fo en discutant suivcmt les valeurs de x. 

Cas 1 : xE 7l ; alors f(x) = x = E(x) = fo(x) ; en 
 < 

Cas 2 : x 1c 7l ; alors, la relation (2) entraîne 


+ 1) +1=< 

Corrigé 1.9 (i) Cette question ne présente pas de difficultés et est laissée Il.lI 

soin du lecteur. 

(ii) Prenons la partie de R 2 définie par P =1 - 1) 1 [ x {O}. MontroJlH 
que l'ensemble des majorants est égal à l'ensemble M = {(x, 'Y): x:::: 1}. Soit 
(x, y) un majorant de P; nous avons (a,O) (x,y) dès que a El-1,l[, œ 
qui s'écrit a < x ou = x et 0 :s: y) dès que a 1,1[. Si x < 1 on aura IIlIe 

contradiction en choisissant un élément a de 1 1, 1 [ tel que x < a < 1 ; dOllc 
x :::: 1. Réciproquement, il est clair que tout élément de M est un majorallt 
de P. Montrer maintenant que P n'admet pas de borne supérieure revi(~IIt. 
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il, prouver que NI n'a pas de plus petit élément. Supposons qlle (x, y) soit 
un plus petit élément de M ; alors comme (x, y - 1) est un élement de M, 
(x, y) (x, y 1), ce qui implique y ~ y 1. On obtient une contradiction; 
donc, M n'admet pas de plus petit élément et P n'a pas de borne supérieure. 
De la même façon, on démontre que P n'a pas de borne inférieure. 
Remarquons que le résultat devient vrai si l'on suppose de plus la partie fermée. 

Corrigé 1.10 (i) (x, y) est un majorant de la partie P = {(a, b), (c, d)} si 
et seulement si x ~ a, y ~ b, x ~ c et y ~ d, ce qui peut aussi s'écrire 
x max{a,c} et y max{b,d}. Ainsi l'ensemble des majorants de la partie 
Pest 

M = {(max{a, c}, max{b, d})} + R!. 
M a de façon évidente un plus petit élément qui est (max{a, cl, max{b, d}). 
La borne supérieure de la partie P est donc 

(max{a, max{b, d}). 

On montre aussi que la borne inférieure de la partie Pest 

(min{a, c}, max{b, 

En général, ces quatre points forment un carré non aplati dont les diagonales 
sont [(a,b),(c,d)] et [infP,supP]. 

Fixons tout d'abord un ent.ier m; l'ensemble {(cosn~, sinn~) : n ~ m} 

ne dépend pas de m et. est toujours contituée de huit points. En généralisant 
le résultat du m. il n'est pas difficile de voir que nous avons 

inf (cosn~, sinn~4) = (-1,
n2m 4 

Maintenant en varier m sur nous concluons 

liminf (cosn~4' sinn~) = sup[inf (cosn~4' sinn~)l = (-1, 1).
4 m n2m 4 

Corrigé 1.11 Soit (P, Q, R) un triangle non aplati du plan. Par hypothèse, 
nous avons par exemple 

[Pl si n == 0(3) ; 
An = [Q, Rl si n 1(3) ; { [R, Pl si n 2(3). 

De façon évidente, l'ensemble des points qui appartiennent à une infinité de 
An est la réunion des trois segments, soit 

limsupAn = U [Q, Rl U [R, 

tandis n'existe pas de points qui appartiennent à tous les An' pour nasse:?; 
grand, soit 

lim inf A~ = 0. 

1.7 (~(Irl'ig('s d('s ('X('/'('/('('S '" 

(:ol'l'ig{) l.12 qlle la ;';lIiL() ( Hoit. croÎH:mllL(,. (:0111'''1'1)1(''11)('111. 

ailS rappd(;()f'I ml d61Hlt. de 

hm illf A" U 13"" 
mElN 

"II IJm An. En utilisant la croissance de la suit.e 
n>m 

pOlir tout rn E N. Donc, on obtient: 

liminf
nElN U 

mElN 

l'ill' définition de la limite supérieure d'ensembles 

An = n Cm, 
nElN mElN 

où Cm = U En utilisant la croissance de la suite (An)nElN, Cm eHL lUit' 

n>rn 
suite constante. Donc, on obtient à nouveau la même limite: 

limsup = U Am· 
mElN 

l'ar un procédé analogue, si la suite (An)nElN est dôcroissante, nOIU-l aVOIlH \('H 

lim inf An lim sup = nnElN nElN mElN 

Corrigé 1.13 (i) Soit x E liminf Ar, n limsup ; il existe un entier /10 Il'1
nElN 

que x appartient à An' pour tout n ~ no, et plus x appartient à une il\lillij.('~ 
de Bn. Alors x; appartient à une infinité de An n Bn. La deuxième inclusioll 
est immédiate puisque An n Bn C Bn. 

(H) La premii~re inclusion est immédiate puisque An C An U Bn· 
Soit x E liminf(A n U Bn) ; il existe un entier no tel que 

nElN 

x; appartient à An U Bn' pour tout n? no· 

Supposons que x; 1. lim sup An ; x n'appartient qu'à un nombre fini de A" ('1.
nElN 

donc, il existe un autre entier nI tel que 

x n'appartient à aucun des Bn' pour tout n? nt· (1 ) 

Des relations , on déduit que, pour n max(no, nt), x E An, c(' 

exprime que x E An. AillSi la deuxième inclusion est démontrée. 
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Corrigé 1.14 Montrons que li~~~lf An [-1,1]. Comme [-1,1] C An pour 

tout n, nous obtenons une première inclusion [-1,1] C Hm inf An. Supposons
nON 

maintenant que x fi. 1,1]. Si x < -1, x n'appartient à aucune partie de 
la forme A 2p ; et si x > 1, x n'appartient à aucune partie de la forme A2pH ' 

Dans ces deux cas, on arrive à la même conclusion x fi. lim inf An, et ainsi la 
deuxième inclusion est démontrée. 
Montrons que limsupAn [-2,2]. Soit x E [-2,2] ; si xE [-2,0], x appar­

nEIN 

tient à toutes les parties de la forme A2p+1 et, si x E [0,2], x appartient à toutes 
les parties de la forme A2P ' Dans ces deux cas, on arrive à la même conclusion 
xE limsupAn et 2] C limsupAn . Supposons maintenant que x fi. [-2,2]. 

nEIN nEIN 
Si x < x n'appartient à aucune partie de la forme A2p et appartient seule­
ment à un nombre fini de parties de la forme A2p+1 ; donc, x n'appartient 
qu'à un nombre fini de parties An, ce qui exprime que x fi. Hm sup An. Un 

nEIN 
même raisonnement peut être fait si x > 2, et ainsi la deuxième inclusion est 
démontrée. 

Corrigé 1.15 Par hypothèse a est un minorant de A et, comme inf A est le 
grand des minorants, a inf A En prenant A =]0,1] et a = 0, on 

constate que l'on ne peut pas prendre une inégalité stricte. 

Corrigé 1.16 Démontrons cette implication par contraposée; supposons donc 
que, pour tout a E A, a ::; a. L'élément a est donc un majorant de A et, comme 
sup A est le plus petit des majorants, sup A ::; a. 

Corrigé 1.17 (i) Supposons tout d'abord que A ne soit pas bornée supérieure­
ment, c'est-à-dire, pour tout M > 0, il existe un élément a de A tel que a > 
alors sup A = +00. Comme B est une partie non vide de R~ U {+oo}, 
il existe un élément b > °de B ; nous avons sup B 2: b > 0, ce qui im­

supAsupB = +00. D'autre part, du fait que la partie {b}.A soit 
non bornée supérieurement et que {b}.A C AB, on déduit que AB est non 
bornée supérieurement et donc sup A.B = +00. L'égalité est donc vérifiée 
dans ce cas. Le résultat subsiste bien sür encore si c'est B qui n'est pas bornée 
supérieurement. 
Nous pouvons donc nous ramener au cas où A et B sont tous les deux bornées 
supérieurement et, dans ce cas, A.B l'est aussi et nous avons sup A < +00, 
sup B < +00 et sup AB < +00. 
Soient a un élément de A et b un élément de B. Des inégalités a ::; sup A 
et b ::; sup B, on tire ab :s: sup A sup B ; l'élément sup A sup B est donc un 
majorant de la partie AB, ce qui implique sup(A.B) :s: sup A sup B. 
Réciproquement, soient a un élément de A et b un élément de B ; ab étant un 
élément de AB, on a 

ab ::; sup(AB), 

1 ~ '11/111',(',.., (U'" (',"'II-ft f',"l 

1'1' qlli ('lI(,raÎII<', Il, ('HI. ILII réd Nl.rid.nlll<'IIL 

li :s: .~---'­
Il, 

('HL( ~('LL(' (kmÎ?,re inégalité étant vraie pour tont élément b de B, 
a 

1111 Il la iorant de B et donc 

supB:S: sup(AB) 
a 

1)(' lIIanière équivalente, nous avons 

a :s: sup(A.B) 
supB 

t'l, devient un majorant de A et donc l'inégalité inverse 
supB 

supA supB < sup (AB) 

('Nt. vérifiée. 

(ii) Soit j El; en multipliant entre elles les deux inégalités aj (Li d 

h) :s: sup b;, on tire 
KI 


ajbj ::; sup ai. bi · 

iEI 


1)one, sup ai' sup bi est un majorant de la partie {ajbj . j E J}, ce qui entraîne 
iE! iEI 

Nllp aib; sup ai· bi . 

il 1 iE! 

1';11 général il n'y a pas égalité; pour le constater il suffit de prendre l {1,2}, 

(/.1 = b2 = 1 et a2 = b1 = 2. 


Si dans la deuxième question de l'exercice, on pose A {ai: i E I} d 


f]= i E J}, nous avons A.B {ajb j : i E l et j E J}, mais 

I1.B ~ : i E J} est fausse en général. 


Corrigé 1.18 Soit Cl! un réel tel que 

a < lim inf an = sup[ inf an]' 
n~+oo m n~m 

l'exercice 1.16, il existe un entier mû tel que a < an ; en parti­

culier, a < an, pour tout n 2: mû. Cela entraîne sup an 2: a, pour tout ent!,,!' 
n>m 

m, et donc, d'après l'exercice 1.15, inf [sup an] 2: a. On conclut alors gràc(, ,'j 
mEIN n?m 

l'exercice 1.6. 
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Corrigé 1.19 (Al) (A2). On suppose que la suite ~an)nEIN converge vers 
lIU élément a de IR. Choisissons dans un premier temps le cas où a est réel. 
Soit é > 0 ; il existe un entier n tel que, pour tout g ~ n, 

al - é ~ a ~ al + é. 

Donc, en passant à la borne et inférieure de chaque côté des 
lités: 

sup ak - é ~ ct ak + é, 
k?:.p 

pour tout P n. Et en réitérant ce procédé 

ak é ~ a ~ ak + é. 

Compte tenu du fait que les suites (sup ak ) et (inf ak ) sont respectivement 
k?:.p p k?:.p p 

décroissante et croissante. les iné/lalités précédentes s'écrivent: 

ak - é ~ a ~ 	sup inf ak + é 
p?:,O k?:.p 

ou par une écriture condensée 

limsupak - E ~ a ~ liminf ak + é. 
kElN 	 kElN 

Cette dernière relation étant vraie pour tout é > 0, en faisant tendre é vers 0, 
on conclut 

limsupak liminf CLk. 
kElN kEIN 

entre limite supérieure et inférieure découle alors de l'exercice 1.18. 
Le cas où a n'est pas réel se traite exactement de la même 

(A2) (Al). Nous supposons maintenant limsupak = liminfak a. 
Choisissons dans un premier temps le cas où CL +00; nous avons donc 
liminf an = a,.] = +00. Soit M > 0; d'après l'exercice 1.16. il existenEIN 
un entier P 

I;jn~p, an ~ M. 

Cela exprime que la suite la1l )nEIN converge vers +00. 


Nous laissons le soin au lecteur d'appliquer ce type de raisonnement dans les 

autres cas. 


Corrigé 1.20 La suite (an )1lElN converge vers 0, d'après l'exercice 

limsupan = an O. 
nEIN 

1./ '/(}fllg(','-1 (J('S ('.\('1('1('(1.") 	 l!I 

( :011111 H1 b21) t 1 ~ -00, la suite (I)n)"UN n'(!st pa", borllée iHf(~riel!J'(,I[I('11L d, 

-00. Montrons maintenant que lim sup bn III 2. 1'0111' 
nEIN 

liXOllS tout d'abord un entier m ; on a 

_ { In(2 + si m est pair ; 
- In(2 + si rn est impair. 

en faisant varier m, on conclut lim sup bn sup bn = ln 2. 
nElN n?:.m 

Corrigé 1.21 (i) Il suffit de construire une injection de N:l vers JN. A 
un couple (n, m) de N 2 associons l'entier naturel 2n 3m 

. Par l'unieit~ de ln 
décomposition en facteurs premiers, cette application est et donc IN;~ 
est dénombrable. 

Bien sür il suffit de vérifier que ~: est dénombrable. D'après le (i), il sllflîl, 
de construire une injection de Q: vers JN2. A un rationnel x positif 11011 

nous pouvons lui associer l'unique paire q) de N 2 telle que x E, a,V('(' 1)
q 

et q premiers entre eux. Cette application est trivialement injective, donc, G,t 
est dénombrable. 

Corrigé 1.22 (i) Notons Pm l'ensemble des de JN à m éléments. NOliS 
pouvons supposer que rn ~ 1, sinon le résultat est immédiat. Pour proIlV(,r 

que Pm est dénombrable, il suffit de construire une injection de Pm vers IN. 
Notons Pl, ... ,Pm les m premiers nombres premiers de N ; à une partie A COli'" 
tituée des éléments al < 0,2 < ... < am associons l'entier naturel p~l . ... 
Par l'unicité de la décomposition en facteurs premiers, cette application (~St. 

injective et donc Pm est dénombrable. 

(ii) L'ensemble des parties finies de N est à Pm. D'après le cha.qlw 

Pm est dénombrable et comme nous avons affaire à une réunion d(mombrll 

la proposition 1.7 Dermet de conclure. 


Corrigé 1.23 Nous :i:LlJlJtlVll" au lecteur que, si 

E = {(Xi)i?:.l C {O, 1,"', 9}: Xi of 9, pour une infinité d'indices il, 
représentation décimale li E -> [0, 1[ Utlllllt, pour tOI!t,a.lors 

(Xi) E E, par : 

6((x;)) f;~i=O,Xl"'Xi'" 
,--cl 

est une bijection. 
Raisonnons par l'absurde en supposant que 1 [ soit dénombrable ; nous pOli 

vons donc écrire 
1 {xl, ... ,xn , ... }. 
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Posons alors, pour tout n E N, 8-1((xn)) (x;' k~l et considérons la suite 
(Y,)i?) de E définie, pour tout i ?: 1, par 

{ 6 si x! = 0;
Yi = si xl7.f O. 

Comme la i-ème valeur de la suite (Yi)i>l est différente de xL la suite (Yi);>l ne 
fait pas partie de l'ensemble {(xt), (xt),···, (xi), ...} et donc, 8-1((Yi)) ;"est 
pas élément de {Xl, ... , Xn, ...} [0, 1[. On obtient une contradiction, ce 
permet de conclure que R n'est pas dénombrable. 

Corrigé 1.24 (i) Si x El 00, OlU{~}UJl, +00[, la suite (fn(X))nEIN est con:­

tante; donc, !n(x) li~E~P !n(x) = 0 si x E R \ [0, lJ et 1 si x 2 

Supposons maintenant que x E [0, ~[U]~, lJ ; alors la suite (fn(x)) prend 

alternativement les valeurs 1 et O. Nous avons donc, à Tn fixé, fn(x) = 1 et 

par conséquent lim sup = inf[sup 1 ; de on montre que
nEIN m n~m 


!n(x) O. 


Soit x EX; nous allons deux cas: 
Cas 1: xE lim inf an. D'une nart. nous avons (x) 1. D'autre part, 

(x)) est constante et à 1 à partir d'un certain rang, 
nous avons aussi liminf lA (x) = l. 

nEIN n 

Cas 2: x r:. liminf (l". D'une part, nous avons luminfa (x) = O. D'autre 
~IN ft 

comme la suite (lAJX)) prend tme infinité de fois la valeur 0, nous avons, à 
m fixé, inf lA", (x) 0 et par conséquent 

n~m 

liminf = sup[inf
nEIN 

(x)] = O. 
m n>m 

2 ESPACES MESURABLES 

1)am; ce chapitre X, Y sont des ensembles non vides. 

2.1 Tribus 


Dôfinition 2.1 (tribu). Une famille (non vide) T de lJarties de X est n'lu' 


Irdm lorsa11'elle possède simtLltaném,ent les trois propriété8 suivantes: 


XETi 


\;:fT E T, X \ TET (stabilité par passage au complémentaire) ; 


par union dénombmbll).(iii ) EN, ET) ===? TnE T 

Les éléments de T sont dits parties T -mesurables (ou et (X, T) 
est avvelé espace mesurable. 

On déduit facilement de la définition d'une tribu les propriétés suivantes: 

Proposition 2.2 Une tribu est stable par union finie, intersection dénombndl/r' 
et différence. 

Exemple 2.3 Les familles de parties suivantes sont des tribus: 

(1) la famille T P(X) des parties de X est appelée la tribu discrôt,(: . 

(2) T est appelée la tribu grossière ; 

(:{) X {a, b, c, d} et T {a, b}, }. 

Définition 2.4 Soit (X, T) un espace mesurable et Y une quelcouqur' 

de X ; alors 1jy = {T n Y: TET} est une tribu sur Y tr'ibu tml'I' 

de T sur Y. 

Comme une intersection de tribus sur X est encore une tribu, nous pOUVOt1~ 
poser: 

http:IJ(;m.Ji
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Définition 2.5 (tribu engendrée par une famille de paTties). Soit C une 
.fil,nâlle de parties de X; l'ensemble des tribus de padies de X qui contien­
nent C, muni de la relation d'ordTe C, admet un plus petit élément noté t(C) 

est l'inteTsection de toutes les tribus contenant C et qui est appelé la tTibu 
engendrée par C. 

Exemple 2.6 

Si X 	= {a, b, c, d} et C = {0, {b, c, d}} alors 

{a},{b,c,d},X} ; 

si C = 0 alors est la tribu grossière. 

Définition 2.7 (tribu borélienne de Rd). Si X = JRd, la tr'ibu borélienne de 
dJRd, noté B(R ), est la tribu engendrée par l'ensemble des ouveds de Rd. Les 

éléments de B(JRd) sont appelés les boréliens de Rd. 

Définition 2.8 (tr'ibu borélienne de JR). Si X = la tr'ibu borélienne de 
est la tribu B(R) engendrée par les parties de R telles que A {+oo} ou 

A {-oo} ou A est un ouven de R. Les éléments de B(R) sont appelés les 
boréliens de R. 

Définition 2.9 (tribu produit). Si X XI x ... X et si 7i. est une tTibuX n 

SUT Xi, la tr'ibu pTOd~tit des tr'ibus ~, ... ,'In est la tribu Tt ... ® SUT X 
engendTée paT les pavés Tl x ... x Tn où Ti E 7i. pOUT'i E {l, ... , n} . 

Proposition 2.10 

(i) La tribu B(JR.) est engendTée paT les demi-dTO'ites ]- 00, a[ où a décrit 
R; 

(ii) la tribu B(R) est engendrée par les demi-droites achevées [-00, a[ où 
a décrit nt 

Proposition 2.11 Soit C une famille de pan'ies de X et Y une partie quel­
conque de X ; alors la tTibu trace de t(C) sur Y est engendr'ée par 

={CnY: CEC}. 

Corollaire 2.12 En particulier, nous avons .. 

(i) B(R) est la tribu trace de B(R) sur JR. ; 

la tr'ibu bOTélienne de [a, ,13] définie par B([a, ,13]) = B(R)I[a,,B] est la 
tribu engendrée par les parties A de [a,,8] qui sont les traces des ouverts 
de R sur [a, ,13]. 

:!.:J Nl/ld.Îw/s III/!,<;"rn/l/('s 	 :t.1 

2.2 Fonctions mesurables 

1)(mnition 2.13 (fonction mesurable). Soient (X, T) et (Y, V) deu:]; ('II]I(J,('(''<; 

'II/('snmbles ct f: X Y une application. On dit que f est (T, V)- mC8'IL1'II.1!l,' 

( II1/. si 
VV EV. f-l(V) ET. 

1)éfinition 2.14 Une application f: ]HP -+ JRq est (B(JRP), B(Rq))-w('­
.<il/,mble sera dite borélienne. 

Proposition 2.15 

mesumbles est mesumble.Une composée 

(ii) 	 Si f: X Y est (T, V)- me,mmble et Xo C X, alors flXo ('si, 
, V) -mesumble, 

(iii) (principe de recollement). Soit (l';)iEI une partition dénombmblc dl' 
X en éléments me.';urables. Une application f: X Y est (T, 
mesumble si et seulement si chaque restriction flTi est (7i1i' V) -me.'i'lt1'I/.­
ble. 

Théorème 2.16 (critère de mes~trabilité). Soient (X, T) et (Y, V) deu:J; 1:8­

li(}.ces mesurables et C une famille de parties telle que t(C) V. Alors mu 
application f: X -+ Y est mesurable si et seulement si pour toute parü(' 
C-mesurable C, (CÎ est T -mesurable. 

Corollaire 2.17 

(i) Une application f: X -+ JR. est (T, B(R))-mesurable pOUf' tmû 

a E H, {J < a} est T -mesurable. 

(ii) Une application f: lR? -+ Rq est bor'élienne si f est continue. 

Soient (X, T) et (1~, Vi), i E {l, .. ·, n}, des espaces mesumbles el 

fi: X Yi, i E {l, ... , n}, n aplJlications. Alors 

f = (!I, "', fn): X II
n 

1~ 
i=1 

est (T, ®?=l V;)-rnesurable si et seulement si, pour tout i E {l, ... ,11}, .f, 
est (T, Vi) -mesurable. 

Nous obtenons aussi comme corollaire de ce théorème la proposition suivante. 
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Corollaire 2.18 

Si f, g: X -} 111 sont (T, B(1I1)-mesumble, 'il en sera de même pour 

Àf (>' 
-
111), fg, max(f,g), min(f,g), j+, f et pour f 

1 
et f + g s'i ces 

deux dernières fonctions sont bien définies partout. 

Si (fn)nfN est une suite de fonctions de X veT'S (T, B(1R))-mesu­
rables! il en "em de même pour sup fn! inf fn! limsup et limÜlf fn­

nEIN 

2.3 Énoncés des exercices 

Exercice 2.1 (*) 

Etant donné un ensemble X, vérifier que l'ensemble T des parties de X 

sont dénombrables ou dont le complémentaire est dénombrable est une tribu. 

Comparer cette tribu à la tribu engendrée par les singletons {.r} où x décrit 

X. 

Exercice 2.2 (***) 

Plaçons-nous sur l'ensemble N ; comment caractériser la tribu engendrée par 

les Darties à trois éléments de la forme .{ n. n + 1, n + 2} où n décrit N \ {1}. 


Exercice 2.3 (* *) 

Soit X un ensemble 
 est une suite de tribus d'un en­

def 00semble X telle que, pour tout n E , est-ce que T = U T;. est 
n=O

aussi une tribu ? 

Exercice 2.4 (* * *) 

Plaçons-nous sur l'ensemble X .1"(111,111) des fonctions de 1R dans 111 ; con­

sidérons T = {A eX: si f E A alors, pour tout t E 111, ft E A}, où la 

fonction ft est définie, pour tout x E 111, par la relation ft(x) = f(x + 

Montrer que T est une tribu et donner les éléments de T de cardinal fini. 


Exercice 2.5 (* *) 

Soient 1 = [0,1], n = J x 1 et T la tribu des parties de 1 dénombrables ou 

dont le complémentaire est dénombrable (voir exercice 2.1). Soit A l'ensemble 

des parties r de n qui sont de la forme r = (Dl x I) U (I x D 2 ), olt Dl et D 2 


sont deux parties dénombrables de 1. Soit encore U l'ensemble des parties de 

n oui soit sont éléments de A, soit dont le complémentaire est élément de A. 


Montrer que l'ensemble U est contenu dans la tribu T ® T. 

Montrer que U est stable par passage au complémentaire Montrer 
aussi que A est stable par réunion dénombrable. 

2.:' d(,,,, (,xnn:ùn-; :Ar, 

Soit une suite d'éléments dont ehacun s'écrit 

r n = (Dn x l)UIl x 

On pose D n Dn ainsi que E = n En' r xI)Ull X 
nElN 

Montrer que l'on a la relation: 

(n rn)\rc(U Dn)x(U En). 
nElN nEIN nEIN 

En déduire que toute intersection dénombrable d'éléments de A etit. 
réunion d'un élément de A et d'une partie dénombrable de n. 

Soit r (D x I) U (1 x E) et r' = (D' x I) U (1 X E') deux élénwl\t.H 
de l'ensemble A. Montrer qu'alors on a la formule: 

r\r' = \ xIUlx(E\ \ \D')x UD'x(E\.i'J')). 

En dôduire que la différence ensembliste de deux éléments de l'ensemhl() 
A est un élément de A Drivé d'une Dartie dénombrable de n. 

des éléments de U d'un ensemble UtllVlllUltLUlt 

ment 

il> E V Ç=? (3r E U)(3D partie dénombrable de n)(f\D C il> C ru 

Montrer que V est une tribu de de n qui contient l'ensemble U. 

(vi) Montrer que, si on note S l'ensemble des singletons de n, la tribu V 
est engendrée par A uS. 

(vii) Comparer les deux tribus V et T ® T. 

Montrer que la ~o = {(:J:,y) En: x = y} n'apparUPllt 
pas à T0T. 


En déduire que f de n dans 1 définie par 
tLJ:1J:1ll'-,tLCIVll 

x-y 

n'est pas (T ® T, 

Exercice 2.6 (* *) 

Une partie A de 1R est appelé un Fa (resp. Go) lorsqu'elle est réunion 

intersection) dénombrable de fermés (resp. d'ouverts). 


(i) Montrer que l'ensemble S des Fu est stable par réunion dénombrabl() 
et par intersection finie, 
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Montrer que l'ensemble D des est stable par intersection dénom­
brable et par réunion finie. 

Donner un exemple de Gô n'est ni ouvert ni fermé. 

(iv) Montrer que tout ouvert de lR est un Fo et que tout fermé de lR est 
un Go. 

(v) Comparer la tribu engendrée par les à celle engendrée par les Go. 
Comparer ces deux tribus à la tribu B(lR). 

Exercice 2.7 
En utilisant éventuellement B(lR) = 00, al: a E prouver la suite 
d'égalités: 

B(lR) = t({]a,b[: a < b}) = t({[a,b]: a:::; b}) 

a < b}) t({] oo,a]: a E 

Exercice 2.8 (* *) 

En revenant à la défulition de B(lR), prouver 


= t({la, : a E Q}) 

n'utilisera pas la proposition 

Exercice 2.9 (* *) 
On se propose de démontrer que B(lR) contient strictement la tribu engendrée 
par la famille de parties C = {[a, b]: 0 a:::; b}, notée t(C). Pour cela, on 
pose 

T {TE TC lR+ ou CT}. 

Montrer que T est un(~ tribu sur lR. En déduire HC) cT. 

(ii) A l'aide d'une partie convenablement choisie dans Il, prouver que 
T ';f B(lR.) ; conclure. 

(iii) Par un argument i>UUl1<t.l1C; montrer que B(lR) contient strictement 
t({la, +00[: a R} ). 

Exercice 2.10 *) 

Soient f, 9 : lR. lR des fonctions continues telles que inf{g(t) : t E H} -00, 

sup{f(:1:): t E lR} +00 et, pour tout t E lR, f(t) < g(t). Montrer que la 

tribu engendrée par C {[f(t),g(t)]: tE lR} est la tribu borélienne de R. 


:!.:t E/lo/lc(;", <In" exercices 	 '[{ 

l':xcrcice 	2.11 (* *) 
de cet exercice est de comparer la tribu borélienne de not(;(·1 

à la tribu produit B(lR.) 

(i) Pour un couple (r, s) de rationnels et un entier rn ?::: 1, on défillit 

U(r, s, ={ ,x2)ElR2
: Xl rl,lx2-sl)< 

1 
}.

rn 

Montrer que, pour tout ouvert U de lR? et pour tout élément X d(~ lf, 
il Y a un U(r, s, rn) tel que x E U(r, s, m) C U, En déduire que 1.01lt. 

ouvert U de lR2 est réunion dénombrable des ouverts U(r, s, m) qai l'lOtit 
contenus dans U. 

En déduire que tout ouvert de lR2 appartient à ® B(R), 
que B(R2

) C B(lR) ® 

Si 0 est un ouvert de lR, montrer que 

TJ {T E B(lR) : 0 x TE B(lR2 
)} 

est une tribu contenant les ouverts de R. En déduire que To B(R). 

(iv) Si B est un borélien de montrer que 

T;j E B(R): T x B E B(lR2 
)} 

est une tribu contenant les ouverts de R. En déduire que TJ 
que B(lR) ® B(lR) c B(R2 

). 

Exercice 2.12 (* 

Soit f UIle application définie sur un espace mesurable (X, T) à valeurs dallH 


lR. Montrer que f est (T, B(R))-mesurable si et seulement si f est (T, B(H)) 

mesurable. 


Exercice 2.13 (*) 

Vérifier que les applications f, g, h de l'ensemble lR dans lui-même défîlli(~s 


comme suit. sont boréliennes: 


E7l:m?::: (c'est la entière de ;1;) ;• E(x) = 

- si x d III .• = eX si xE Q, X 

1 
j!= "-,:, 

• (] 1.1: 1 	 inf 
nElN 

• h(.1:) = lim arctan [b' (.1:n ) n.y2]. 
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[<jxercice 2.14 (* *) 

Soit (X, T) un espace mesurable et f, g deux applications (T, B(lR)-mesurables 

de X dans IR. Que peut-on dire des ensembles suivants: 


A {x EX: < g(x)} ; 

B = {x EX: f(x)::; g(x)} ; 

C lx EX: f(x) g(x)}. 

Exercice 2.15 (* *) 
Soit (X, T) un espace mesurable et f une application (T, B(R) )-mesurable 
de X dans R. Montrer que f est (T, B(lR) )-mesurable si et seulement si 
l'ensemble lx EX: f(x) > a} est T-mesurable, pour tout a E (Q. 

Exercice 2.16 (*) 

Soit (X, T) un espace mesurable et f: X lR une application (T,B(lR))­
mesurable. Que peut-on dire des ensembles suivants: 


G(f) t) E X x IR: f(x) 

Epi(f) = t) E X x R: < 

Exercice 2.17 (*) 

Montrer que si f est une fonction réelle et mesurable définie sur un espace 

mesurable quelconque et que si a est une constante réelle strictement positive, 

alors la fonction tronquée fa définie par les formules : 


si 1f(x) 1::; a ; 
fa(x) = { a sif(x»a; 

-a si f(x) < -a. 

est une application mesurable. 

Exercice 2.18 (*) 
Soit (X, T) un espace mesurable et (fn)nEN une suite d'applications mesura­
bles de X dans lR. Montrer que l'ensemble de convergence ponctuelle de la 
suite (fn)nEN à savoir {x EX: (fn(X))nEN converge dans R} est mesurable. 

Exercice 2.19 (* *) 
Pour trois réels a, h, c, on désigne par mil { a, h, c} le réel situé en deuxième 
position si on les ordonne par ordre croissant. Si f, g, h sont trois applications 
mesurables de (X, T) dans l'espace (R, B(R)), montrer que l'application m de 
X dans lR définie par la formule m(x) mil{f(x), g(x), h(x)} est (T, B(lR))­
mesurable. 

2..1 ( deH uxen:ÎI :CH :m 

J';xereiee 2.20 (* * *) 

(i) Soit Ur)xEIO,l] une famille de fonctions de lR vers R ; on suppm;e qtlp 

l'application (x, t) 1--4 fx(t) est continue. Montrer alors que l'applicaLioll 
f = SUD fT est borélienne. 

Plus généralement, la borne supérieure de fonctions numériques llW 

surables est-elle encore mesurable ? 

2.4 Corrigés des exercices 

Corrigé 2.1 Evidemment X E Tet T est stable par passage au complémen­
taire (par définition même de T). Montrons que T est stable par réuuÎoll 
dénombrable. Soit (T,.,)nEIN une suite d'éléments de T. Si tous les ensembles 7;, 
sont dénombrables alors T ~ UTn est aussi dénombrable et TET. SÜIOll, il 

n~O 

existe un entier no tel que Tno n'est pas dénombrable. Comme Tno E T, X\7;,.., 

est dénombrable et, puisque X \ TeX \ Tno ' X \ T est aussi dénombrable. 

Dans ce cas encore, on conclut TET. Ainsi T est une tribu. 

Montrons que T est la tribu engendrée par C { {x}: x EX}. Soit TET; si 

T est dénombrable, il est clairement. réunion dénombrable de tous les 

qui sont contenus dans T. Comme t(C) est stable par union dénombrahln, 

TE t(C). Si T n'est pas dénombrable, comme TE :F, X \ T est dénombrabl!~ 


et, par ce qui précède, X \ T E t(C). Comme t(C) est stable par passage 1111 


complémentaire, encore T E t(C). Réciproquement, il est clair que C Tet 

comme T est une tribu t(C) C T. 


Corrigé 2.2 MontroI1.'l que la tribu T engendrée par les parties 

S" n + 1, n + 2} pour nE lN \ {1} 

coïncide avec la famille A des parties A de lN telles que 0 E A {:::::::;> l E A. 
Comme { { n, n + 1, n + 2 }: n E lN \ {l}} c A et comme A est une tribu 
vérifier par le lecteur), T c A. Réciproquement, comme T est stable par 
intersection finie, So n S2 {2} E T et, pour n ~ 4, {n} = Sn-2 n Sn-l n Sn 
est élément de T. Alors, comme T est stable par différence et par réunion 

on a aussi Sa \ {2} = {O,I} ETel, S3 \ ({4} U {5}) {3} E T. La 
stabilité de T par réunion dénombrable permet alors de conclure que AcT. 

Corrigé 2.3 Non, pas nécessairement. En effet, plaçons-nous sur X = lN 
et prenons = t(Cn ), où Cn = {{O},{2}, ... ,{2n},lN \ {O,2, ... ,2n}}. 011 
montre aisément que la suite (Tn)nEIN est croissante et que les éléments de 7" 
sont les réunions d'éléments de Cn ; en particulier 2lN f/:. Tn et donc 2lN f/:. T. 
Comme Tn ~ {2n} E Tn, on a aussi Tn E Tet T ne peut pas être stable par 
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l'éUll iOli dénombrable. 

: on peut quand même démontrer, en toute généralité, que Test 
stable par réunion finie et par passage au complémentaire. 

Corrigé 2.4 Evidemment X T. Montrons que :F est stable par passage au 
Soit A E :F et soient f E X \ A et t E lR ; alors ft X \ A 

= f serait dans A. Montrons que :F est stable par réunion 

dénombrable. Soit (An)nEIN une suite d'éléments de T et soient f E 

et tER. Il existe no EN, f E Ano et donc ft E Ano, soit en 
00 

fEU An. 
n=O 

Montrons que les éléments de T de cardinal fini sont composés de fonctions 
COIlstantes. Pour il suffit de vérifier qu'une fonction f de lR dans R, telle 
que la famille {ft: t lR} est finie, est constante. Soit f UIle telle fonction ; 
nous avons donc {ft: t lR} {f0, p,"', fn-l}, où fO, fI, ... , fn l sont 
n fonctions distinctes. En toute i',elleWll nous pouvons supposer que l'on a 
fO=f = de lR: 

{tElR: ft= , pour i 0, ... , n 1. 

Comme 0 E Eo, on montre aisément que (Eo,+) est un sous-groupe de 
D'autre part, on vérifie aisément que, pour tout t E {t} + Eo. 
Alors l'ensemble {Eo,"" En-Il peut être muni d'une structure de groupe 
à l'aide de la loi * définie par Ei * Ej = {x + y: x et y E Ej}. Ainsi 

,*) est un groupe fini d'ordre n ; comme l'ordre de tout élément 

divise celui du groupe, on obtient nE; = Eo, pour tout i E {O"", n - l}. 


forme une partition de R, cela entraîne que nR = Eo, 

lR. Ainsi f est une fonction constantE;. 

Corrigé 2.5 (i) Soit r EU. Si r E A, il existe deux dénombrables Dl 
et D2 de l'intervalle l telles que r = (Dl X 1) U (1 x D2 ) ; comme Dl x let 
T X D2 sont éléments de la tribu T @ T qui est stable par réunion, on obtient 
r E T. Si r if: A, alors n\r E Act, d'après ce qui précède, n\r E 
Dans ce cas là encore, puisque T Q9 T est stable par passage au complémentair, 
r E T T. 

La définition même de U permet de dire que U est stable par passage 
Montrons que A est stable par union dénombrable. Soit 

une suite d'éléments de A ; il existe deux parties dénombrables Dn et 
En de l telles que r n = Dn x Tu l x Alors U r n = D x l U l x E, où

n(IN 
D U Dn et E ~ U En sont aussi des parties dénombrables. Il en résulte 

nEIN nEIN 
que U r n E A.

nEIN 

:!,.J ( dns exen:iCWi :\ 

(iii) Soit (:1:, à aucun des il (,stE (n rn) \ r : si x
nEIN 

1I(~œssairc que y appartienne à tous les Alors (x, y) E r, ce est jill' 

possible ; donc x E U Dn- De on montre yEU En. Et aillsi
nEINnEIN 

, y) E ( U Dn) x ( U En).nEIN nEIN 
Montrons que toute intersection dénombrable d'éléments de A est réunioll 
d'llIl élément de A et d'une partie dénombrable de n. Soit (rn)nEIN une sl1it.(~ 
"("léments de A ; il existe deux dénombrables Dn et En de l telles qtl(~ 

l' x1U1xEn. Posons D n Dn' E ~ n En et r (DxI)U(IxH). 

UCl1Vll1lJL()u f\hcor'Ut~ comIne D et E sont r E A. On observ(' 

(~~~,l.lement que r est inclus dans \ r est U\Jll\.JllHJl 

d'après l'inclusion démontrée ci dessus. D'où n r n = ru \nEIN 
pst réunion d'un élément de A et d'une partie dénombrable 

(iv) Un élément (x,y) de n appartient à r \ rI si l'assertion p : 

E D ou y E E) et (x if: DI et y if: El) 

est vraie. Un élément de n appartient à 

\ xTUI \ \ \ X El U DI X \ El)) 

si l'assertion q : 

(x E D \ ou y E E \ El) et if: D \ 

ou y if: El) et (x if: DIou y if: E \ 

est vraie. Tl suffit donc de vérifier que p est vraie si et seulement q est vraÎ<,. 

Clairement p vraie entraîne q vraie. Supposons que q soit vraie ; alors si 

:r; E DI, comme D \ DIOU y E E \ El) est vraie, on déduit que y E E \ jI)'. 


Mais alors comme if: DIou y if: E\EI) est vraie, on aboutit à la contradictioll 

;1: if: DI. Ainsi x if: . On montre de même que 11 if: El et il est clair que pus\' 

vraie. 

De cette égalité on déduit facilement le résultat énoncé. 


(v) 0 = (I x 0) U (0 x 1) est dans A, donc, n est dans U et en particulier dalls 
V. Montrons que V est stable par passage au Soit V EV; il 

existe r E U et une partie dénombrable D de n tels que r \ D cV cru n. 

En passant au complémentaire, on obtient (n \ r) \ Den \ V c (n \ r) u 1). 

D'apr<ls (ii) (n \ r) EU, donc (n \ V) E V. 

Montrons que V est stable par union dénombrable. Soit (Vn)nEIN une suit.e 
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d'éléments de V ; pour tout n E N, il existe E U et une partie dénombrable 
Dn de il tels que 

r n \ Dn C v., C r n U Dn. 

Notons P = {n EN: r n E A} et donc Q = N \ P EN: il\ E A}. 

• D'une d'après (5), 

nEP 
c U VnC 

nEP 
rn) U (U

nEP 

et donc, diffère d'un élément de A par un ensemble 

• D'autre part, d'après (5), pour n E Q, 

\ Dn C il \ c r~UDn, 

où r~ = il \ E A. En passant à l'intersection, on obtient la suite 
d'inclusions: 

(r~ \ Dn) C il \ U Vn 
nEQ nEQ nEQ
(n r~) \(U Dn) = 

c n(r~ U C~Q U (U Dn) .CnEQ 	 nEQ 

D'après (iii), n r'n est la réunion d'un élément de A et d'une partie
nEQ 

dénombrable; alors il \ U Vn diffère d'un élément de A par un ensemble 
nEQ 

dénombrable. 

Il en résulte que il \ U Vr, = 1il \ U Vn) \ (U Vn) diffère par un ensemble 
nEIN \ nEQ nEP 

dénombrable de la différence de deux éléments de A, qui d'après la question 
diffère elle-même d'un élément de A par un ensemble dénombrable. Par 

conséquent il \ U Vr, EV; comme il a déjà été établi que V est stable par
nEIN 

passage au c.omplémentaire, LJ EV. 

(vi) Clairement AU S c V et, comme V est une tribu, t(A U S) C V. 
Réciproquement, un élément quelconque de V est de la forme (r \ Dl) U D2' 
où r E U et Dl, D2 sont dénombrables. On voit que les trois ensembles r, 
et Dz sont dans la tribu t(A US) et donc, que notre élément quelconque de V 
est bien élément de t(A US). 

(vii) Pour montrer que V C T ® T, d'après la question précédente, il suffit 
de vérifier que A uSe T ® T. Soit r EAu S ; si r E A alors nous avons 
r = (l X Dl) U (D2 xl), où Dl et D2 sont deux parties dénombrables de 1. 

:2. 1 C(),.,.ig(~,'1 d!'.'! ('x{'rc;!'!'.'! 	 :\:\ 

COl1l1lle 1) Dl et D 2 appartiennent à T, 011 déduit da.ns ce cas que r E T ('J T 
Sillon r S et alors on écrire r {(a, b)} (J x {b}) n ({a} x 1). Cela 
mü,raÎne à nouveau que r E T (29 T. 
Réciproquement pour montrer que T ® Tc V, il suffit de vérifier que T x T 
est inclus dans V. Soit A x B un élément quelconque de T x T. Si A et il SOli!. 

tOl1S deux dénombrables alors A x B est réunion dénombrable de singletolls do 

appartient donc à V, d'après la question précédente. Si un seul d'entre enx nsi 
dénombrable, par exemple A (et 1 \ B est dénombrable), on peut écrire «II!' 
A x B = (A x I) \ (A x (1\ B)). On observe alors que A x B est la difrénmcp 
de A x 1 élément de A avec A x (J \ B) élément de V, d'après le premier cal'. 

A 	x B est donc élément de la tribu V comme différence de deux élémelll,,, dl' 
V. Enfin, si A et B ne sont pas dénombrables, alors 1 \ A et 1 \ B le SOIII, ; la 
formule il \ (A x B) ((1 \ A) x l) U (1 x (1 \ B)) entraîne que il \ (A x 
est dans A et donc que x B) est dans V. 

Il suffit de vérifier que boa n'est pas dans la tribu V. Supposons 1(' 
contraire; il existe alors r E U et une partie dénombrable D de il tellm; (!II<' 

r \ D C boa cru D. Notons qu'il existe deux parties DI et D 2 dénombl'ubb.; 
de l telles que D C (Dl X J) U (I X D 2 ). Deux situations sont alors pOHHibl(~s. 

• r 	E A. Il existe donc Di et D~ deux parties dénombrables de 1 tdlps 
que r (D~ x I) U (I x D~). De l'inclusion boa crU D, on déduit 

bo() C ((Dl U xI) U (J x U D;)). 

Prenons alors un élément x dans l'ensemble non dénombrablp 
1 \ (Dl u Di U D 2 u D~) ; le couple (x, x) E boo mais 

x) 	tf. ((Dl U xJ)U(lx U D;)), 

ce qUI contredit l'inclusion précédente. 

• 	il \ r E A ; comme précédemment, on peut écrire 

il\r= xI)U(/x 

En passant au complémentaire dans l'inclusion r \ D c bo(), on déduil 

il \ boa C \ r) U D c ((DI UDD x I) U (1 x U D;)). 

Prenons deux éléments distincts x et y dans l'ensemble non dénombrabll' 
1 \ (Dl U U D 2 U D;) ; le couple (x, y) E il \ boa mais 

(x, y) tf.(IX(DIUD~))U UD;) x 

ce qui contredit l'inclusion précédente. 
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(ix) Nous avons f-1({0}) = ~o; or le singleton {O} est Y-mesurable alors que 
l'on vient de démontrer que la diagonale ~o n'est pas Y ® Y-mesurable. Il en 
résulte que f n'est pas mesurable. 

Corrigé 2.6 (i) Montrons que S est stable par réunion dénombrable. Soit 
(An)nEIN une suite d'éléments de S. Pour tout n E N, nous pouvons écrire 

An = U Fn,p, où Fn,p est un fermé; et donc A ~ U An = U Fn,p' 
pEIN 	 nEIN (n,p)EIN2 

Comme N 2 est dénombrable, A est un Fa. Montrons que S est stable par 
intersection finie ; il est facile de voir qu'il suffit de le vérifier pour une in­
tersection de deux éléments. Soient Al et A 2 deux éléments de S. Avec des 
notations évidentes, nous avons 

A ~f Al n A2 = ( U FI,p) n ( U F2 ,p) = U (FI,p n F2,p). 
pEIN pEIN (P,q)EINxIN 

Comme une intersection finie de fermés est un fermé et que N X N est dénom­
brable, A est bien un FŒ' 

(ii) Comme le complémentaire d'un G8 est un Fa et vice versa, le résultat est 
une conséquence du (i). 

(iii) [0, 1[ n'est ni ouvert ni fermé. Par contre [0, 1[ est un G8 , d'après l'égalité 
1

[0,1[= n]- -1,1[. 
nEIN n + 

(iv) Montrons que tout ouvert de R est un Fa. Soit 0 un ouvert de R ; posons 

:F = {[x - ~,x +~] : xE (Q et n E N'}. Comme:F est dénombrable, il suffit 
n n 

de montrer l'égalité: 

0= U F. 
FEF,FcO 

Soit donc a E 0 ; comme 0 est un ouvert de R, il existe E > °tel que 
]a - E, a + E[C O. Il est clair qu'un tel voisinage contient un élément F de :F tel 
que a E F ; donc x E U F. L'inclusion en sens contraire est immédiate. 

FEF,FCO 

En passant au complémentaire, on montre que tout fermé de R est un G8 . 

(v) Montrons que B(R) est engendrée par S. Soit A ES; on peut 
écrire A = U Fn. Comme les fermés Fn appartiennent à B(R) et comme 

nEIN 

B(R) est stable par réunion dénombrable A E B(R). Ainsi S C B(R) et par 
conséquent t(S) C B(R). Réciproquement, d'après (iv), la famille des ouverts 
de R est incluse dans S ; alors il en est de même pour les tribus associées, soit 
B(R) C t(S). 
On montre de la même manière que la tribu engendrée par les G8 est la tribu 
borélienne. 

:J../ eorT;g(;S (/t·s ('X('/'(:;('('s 	 :\;) 

Corrigé 2.7 Notons CI ,C2 ,C3 ,C4 et C5 respectivement les familles dn part.i(~s 

{I- 00,0,[: a ER}, {la, br: a < b}, {[a, b]: a -::; b}, {[a, br: (], < h} 1'1. 
{I -- 00, a] : a E (Q} ; il suffit de montrer la suite d'inclusions 

t(CI ) C t(C2 ) C t(C3 ) C t(C4 ) C t(C5 ) C t(CI ). 

Soit. 1 E Cl ; il existe a E R tel que 1 =] - 00,0,[. Comme 1 = U] - '1/,,11.1 
nEIN 

d comme t(C2 ) est stable par réunion dénombrable, on aIE t(C2 ). Ainsi 
CI C t(C2 ), ce qui implique t(CI ) C t(C2 ). Les autres inclusions se démont.runt. 
de la même manière en utilisant successivement les égalités : 

1 1 
• 	 ]a,b[= U [0,+ --,b- --] ; 

nEIN n + 1 n + 1 

1 
• 	 [a,b] = n [a,b+--[; 

nEIN n + 1 

• 	 [a, b[=]-oo, b[n( U (R\]-oo, an])), où (an)nEN est une suite de ratiolllJ(·ls 
nEIN 

strictement croissante convergeant vers a ; 

1 
• ]- 00,0,] = n]- 00,0,+ --l, 

nEIN n + 1 

Corrigé 2.8 Soit a E (Q ; la demi-droite ]0" +oo[ est élément de B(R) en tant. 
qu'ouvert de R et {+oo} est élément de B(R), donc, B(R) étant stable pHI' 

réunion finie, on en tire ]0" +00] E B(R). On en déduit l'inclusion 

t( {la, +00] : a E R}) c B(R). 

Pour la réciproque, il suffit de vérifier que 

{A cR: A = { +oo} ou A = { +oo} ou A ouvert de R} 

C t({la, +00] : a E (Q}). 

On reprend le même argument que dans l'exercice précédent en utilisant ici I(~s 

égalités suivantes: 

• 	 Tout d'abord {+oo} = n ln, +00] ; 
nEIN 

• 	 puis {-oo} = n (R\]- n, +ooD ; 
nEIN 

• 	 et enfin si A est un ouvert de R, il existe deux suites de rationnels (an)U( IN 

et (bn)nEIN telles que A = U [an, bn] (voir exercice 2.6) avec, pour n fix(\ 
nE IN 

1 	 1 
[an, bn] = ( n Jan - -1' +00]) n ( nR \ (]bn + -1' +00])). 

pEIN P + pEIN P + 
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Corrigé 2.9 (i) Evidemment RET. Montrons que T est "table par pas­
sage au complémentaire. Soit TET ; si T e R+ alors en passant au 
complémentaire R: e R \ T et donc R \ TET; si R: e T alors R \ T e lR+ 
et encore R \ TET. Montrons que T est stable par union dénombrable. 
Soit (Tn)nElN une suite déléments de T. Si, pour tout n E N, 1'n e 
alors T ~ UT" e R+ et donc TET. Sinon, il existe un entier no tel que 

n=OR: e Tno ; puisque e on obtient R: eT et à nouveau TET. 

Il suffit de numrlra T =]- 1,1[. Comme CeT et comme T 
est une e T. Grâce à (ii), on conclut que t(C) ~ B(R). 

Reprendre un argument similaire avec la nouvelle tribu 

T' = {T E B(R) : +oo} eT ou {-(x), +oo} nT 0}. 

Corrigé 2.10 Comme tout de R est fermé 
t(C) e B(R). Réciproquement, soit 0 un ouvert de R 
dénombrable de parties.:J ([f(t),g(t)] n [f(t'),g(t')]: 

UonsidérorJ 
(t, !Il"'} et mon­

trons que 
o U J. 

JE.:T,JCO 

Soit a E O. Comme 0 est il existe c > 0, Ja - c, a +f[e O. D'après les 
hypothèses, il existe E R 2 tel que g( a) < a et gUj) > a. Si a ::; (3 (resp. 
(.lé (3), considérons 

t l sup{t E [a,!j] : g(t) = a} (resp. t l inf{t E [(3, al : g(t) 

t l est bien réel, d'après le théorème des valeurs intermédiaires. Alors on a 
f(td < a g(t l ) et, par un arg11ment de continuité, on déduit qu'il existe un 
rationnel ql tel que ql > t l (resp. ql < tl) et f(ql) < a < g(ql) < a + t. Par 
raison de il existe un rationnel q2 tel que a - c < f(q2) < a < g(q2)' 
Alors a E J, où J [J(ql), g(ql)] n [f(q2), g(q2)] vérifie J e]a - c, a + 0; 
donc a E J. La réciproque étant évidente, l'égalité est prouvée. La 

tribu t(C) étant stable par union dénombrable, on obtient 0 E t(C). Ainsi la 
définition de la tribu borélienne conduit à B(R) e t(C). D'où l'égalité. 

Corrigé 2.11 (i) Soit U un ouvert de R 2 et x = (Xl> X2) un élément de U. 
Par définition d'un ouvert, il existe un entier m 2:: 1 tel que U(xI,x2,m) e U. 
Par densité de !Il sur R, nous pouvons choisir deux rationnels ql et q2 tels que 

Xl - _1_ < qi < Xl et X2 - _1_ < q2 < X2. entraîne que xE U(qI, q2, 2m).
2m 2m 

D'autre oart. si ('111.'11<:» E U((j1, q2, 2m), par 

1 1 1 
111 Xl YI - qi 1 + 1 ql - Xl +-=-'2m 2m m' 

:lA (:orrig6.... (/0.'1 exercices :17 

1 
q\l(~de môme, on a 1 Y2 X2 1 < Ces deux inégalités strictes pvnrim('"l 

,X2, et donc ,q2, e X2, ml e U. Nous ,\vOliS 

d011c 

U= U(qI, q2, m). (n)U 
{(ql,q2.m)EC;fXlN" U(QbQ2.m )CU} 

(ii) Soit U un ouvert de lR? ; montrons que U E B(R) @ B(R) en utilhm,111. 
l'égalité (6). Pour cela, remarquons que 

1 1 
- q2 + -[E B(R) @U(ql,q2, 

m m 

et ((qI,q2,m) E !Il:.! x N*: U(qI,q2,m) e U} est dénombrable car dl2 x N" 

l'est. Puisque B(R) B(R) est stable par union dénombrable, l'égalit;{) «;) 

entraîne que U E B(R) @ B(R) . 

Comme B(R2

) est la tribu engendrée par les ouverts de R 2 
, on conclut qJl(~ 


B(R2
) e B(H) @ B(R). 


(iii) Comme un produit de deux ouverts de H est un ouvert de R 2 
, T6 conti()lIt 

les ouverts de R et R E 76. La stabilité par passage au complémentaire d, 

par réunion dénombrable est une conséquence des deux relations: 

o x (R \ = (0 x R) \ x et x o x (U Tn ). 
nElN nElN 

Comme To est une tribu qui contient les ouverts de R, on déduit B(R) e Tu. 
La réciproque étant on a l'égalité B(R) Ta. 

Pour montrer que TJ est une tribu contenant les ouverts de R, il :ou!li!' 
de reprendre les arguments du (iii) en utilisant cette question. On en déduit 
que TJ = B(R) et donc, que tout pavé A x B, où A et B sont des boréliells, 
est un élément de B(R2 ). Comme la tribu B(R) x B(R) est engendrée par les 
élément de cette forme, on conclut B(R) @ B(R) e B(R2 

). 

Corrigé 2.12 Il suffit '",..,,..,Ii,.mor les propOSItIons et 

Corrigé 2.13 (i) Pour k E l'intervalle semi-ouvert Tk [k, k + 1[ est 11I1 
borélien. En utilisant le principe de recollement (voir proposition 2.15 (iii)) 
avec la partition (Tk)kE'll, la fonction En = Lk=-n kl[k.k+l! est borélienne pour 
tout entier n. On conclut grâce à la proposition 2.18 (ii), en remarquant <j\J(' 

E lim = sup En. 
n-oo nElN 

(ii) Nous notons fI la fonction exponentielle et h la fonction identité défini()s 
:mr R. fI et h sont continues donc boréliennes. D'après la proposition 2.lfi 

les applications fII() et hlR\el sont alors mesurables. On a fiel = .ril~l 
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1est donc mesurable. De plus, le corollaire 2.18, fIIR\4;l 

est mesurable. Ainsi, par le principe du recollement (CQ = U {q} est une 
qE4;l 

réunion dénombrable de singletons donc est un borélien), on conclut que f est 
borélienne. 

Considérons, pour tout entier n, la fonction gn: R ----> R définie par 
= sin(enx) ; on a g(x) = gn. Comme la fonction gn est continue, 

elle est en particulier borélienne et, grâce à la proposition 2.18 (ii), 9 est aussi 
borélienne. 

(iv) Considérons, pour tout entier n, la fonction hn : R ----> R définie par 
(x) = arctan[E(xn ) - nx2] ; on a h(.'E) = limsuphn . Grâce à la proposition 

n->ou 
2.18 (ii), il suffit de vérifier que, pour tout entier n, hn est borélienne. D'une 

pour n entier fixé, la fonction x f-+ xn est continue donc borélienne 
et d'autre part, on a vu à la question (i) que la fonction E est mesurable; 
par conséquent, par composition, la fonction x f-+ E(xn) est aussi borélienne. 
De la fonction x f-+ nx2 est borélienne, donc, en faisant la différence, 
x f-+ E(xn) - est borélienne. Enfin, connne la fonction arctan est continue, 
donc borélienne, on conclut que est borélienne par composition. 

Corrigé 2.14 Posons 

Z = {x EX: = g(:c) = +00 ou f(x) = -oo} 

et considérons les deux nouvelles applications l' f1x\z et g' = gl x \z qui 
sont mesurables. Remarquons que l' g' est définie partout et donc, d'après 
la proposition 2.18 0), est mesurable. Avec ces notations, nous avons 

A (f'- ([-oo,OD ; 

B = (f' g')-1 

C (f' - g')-1 

B et C sont donc les réciproques d'éléments de B(R) par l'applica­
tion mesurable l' - g'. Donc, A, B et C sont T-mesurables. 

Corrigé 2.15 D'après l'exercice 2.8, B(R) = t({la, : a E CQ}). 
d'après le critère de mesurabilité, f est (T, B(R))-mesurable si et seulement 
si, pour tout V =]a, +00] E CQ), f-1(V) est T-mesurable. On conclut 
facilement en remarquant que f-l(]a, +00]) {x EX: f(x) > a}, pour tout 
a E CQ. 

Corrigé 2.16 Pour les écritures, nous noterons V la tribu 
T®B(R). Montrons que et Epi(f) sont V-mesurables. Pour cela, notons 

:J.,1 COlTl!!,t·l'; (/('S ('X('/,(,/('('S .\:, 

1/>: X x H ----> RI'application pour (x, t) E X xR, par rP(x, t) 1. 

1\ Ion;. nous avons 

et = rP-1(]- 00,G(f) = 

Comme {O} et ]-00, 0] sont des boréliens de R, pour conclure il suffit de v(~ri(i('l' 
que l'application rP est (V, B(lR,))-mesurable. Il est clair que l'application id('f] 
tité i de X x R dans lui-même est (V, V)-mesurable. Donc, d'après la 
üon 2.17 (iii), la première composante il est (V, T)-mesurable et la dellxii',IIl(' 
composante i 2 est (V, B(R))-mesurable ; en particulier la composée foi 1 

est (V, B(R))-mesurable, d'après la proposition 2,150). Avec ces not.al,joll;;, 
rP = f 0 'il i 2 est la différence de deux fonctions (V, B(R))-mesurables, dOliC 

est elle-même mesurable, la proposit.ion 2.18 (i). 

Corrigé 2.17 Considérons la part.ition suivante de X : {-a:; l s: (1}, 
< -a} et = {f > a}. Comme [-a,a] est un borélien et COIIIIIlC 

f est mesurable, f-l([-a, al) est une partie mesurable; de ménl(~, Ol! 

montre que les parties T2 et sont mesurables. D'après la proposit.io[l 2.1;) 
(ii), est mesurable; de manière évidente, fll!T2 et fa!T3 le sont aussi. l'al' 
le principe de recollement, on conclut que fn est mesurable. 

Corrigé 2.18 Dans l'exercice nous avons vu que 

{x EX: (fn (x) )nElN converge dans ID,} 
= {x X: limsuPfn(x) liminffn(x)}. 

n---+oo n---+oo 

On utilise alors l'exercice 2.14 en remarquant, d'après la proposition 2.11') (ii), 
que les applications lim inf fn et lim sup fn (x) sont mesurables. 

n---+oo n-+oo 

Corrigé 2.19 Il suffit d'appliquer la formule 

c}, max{b,mil{a, b, c} minimax{a, 

et d'utiliser la proposition 2.18 

Corrigé 2.20 Soit tER; puisque CQ n [0, 1] C CQ, 

fx(t):; sup lx(t). 

Montrons maintenant l'inégalité inverse. Soit x' E [0,1] ; puisque <Q n 
dense dans [0,1], il existe une suite (Xn)nEIN de rationnels de [0,1] 
vers x', Alors comme l'application x f-+ fx(t) est continue, 

fxl (t) fxJt) :; sup < sup
nEIN xE4;ln[o,1] 
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":11 Da};"un!, à la borne supérieure sur les x' de [0,1], on obtient 

< sup 
xE<Qn[O,l] 

Donc, 1 où Q n [0,1] est un ensemble dénombrable et est 

une fonction continue, donc borélienne. La borne supérieure d'une famille 
dénombrable de fonctions boréliennes étant borélienne d'après la proposition 
2.18 (in. on conclut que 1 est aussi lme application borélienne. 

(ii) Non, bien sûr. Il suffit de prendre la famille de fonctions de lR vers R : 
(l{x})xEfO,l] ; on munit l'ensemble de départ R de la tribu T de l'exercice 
2.1 et l'ensemble d'arrivée de la tribu borélienne B(lR). Comme {x} est T­
mesurable, lx est (T, B(R) )-mesurable. Mais par contre, comme [O,lJ n'est 
pas T-mesurable, sup lx 1[0,1] n'est pas (T, B(lR))-mesurable. 

3 	 MESURES 

3.1 Définitions et premières propriétés 

Définition 3.1 (mesure). Soit T) un espace mesurable. Une meSUT'(' Il 

sur (X, T) est une application 

p: 	 T ---t R+ U {+oo} 
T ....... p(T) 

vérifie les deux propriétés suivantes 

(i) p(0) = 0 ; 

si Tu, Tl,"') Tn ,'" sont des parties mesurables deux à deux (li:;­

jointes, alors 

(a-additivité) . p (~Tn) = 

On dit alors que (X, T, est 1Ln espace mesuré. 

Remarquons que la formule est vraie aussi pour un nombre fini de partipl' 

mesurables et on dit dans ce cas que la mesure p est additive. 

On dit que la mesure p est finie si p(X) < +00 et que la mesure p es!' 
 (J­

finie s'il existe des parties mesurables X o C Xl C ... C X n C ... telles qll<: 

+00

UX n = X et p(Xn ) < +00, pour tout n. 


n=U 

Donnons quelques exemples de mesures. 


Exemple 3.2 Soit (X, T) un espace mesurable. 

(1) 	Si x EX, la mesure de Dirac au point x, notée est définie par 

si xi T;
Dx(T) = { ~ si xE T. 

(2) La mesure de dénombrement, notée Pd, est définie par la formule 

= card T. 
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Si (X, T, IL) est un espace mesuré et si Y est une partie me~urable 
de X, alors la mesure induite par JL sur Y, notée p,W, est définie, pour 
TE 'Tv. par 

(4) Soient (X, T, JL) un espace mesuré, (Y, S) un espace mesurable et 
f: 	X ----? Y une application mesurable. L'application 


JLT S....... 113+ U { +00 } 

S ~ It(J-I(S)) 

de JL par f le chapitre 

Proposition 3.3 Soit (X, T, Ji,) un espace mesuré; alors la mesure IL 

les propriétés s~âvantes. 


(i) 	Si Tl, sont mesurables et Tl C alors 


) :S 


(ii) 	Si To, ... , ... sont des parties mesurables, alors; 


+00 ) +00 

JL ( 7~O Tn :S ~ IL(Tn ) [crsous-additivitcl 

c ... C Tn C '" sont des parties mesurables, alors la 
suite est croi~sante et . 

IL (tJ Tn ) = lim JL(Tn ) 	 [stabilité par limite croissante J. 
n=O n~+oo 

(iv) 	 Si Ta :J Tl :J ... :J T,I :J '" sont des parties mesurables et si 
< +00, alors la suite (JL(T,I) )nElN est décroissante et ; 

Inauuu;e par limite JL 

(v) Si Tl, T2 sont des parties mesurables alors 

JL(T1 U T2 ) + JL(TI n T2 ) = JL(Tr) + IL(T2 ). 

Dans la pratique, pour montrer qu'une application JL est une mesure, il est 
parfois commode d'utiliser la caractérisation suivante. 

:1.2 'l'Iu;oû'l1I('S !<JlHlal11Plll,ltux 	 ,1:1 

Proposition 3.4 Soit (X, T) un espace mesumble et JL une applicatilln !lI' 
T dans R+ U { +oo} telle que Ji,(0) = O. Alor's les assertions suivante,~ sllnl. 
(fquivalentes : 

JL est une mesure sur (X, T) 

les deux '()TJTUêU'S suivantesJL 

si 	 et sont des mesurables W'ln~elj. alors 

Il(TI U T2 ) JL(TI ) + JL(T2 ) ; 

si To C Tl C ... C Tn C ... sont des parties meMtrables, alo1'.'; 

JL(Tn ).JL (12Tn) 

3.2 Théorèmes fondamentaux 

Les deux théorèmes qui suivent sont des théorèmes difficiles qui jouent un rôh~ 

dans la théorie de la mesure. 

Théorème 3.5 d'existence des mesures). Soit (X, T) un eSlmc(' 
de varties de X telles que : 

(a) t(U) T; 

(b) si U1 et U'2 sont éléments de U alor's UI n U2 EU; 

si U et V sont éléments de U avec U cV, alors V \ U peut s 'écr'i'f'(~ 
comme réunion finie d'éléments disjoints de U ! 

(cl) il existe des éléments . .. de U tels que X 
n=O 

Si une application 


nt: U ....... lR+ U { +00 } 


est 	 i.e., nt (tJ Un) m(Un ) dès que Uo,'" ,Un,'" sont d('8 

n=O 

(''/1.éléments de U disjoints deux à deux avec EU, on prolonger m. 
n=O 


nne mesur'e su1' (X, T). 
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Théorème 3.6 (théorème d'unicité des mesures). Soient fLI, fL2 deux meS1tTes 
sur (X, T) telles que 

fLI(C) fL2(C) < +00 pour tout CE C, 

où C est une famille de parties stables par intersection finie et vérifiant l'égalité 
= T. Si de plus il existe des éléments X o C Xl C '" C X n C ... de C 

+00 
tels que X = U X n alors : 

n=O 

fLl = fL2· 


Ces théorèmes permettent de définir les mesures suivantes. 

• La me~mre de Borel sur B(n)) est définie grâce au corollaire ~mivant. 

Corollaire 3.7 Il existe une unique mesure sur (n, B(n)), notée dans ce livre 
,x, vérifiant: 

bD = b a, pour a :5 b. 

On l'appelle la mesure de Borel sur n. 
• La mesure produit est définie grâce au corollaire suivant. 

Corollaire 3.8 Soient (Xi,Ci1fLi)(i = 1,2) deux espaces mesurés tels que les 
meS1tr'es ILl et fL2 soient a-finies. Il existe une unique mesure sur l'espace 
mesurable produit (Xl x X 2 , 'li ® 72), notée fLl ® fL2, vérifiant la condition 

fLl ® fL2(TI x T2) = fLl (TI )·fLAT2 ), pour tout Tl E Cl et T2 E C2 • 

On l'appelle la mesure produit des mesures fLl et fL2. 

• La mesure associée à une fonction de répartion est définie au corollaire 
suivant. 

Corollaire 3.9 Soit F une fonction de n dans Dl ; les assertions suivantes 
sont équivalentes. 

(Al) F est croissante, continue à droite, lim F(x) = °et 
x--+oo 

<+00; 

(A2) il existe une meStLre finie fL SUT (lR, B(n)) telle que 


F(x) fL(] - oo,x[), pour tout réel x. 


Dans ce cas, la fonction F s'appelle fonction de répartition de fL et la mesure 
fL associée à la fonction F est unique. On a aussi, pour tous réels a :5 b, 

F(b) - F(a) fL([a, bD. 

:lA !';1I0I!n:.., dc."! ('x('n·h·!'.'! ,1 :) 

3.3 Ensembles négligeables 

Définition 3.10 Soit T, fi,) un espace mesur'é. On dit qu'un élément, T !lI' 
Test fL-négligeable négligeable) si 

fL(T) O. 

B.cmarquons que, d'après la proposition 1.7, une réunion dénombrable de pa.r­

ties négligeables est un ensemble négligeable. 

Définition 3.11 Une propriété {P(x): x E X} sera dite vmie fL-presqu(' 
l)artout (ou p1'esque partout), et on écrira Pest vmie fL-P.P. (ou p.p.), 8''i/, 

e:r:iste un ensemble négligeable N tel que, pour tout x E X \ N, P(x) est VTo:ic . 

3.4 Énoncés des exercices 

Exercice 3.1 H 

Soit X un ensemble infini non dénombrable, T l'ensemble des parties dl' 

X qui sont, soit dénombrables, soit de complémentaires dénombrables et l' 

l'application de T dans [0, +00] définie par: 


pour T dénombrable ; fL(T) ° 
{ u(T) 1 pour T non dénombrable. 

Vérifier que (X, T, fL) est un espace mesuré. 

Exercice 3.2 

Soient fLI, IL2,' .. ,ILn, n mesures définies sur une même tribu T. Soient égal('­

ment ab a2," . ,an, n réels positifs. On définit alors une application v de 7 

dans [0, +00] en posant, pour tout TET, 


v(T) = L
n 

ak·ILk(T). 
k=l 

Cette application v est-eUe une mesure sur la tribu T ? 

Exercice 3.3 (**) 

Soit (fLn)nEIN une suite de mesures définies sur une même tribu T de parLi('H 

d'un ensemble X. On suppose que, pour tout n E N, on a fLn(X) 1. Ol! 

définit une application 1/ de T dans [0, +00] par la formule: 


+00 
= L fLn(T) 

n=O 2n+l . 

Vérifier que cette application v est une mesure sur T telle que v(X) = 1. 
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Exercice 3.4 (* *) 

Soit (X, IL) un espace mesuré. Montrer que les assertions suivantes sont 

(~quivalentes : 


(Al) la mesure Jl est CT-finie ; 

(A2) il existe une suite mesurables telle que la famille 
, ,n,{ v'o Y;l , '" y. ... } forme une de X avec, pour tout n E 

< +00. 

Exercice 3.5 

Montrer qu'il n'existe pas de mesure non nulle sur (~, P(~)), finie et invariante 

par translation. 


Exercice 3.6 (* *) 

Donner un exemple d'espace mesuré (X, T, p,) et de suite décroissante de par­

ties ('fr,)nEIN de X tels que: 


{l (n Tn ) =1= inf I.L(T,J·
nEIN

nEIN 

Indication: considérer une situation où {l(To) = +00 ; sinon il y aura 
d'après la propriété de stabilité de la mesure I.L par passage à la limite 
sante. 

Exercice 3.7 (* *) 
Etant donnés un espace mesuré de T-
mesurables de X, montrer 

< {l(Tn ) . 

Indication: on remarquera que, pour tout entier k 2: n, on a l'inclusion 

nTn C Tk . 

m;;>n 

Exercice 3.8 (* *) 

Soit E un ensemble donné. 


(i) On suppose dans cette que E est fini. Soit une application 
{l : P(E) -7 1R+ U {+oo} telle que {l(0) 0 et, pour toutes 
disjointes A et B de 

+ 
Prouver l'existence d'une partie F de E telle que, pour tout ACE, 

o Ac F. 	 (8) 

:ri /';/lOlIn\" dl'.,; nx('rc;c('.... 	 1]7 

On suppose dans cette que Ji) = N. On considère 
tlOll 

{lI : Jtt+U 
osi card(A) < +00 ;1-+ {{lI (A)A 

{ll(A) +00 sinon. 

(a) Montrer que P'l vérifie la relation (7) mais qu'il n'existe paN dn 
partie F de N vérifiant la relation (8). 

(b) Montrer que la conclusion de la question (i) est satisfaite Hi 1'011 

remplace la condition (7) par la condition: 

+00 ) 00 

({l n~o An n=O 

pour toute famille de deux à deux. 

On suppose dans cette que E .R 

On considère 'aoolication {l2: P(1R) -7 1R+ U {+oo} défillic 
par: 

{l2(A) 0 si 0 rt. A ; 
A 1-+ { fJ'2(A) l sinon. 

Trouver une partie F vérifiant la relation (8). 

(b) Montrer que si {l vérifie la condition (9), alors il n'existe paN 
nécessairement de partie F vérifiant (8). 

Exercice 3.9 (* *) 
Soit (X, T, IL) un espace mesuré, A une famille de de X incluse dallH 

T telle que 

si A E BE Aet A =1= B alors AnB 0. ( JO) 

Si n 2: 1, on pose 

Cn={AEA: {l(AnE) 2: {l(E)}, 
TL 

où E est un élément de T tel que 0 < {l(E) < +00, et on pose aussi 

C {A E A: {l (A n E) =1= O}. 

(i) Montrer que, pour tout TI, 2: 1, Cn est fini. 

(ii) 	Montrer que C U Cn et en déduire que C est dénombrable. 
n=l 
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On considère dorénavant une fonction positive f sur X [0,1] à. valeurs finics 
et T est la tribu des Darties de fO. Il. Pour TET, on pose 

J.L(T) = sup {L f(t): A fini et ACT} , 
tEA 

avec la convention L = o. 
(1) 

Montrer que la famillc A des vérifie 

pour x EX. 

Montrer que J.L est une mesure sur T. 

(vi) Montrer que si J.L([O, 1]) < +00, alors f(t) = °sauf sur un ensemble 
dénombrable. 

Exercice 3.10 (* *) 

Soit an le terme d'une série convergente à termes réels et """itif" Pour 

A partie finie de l'ensemble N. on pose: 


= Lan, 
nEA 

avec la convention O. Pour une partie T quelconque de N, on pose: 
o 

J.L(T) = sup{q'>(A): A finie et A C 

où la borne supérieure est prise sur l'ensemble des finies A de l'ensemble 
T. 

est la valeur de ? 

Montrer que J.L(T) est fini, quelle que soit la partie T de l'ensemble 
N. 

(iii) Pour une partie finie A de l'ensemble N, comparer les valeurs de 
q'>(A) et de ,1(A). 

(iv) L'application J.L est-elle une mesure sur la tribu des de N? 

On s'intéresse maintenant au cas n"rli{'ll an {n+ , où 8 est 
un paramètre réel. 

(a) Montrer que la série an converge si et seulement si 8 > 1. 

.1"/ l'J/IU/Wi''''' d(~N ('.'\('/'('/('/'''; !J!) 

Si s > 1, Ollllotera J.L(A) = ((8, A). Ou admet que lim (8-1)((8, IN) 1. 
$---+1 

On pose alors pour toute partie A de l'ensemble N, 

v(A) = limsup (8- A). 
s~l 

pour un entier n dans N, la 

(j,jJjJll<';(j,~lUll V est-elle une mesure sur la tribu des parties (k 
N? 

l'~xercice 3.11 (*) 

Soient (Xl, 'Ti, J.LI) et (X2, J.L2) deux espace mesurés et NI, B2 deux pa.rties 

lu.;pectivement 'Ti-mesurable et 1;-mesurable telles que J.LI (Nd O. Mont!',,!, 

alors que NI x B2 est une (J.LI ® J.L2)-négligeable de Xl x X 2 • 


E-:xercice 3.12 . 

Soit À la mesure de Borel définie sur la tribu borélienne B(R). Montrer qll(~ 


si A est une partie de R qui est réduite à un singleton, alors A est B(II1)­

mesurable et À-négligeable. En déduire que si A est une partie dénombrahle 

de R, alors A est B(IR)-mesurable et À-négligeable. Montrer par ailleurs <]IW 


l'intervalle ouvert la, b[, l'intervalle fermé [a, b] et les intervalles semi-ouverts 

[n, b[ et la, b] ont chacun pour À-mesure le réel b- a. 


Exercice 3.13 (*) 

Soit À la mesure de Borel définie sur la tribu borélienne 

tout ouvert non vide U de IR a une À-mesure strictement 

par ailleurs au'une partie compacte K de R a une À-mesure finie. 


Exercice 3.14 (* 

Soient Al, ... Ap C [0, 1] des parties B(IR)-mesurables telles que 


U Ai = [0,1]. 
iE{I,. .. ,p} 

1 '\Montrer alors qu'il existe un indice i E {l, .. · tel que > 011 A 

la mesure de Borel sur IR. 

Exercice 3.15 . 

Soit À la mesure de Dorel sur (IR, B(IR»). 


(i) Montrer que la mesure À est invariante par translation, pour tO!l!, 

A E B(R) et tER, À(A + {t}) À(A). 

(ii) Soit k > 0 ; montrer que, si A est un borélien, À(kA) = 
dire si k < 0 ? 
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Exercice 3.16 
Soit (X, T,11) un espace mesuré. On appelle l1-atome toute partie A mesurable 
de l1-mesure non nulle telle que les seules parties mesurables cont.enues dans 
A soient A lui-même et 1'ensemble vide. 
Dans cet eypr";",, on fait l'hypothèse que n'importe quel '~Wo'vwu {x} est 
mesurable. 

Montrer qu'un l1-atome est nécessairement un singleton. 

(ii) La mesure 11 est dite diffuse s'il n'existe pas de l1-atome. Montrer 
que si 11 est diffuse, alors tout singleton est négligeable. Etablir même 
que toute partie dénombrable est alors mesurable et négligeable. 

Démontrer réciproquement. que si 11 est une mesure telle que toute 
partie dénombrable est mesurable et. l1-négligeable, alors la mesure 11 est 
diffuse. 

Les mesures de de dénombrement et de Borel sur :R sont-elles 
diffuses ? Sinon, préciser les atomes. 

(v) Etablir que l'ensemble des atomes d'une mesure a-finie est dénom­
brable. 

Exercice 3.17 (* *) 

Soit 11 une mesure sur (:R, B(R)) vérifiant les conditions 


\/x E :R, = 0 (fi, est dite diffuse) ; 

(C2) I1(K) < +00, pour tout compact K de :R. 

(i) Parmi les mesures ci-dessous, lesquelles vérifient ces conditions 

11 = À, où À est la mesure de Borel; 

11 est une mesure de Dirac ; 

(c) 11 est la mesure de dénombrement sur :R. 

Calculer lim 1).D. 
n-++oo n n 

Si A est. une de R, on définit la fonction R -+ I4 U { +oo} par 

pour xE R.= I1(A n 

Montrer que fA est bien définie, que fA est et croissante 
sur R+. 

Dessiner la fonction fA dans les trois cas suivants 

,'$.,/ 1';II(H/C('1i (1('1i ('X('/"CH'OIi 	 :)1 

(a) A q~; 

(b) 	11 = À et A R \ Q ; 


1 

11 = À et A "'- n+ -J.

2
nElN 

Donner une condit.ion portant sur A pour que . 

fA(X) +00 

ou bien 

(b) la fonction fA soit COIl1:H,;:tme, pour x assez grand. 

On suppose dans cette question que 11 = À. 

(a) Montrer que, si 0::; x 	 y, fA(Y) ::; 2(y­

(b) En déduire que, pour tout (x, y) E JR2, 

< - xl, 

puis que est continue. 

Conclure que si t E [0, il existe lIn borélien B , incl liS 

dans A, tel que À( B) = t. 

Exercice 3.18 

Soit B(R2

) la tribu de Borel sur R 2 
, que l'on admettra être la tribu 


par les intervalles de la forme [a, b[ x [e, dl, avec a, b, e, dER. Le corollaire ;U"; 

montre l'existence sur (R2

, B(R2
)) d'une mesure 11, appelée mesure de 130[('\, 


vérifiant: 


fi'( [a, b[ x [c, = (b a)(d- pour b ~ a et d ~ e. 

Montrer que les ensembles suivants sont mesurables et calculer les mesure::; dl' 
ces ensembles: 

un rectangle fermé de la forme b] x [e, dl, avec a, b, c, dE Il 

aux axes une droite a1lx(ii) un :;eg1l1 e11l borné 
axes 

un segment borné quelconque uIle droit.e quelconque ; 

(iv) l'intérieur d'un triangle dont les côtés opposés à l:'o~l1ellllhC sOIlL 

parallèles aux axes ; 

un carré 
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Exercice 3.19 (* *) 
Soit (X, T, J-t) un espace mesuré tel que la mesure IL soit finie. Soit aussi f 
une application (T, B(R))-mesurable de X dans R.. On appelle fonction de 
répartition de f l'application F de R dans R définie, pour t R, par 

F(t) = J-t({J < t}). 

Montrer que F est croissante, continue à gauche, tend vers 0 t tend vers 

-= et vers J-t(X) quand t tend vers +=. Montrer que F est continue en un 

point t si et seulement si IL( { f = tl) = Q. 


Exercice 3.20 (* * *) 

Soit (X, T,J-t) un espace mesuré et A un sous-ensemble non vide de stable 

par réunion dénombrable. Si T E on pose : 


J-t'(T) sup{J-t(A nT): A E A}. 

(i) Montrer que, pour tout TET, il existe A E A tel que 

J-t'(T) J-t(A nT). 

(ii) Montrer que 1/ est une mesure sur T vérifiant J-t' ::; J-t et que IL' J-t 
sur A. 

On suppose que la mesure J-t est finie. Montrer alors que les assertions 
suivantes sont 

J-t = J-t' sur T; 

il existe E A tel que J-t(X \ Au) O. 

On Huppose dans cette question que (X, T) = (R, B(R)) et que J-t 
est la mesure définie à partir de la fonction de répartition suivante: 

si x:S 1 ; 

F(x) ~ { ; ;5 si -1 < x 1 . , 
si x>1. 

Enfin on prend pour A l'ensemble des de au dénombrable. 
Expliciter sur cet exemple la mesure 1/. 

Exercice 3.21 . 

Existe-t-il une fonction continue sur R telle que f À-p.p., À désignant 

la mesure de Borel sur R ? 


:i.tl (;ord!!,(;,..; des exer('ices ;1:\ 

:1.5 Corrigés des exercices 

Corrigé 3.1 D'après l'exercice nous savons que T est une tribu. 
Connne 0 est une partie dénombrable, J-t(0) O. Soit (Tn)nElN une KlÜI.e (h~ 

mesurables disjointes deux à deux. Nous allons envisager deux ca.s. 
Cas 1 : Pour tout n EN. Tn est dénombrable. 

+00 
on a JL(Tn ) = O. COIInne U est aussi une partie dénoItlbra.hl(~, 

n=O n=O 

+00 ) (+00 ) +00 
nous avons IL (n~) Tn = D, ce qui entraîne J-t n~o Tn = ~J-t(Tn). 
Cas 2 : Il existe no E N tel que Tno n'est pas dénombrable. 

+00 (+00 )Alors UTn n'est pas dénombrable et J-t UTn = 1. D'autre part, COllllll(~ 
n=O 

Tno E nous savons que X \ Tno est dénombrable. Du fait que les 
sont disjointes deux à deux, pour Tt =1 no, eX \ et par t'rm"Pl"'Il1C>'

+00 
est dénombrable et u(Tn) = D. Ainsi L u(Tn) u(Tnn) 1. Nous obtenollH 1\ 

+00 n=O 

nouveau L =J-t 

n=O 


n n 

Corrigé 3.2 Nous avons 11(0) = L ak.J-tk(0) = ak.D D, grâce à la COli' 

k=l 

vention +00.0 0, prise au chapitre 1. 

Maintenant, soit (Ti)iEIN une suite de parties mesurables deux à deux di::;joillj(~H. 


Nous avons: 


n (+00) [définition de Il]Il (tJ T;) ild T;k=l ak·J-tk
,=0 

n [+00 ]
ah ~ J-tk(T;) l.Lk est une 

n [ N 

k=l ak N~~OO~ 
11 r N 

)ir~__ 
k=l 

n [~ak.J-tk(Ti)] 

[~ ak./Lk(Ti)] 

II(T;) [définition de Il] 

+00
L l/(T;). 
;=0 


Ainsi Il est une mesure. 
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Corrigé 3.3 Pour montrer que v est une mesure, nous allons utiliser la canlC­
tôrisatioll des mesures que l'on trouve dans la proposition 3.4. 

+00 1 
Nous avons tout d'abord v(0) = 0 et v(X) L --1 = l, en 

n=O 2n+ 
appliquant une formule classique sur séries géométriques. 

Soient Tl et T2 deux parties mesurables disjointes. Puisque vn est une mesure, 

nous avons, pour tout n EN, 


+ 

En sommant ces 11t;:,=1"t'" sur les diverses valeurs de l'indice n compris entre 
oet +00, on voit que 

u + 

Soit enfin (7i)iElN une suite croissante de de X. Posons T = liT; et 
iElN 

montrons, par double inégalité, que 

v(T) sup v(7i).
iEIN 

Comme Ti C T, on montre, grâce à ce qui précède, l'inégalité v(Ti ) < 
Ainsi v{T) est un majorant de la partie {v(Ti ): i E N} et 

'" v(T;) lI(T). 

soit Cl: < Il existe un entier N tel que 

N 

Cl:<L (11) 
n=O 

Fixons dans un un c > 0 ; pour n = 0,··· N, 

1.16). En 
notant .i max{ io, ... ,iN}, puisque la suite 
il existe un entier in tel que j.tnl'F) - f < 

on a aussi 
l.ln(T) < j.tn (70) + t. La relation (lI) devient alors 

N 

Cl: < L 'n+l + f.:::; v(Tj ) + E:::; SUP1/(7i) + c-
T!" 0 2 rEIN 

Li;n faÜ.,allt f. --+ 0+, il vient Cl: :::; sup 1/(7;). On conclut alors, à l'exercice 
iEIN 

fi. 

:t!l tlnH (lX('/'('ÎCCH [>f) 

Corrigé 3.4 lAI) VVIHHlt la Inesure /.l est il exiHLc d(,H 

mesurables C ... X n C ... telles que 

Xn=X ( 12) 
n=O 

d, pour tout n N, /.l(Xr,) < +00. Considérons alors la suite de 
parties mesurables définie par Yil = Xo et, pour n 2: l, Yn = \ 1. 
Comme Yn C Xn , /.l(Yr,) :::; Il,(Xn ) < +00. Il suffit donc de montrer que la. 
ramille {Yn : n E N} forme une partition de X. Soit x EX; d'aprèr-; la 
relation (12), l'ensemble {n EN: x E Xn} est non vide et donc admet lit1 

plus petit élément no. Si no = 0, x E Yo, et si no> 0, x E X no \ X no - I Y,,", 
+00 +00 

Dans tous les cas on a xE UYn , ce qui entraîne: X = UYr,. 
n=O n=O 

Montrons maintenant que les parties Yn sont disjointes deux à deux; soient 
donc 11. et m deux entiers tels que 11. < m. Comme Ym X m \ , on a 

n 0 ; la suite (Xn)nEIN étant croissante, on a X n C Xm - I et dOliC 

n X n = 0. En particulier, puisque Yn C X n1 nous avons aussi Yrn n Yn I/J 

ce nprmpt. de conclure. 

Considérons la suite (Xn)nEIN de parties mesurables défiIlin, 
n 

est clairement croissallf,() pour tout 11. EN, par X n = U Yk. La suite 
k=O 

pour tout n, puisque /.l est SVU1j-o.UUI 

< +00. 
k~O 

Pour conclure, il reste à vérifier que X n = X. Soit x EX; par 
n=() 

il existe un entier 11. tel que x E Yn et, par définition de la partie X n , on a allHKi 
+00 

;( E X n ; en particulier x E UXn. Le résultat est donc démontré. 
n=[) 

Corrigé 3.5 Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe une meslln~ 


Il non nulle sur (71, P(71)) qui nst finie et qui est invariante par 

i.e., pour tout p E 7l et pour tout Tell, /.l({pl + T) = /.l(T). 

Montrons tout d'abord qu'il existe un entier 11. tel que /.l( {n}) i= O. Si ce Il'(~r-;1. 


pas le cas, on aurait 


tt(71) = J.t(71+ U 7l~) J.t(71+) J.t(71*J 
+00 

/.l + tt {-n} n=/({n}) + E /.l({ -n}) = O.) 

Cola ~~+~~~~ pour toute T 0:::; :::; 1.l(7l) = 0 et J.t(T) = (J. 

/.l serait la mesure est contraire aux hypothèses. 
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Ainsi, il existe un entier no tel que fl({no}) = a > O. Grâce à l'invariance par 
translation, pour tout n E 7l, 

fl({n}) = fl({n -- no} + {no}) = fl({no}) = a > O. 

Alors fl(N) = fl ( U{n}) = L fl( {n}) = L a = +00, ce qui contredit le 
nEIN nEIN nEIN 

fait que la mesure fl soit finie. 

Corrigé 3.6 Considérons l'espace mesuré (X, T, fl) = (N, P(N), fld), où fld 
désigne la mesure de dénombrement sur les parties de N, et considérons la 
suite décroissante de parties (Tn)nEIN définie, pour tout n, par la relation 

Tn = [n, +00[. 

+00 (+00 )
D'une part n00 Tn = 0, donc fl n00 Tn = O. D'autre part, pour tout n E N, 

fl(Tn) = +00 et donc inf fl(Tn) = +00. On constate qu'il n'y a pas égalité sur 
nEIN 

cet exemple. 

Corrigé 3.7 En posant, pour tout entier n, An = n Tm, nous avons 
m~n 

liminfTn = U A
nEIN n' 

nEIN 

Comme la suite (An)nEIN est croissante, nous obtenons 

fl(liminfTn ) = lim fl(An). (13)
nEIN n->+oo 

D'autre part, pour tout entier k ~ n, de l'inclusion An C Tk , on tire l'inégalité 
fl(An) :s: fl(Tk ), et donc 

fl( An) :s: inf fl(Tk ). 
k~n 

En passant à la borne supérieure sur tous les entiers n de chaque côté de cette 
inégalité, on obtient 

lim fl(An) = sup fl(An) :s: sup inf fl(Tk ) = liminf fl(Tn). (14)
n->+oo nEIN nEIN k~n nEIN 

On conclut en combinant les relations (13) et (14). 

Corrigé 3.8 (i) Soit F la partie de E définie par: 

F={x: fl({X})=O}. 

Si F = 0 alors fl( F) = 0 ; sinon F se met sous la forme F = {al, ... , ap } avec 
p ~ 1 et al,"', ap des éléments de E. Alors, par additivité de fl : 

p 

fl(F) = fl({ad U··· U {ap }) = Lfl({a;}) = O. 
i=l 

:1.fI (:(J'T;.!!.';S des exerc;n's ;.7 

Montrons maintenant que F vérifie la relation (8). Soit A une partie de g Si 

Il C P, on a F = AU(F\A) ; donc, fl(F) = fl(A)+fl(F\A), car An(F\A) = 0. 
Cela entraîne que fl(A) :s: fl(F) = 0 et fl(A) = O. Réciproquement, SUppOSOllS 
<Ille IL(A) = O. Si A = 0, on a bien 0 C F. Sinon, A -1- 0 et A peut. S(~ 
Illettre sous la forme A = {bl , ... bq } avec q ~ 1 et bl , ... ,bq des éléments d(~ 
R. Comme 

q 

L fl( {b;}) = fl(A) = 0 
i=l 

ct comme fl ~ 0, on déduit, pour tout i E {1, ... , q}, fl( {b;}) = 0 ; et, par 
définition de l'ensemble F, bi E F. Ainsi A C F. 

(ii)(a) Montrons que fll vérifie la relation (7). Puisque card(0) = 0, fll(0) = (J. 

Soient A et B deux parties de N telles que A n B = 0. 
• Si card (AUB) = +00 alors card A = +00 ou card B = +00. Par conséquellt. 
/Ll(A U B) = +00 = fll(A) + fl2(B). 
• Si card (AUB) < +00 alors card A < +00 et card B < +00. Par conséquellt 
Itl(A U B) = 0 = fll(A) + fl2(B). 
Montrons maintenant que fll ne vérifie pas la relation (8) en raisonnant par 
l'absurde. Supposons qu'il existe une telle partie F. Soit n EN; le cardillal 
de la partie {n} est fini, donc, fll ({n} ) = 0, ce qui entraîne, grâce à la relatioll 
(8), {n} cF. Ainsi U{n} = NeF et par conséquent F = N. Mais alors 

nEIN 

fll (F) = +00, ce qui contredit la relation (8). 
(b) Il suffit de reprendre la preuve de la question (i) avec toujours 

F={x: fl({X})=O}. 

(iii)(a) Remarquons que fl2 = 8{o} où 8{o} est la mesure de Dirac en O. Preuom; 
]R* comme partie F et vérifions la condition (8). On a 

fl2(A) = 0 <==} 0 ri. A <==} A c F. 

Donc, la condition (8) est satisfaite. 
(b) Il suffit de prendre l'application fl3 définie par: 

fl3 P(R) --> R+ U { +00 } 
osi A est dénombrable ;

f---t {fl3(A) =A 
fl3(A) = +00 sinon. 

ct de reprendre l'argument de la question (ii)(a). 

Corrigé 3.9 (i) On suppose que 0 < fl(E) < +00. Si en contient n+-I 
{~léments distincts Al,"', AnH, comme ils sont dans A, ils sont disjoints deux 
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Il ckux. Et il en est de même pour Al n nE. D'où 

> ~(EnCQIAi)) 
n+l 

~ ( i~ (E n 
n+l 

L ~(E n 
;=1 

> n+l 
n 

et donc, comme E]O, +00[, n 2:: n + 1, ce qui est impossible. Cn est donc 
un ensemble fini. 

(ii) Soit A E C ; on a {.L(A n E) > O. Il existe donc un entier no tel que 

{.L(A n E) > car la suite (~(E)) converge vers O. Et donc, A 
no n nElN* 

+00 00 
appartient à Cno C UCn. Nous obtenons donc l'inclusion Cc UCn· 

n=l 

Cn est dénombrable comme réunion dénombrable d'ensembles finis. C qui 
n=l 
est inclus dans un ensemble dénombrable est lui aussi dénombrable. 

(iii) Le résultat est clair. 

on a ~({x}) = supt(~Aj(t): A finie et Ac . Or les parties A 

O} = j(x) et donc 
~({x}) = 
incluses dans {x} sont 0 et {x}, d'où ~({ x}) = 

(v) Clairement ~(0) sup {L j(t): Ac 0> sup{O} = O. 
tEA J 

Soit maintenant (Tn)nElN une famille de parties disjointes deux à deux. Nous 
allons démontrer 

~ Tn ) 
n=() 

par double inégalité. 
00 

Soit A une partie finie telle que A C On a 
n=O 

1 
 :Ui ( d(·s ex(~rdc('s rI!) 


d, comme A est il existe un sous-ensemble 1 C N de cardinallîni td (Ill(~ 
JI = U(An Alors: 

nEf 

j(t) j(t) n sont disîoints 2 à 2] 
tEA nEftEAnT" 

< L ~(T,,) 

< ~(Tn). 
n=O 

00 
Ceci étant vrai, pour toute finie A c T,,, on conclut: 

n=O 

~ CgTn) :S n=O ~(Tn)' 
+00 N 

Soit Cl: E lR tel que Cl: < L ; il existe donc N E N tel que Cl: < 1.L(l;,) 
n=C n=O 

et il existe alors, pour n E ... ,N}, une An finie de telle que: 

Cl: < È(EA" j(t)) . 

N 

Posons A = U A est fini et inclus dans Comme les AH 
n=O n=O 

sont disjoints deux à deux, Cl: < L j(t) et par conséquent Cl: < ~ (tJ T,l.). 
tEA n=O 

D'après l'exercice 1.6 m, on obtient: 

+00 (+00 )
r~J {.L(Tn ) :S ~ n~oTn . 

Ainsi ~ est une mesure. 

(vi) On choisit pour ensemble A, la famille des singletons. et on alors 
les résultats de la question (ii) pour conclure que 

C = {A E A: ~(A nE) > est dénombrable. 

En remarquant que tous les éléments de A sont de la forme A = {x} et que 
= j(x), on peut écrire C = {{x}: xE [0,1] et j(x) > O}. Le résultat 

est donc démontré. 
+00 

Corrigé 3.10 Montrons que ~(N) = L an. Pour cela, soit une partie JI 
n=O 

incluse dans N ; on a 
+00 +00 

A An Tn ) = U n T,,) </J(A) = Lan Lan, 
n=O nEA n=O 
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car la s<iüe est à termes positifs. En passant il la borne supérieure, on obticnt 

+00 
J.L(N) ~ Lan' 

n=O 

Inversement, considérons la partie AN {O" .. ,N}, où N est un entier na-
N 

turel. Par définition de J.L(N), on a <p(AN ) ~ J.L(N); ce qui s'écrit L ak ~ J.L(N). 
n=O

+00 

En faisant N - +00, on conclut Lan J.L(N). 


n=O 


(ii) Soit A une partie finie incluse dans T ; on a : 

+00 
<p(A) = L an ~ 'E an· 

nEA n~O 

+00 +00 
En passant à la borne supérieure, J.L(T) < L an. Comme la série L an est 

n=O n.·~O 
convergente, on conclut J.L(T) < +00. 

Supposons que A soit fini et montrons que J.L(A) = <p(A), ou en d'autres 
termes, 

sup{<p( A'): A' fini et A' C = <p(A). 

Si A' c A et A' fini, on a 

<p(A' ) L an ~ 'E an ~ <p(A). 
nEA' nEA 

En passant à la borne supérieure, on obtient IL(A) ~ <p(A). Inversement, nous 
savons que, pour tout,e partie finie A' C A, <p(A') ~ J.L(A). En particulier en 
choisissant A' A, on conclut <p(A) ~ J.L(A). 

(iv) Pour montrer que J.L est une mesure, nous allons utiliser la caractérisation 

des mesures que l'on trouve dans la proposition 3.4. 

Comme par convention Lan = 0, on a <p(0) 0 et donc J.L(0) O. 


nE0 

Soient Tl, T2 deux parties disjointes de N. Soit al un réel tel que a] < I.L(TI ) ; 

grâce à l'exercice 1.16, il eXIste une partie finie Al C T1 tel que al < <p(A I ). De 
même, si a2 est un réel tel que a2 < J.L(T2 ), il existe une partie finie A2 C T2 

telle que a2 < <p(A2). Puisque les parties Tl et T2 sont disjointes, les parties 
Al et A2 sont disjointes et donc 

al + a2 < <p(A1) + <p(A2) = <p(AI U A2 ) ~ I.L(TI U T2). 

En particulier al ~ IAT1 U T2 ) - a2 d'après l'exercice 1.6 nous avons 

J.L(TI ) ~ J.L(TI U T2 ) - a2. 

:I.[i Corrig6s des ('X('/"('ices IH 

Nouil pouvons écrire aussi cette inégalité sous la forme a2 ~ J.L(TI UTz) - J.L(T,) 
[Ji,(TI ) < +00, d'après (H)] ; et encore une fois, d'après l'exercice 1.6 

ll(Tz) ~ J.L(TI U Tz) - J.L(TI ) 

soit J.L(TI ) + J.L(Tz) :; J.L(TI U 
Inversement, soit a < JL(TI U Tz) ; il existe une partie finie A C Tl Utelle 
que a < <p(A). Nous avons: 

<p(A) <p(A n (Tl U T2 )) 

<p((A n Tl) U (A n Tz)) 
<p(A n Tl) + <p(A n T2 ) 

< J.L(Ti) + J.L(T2 ), 

ce qui entraîne a ~ 1.t(Ti) + J.L(Tz). Grâce à l'exercice 1.6 0), nous concluowi 

alors J.L(TI U Tz) ~ !L(TI ) + J.L(T2)· 

Soit (Tn)nEIN une suite croissante de parties de N. Posons T = U Tn 0\, 


nEIN 

montrons, par double inégalité, que 

!L(T) sup J.L(Tn). 
nEIN 

Comme Tn C T, on montre, grâce à ce qui précède, l'inégalité J.L(Tn} ~ J.L(T). 
Ainsi J.L(T) est un majorant de la partie {J.L(Tn): n E N1 et 

sup J.L(Tn) ~ !.L(T). 
nEIN 

Inversement, soit n < J.L(T) ; il existe une partie AcT finie telle que n < <p( A). 
Ecrivons A sous la forme A {ah' .. , ap } ; pour chaque i E {l, ... ,p}, il existe 
un entier n(i) tel que ai E Xn(i)' Alors si N max{n(l), .. , , n(pH, du fait, 
que la suite (T,t)nEcIN soit croissante, ai E Tn(i) c TN • AiI1."li A C TN , ce qui 
implique 

n < <p(A) ~ J.L(TN ) ~ sup J.L(Tn)· 
nEIN 

L'exercice 1.6 permet de conclure. 

(n + lt-s 1 
(v)(a) Pour tout s E on a lim (1 + - )-s = 1 ; ce 

n-S n-++oo n 
" . . . d l" fi' 1 1 C aff . peut s ecnre, au vOlsmage e lU lm ( ) -. omme nous avonsaJw 

n + 1 s 
cv 

na 

à des séries à termes positifs et comme ~ est le terme général d'une série dn 
na 

Riemann, 
+00
'E an converge si et seulement si 8 > 1. 
n=l 

On a ((s, {n}) = IL( {n}) et, d'après la question (iii), 

1 
J.L( {n} ) <p( {n} ) (n + 1)" 
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AiniOi, on obtient v( {n}) Lim sup (s \$ = O. 
$-+1 n + 1 

(c) La est négative car : 

v {n}) = 1:;i L 
nEIN 

Corrigé 3.11 On a, par définition de la mesure produit P'l 0 IL2, 

ILl 0 IL2(Nl x N2) ILl(Nd.1L2(N2 ) 0.IL2(N2 ). 

Grâce à la convention O. + 00 = 0, on conclut que, dans tous les cas, 

ILl 0 fJ'2 x N2 ) O. 

Corrigé 3.12 • Soit A une réduite à un point; A est le complémentaire 
d'un ouvert, A est mesurable. Il existe a E 1R tel que A = {a} ; on peut 

1
écrire A = n Ar, avec, pour tout n E N, = [a, a + [. On peut écrire 

nEIN n + 1 
1 

An {a}UJa, a + n + 1 [ ; chacune de ces deux étant mesurable, An est 

mesurable. Comme la suite est décroissante et comme 

À(Ao) = a+l[) 1<+00, 

nous pouvons utiliser la stabilité de la mesure À par passage à la limite dé­
croissante. Donc, 

lim 
n-++oo 

1 
[définition de la mesure de

n+l 
O. 

Si A est dénombrable, on peut écrire A = {ai: i E I}, où 1 est dénombrable 
et où les ai sont distincts deux à deux. D'autre part, en écrivant A = U{ai}, 

iEl 
la a-addivité de À permet de conclure 

À(A) = L À({a,}) = O. 
iEl 

• Soit a< b; on peut écrire Ja, U [a + l ,b[ et, comme la mesure À 
nEIN n + 1 

est stable par passage à la limite croissante, on a 

1 
+ n 

b-a- n+l 
b - a. 

:Uj (:()r/'ig(~,.., des ('.'iI'/'t·Ù'I''''; f ;:\ 

• 011 a [a, b] = [a, b[U{b}, donc, À([a, b]) = À([a, bD + À( {h}) = fi - (/, par 
ddinition de À et du fait qu'un singleton est À-négligeable; À([a, bD = /1 1/ 

par définition de À ; enfin À(]a, bl) = À(]a, b[U{b}) = À(]a, bD + À( {b} ) = /1 fi. 

un résultat démontré précédemment et le fait qU'UIl singleton e:-:t /\ 

Corrigé 3.13 Comme (J est non vide, il existe un élément x dans U ; pal' 

définition d'uIl il existe E > 0 tel que 

[x - E,X + U. 

Alors par croissance de la mesure À, À([x - E, x+ ED ::; À(U) et donc À(U) 21. 
En particulier, on a À(U) > O. 

Comme un compact est borné, il existe M > 0 tel que 

Ke[-M, 

Alors, par croissance de la mesure À, 

À(K) ::; À([-M, =2M. 

La À-mesure de K est donc finie. 

Corrigé 3.14 Raisonnons par l'absurde en UPPOt;i:Ul~ que, 

1 
ViE •.. ,]J}, < 

]J 

Alors, puisqu'une mesure vérifie la Dromiété de sous-additivité: 

P P 1À(Q ::; L À(Ai ) < L - = 1, 
;7"1 i=1 ]J 

ce qui contredit le fait que la mesure de Borel du segment [0,1] est 1. 

Corrigé 3.15 (i) Considérons l'application IL: B(1R) -+ {+oo} défillÎ('. 

pour T E B(H), par 
IL(T) = + {t}). 

Comme IL(0) + {t}) À(0) = 0 et comme 

+ {t}) À ( U (T" +fJ, T,,) = À 
nEIN 

À(Tn + {t}) = L IL(T,,), 
nEIN n(IN 

si les boréliens (Tn)nEIN sont disjoints deux à deux, IL est une mesure. POIII' 

montrer que J..t À, il suffit donc d'utiliser le théorème d'unicité des meiOlIn~s. 
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Soit C {[a, b[: a::::; b} ; C est stable par intersertion finie et, d'après le 
2, t(C) T. D'autre part, si C [a, b[E C, on a: 

+t,b+t[) (b+t) (a+t) b-a=À([a, < +00. 

s'écrire sous la forme R U [-n, n[, où, pour tout n N, 
nEolN 

C. Les hypothèses du théorème d'unicité des mesures sont ::;ij,~1::;U11 
donc p, À. 

(ii) Considérons l'application p,: B(R) R+U{+oo} définie, pour A B(R), 
par; 

p,(A) À(kA) 
k 

On montre aisément que p, est une mesure. Il suffit alors de prouver que p = À 

démontre comme pour le résultat de la question (i). Pour k < 0, on 

Corrigé 3.16 (i) Soit A un A est non vide car sinon sa mesure 
serait nulle. SUppOSOI1.'l que A ne soit pas réduit à un singleton; il existe a et 
b deux éléments de A distincts. A contient les deux différentes {a} et 
{b} qui sont par hypothèses mesurables. Cela contredit le fait que A est un 
J.lratome. Ainsi A est un singleton. 

(ii) Soit A un singleton; comme les seules parties contenues dans A sont A 
lui-même et l'ensemble vide qui sont mesurables, p,(A) 0 puisque A n'est 
pas un p-atome. 
Toute partie dénombrable A est réunion dénombrable des singletons contenus 
dans A ; une tribu étant stable par réunion dénombrable, A est par conséquent 
mesurable. Si l'on écrit A = {a;: i E 11 où 1 est dénombrable. on a 

o.p,(A) p, (~{ai}) = t1 
Ainsi A est négligeable. 

(iii) Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe un p-atome noté A. 
Alors A est nécessairement un singleton, d'après la question (i). A étant 
dénombrable, on conclut, par hypothèse, que p,(A) O. Cela contredit le fait 
que A est un u-atome. 

• Soit 6x la mesure de Dirac en x. La partie A {x} est un p,-atome car 
1 > 0 ; donc, n'est pas une mesure diffuse. Montrons que {x} est 

le seul p,-atome ; d'apr{)s la question (i), A peut s'écrire sous la forme A = 

et si (L =J x, on a 6x (A) = 0 et A ne serait être un p,-atome . 
• Soit Ild la mesure de dénombrement. Si A est un singleton Pd(A) = 1 et 
A est un p,-atome. Inversement, d'après la question (i), les p-atomes sont des 

()f):$.fi tI/'H /'X/'/'('ie'C'H 

En particulier, P,d n'est pas diffuse. 
• Nous avons vu dans l'exercice 3.12 que la mesure de Borel d'un smglet( ('Hl. 

nulle, donc, d'après la question (i), il n'existe pas de Il-atome. 

(v) Comme la mesure pest lT-finie, X est la réunion d'une suite (Xn)nEIN d(~ 
parties mesurables de p-mesure finie. Soit C(n,p) l'ensemble des Il-atomeH !h~ 

dont la p,-mesure est supérieure ou égale à _1_. Si Al,' .. ,Ak sont ! I<~ 
p+l 

tels atomes deux à deux distincts, nous avons: 

k k 
p, <

p+1::::; 

Cela entraîne k ::::; p,(Xn).(p + 1) et donc, C(n,p) est un ensemble fini. fJoit. 
maintenant A un p,-atome ; A est un singleton, d'après la question (i), et 
A est inclus dans une partie Xn. De plus, comme p(A) > 0, il existe un entier 11 

tel que p,(A) ~ ~. Alors A E U C(n,p). Ainsi U C(n,p) repré,l(mh~ 
p (n,p)EolN 2 (n,p)ElN2 

l'ensemble de tous les p,-atomes. Une réunion dénombrable d'ensembles fiui" 
étant dénombrable, l'ensemble des Il-atomes est dénombrable. 

Corrigé 3.17 Soit x R; nous avons l'égalité 

1x+-,. 
Tt 

Comme la suite de (Ix, x +!, [)n~l est décroissante et que 

À([x, x + ID = 1 < +00, 

d'après la propriété de stabilité par passage à la limite décroissante: 

À([x,x+~[) = :1 O. 

La mesure À vérifie donc la condition Si maintenant K est un compact 

de H, il existe M > 0 tel que K c ; alors 

À(K) ::::; À([-1\;!, Uv! < +00. 

La mesure À vérifie donc aussi la condition (C2) . 
(b) Si p, est la mesure de Dirac au point XQ, notée 6{xo}' alors 

6{xo}({xo}) 1 

n'est pas satisfaite, La condition (C2) est trivialement. 

satisfaite pour tout borélien K, 6fxo}(K) ::::; 1. 
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(jl) 	 :$ 1\ Il'sl1I,(''''; 

(c) l'OUf tout ;1; E IR, JLd( {;J;}) = 1 et. la condition (Cl) n'est pm, Hatüifaite. 
COlllme u,AfO.1l) = +00, la condition (C2) n'est pas non plus satisfaite. 

Posons, pour n 2.: 1) An =] 1.!. [ ; la suite (An)n>1 est décroissante et n n ­
comme Ail, l[e [-1,1], p,(Ar) ::::: Il,([-1,1]) < car [-1,1] est un 
campact de IR et la mesure /1, vérifie la condîtion (C2). Alors, par la propriété 
de stabilité par passage à la limite décroissante, 

lim IL(]-.!.'.!.[) JL(n]-.!., 1[) =u,({O}) O. 
n->+oo n n n=! n n 

L'intervalle [-Ixl, Ixl] est fermé, il est donc le complémentaire d'un ouvert 
Ixl] E B(lR). D'autre part, par hypothèse, A E B(lR) ; la tribu B(IR) 

étant stable par intersection finie, 

An ,Ixl] E 

et j),(A n Ixl,I:z:ID a un sens et appartient à lR+ U {+oo}. Le fait que la 
fonction fA soit paire et croissante sur R.I. est évident. 

(iv)(a) Remarquons que 

j),(Q) U{q}) 
qE<Q

"L j),( {q} ) [car Q est dénombrable] 
qE<Q 

o j), vérifie la condition 

e Q, on a:pour x E lR, comme Qn 

fA(x) = ni Ixl, IL(A) = j),(Q) O. 

D'où f<Q O. 
Soit x E IR ; alors on a : 

..\([-Ixl, ..\([-Ixl, Ixl] n Q) + ..\([-Ixl, nlR \ Q) 
= 0 + ..\([-Ixl, 1:z:IJ n 

D'où fA(x) 21xl· 

Cas 1 : Comme la fonction lA est paire, on peut supposer que x 2.: O. Alors 

on a : 


( n~o [n, n + WU ,x] si x E A ; 

n+Wn xJ E(x) 
nElN 	 { U [n,n+~] 	 si x tt A. 

n=O 

,li) Corrig<~s <lm (,xe/dens 	 ()7 

E(x)-I

"L ..\([n, n + m+ ..\([E(:z:), xl) si x E A ; 
D'où' 1 (x) n=(J. A E(x) 

{ "L ..\([n,n+ m 	 si x tt A. 
n=O 

. {x- si E(x)<x<E(x)+l.Et en conclUSion IA(X) = - 2 ' 
si E(x)+~:::::x<E(x)+1. 

obtient alors pour lA le ci-dessous. 

2 

1 

-2 -1 1 2 

(v) (a) Comme la fonction 	 est croissante sur Rt, on a : 

IA(X) = +00 {=:? lim fA(n) = +00. 
n->+oo (nElN) 

Or, par stabilité de la mesure IL par passage à la limite crOlssante. on a : 

lim lim j),(A n 
1L----lo+OO n-++oo 

U(An 

D'où lim lA (x) 	 +00 si et seulement si =+00. 
x-++oo 

Montrons que, pour Xo 2.: 0 

fA est constante sur [xo, Ji.( A n (lR \ xo])) O. 

Supposons dans un premier temps que lA soit constante sur +00[. AlorK, 
pour n entier naturel supérieur à X(J, 

n [-n, n]) = j1,(A n [-xo, 

ce qui entraîne, grâce à la condition (C2), 

j),(An ([-n,n] \ [-Xo,:Z;nl)) O. 

En faisant n --; par stabilité de la mesure j), par passage à la limi1.p 
croissante, on obtient : 

IJ,(A n (R \ [-xo, xo])) = O. 

http:u,AfO.1l
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Supposons dans un second temps qu'inversement ,u(A n = o.\ 
Alors, pour x 2: 1';0, 

n 
n + 

,u(A n ([-x, x] \ [-xo, xo])) :::; IL(A n (IR \ [-xo, xo])) = 0, 

on conclut fA(X) fA(XO)' Ainsi la fonction fA est constante sur +00[. 
(vi)(a) Soit 0:::; x :::; y; on a la suite d'égalités et d'inégalités: 

fA (y) 

< 

d'où fA(Y) - fA(X) :::; 2(y - x). 
(b) Nous allons envisager trois cas. 

cas 1 : x 2: 0, y 2: O. Supposons d'abord que 0 :::; x :::; y ; alors, 

question (vi)(a), fA (y) fA(X):::; 2(y-x). Comme la fonction fA est 


- fA(X) 2: O. Donc, IfA(Y) - fA(X)1 :::; xl- Si par contre 0:::; y x, 
il suffit d'échanger les rôles de x et y. 

caB 2 : x :::; 0, y O. En utilisant la parité de la fonction fA. on se ramène au 
cas 1 grâce à la manioulation suivante: 

fA (y) fA(x)1 = IfA(-Y) - fA(-x)1 :::; 21-1/- (-x)l· 

Et encore, on a If A (1/) fA(x)l:::; 211/- xl. 
cas 3 : (x :::; 0 et 1/ 2: 0) ou (x 2: 0 et 1/ :::; 0). Prenons par exemple le cas où 
x :::; 0 et 1/ 2: O. On a 

IfA(1/) ­
< le cas 1] 
< 

nous avons démontré le résultat dans les trois cas. La fonction fA 
(J""ll<UIC ses valeurs dans IR, elle est Lipschitzienne de rapport 2 et en particulier 
fA est continue sur IR. 
(c) On a obtenu lors des questions précédentes les résultats suivants: 

fA(O) = 0 ; 
lim fA(X) .\(A) la preuve du 

{ X---l>+OO 

f A est continue sur 

:r.') (Jo/'l'if!,I:•..,' dl'.'! l'XI'l'ciees Iî!l 

• pour tE 
l'osons BAn 

le théorème des valeurs intermédiaires, Oll déduit. 
il existe x E lR+ tel que fA(X) = t, soit .\(An :r]) = 1. 

x] ; il est clair que B est un borélien de R inclus dalls i\ 
et que .\(B) t. 
• Pour t .\(A) , il suffit de prendre B A. 

Corrigé 3.18 (i) La partie [a, bl x [c, d] est mesurable comme 
d'un ouvert. On a : 

b] x dl 
n=l 

1 
où Tn = [a, b+ [x d+ [. Remarquons que la suite (Tn )n>1 est décroisHHIlt.c n n ­
et que ,u(Tt) = (b + 1 - a)(d + 1 - e) < +00 ; donc, grâce à la propriétô d(~ 
stabilité de la mesure ,u par passage à la limite décroissante : 

,u([a, b] x [c, dl) lim ,u(Tn ) 
n--++oo 

1 1 
+ +-­

n 

Soit 8 un segment borné à l'axe x'Gx ; 8 peut s'écrire: 

8= [a,b] x {c}. 

En utilisant (i), on a donc Il,(8) = O. Il en sera de même pour un segmen!. 

borné parallèle à 1/'01/. 

Soit maintenant D une droite parallèle à l'axe par exemple ; D 

s'écrire 


D Rx 
nElN 

où [-n, n] x {c}. à ce qui précède, ,u(Sn) 0 et comme la mmlllre 
,u est stable par pa.<Jsage à la limite croissante : 

,u(D) = lim ,u(8n) O. 
n--++oo 

Il en est de même pour une droite parallèle à l'axe y'Gy. 

(m) Soit 8 un segment de . Si 8 est paraW)le à l'axe y'Gy, on se réfère il. 
la question (ii) pour . sinon 8 oeut s'écrire sous la forme (a E IR (!j, 

{3E 
8= ax + fj): a:::; x :::; b}. 

upposons dans un premier temps que 0'2: 0 et considérons l'application aflilJ(~ 
f: IR IR définie, pour x E R, par f(x) = ax + {3. On a, pour n 2: 2 fixô, 

n-l 

8 c U[ab x 
k=o 
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01\ pour k {O, 1, ... , ak = a + k b a Et donc, d'après la question 
n 

p(S) ~ 't.-. 
l 

(~) a (~) = a(b a)2 
k-cO n n n 

En faisant n +00, on conclut p(S) O. 
Le cas a < 0 se traite de la même manière. Pour une droite quelconque, on 
rr>nrr>nol l'argument donné à la question 

(iv) Soit T l'intérieur (au sens géométrique) d'un triangle dont les côtés op­
posés à l'hypothénuse sont parallèles aux axes. Nous avons quatre situations 
possibles suivant que la droite qui contient l'hypothénuse à une pente posi­
tive ou non et suivant que le triangle se trouve au-dessus ou en dessous de 
l'hypothénuse. De toute façon, on traite ces quatre cas de la même manière ; 
nous pouvons donc nous restreindre au cas où 

T = {(x, y) E lR2 
: rL -:; X -:; b et f(a) -:; 11 -:; 

où f: lR ---; lR est une application affine de la forme f (x) ax + fi avec a > 0 
le cas où la pente de la droite contenant l'hypothénuse est positive et où le 

est en dessous de l'hypothénuse). On a, pour n 2': 2 fixé, l'encadrement 
suivant 

n-l n-l

U[ak, rLk+l [J(rL) , Tc U[ab X [f(a), 

k=O k=O 


-a
où, pour k E {O, 1, ... , n}, ak = a+ Et en prenant la mesure de chacun 

n 
de ces ensembles (utiliser l'additivité pour la partie à gauche de l'inclusion et 
la sous-additivité pour la partie à droite de l'inclusion) : 

n-l (b a) ( b a):~~ (b ~ a) (ak b~ rL) < -:; E ~ a(k + 1)~ , 

ce s'écrit 

b )2 n-l
a(b-a)2 ï: k -:;a ~a E(k+l)(n k=O 

soÎt 

a C~ a r(n ~ l)n -:; p(T) -:; a Cn ar--'--~. 
Le terme p(T) est encadré par le terme général de deux suites qui convergent 

vers une limite commune a (b 2a)2, donc, 

T) a(b - a)2
(p 2 

.).iJ \ ,OITlg< '.0.; </!,.'i ('." '( (1« '.~ 

q Il i Il'eHt anLre q Ile la formule hien COllIlue 

base x hauteur 
aire du LHoC"'!I"'''' 

2 

(v) Soit C(a) UIl carré de]R2 de côté de longueur a. Nous pouvons com;\.('IIÎn' 

autour du carré des triangles rectangles Tl, T2 , Ta et comme Hm la 

figure ci-dessous. 

Tl 

b 

a 


T.~ 

c 

La réunion des triangles et du carré est un carré C(b + c) dont le côt.é PHI, <1(, 
longueur b + c. D'après les questions précédentes, nous avons (remarquer <1 1l<' 

les arêtes des triamdes et des carrés sont de mesure nulle, d'après la 
(iii)) 

4 

ft(C(a)) + p(T;) = u(C(b+ 
;=1 

soit 

_4(b;) =b2 +c2p(C(a)) = (b+ =a2 
. 

On retombe sur un résultat bien connu de tous! 

Corrigé 3.19 • Montrons que F est croissante. Soient t l et t2 deux réels tds 
que t l < t 2 ; alors {f < td C {f < t 2 } et par croissance de la mesure P, 011 

obtient F(t 1) -:; . 

• Montrons que F est continue à gauche. Soit t E lR ; il suffit de démontrpl' 
que, pour t.oute suite strictement croissaJlte (tn)nElN convergeant vers t, la HlIiL(~ 
(F(tn))nElN converge vers F(t). Soit (tn)nElN une suite strictement croisHallLIl 
convergeant vers t ; comme la suite de parties mesurables ({f < tn} )nEIN est, 
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'OlSSl1nte, la stabilité de la mesure Jl par passage à la limite croissante donne 

lim F(tn) Jl( U {f < tn}) <t})=F(t),n-t+oo 
nElN 

car la suite (tn)nElN est strictement croissante. Le résultat est donc démontré, 
• Montrons que P tend vers 0 quand t tend vers -00 ; il suffit de démontrer que, 
pour toute suite décroissante (tn)nEIN convergeant vers -00, la suite 
converge vers O. Soit (tn)nCIN une suite décroissante convergeant vers -00 ; 
comme la suite de parties mesurables ({f < tn} )nEIN est décroissante et que 
J.L( {f < to}) :::; J.L(X) < +00, la stabilité de la mesure IL par passage à la limite 
décroissante donne 

Hm P(tn) J.L( n{f < tn}) J.L(0) = 0,
n~+oo 

nE:1N 

car f prend ses valeurs dans R. Le résultat est donc démontré. 
• Montrons que P tend vers J.L(X) quand t tend vers +00 ; il suŒt de démontrer 
que, pour toute suite croissante (tn)nElN convergeant vers +00, (P(tn) )nElN 

converge vers J.L(X). Soit (tn)nElN une suite croissante convergeant vers +00 ; 
comme la suite de parties mesurables ({f < tn} )nEIN est croissante, la stabilité 
de la mesure Il par pa.'lsage à la limite croissante donne 

U {f < tn}) = IL(X), 
nElN 

car f prend ses valeurs dans R. Le résultat est donc démontré. 
• Supposons que F soit continue en t, Comme la suite de parties mesurables 

({ f < t + _1_})nEIN est décroissante et que J.L( {f < t + l}) :::; IL(X) < +00,n+l ' 
la stabilité de la mesure J.L par passage à la limite décroissante donne 

F(t) = lim F(t + 	 1 
n->+oo n + 1 

J.L (n {f < t + _1})
nElN n + 1 

< 

Donc, J.L({f < 	 :::; i}), ce qui s'écrit 

Jl( {f < = J.L({f t}) + IL({f < 

ConlIne J.L(X) < +00, les éléments qui interviennent dans cette dernière égalité 
sont réels; ainsi nous obtenons J.L( {f = t}) = O. 
• Supposons que J.L( {f = t}) O. Pour montrer que P est continue en t, il 
suffit de démontrer que, pour toute suite strictement décroissante (tn)nElN con­
vergeant vers t, la suite (F(tn))nEl"l converge vers F(t) (puisque l'on sait déjà 
que F est continue à gauche). Soit (tn)nElN une suite strictement décroissante 

.J.,') ... j(HTI~(,.' {J('.~ t',,«,t H ,.,"""l 

vms t ; (:Olllll)(~ la suiLe de parUe;; IIws1ll11.hlcs ({ J <: I.,,} )'11.( IN (,HI. 
décroissante et. que IL( {f < io}) p,(X) < +00, la H(,abilité de la. IIH'Hlll'e l' pn!' 
pa.:.Jsage à la limite décroissante dorme 

F(tn) = IL( {f < tn}) = /t( {f :::; t}), 
nEIN 

(',aT la suite (tn)nElN est strictement croissante. Le résultat est alors déllloll(,r{, 
pn remarquant que 

J.L( {f :::; t}) = J.L( {! < +J.L({f t})=F(t). 

Corrigé 3.20 (i) Soit TET; comme l'ensemble A est non vide et COllltl11l l' 
est une mesure positive, 

{J.L(A nT): A E A} 

est une partie non vide de R+ U { +00}. Donc, on a IL' (T) E R+ U { -f (J{)} , 

Nous allons maintenant distinguer deux cas, 

Cas 1 : Il(T) +00. Alors, pour tout n E lN, il existe une partie meHlIl'fl,hll' 

An telle que n < J.L(An nT) (remarquer que n < +00 et appliquer l'exe/'(:icp 


1.16). 

Cas 2 : jl(T) < +00. 	Alors, pour tout n E N, il existe une partie nwsurabll' 

1 1 
telle que J.L'(T) -- < J.L(AnnT) (remarquer que Jl'(T) -- < 1/

n+l 	 n+l 
et appliquer l'exercice 1.16). 

Considérons alors la partie A U An ; comme A est stable par Y!)lIl1iOIl 


nEi'! 
dénombrable, A E A et donc, 

J.L(An nT) :::; J.L(A n T) :::; J.L'(T). 

En faisant n -+ +00, on conclut J.L'(T) J.L(A nT). 

• Montrons que J.L' est une mesure. D'après la question J.L' prend SI ~H 

valeurs dans R+ U { +oo}. Ensuite, nous avons 

= sup{J.L(0 n : AEA} sup{O: AEA} 0, 

car l'ensemble A est non vide. Soit maintenant une suite (Tn)nEIN de 
mesurables deux à deux disjointes. Soit A fixé dans A ; en remarquant qlW ll's 
éléments de la suite (A n Tn)nEIN sont deux à deux disjoints, nous avonH : 

Ik (A n C~INTn)) 	 IL C~lN(A n Tn)) 

I:: J.L(A n 
nEi'! 

< I:: J.L'(Tn). 
nElN 
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Et, en passant à la borne supérieure sur les de A, on obtient: 

,l ( U Tn) :::; I/(Tn). 
nElN nElN 

Inversement, d'après la question (i), il existe un élément A" E A tel que 

I/(Tn) ft(An nT,,). 

En remarquant que de la suite (A" n T")"ElN sont eux aussi deux 
à deux disîoints. nous avons : 

"ElN I.: ft(A" nT,,) 
"ElN 

= ft (u (A., n 
"ElN 

Or n 1:' lei 1 J A~ 1 n J 1 1 T_ J entraîne 
nElN 

ft ( U (A" n T;l)) :::; Ji. ).
nElN 

Donc, on déduit : 

I.: p/ (Tn ) < p. (( U An) n ( UTn))
nElN nElN nElN 

< /l,'(UT;,), 
nElN 

car U An E A. Ainsi, nous avons démontré l'égalité 
nElN 

ft' ( UTn ) = I.: ft'(T,,) 
nElN nElN 

et ut est une mesure. 

• 
; en passant à la borne supérieure sur les 

:::; ft et ft' = ft sur A. Soit TET; pour A fixé dans A, on 
de A, 

nous obtenons l'inégalité ft' :::; ft. 
précède Il(Ao) :::; Il.(Ao). 

< n AEA} 

Ainsi, nous avons ft = Il sur A. 

:(h ( des ('XI'/'('Ù'(','i 	 7f) 

(~XiHt(~ une 
ln <jlH',;lioll (il, 

mesurable An E A telle que ) , {'(. 

COlllIlW X 

,,'~crit 

Or, nous avons ft( X) ft(X \ Ao) +ft(Ao) et 
C01111ue j1.(X) < +00, les termes intervenant dans cette 
dOliC, fJ.(X \ Ao) O. 

(A2) ===? (Al). Soit TT; par définition de la mesure ft', 


ft' (T) ;:: 	 ft( Ao n T) 
p.(Ao n T) + p.((X \ Ao) nT) 
ft(T), 

Comme d'autre part, grâce à la question (iii) , ft'(T) :::; ft(T), on cOlld1lt «IW 

,/(T) ft(T), 

(iv) Notons 	ÀII_I,I] la mesure induite par la mesure de Borel sur [-l, 1]. La. 

l, 1 l, ft' d' t't' }'(l "J' ,mesure 8/11[,,1,1] + 2 + 4()1 a pour one 10n e repar ,1 Ion Il venlcatlolli 

est laissée au soin du lecteur !), Par unicité de la mesure associée à la. {oudion 

de F, on déduit 

1 1 1+ -15_ 1 + -151 ,Ji. = '8 2 4 

Montrons maintenant que ft' = ~bt, Soit T E B(1R) et vérifions p(l.)' dOIlIII(' 

que 
'( 1ft T) = il 

, il existe une partie A dénombrable de 1R+ telle <111/\la 

nn 

= 

< 

Inversement, en prenant la partie A , on a 

p.' (T) ;:: Il({1} n 1 ({I} nT) 1 

Corrigé 3.21 Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe une rOlldinl1 

continue f et un borélien négligeable N tels que 

( 1;1)f 110,IJ sur 1R \ N. 
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Si 10, 1] C N, OIl a .:\([0, ID:::; .:\(N) 0, ce qui est impossible; donc, [0,1] ct. N, 
ee qui revient à dire que [0,1] \ N est non vide. Or, d'après la relation 
fonction f est constante égale à 1 sur cet ensemble. Donc, la fonction f 
la valeur 1. De même, on montre que la fonction f prend aussi la valeur O. 
Considérons alors l'ouvert de R : 

A (JO, 

D'une part, par le théorème des valeurs intermédiaires, A est non vide, et 
l'exercice 3.13 permet d'affirmer que .:\(A) > O. D'autre part, par la relation 

A C N et donc A est négligeable; cela contredit la remarque précédente. 

,1 INTÉGRATION 

Ilans cc chapitre (X, T, j..t) désigne un espace mesuré quelconque. L'intégral(, 

qlll' 1I0US allons construire dans ce chapitre est connue sous le nom 

.1.' 1 


-1 .1 Fonctions étagées 


l,PH l'onctions étagées un rôle important dans la théorie de l'intégral(, (h, 


I,('besgue. 

1'J'()position 4.1 Soit 'fJ une application de X dans R ; les assertions S'là 

liantes sont équivalentes: 

'fJ est (T, B(R))-mesurable et prend un nombre de valeu:rs ; 

(A2) il existe des parties T-mesurables et des réels Œl, ... ,IV" 
n 


tels q1te 'fJ = L Œi1Ai' 

i=1 

1 )ans ce cas, on dit que 'fJ est 7me fonction T -étagée plus simplerrwnl, 

Définition 4.2 (intégrale d'une fonction étagée positive). Soit 'fJ: X -t H 
une fonction étagée positive. Si Œl, ... , Œm sont les valeurs distinctes pr-iSC8 
paT 'fJ sur les parties Ai = {'fJ Œi}' on pose: 

n 

= L Œitt(Ai )·fx'fJ 
i=l 

Le théorème suivant va permettre de relier l'intégrale d'une fonction mesumbh, 
positive (à définir) aux intégrales des fonctions étagées qui l'approximent. 

Théorème 4.3 (théorème d'approximation). Soit f: X -t R une fonction 
(T, B(R))-mesurable positive. Il existe alors une suite croissante ((O~ )~CII\J dl' 
fonctions étagées positives convergeant simplement vers f· 
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4.2 Intégrale de fonctions mesurables positives 

DallS la suite, on notera .c+(X, T,JL) (ou plus simplement .c+) l'ensemble des 
fonctions de X dans R qui sont (T, B(lR))-mesurables et positives. L'intégrale 
d'une fonction mesurable positive est définie de la manière suivante. 

Définition 4.4 Si f E .c+, on pose 

lx f dJL sup {lx rp dJL: rp étagée telle que rp :S: f} . 

De plus, si A E T, on notera: Lf dJL = lx f.IA dfJ,. 

Remarque 4.5 On montre que cette notion coïncide avec celle vue dans le cas 

des fonctions étagées (voir définition 4,2). De plus on a r f dJL E R+ U{+oo}.
lx 

Proposition 4.6 Si f, 9 E .c+ et À, JL E R+ U {+oo}, on a : 

lx (>.j + JLg) dJL .\ lx f d,], + JL lx 9 dJL (linéarité de l'intégrale) 1 

si f :S: 9 alors lx f dl1. :S: lx g (croissance de l'intégrale) ; 

(Hi) lx f < +00 si et seulement si f est finie p.p. 

lx f dJL = 0 si et seulement si f 0 p.p. 

Les théorèmes suivants sont les trois théorèmes clés de 'mt.PfTnÜ,lnTl des fonc-
tions positives. 

Théorème 4.7 (convergence monotone croissante). Soit (fn)nEJN 1me suite 
croissante de fonctions de .c+ de limite f. Alors f E .c+ et 

r f dJL = lim r fn dJL.
lx n-++oo lx 

Théorème 4.8 (permutation des signes L et 1). Soit (fn)nEJN 'une suite de 
fonctions de .c+ ; alors : 

lx (~fn) dJL ~ lx fn dJL. 

Théorème 4.9 (lemme de Fatou). Soit (fn)nEJN une suite de fonctions de 
.c+ ; alors: 

{ (hm inf fn) dJL:S: Hm inf r f n dJL.
lx nEJN nEJN lx 

/.:I/III,(;g/'iI./1' dt' /il/ld.;o//.<; ,f(. (/11('/('01 i( l' /l' (: 1 

4.3 Intégrale de fonctions de signe quelconque 

1hWi la suite, on notera .cl (X, T, Il,) (ou plus simplement .cl) 1'(1.11:.;(~mhh~ Il('t' 
fOlldions de X dans (T, B(R))-mesurables, de signe quelconque telle;; 'III<' 

/ ' Ifl dfJ· < +00, ce qui est équivalent à { r dJL < +00 et j' d/J, < 1(Xj, 
,x lx x 
où f+ = max(J, 0) et max(O, - J). Une fonction de .cl Ilera dik /1 
i Iltôgrable (ou plus simplement intôgrable), 

Définition 4.10 Si f E .cl, on pose 

lx f dJL lx r dJL - lx f-
f)e plus, si A E T, on notera: Lf dJL = lx dJL. 

Remarque 4.11 On écrira aussi lx f dJL lx f(x) dJL(x) lorsque 1'011 vnl1t 

raire apparaître explicitement une variable muette 

Remarque 4.12 Si f E n .cl, on montre facilement que cette défiuitio1l 
coïncide avec celle vu dans la section précédente (voir définition 4.4). De plus, 

on a lx f dit E R. 

Proposition 4.13 Si f, 9 E .cl alors 

(i) si f et g sont à valeurs réelles et À.,I1' ER:


lx (.\f + M) dJL = À. lx f dJL + JL lx g dJL (linéarité) ; 


si f :S: 9 alors lx f :S: lx 9 dJL (croissance) ; 

f dJLI :S: lx Ifl 
(iv) si f = 0 p.p. alors lx f dJL = 0 ; la réciproq'ue est vraie si f 2: 0 ; 

(v) sif 9 p.p. alors IxfdJL= IxgdJL. 

Soit maintenant (Y, S) un autre espace mesurable et T: X --t Y une 
tion (T, S)-mesurable. 

Définition-proposition 4.14 L'application 

JLT: S R+ U { +00} 
S >-+ Îl,(T-I(S)) 

est 'une mesure sur (Y, S) dite mesure image de JL par T. 
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La mesure image joue un rôle fondamental en probabilité pour définir la loi 
d'une variable aléatoire continue, Le théorème suivant est connu sous le nom 
de théorème de transfert. 

Théorème 4.15 Soit f: y ----). une fonction (S, B(R))-mesurable i 

si f est positive, alors f 0 T est (T, B(R))-mesurable positive et 

l f dll·T lx f 0 T df.L ; (16) 

(ii) si f est de signe quelconque, f est ,Lrintégrable si et seulement si 
foT et f.L-intégrable et dans ce cas, l'égalité (16) est à nouveau satisfaite, 

4.4 Intégrale de fonctions définies j.t-presque partout 

Définition-proposition 4.16 Soit f une fonction àepme f.L-presque partout 
sur X, S'il existe une fonction g E {}(X, T,f.L) telle que f 9 p.p" on pose: 

lxfdf.L= L9df.L. 

Remarquons que cette définition ne dépend pas du représentant 9 choisi. Nous 
avons alors les deux théorèmes fondamentaux suivants de l'intégration des 
fonctions de signe quelconque. Ils sont connus sous les noms respectifs du 
théorème de la convergence dominée (ou théorème de Lebesgue) et du théorème 

de permutation des Let l 
Théorème 4.17 (théorème de la convergence Soit ( 'n )..,;:lN une 
suite de fonctions mesurables de X dans R i on suppose qu'il existe une 
partie mesurable N de mesure nulle telle que ; 

(Hl) la suite (fn)nEJN conver.ge simplement sur X \ N ; 

il existe une application h E LI vérifiant, 

'\In E :::: h sur X \ N. 

Alors, on a: [ Hm
lx n-++oo 

Théorème 4.18 (permutation des L et /). Soit (fn)nEJN une suite 

de fonctions mesurables de X dans R telle que 

L lx Ifni df.L < +00. 
nEJN 

Alors, la série fn est définie f.L- presque partout et f.L- presque 
à une fonction de LI, et on a l'égalité: 

1(2: fn) d,. L / fndf.L, 
x nEJN nEJN 

1.:1 11I1.1'!~Tnl(' dqll'IH!;wl, d'ulJ jJHl'il.llJd.l'1' KI 

,1.;' Intégrale dépendant d'un paramètre 

S"it 1 tUl illtervalle de Ret f une application de X x J dans R. Ou H\lJlP()H(~ 
pU1lI' t.out y E l, l'application x f--+ f(x, y) est dans LI et donc, qlH~ l'uIL 

Iwlt!. définir UIle application F: 1 R par la relation, vraie pour y El, 

F(71) = lx df.L(x) E :R. 

L(~ hut de cette section est d'étudier le transfert de la continuité de la 
de f sur F. 

Théorème 4.19 (continuité sous le signe /J, On suppose que les trvis hy 

')){)I,hp8",~ suivantes sont satisfaites 

(H'l) pour tout y El, X f--+ f(x, y) appartient à LI ; 

(H'2) pOUT f.L-presque tout x EX, Y f--+ f(x, v) est contm.'w' 
sur 1 ; 

(H'3) il existe une fonction h appartenant à LI telle que, pour tout y E ,. 

If(x, 71)1:::: ttlX) p,p, 

Alors l'application F est continue S11.r 1. 

Théorème 4.20 (dérivabilité sous le signe / J, On suppose que l !'inteT'vall(' 1 

est ouvert et que les trois hypothèses 8uivantes sont satisfaites; 

(Hill) pour tout y l, l'application x f--+ f(x, y) 'l'l'l'l{l'rtipnt à 12 l 

(HI/2) pour f.L-presque tout x E X, l'application y f--+ f(x, y) est dér'ival!ll' 
sur 1 ; 

(HI/3) il existe une fonction h appartenant à telle que, pour {L-p1'l:sq'l/.l' 

tout :D, 

af
'\171 E 1, < 

_ [ af 
Alors, F est dérivable sur 1 et - lx (x, 

http:conver.ge
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4.6 Énoncés des exercices 

Exercice 4.1 

Donner un exemple de fonction 
 deux écritures différentes sous la 

forme L 


Exercice 4.2 

Etablir que si f et 9 sont deux fonctions T-étagées, alors sup(f,g) et inf(f,g) 

sont également T-étagées. 


Exercice 4.3 (*) 

Expliciter la définition de l'intégrale dans l'espace mesuré (N, 

le symbole P(N) représente l'ensemble des parties de N et le 

mesure de dénombrememt sur l'ensemble N. On montrera que, pour une 

fonction f: N --t R satisfaisant certaines hypothèses, 


f 
nElN 

Exercice 4.4 
Expliciter la définition de l'intégrale dans un espace mesuré par une mesure de 
Dirac (commencer par estimer l'intégrale d'une fonction étagée). On montrera 
que l'intégrale d'une fonction est simplement la valeur qu'elle prend au 
qui porte la mesure de Dirac. 

Exercice 4.5 H 
Soit f: R --t lR une application (B(R), B(R))-mesurable. On suppose que f 
est positive ou que f est À-intégrable. Montrer que, pour tout a E R, 

+ 

: ce résultat sera par la suite une conséquence du théorème de 
,-"llCL1l5CllH:;Ut de variables dans les intégrales (voir chapitre 8). 

Exercice 4.6 H 
Soient Jh et J},2 deux mesures sur l'espace mesurable (X, T). 

(i) Si f est une fonction mesurable positive à valeurs dans R, montrer 
que: 

Ixf + }J,2) = lx f + lxf 
(ii) Que dire pour une fonction mesurable de quelconque? 

,1./; 1';/lOII(:(;S d!'s l')i,,/'t'Îf''','i KI 

Exercice 4.7 (* 

Soit f une application mesurable de X dans R et Y une partie mesurai lie (k 

X. 

(i) Montrer que si f ::::: 0 alors 

( 17)lx f.ly d}J, [flY d}J,IY' 

(ii) Montrer que si f est Jl,-lllLej!,1i.:UJle alors est Ulv-l!1Le~l ) 1 (~ 

Exercice 4.8. . 
Montrer que si A est un borélien de R alors 

-A : x E A} 

est aussi un borélien ; 
(ii) Soit f: R --t R une fonction borélienne positive et paire. Montrer ql!(~ 

f du= 2 

vérifiant Od 
pour tout borélien A. 

où fi, est une mesure sur l'espace mesurable 

Exercice 4.9, . 
On suppose que la mesure }J, est finie sur l'espace mesurable (X, T) eL soit 

une suite d'applications mesurables de X dans R. Montrer que lm.: 
assertions suivantes sont équivalentes: 

(Al) Pour tout ( > 0, la }J,-mesure de l'ensemble > (} tend vers (1 

quand n --t +00; 

=0.(A2) lx 1 .;" . 

Exercice 4.10 *, 
Soit f une fonction à valeurs réelles positive sur X ; on suppose que, pour tOllt 
n::::: 1, la fonction x f-+ f(x)n est intégrable sur X. Montrer que les assertions 
suivantes sont équivalentes: 

(Al) }J,({f::::: l}) = 0; 

(A2) la série converge;1r 
n=l X 
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+00 
la série L r fn dp, converge vers r f dp,. 

n=! lx lx 1 + 

Exercice 4.11 (* *) 
Soit f une application mesurable réelle positive définie sur X telle que l'in­
tégrale de f sur X soit finie. On considère la suite (A".)nElN de parties de X 
définie par 1'identité An = f-l ([n, +oo[). 

Etablir que, pour tout n E N, l'ensemble An est de JL-mesure finie. 
Montrer que lim nJL(An) = O. 

n-'oo 
Indication: appliquer le théorème de convergence monotone croissante 
à la suite de fonctions (fn)nElN définie par l'égalité fn ~ f.lX\An ; en 
déduire que l'intégrale de f sur An tend vers 0 quand n tend vers l'infini. 

Montrer par contre, par un contrL'-exemple, que la réciproque est 
fausse: l'hypothèse nJL(An) = 0 n'implique pas que l'intégrale de 

f sur X soit finie. 

Exercice 4.12 (***) 
Cette exercice utilise le résultat obtenu dans l'exercice 4.11. On suppose que 
X est de JL-mesure finie. Soit f une application mesurable à valeurs réelles 
positives. Pour tout entier naturel n, la notation an désigne la IL-mesure de 
l'ensemble An = f-!([n, +oo[). Montrer alors que l'intégrale de f est finie si 

+00 
et seulement si la série L an est convergente. 

n=O 

Indication: posons, pour k E Bk {k S; f < k + l'intégrale sur 
+00 

X de f est finie si et seulement si la série L kp,(Bk ) est convergente, comme 
k=O 

on le montrera en décomposant l'intégrale sur X en somme des intégrales sur 

Bk' 

Exercice 4.13 (***) 
On suppose que f est une fonction mesurable à valeurs positives vérifiant Lf 9 dp, < +00, pour toute fonction 9 mesurable à valeurs positives vérifiant 

Lg dJL < +00. 

On suppose que JL est une mesure finie; montrer alors qu'il existe une 
constante réelle M ~ 0 telle que f M p.p. 

Montrer que le résultat subsiste encore si JL est une mesure a-finie. 

(ili) A l'aide d'un contre-exemple, montrer que le résultat n'est plus 
valable si JL n'est pas une mesure a-finie. 

·1.0 hIlOIJC()S (/(','; ()x('/,cICes Hrl 

Exercice 4.14 
On se donne f et 9 deux applications définies sur X à valeurs dl1IlH H aV<lC f 

p,-intégrable et 9 T-mesurable et bornée sur X. Montrer que le prod1lit. Iy PKt, 

JL-intégrable. 


Exercice 4.15 (* *) 

On suppose que la mesure JL est finie sur l'espace (X, T). 


Montrer que si (fn)nElN est une suite de fonctions réelles finies po:·;jLiV()K 
et (T, B(R))-mesurables définies sur X et si la suite (fn)nEJN COIIVnr!!;n 

vers f uniformément sur X, alors la suite (r fndli) conver!!;e V(~rH
lx nE1NLf djL. 

Montrer que si (fn)nElN est une suite de fonctions à valeurH r{~(~IIPH 
JL-intégrables qui converge uniformément sur X vers une fonction f, alOI'H 

on a l'égalité: 

Lf lim r fn 
n--++oo lx 

Cette conclusion subsiste-t-elle si l'espace X n'est plus SUD[)()K(~ dl; 

IL-mesure finie? 

Exercice 4.16 
On note lid la mesure de dénombrement qui est définie sur la tribu peN) tin 
toutes les parties de N. On considère une suite double (Um,n)(m,n)EINX IN d() 
réels. On peut en déduire une suite (gm)mEJN d'applications de N dam, n pat' 
la formule: 

Urn,n· 

On demande alors de montrer, par application du théorème de 

des signes Jet que, si la série L (f Ium,nl) est convergente, alors: 
m n=O 

+00 +00 
(i) Les séries L um,n et L um,n sont convergentes pour toutes Va,kIlrK 

n=O m=O 
de m et de n ; 

(+00 ) (+00 ) sont convergentes ; (il) Les séries m ]; um,n et ~ fo Um,n 

+00 (+00 ) +00 (+00 )
(iil) On a l'égalité fo ];um,n =]; fo um,n . 
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Exercice 4.17 (* 

Soit f une application Y-mesurable de X dans R. Pour tout entier naturel n, 

on définit la troncature fn de f au niveau n par la formule: 


n si f(x) > n ; 
f(x) s~ 1 <- n',{ -n SI < -no 

Montrer que si f est J'1-intégrable, alors on a 

f dp, lim r 
n,-'+oo lx 

Réciproquement, si l'on a 

sup dJ'1 < +00, 
nEIN 

montrer que f est /l,-intégrable. 

Exercice 4.18 (** 
Soient ft et 12 deux fonctions à valeurs réelles Il-intégrables et, pour toute 

A Y-mesurable, on pose l/l(A) r ft dJ'1 ainsi que l/2(A) ~ r12lA lA 
Montrer que l'égalité l/j(A) = 1J2(A) est vraie pour tout élément de Y si et 

seulement si les deux fonctions ft et 12 sont J'1-presque partout 


Exercice 4.19 (***) 

Soit f: lR -+ R une application borélienne À-intégrable, où À désigne la 

mesure de Borel sur lR. 


(i) Montrer que l'application 

4>: x >-+ flR If(x + t) - f(t)1 dÀ(t) 

est bien définie et que, pour tout x E R, 4>( x) ::;: (f). 

(ii) On suppose dans cette question que f est nulle à l'extérieur d'un 
intervalle COIllPact de la forme [-M, Ml, où M > 0 ; montrer que, sous 

2N1(f), si x ~ 2M. 

(iii) En déduire que 4>(x) 

·1.7 (:OITÎgr;", ries ('.'\,'/'(';1'1'8 ,,",'1 

4.7 Corrigés des exercices 

Corrigé 4.1 Il suffit de considérer l'application borélienne 

1(0,1( + 

que l'on peut écrire aussi 1[0,2] + 
Remarque: dans le cas où f est non nulle, on montre que la oecornpo;·HtIOIl l'II 

Œ;lAi est unique si les (A); sont disjoints deux à deux et Hi les (u;), HO Il 1. 
i 

distincts deux à deux et non nuls. 

Corrigé 4.2 On suppose que les fonctions f et 9 sont mesurables et 
un nombre fini de valeurs notées respectivement al, ... , an et bl , ... , b",. A[( )l'H 

les fonctiôns sup(f, g) et inf(f, g) sont mesurables, d'après la propoHitiOlI 2.IX 
D'autre part, ces fonctions prennent leurs valeurs dans l'enHemble 

{ah"', an, bl ,···, bm}, 

est fini. Donc, les fonctions g) et inf(f,g) sont Y-étagées. 

Corrigé 4.3 Remarquons tout d'abord, que toute fonction de IN ven.; H. l'HI. 

(P(IN), B(R) )-mesurable. 

Traitons tout d'abord le cas d'une fonction positive f. Grâce à 

+00 
f L f(n)l{n}, 

n=O 

et par ppllCèLLHH! du théorème de nprmnt."t.i des et I, II01lH 

avons: 

f dJ'1d JIN (~f(n)l(n}) 
+00 r .];;llN f(n)lfn} d/J,d 

+00
L j(n)J'1d( {n}) 
n=O 
+00
L f(n). 
n=O 

Traitons maintenant le cas d'une fonction de signe quelconque. Une fOlie 

Lion f est J'1d-intégrable si r Ifl dJ'1d < +00, ce que l'on peut gnî.œ au 

+00 

L < +00. 
n=O 
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+00 
Ell d'autres termes, f E ,Cl P(N),I.ld) si et seulement si la série L f(n) 

n=O 
est absolument convergente. Si f est une telle fonction, alors : 

IN f d/.ld = lIN r d/.ld .. IN r d/.lli 
+00 +00
L r(n) L r(n) [d'après 
n=O n=O 
+00
L f(n). 
n=O 

Corrigé 4.4 Soit :1: E X et notons 6x la mesure de Dirac en x. 

Traitons tout d'abord le cas d'une fonction mesurable positive f et montrons 

que 

Lf d6 (18)
x 

• Si f est une fonction indicatrice de la forme f lA E 7), 

Lf d6x LlA d6x = 6x (A) = 

et la relation (18) est vraie pour les fonction indicatrices. 
n 

• Si f est une fonction étagée, on peut écrire f sous la forme f L a;lAi (où 
i=l 

a;:::: 0 et Ai E T, i = 1,···,n). Alors 
n

Lf d6x = L(~a;lAi) = tO:i lx lAi Lai IA,(X), 
i=l ;=1 

la dernière égalité se dôduisant de ce qui préC()de. Et donc, x f 
• Si f est mesurable positive, alors, d'apn')s le thôorème d'approximation, f est 
limite croissante d'une suite (IPn)nEIN de fonctions étagées positives. D'après 
le théorème de la convergence monotone croissante, on a alors: 

Lf db", r lim IPn d6"lx n_+oo 

lim r IPn 
n_+oo lx 
limIPn(x) 
f(x). 

(H) Traitons maintenant le cas d'une fonction mesurable de signe quelconque, 

notée f. f E ,CI si et seulement si LIfl d6x < +00, ce qui s'écrit If(x)1 < +00. 

Dans ce cas, on a : 

Lf d6x lx r - 1 d6" 
r(x) - r(x) 

,/, 7 ( d(',,, ('x,·/'(·in .." K!I 

Corrigé 4.5 • Si f est. 11IlC fonction jmlieatrke de la forme J 011 /1 (,,.d,Il 

1111 borélien de .Hl. On Il : 


lm 1A (x + a) d>'(x) 11Ft 1A -{a}(x) d>'(x) ). 

Or d'après l'exercice 3.15, la mesure de Borel>' est stable par trallHla.t.ioll, dOliC, 

- {a}) = >'(A) = r 1A (x) d>'(x). D'où le résultat dans ce cas, 11Ft 
• Traitons maintenant le cas d'une fonction f positive de la fortw' 

n 

f = L O:i 1k· On a : 
i'~l 

d>'(x)11Ft f(x + 11Ft t 0:; lAi (x + a) d>'(x) 
,e"" 1

tO:i ln 1Ai(X + a) d>'(x) de l'illtégrnli~J 
;=1 IR

tai ln lA;(X) d>'(x) [d'après l'étape l J 
;=.1 1Ft 
11Ft f(x) d>'(x). [linéarité de 

Le résultat est donc vrai pour les fonctions étagées. 
• Supposons que f est mesurable positive; d'après le théorème 
mation, on peut écrire f lim IPn, où (IPn)nEIN est une suite CroÎSBll.II!,iJ dl' 

n-++oo 
fonctions étagées positives; alors, pour tout xE R, f(x+.) Hm IPn(:/:

n---++QC) 
où (IPn (x + .) )nEIN est une suite croissante de fonctions étagées positiVl'~. LI' 
théorème de la convergence monotone ainsi que l'étape précédente 
d'affirmer 

f(x + a) d>'(x) lm IPn(x + a) d>'(x) 

nlJ.lfoo/
lFt 

IPn(x) d>.(:r;)

Ir nlJ.lfoo IPn(x) d>'(x) 

JIR f(x) d>'(x). 

• Enfin, soit f E ,C1(R) ; d'après ce qui précède, on a : 

+ a) d>'(x) lm. r(x + a) d>'(x) lm r(x + d>'(x)11Ft 
ln r(x) d>'(x) Lr(x) d>'(x)rf(x) d>'(x). 

1,(' résultat est donc démontré. 

http:P(N),I.ld
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Corrigé 4.6 On rappelle que l'application f11 T ---> .IR+ U{+oo} dùnnic, 
pour T Epar 

+112)(T) + f12(T), 

est une mesure exercice 2.3). 

Nous allons démontrer le résultat en trois étapes successives. 
• Supposons tout d'abord que 1 soit une fonction indicatrice de la forme 1 
avec TET. On a 

d(f1l + + f12) (T) = f1l (T) + f12(T) lx I T df1] + lx 
Donc, le résultat est vrai pour les fonctions indicatrices. 
• Traitons maintenant le cas d'une fonction ùtagée positive 1 de la forme 

n 

1=2::a;ITi ·Ona: 

+ P'2) ta. lx hi + 


2:: ai llx df1l + lx 

2:: ai r df1l + n ai r 17. 


lx ct 

;=1 lx lx 

lx (t aihi ) df1] + lx n a i l Ti ) df12' 

Le résultat subsiste donc pour les fonctions étagées. 
• Supposons ensuite que 1 soit mesurable positive. D'après le théorème 
d'approximation, on peut écrire 1 sous la forme 1 lim 'Pn, où ('Pn)nElN

n--++oo 
est une suite croissante de fonctions étagées positives. Le théorème de la COrl­

vergence monotone ainsi que l'étape précédente permettent d'affirmer' 

lx 1 d(f11 + lim t'Pn d(f11 + f12)n->+oo X

lx 'Pn dl11 + lx 'Pit 

Hm r 'Pn df1l + lim r 'Pn df12n->+oolx n->+oolx

lx 1 df11 + lx 1 dl"2. 

D'où le résultat est démontré pour toute fonction mesurable positive. 

,1. 7 ri!'.'> ('xc'n·Îl'c'.'> !/I 

Nous avons, d'après la (i), les valences suivanteH pour 1111<' 

1: X .IR mesurable: 

1 E .c}(f11 + <:==} lx 111 d(111 + f12) < +00 

lx 111 dl"l + lx 111 df12 < +00 

lx 111 df11 < +00 et 
<:==} {lx IJI df12 < +00 

1 E C I(I1I) n Cl 

Pour une telle fonction, on a alors : 

lx 1 d(f1l + 1 d(111 + 112) - lx r d(f11 + f12)

'ûr df11 + lx 1+ dll.2) (lx df11 + lx r d/l"2) 

Clx r df11 - lx r dll. l ) + (lx r dl12 - lx r d/l.'2) 

= lx 1 df11 + f 1 dl"2' 

Corrigé 4.7 D'après le 2, llY est aussi mesurable. Si f = l t1, 

nous avons 

lx lA.ly df1 = Y) et h,(lA)1Y = [I AnY I1(An 

Donc, on obtient l'égalité: lx lA.ly dl1 = hJIA )1Y 

Par linéarité puis par le théorème de la convergence monotone, on conclut de 
manière classique que cette égalité s'étend aux fonctions mesurables pcmitiveH 
(voir la correction des exercices 4.4, 4.5 et 

Supposons que 1 soit Il-intégrable. Alors, par 

[IIIYI = [IIIIY dl1lY = lx 111·1y dl1 < 

et llY est Illy-intégrable. L'égalité se démontre alors de manière 
exercices 4.4. 4.5 et 4.6). 

Corrigé 4.8 (i) L'application s: .IR ---> .IR :r 
est continue donc mesurable. 

Soit 1: JR Il une fonction mesurable positive et paire. Posons 

g 
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le théorème d'approximation, il existe une suite croissante (gr.)nEIN de 
fonctions étagées positives simplement vers g, Considérons alors 
la suite croissante de fonctions (fn)nEIN définie, pour xE R, par: 

gn(x) si x> a; 
fn (:1;) = gn( -x) si x < a;

{ a si x 0, 

Nous pouvons faire les deux remarques suivantes, 

• 	 Comme la fonction f est paire, la suite (fn)nEIN converge simplement 
vers la fonction f. 

Pn 

• La fonction gn peut se mettre sous la forme gn L , où o 
i=l 

et Ai E B(R) est inclus dans R1-, Il est clair alors que 

Pn 

fn = L o:~(1A? + LA:')' 
i=l 

De ces remarques, on obtient: 

dp, L
Pn 

+ 

;=1 

2 llR gn dp" 

nous déduisons la suite 

,,~({O}) 0] 

2 

dp, 22 

de la convergence monotone] 

lim
n,,'+oo 

[th, de la convergence rfln f 

d'L 

lm,' 

p,( {a}) 0] 

p,(X) < +00, il suffit de 
trouver un entier N tel que, pour 11 N, 
Corrigé 4.9 (Al) (A2), Soit é > 0 ; 

Ifn 1 + 1) é.
1 + Ifni dp, :S 

,1. ï n des ('X('/'I'iI'('s 	 ~ J: \ 

Pour 011 écrit tout d'abord 

Ifn 1 

--"~- dll"1 + Ifn dp,1 

Comme :S 1 (en sur {Ifni> et comme 

lbL _é_ <é 
l+lfn 1 l+é-

X 
sur {If-I < (utiliser la croissante de i:LIJIJll(';i:L~Jüll X f-t --- sur lB'I)' 011

l+x 
déduit 

lx dp, < 1 dp, + 
> E}) + ép,( {ifni :S t}) 

< > d) + éfL(X). 

Grâce à l'hypothèse, il existe un entier N tel que, ,pour n 2: 

>E}):Sé 

et donc, 

dp, :S + 1) é, 

(A2) Soit é > 0 , nous avons 

,.. , ,dp,.>lx 1 + fn 1 

X
La croissante de êtIJIJll(.;tL~lUll :r f-t -- sur R+ se traduit par

l+x 

lbL _é_ 

1 + Ifn 1 1 + 1': 

sur {Ifni> t} et 

[ Ifn 	 E ê1 > 	 > E}).lx 1 + Ifn 1 1+1': 1+1': 

Cette dernière inégalité permet de conclure. 

Corrigé 4.10 (Al) =>(A3), Considérons la suite de fonctions (okh>l d{~litlil', 
pour tout x E par 

2k 
Ok(X) L( -l)"+lf(.r)n f(x).l - f(x)2k 

n=l 1 + f(x) 
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la suite de fonctions (bkh::::l converge simplement p.-presque l'al' 

vers Mais d'autre part:
1+ 

(_1)2k+3f(x)2k+2 + (_1?k+2f(x)2k+lDk+1(X) - Ok (x) 

f(X)2k+l(_ f(x) + 


Si l'on pose A {f ?:: 1}, la suite de fonctions (Ok k>1 est donc, croissante sur 
X \ A. D'après le théorème de la convergence monotone, on a donc 

lim r Ok dit = r _f_ 
k_+oo 1X\A 1X\A 1 + f 

puisque A est de mesure nulle, 

= r _f_ dlt 
L\A 1: lx 1 + f 

et 
2k r Ok dp. r 8k dp. = L 1)n+l r r dit. 

lX\A lx n=l lx 

Donc, 
2k f 

lim ~ Lrdp. L 1+fk-t+oo '" 
n=l 

Par ailleurs, sur la partie négligable X \ A, 0 S r S f < l ; donc, sur 
X \ A, la suite de fonctions (ln)n::::1 converge vers la fonction nulle tout en 
étant dominée par la fonction intégrable f. Ainsi, d'après le théorème de la 
convergence dominée, 

lim r r o. 
n_+oo lx 

On a donc démontr6 que les sommes partielles de rang pair de la série 

+00

L(- IIR r dp.
n=l 

tendent vers r ~f dp. (d'après la relation (19)).Mais comme elles ne diffe­
lIR 1 + 

rent des sommes partielles de rang impair que par une quantité qui tend vers 
o (d'après la relation (20)), on est en droit d'affirmer que la série 

+00 r
L(-lt+

1 lIR r 
n=l 

converge vers IIR l ~ f 

~/. 7 (~()r,.ig{;,'i d/'H ('XI ,,'('j('('8 % 

(A:J) *(A2). Evident. 

(A2) Comme nous avons affaire à une série ln L('mH' 
général tend vers zéro ; donc, 

Hm rr dit = O. 
n->+oo lx 

Or nous avons : 
r r dp.?:: r r dp.,

lx lu::::!} 

et comme r ?:: l sur {f ?:: 1}1 nous obtenons 

.Ix r dit?:: It( {f ?:: l}). 

En faisant n -> +00 dans cette inégalité, nous concluons: p({f ?:: l}) O. 

Corrigé 4.11 (i) Montrons que la suite de fonctions positives d(;fi Il in 
par l'égalité fn f.lX\An est croissante, c'est-à-dire, 

VnE N, S fn+1' 

En effet si x E An alors fn(x) f(x)1X\An(X) 0 S fn+l(x). Sinon Hi:/: 1. A" 

on a fn(x) f(x) et, comme la suite (An)nElN est décroissante, x et An 1 J d 

fn+1(X) f(x); à nouveau fn(x) S fn+l(X). 

Montrons aussi que cette suite (ln)nElN converge simplement vers la fondioll 


f. Soit x EX; il existe un entier no tel que f(x) < no et 
x E An' ce qui implique fn(x) f(x). Donc, nous avons 

" Par application du théorème de la convergence monotone, on obtient: 

lim r fn dp. (21 )Lf n->+oo lx 

Or l'égalité f f.1x f. + lX\ArJ = f.IA ... + fn entraîne 

L flAn dit + L fn dit = L f dp. < +00. (22) 

En combinant les relations (2l) et (22), on déduit: 

lim r flA = o. (2:1)
n-++oo lx n 

En intégrant chaque coté de l'inégalité nIA.. S f.IA", on obtient 

SLf. dit < +00 

qui permet de conclure d'une part, pour tout n E N, p(An) < +00 et, <1'(\,111.1'(' 
part, grâce à la relation (23) : 

lim =0. 
n~+oo 
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Com;id(~rolls la fOllctioll constante l ôgal(~ Ù. 1 de N dalls lui-mimw, oü lN 
est muni de la tribu discrète et de la Illesure de cléllOrnbrement JLd' Pour n 2': 2, 

An 1:';f 1- 1([n, +oo[) = 0et donc, ILd(An) 0 et nMd(A,) O. Par contre 

1 dMd = +00. 

Corrigé 4.12 Soit kEN; en intégrant l'inégalité k1 Bk S S (k+ 
on a 

kM(Bk) S 1 dM S (k + l)M(Bk)· 

En sommant alors ces inégalités de 0 à +00, on obtient l'encadrement suivant 

cie [1 
+00 +00
2:: kll(Bk ) S 1 dM S 2::(k + l)M(Bk). (24) 
k=O k=O 

< +00, alors il est clair que 2:: kM(Bk ). Inversement, si Si [1 
+00 

k=O 

+00 

< +00,2:: 
k=O 

on a 

+00 +00 

= M(Bo) + 2::(k + 1)11(Bk)2::(k + 
k=O k=l 

S IL(Bo) + 2 < +00, 
k=l 

M(Bo) S M(X) < +00. A nouveau, grâce à la relation (24), nous 

obtenons [1 dM < +00. 
00 00 

Pour conclure il suffit de vérifier que les séries 2:: kfL(Bk) et ak sont de 
k=O k=O 

même nature. De l'égalité ak ak+1 M(Bk), vraie pour tout kEN, on tire: 

n n 

2:: - ak+l) kM(Bk). 
k=O k=O 

Or 

'ft n 'ft 

2:: k(ak 2:: kak kak+1 
k=O k=O k=O 

n n+1 n 

= 2:: kak 2::(k - l)ak = 2:: ak nan +1, 
k=O k=l k=1 

,1. 7 de.'! eXI'/'('j('!,!! m 

cc implique 
n n 

ak - nan+1 2:: kfL(lh). 
k·ol 1.:=0 

La suite cie terme général nan +1 (n + l)an +l an +1 tendant vers ;.r,éro grù('.(, 
+00 +00 

à l'exercice 4.11, on conclut que les séries 2:: ak et 2:: kM(Bk ) sont de lIIi~l!l!' 
k=O k=O 

nature. 

Corrigé 4.13 Nous allons démontrer la contraposée. Posons, pour LOIII. 
nE 

An ~ {J ~ 
alors, par les hypothèses, 0 < IL(An) < +00. Considérons alors la fondioll 
mesurable 

+00 

9 = 2:: ---::-­
n=l 

D'une par application du théorème de permutation des 2:: et I, 
on a 

[9 
 00 1 00 1 

dM 2 < +00; 

n=1 n2/t( An) n=l n 

d'autre toujours grâce au théorème de permutation des 2:: d, f', 
+00 00 1[1g 2:: 1 1 dM 2': 2:: = +00. 
n=l n=l n 

Ainsi nous avons trouvé une fonction 9 mesurable positive telle que lCH illU~ 

grales [g dM et f 19 dM soient respectivement finie et infinie. 

(ii) Comme la mesure IL est a-finie, il existe une suite croissante (Xp )I'ICIN dp 
+00 

parties mesurables de X telle que U Xp X et telle que, pour tout p E IN, 
p=o 

M(Xp ) < +00. On pose comme dans la question (i), pour tout n E 

An {J ~ 

Nous allons démontrer la contraposée : supposons que, pour tout n E lN, 
> O. A n fixé. comme la suite n Xp)PEN est croissante 

+00 

lim IL{An n 11(U[A n n = M(An) > 0; 
p~+oo 

1'=0 

et donc, il existe un entier Pn tel que n X pn ) > O. Posons alors 

Bn ~ AnnXpn,; 
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00 l 
en utilisant la fonction g I.: 2 (B \ l En l on conclut de la même manière 

n=l n P, n.' 
qu'au (i). 

Si la mesure p, n'est pas a-finie, la conclusion n'est plus valable. Pour s'en 
convaincre, prenons X R, T B(R) et p, la mesure définie par fl(A) = 0, 
si A est un borélien dénombrable et p,(A) = +00, si A est un borélien non 
dénombrable. Dans cette situation, une fonction g est p,-intégrable si g 0 

p.p., et alors Ig 0 p.p., ce qui entraîne lx Ig dp, = 0 < +00. L'hypothèse 

est donc satisfaite pour toute fonction f. En prenant par exemple la fonction 
valeur absolue, la conclusion n'est pas satisfaite. 

Corrigé 4.14 Par hypothèse, il existe une constante M ~ 0 telle que Igl :s; M. 
Alors 1 tal < Mf et, par croissance de 

L If.gl dp, :s; L M·I dp, = M Lili d,J. < +00. 

Corrigé 4.15 (i) Soit f > 0 ; il existe un entier no tel que, pour tout n ~ no, 

Illn- ~ sup{l/n II(x): x E X} :s; E ; 

cela peut s'écrire 1 :s; ln + E et ln :s; 1 + E. En intégrant chaque membre de 
ces inégalités on obtient, pour n ~ no, 

LI dp, :s; LIn dp, + Ep,(X) et LIn df1 :s; LI dfL + qL(X). 

Si lx 1 df1 = +00, alors, pour n ~ no, lx ln /1f1 = +00 puisque f1( X) < +00. 

Dans ce cas, on a bien lim r ln df1 = r 1 dp,. 
n->+clC JX JX 

Si lx 1 df1 < +00 alors, pour n ~ no, 

lx ln < +00 et Ilx 1 lx ln df11 :s; ff1(X). 

Cela exprime que lim r ln df1 r 1 df1.
n->+ooJx Jx 

On a pour n ~ no, Il/n Illx:S; 1, ce qui entraîne (a) :s; I/nl + 1 et (b) 
I/nl:S; III + 1. La relation (a) permet de dire que 

Lili :s; lx df1 + f1(X) < +00, 

soit 1 E Cl, tandis que la relation (b) exprime que la suite (fn)n"2no est dominée 
en valeur absolue par une fonction intégrable. Le théorème de la convergence 

1.7 ( 

lle'lTwr'que : on aurait pu conclure par un raisollnement h cplni l'ni!. 1\ 
la question 

Prenons (X, T, f1) = (N, P(N), f1d) et la suite de fonction 

pour tout n E N, par ln = (_1-1{0,...n}) qui bien sùr cOllvmg(' Imi 
n + 1 nEIN 

formément vers la fonction nulle. Comme, pour n EN, lHl fn 

exercice 4.3), la conclusion de la question (i) ne subsiste pas. 

Corrigé 4.16 D'après l'exercice 4.3, l'hypothèse s'écrit: 

+00 r

I.: JIN Igml < +00. 

m=O 

+00 
Grâce au théorème de permutation des signes 1de I.:, I.: gm est (a.) d{'lilli.· 

m=O 

f1d-presque partout, est (b) égale f1d-presque partout à une fonction de 
(N, P(N), f1d) et (c) on a l'égalité 

+00 +00 rI.: gm I.: JIN gm
m=O m=O 

Comme le seul ensemble de mesure nulle dans l'espace mesuré (N, T'(N). 
est l'ensemble vide, on déduit que: 

+00 
(a) I.: gm(n) = 'um •n est convergente pour tout TL E N. Il est cla.ir d'HIILn' 

m=O m=O 
+00 

part que I.: um,n est convergente pour tout m, d'après l'hypothèse de ['éllolln\ 
n=O 

car cette série est absolument convergente. 
+00 1 +00 

(b) gm E C1(N, P(N), f1d), cc qui s'écrit]; fo < +00 en parti 

+00 (+00 ) (+00 )culier 2.: I.: u m .n est converge. Il est clair que I.: um,n est C()lIv(~r 
n=O m=O m=O n=O 

+00 
gente puisque à I.: lIN gm df1d est une série absolument 

m'·O 
+00 

(!!wgm :s; lIN df1d et I.: lw df1d < +(0). 
m=O IN 

La relation s'écrit: 

+00 
+00 ) +00 (+00 )I.: I.: Um,n fo]; 'Um •n • 

n=O 

dl'.'/ ('.'l('n'ù'l's ~)! 1 

pa.r pXPlllpk, peruwt de conclure. 
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Corrigé 4.17 (i) RemarquolH:I que, d'après l'exercice 2.17, ln est bien mesu­
rable, La suite (fn)nEIN converge simplement vers 1. En effet, si II(x)1 < 
alors la suite (fn(X))nEIN est constante et égale à I(x) à partir d'un certain 
rang; si I(x) +00 alors In(x) = n et Hm In(x) = +00 ; si I(x) -00 

n-+oo 
alors In(x) = -n et In(x) -00. De plus, de manière évidente, on a 

::; l, Le théorème de la convergence dominée permet alors de conclure 

r1 dM r lim ln dM = lim r ln dM,lx lx n~+oo n~+oo lx 
(ii) D'après une remarque faite dans la question converge 
simplement vers la fonction III ; en Le lemme de 

Fatou nermet alors de conclure 

< liminf r dji, < +00. - nEIN lx 

Remarque: dans cette question, on aurait pu montrer que la suite (11nl)nE1N 
était croissante et ensuite appliquer le théorème de la convergence monotone 
croissante. 

Corrigé 4.18 Par le cours, il est clair que si Il = h p.p., alors h 
p.p. 	et donc, vl(A) = v2(A). 

supposons que, pour tout A ET, vj(A) v2(A). Choisissons 
deX: 

B {fI> h}· 
En remarquant que B = (fI ht1(]O, +ooD, on constate que B E T puisque 
h - h est mesurable et que ]0, +OO[E B(R), Donc, 

hh dM kh dM, 

puisque les fonctions sont J.,t-111Lt:I'.! 

12). 0 et que son 111tt!)!,Htlt 	

O. Comme 

o p.p. 

Par définition, il existe donc une partie NET telle que ji,(N) 0 et, pour 
tout x E X \ N, 

[Ch - h).lB ](x) = O. 

Montrons que BeN; si xE B alors [Ch h).IBl(x) = -12(X) >Oet 
donc x E N, Ainsi IL(lJ) ::; M(N) = O. 
De la môme on prouve que IL({h > Il}) O. Par l'r.n""rn 

:f > u > > + > Il}) 0, 

et Il = 12 p.p. 

·1,7 ( di'H /'x/'rf'i/'/'"" 

Corrigé 4.19 (i) l'ollf montrer que (p est bien défillie, il Nitflit dl, d{'lIlollI,l"l'r 

que l'intégrale 

IlR If(x + t) - l(t)1 d).,(t) 

a un sens et est réel. Il est clair que la fonction t f-l> Il(x + t) . 

mesurable positive et donc, IlR II(x + t) - {(t)1 d).,(t) a un sens. De 

+ t) < +tll + 

on tire 

+ t) - l(t)1 d).,(t) r II(x + t)1 d).,(t) + r II(t) d).,(t).IlR 	 llR .l1R 
Or, en faisant le changement de variable u = x + t, on a (voir exercice !J,:I) 

IlR II(x+ 

par conséquent, < < +00, La foudioll <l' 
est donc bien définie 

::; 2NI (f). 

(ii) Supposons que la fonction 1 soit à support compact, c'est-à-dire 
existe une constante M > °telle que, pour tout t t/:. [-M, Ml. (Ct) O. 1'0111' 

X ~ 2M, on a: 

rjJ(x) 	

+ t)1 d).,(t) + r 
l]-M,+oo[ 

d)"(u) + r 
lj-M,+ooJ 

+ + t) 

II(t)j d).,(t) 

II(t)1 d).,(t) 

Ainsi pour tout x ~ 2M, rjJ(x) = 2Nl (f). 

(iii) Supposons maintenant que 1 E Cl (R) et posons, pour tout n E 

= f.1[-n,n]. 

La suite de fonctions converge SImplement vers la fonction mille 
et comme, pour tout n E .N, 

lin - Il ::; 2111, 

par application du théorème de la convergence dominée, 

lim NI(Jn - f) = O. 
n---l>+co 
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1';1\ utilümut sur on a : 

+ ,) 2NI S dl + d2 + d3 

où 
dl INI(f(x +.) - J(.)) NI(fn(x + ,) - Jn(.)) 1 ; 

d2 INI(fn(x +.) J(.)) - 2NI (fn) 1 ; 
{ d3 12N1(fn) - 2N1(f)I, 

Or 
dl S r [IJ(x + t) - J(x), +t) - Id>'ln 

et, en utilisant triangulaire sur fi sous la forme < 

+t) - (",(x +dl 

en utilisant sur R sous la forme ln - vi S Inl + 

S IIR IJ(x + t) - Jn(x + t)1 d>.(t) + NI(f J,.). 

En faisant le changement de variable 'U = x + t dans la première intégrale, on 

déduit dl S 2N1(f Jn)' 

Grâce cl, la question (ii), pour x 2': 2n, nous avons d2 O. 

Quant à d3 , nous avons 


d>'d3 = 21/1R d>' IIR ::;2 

En conclusion nous avons, pour x 2: 

(27) 

Soit maintenant € > 0 ; d'après la relation (26), il existe un entier ne tel que 

NI(fn - 1) S ~. Alors, d'après la relation (27), pour :1: 2n" 

< 

1</J(x) 2N1(f) 1 ::; f. 

Ainsi, nous avons démontré que </J(x) = 2N1 (f). 

5 	 COMPARAISON DES INTÉGRALES 
DE LEBESGUE ET DE RIEMANN 

Dans ce chapitre, R est muni de la tribu Borélienne S(R) et de la mesure <In 
Borel >.. 

5.1 Cas d'une intégrale non généralisée 

Considérons une fonction J: fi ..... R continue sur un intervalle 1 = 

(a S b) et nulle à l'extérieur de J. Le théorème suivant de comparer 

de Lebesgue de J sur R, étudiée dans le chapitre 4 et notée rJ (LÀ, 

avec l'Integrale de J utilisée en premier cycle, notée la J(t) dt, et dite 

de Riemann de J sur J. On rappelle que lb J(t) dt = F(b) F(a), en Ilotallt. 

F une Drimitive de J sur 

Théorème 5.1 La Jonction J appartient à C1(R) et 

IIR J d>' = t J(t) dt. 

5.2 Cas d'une intégrale généralisée 

Regardons maintenant le cas des impropres. Considérons une fOlle 

tion g: R ..... R continue sur un intervalle J = [a, b[, où -00 < a < b +rxJ pt 

nulle à l'extérieur de J. Les intervalles de la forme la, b], où -00 S a < b < +(XI 

se traitent de la même façon. Le théorème suivant permet de relier l'intôgrnh' 

de Lebesgue de 9 sur R, notée r 9 d>', avec l'intégrale généralisée de 9 lltili:·.;(!(!k 	 . 
en premier cycle, notée .f g(t) dt, et dite intégrale de Riemann généralü.;é(! dl' 

b 
9 sur J. On rappelle que r g(t) dt a un sens si Hm G(t) - G(a) exu;f,(!. ('IIla t-.b­
notant G une primitive de 9 sur J ; dans ce cas, on dit que 


convergente et on pose lb art) dt lim G(t) G(a). On utilisera bien :-alr If'K 
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classiques étudiées en premier pour prouver la convergence ou 
la non-convergence des int.PPTtl] 

Théorème 5.2 Nous avons les deux situations suivantes. 

Si 9 ~ 0, r 9 dÀ a toujmtrs un sens et .IIR 

dt si.f dt est une intéamle convergente; r 9 d>' {
.IIR +00 sinon. 

Si 9 est de quelconque, 9 d>' a un sens si et seulement si 

.f dt est absolument convergente et dans ce cas 

flR 9 d>' dt. 

Remarque 5.3 Dans les exercices, les fonctions seront parfois définies et con­
tinues sur un intervalle J de R au lieu d'être définie sur R tout entier. Dans ce 
cas, si f est une telle fonction, il faut se placer sur l'espace mesuré (J, B( J), À1J ) 

pour intégrer la fonction f et on écrira Lf dÀ au lieu de Lf d>'IJ' Cette no­

tation pent-être justifiée par le fait que cette intégrale est égale à 

j coïncide avec f sur J et s'annule sur R \ J (voir exercice 4.7). On peut alors 
appliquer de manière évidente les théorèmes de comparaison dans ce cas. 

5.3 Énoncés des exercices 

Exercice 5.1 (***) 

Démontrer le théorème de comparaison de l'intégrale de Riemann et de Lebes­

gue dans le cas des fonctions continues sur un intervalle compact et nulles à 

l'extérieur. 


Exercice 5.2, . 

En utilisant seulement le théorème 5.1 (et pas le théorème 5.2!), calculer 


flR f dÀ(t), où f(t) = 1 si t 2': l, et f(t) 0, sinon. 

Exercice 5.3 (* 
de cet exercice est de démontrer la remarquable identité : 

+00 1 
dx '"l = L..... mm
XX m=l 

Il .• 1 /';II(l/J('('S (/('H ('x,·",·/,·".'i 1":1 

--:- Cil sene, pour :1; > 0 ; puis appliquer l(~ th{'or('1l1\' d" 
T·r. 

la convergence Illonotone à ce développement. 

Pour p et q entiers naturels, on pose [(p, q) :1;1' (Ill :/:)" d./' 

justifier la convergence de cette intégrale . 

Calculer 0), pour t.out entier naturel m. 

(iv) Evaluer [(p, q) grâce à une intégration par parties. 


Conclure. 


Exercice 5.4 
Soit (1n)n?l la suit.e de fonctions définie sur R par: 

SI $x$-; 
n 

1 2
si $ x $ - ; ~ {~n'(X 
'0 1 

2 n n 
sinon. 

Calculer les quatre nombres : 

A hm inf r fn dÀ, A' = r lim inf fn d>',.I

1
11t nEIN 

nEIN ./1"
B limsup BI = hm sup f~ dÀ. 

nEIN IR IR nEIN 

(ii) Reprendre la question (i) avec la suite de fonctions (gn)n?1 définie HIll' nI 
par gn = 1[0,1/4], si n est pair, et gn = 1[1/4,IJ, si n est impair. 

(iii) Si maintenant (hn )n?1 est une suite de fonctions mesurables 
définies sur R, montrer que 

$A$B; 
{ A' $ BI. 

Exercice 5.5 (* *) 
Les fonctions suivantes sont-elles À-intégrables' 

sin t (
f: ]1, R définie par - t +oo[) ; 

t 

sin t
(ii) g: m. R définie par 1 + t2 (t ER)? 
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Exercice 5.6 (* *) 
lA l'aide de l'inégalité (1 - y)l/y < e- pour 0 < y < 1 et en justifiant de 

manière précise votre réponse, calculer 

l n X 
lim (cosxt(l- _ln dx = o. 

n--->+oo a n 

Exercice 5.7 (* *) 

Si f est une fonction >'-intégrable sur l'intervalle [a, b], calculer 


lim ( In(e + El )f(x) d>'(x). 
n--->+oo J[a,b] n 

Exercice 5.8 (* *) 
On considère la suite (fn)nEIN d'applications à valeurs réelles définies sur [0,1] 

l, ' 1" f ( ) nxpar ega lte n X = 1 2 2' 
+nx 

(i) Trouver la limite simple de la suite (fn)nEIN. y a-t-il convergence 
uniforme sur l'intervalle [0,1] pour cette suite? 

(ii) Montrer que la suite (fn)nEIN est dominée par une application cons­
tante. Autrement dit, trouver une constante réelle positive K telle que, 
pour tout entier naturel n et pour tout réel x élément de l'intervalle [0,1], 
on ait Ifn(x)1 ~ K. 

(iii) Quel sens attribuer au symbole ( fn(x) d>'(x)? Par application
J[O,l] 

du théorème de la convergence dominée, obtenir la limite de la suite 

(1 fn(x) d>.(X)) . 
[0,1] nEIN 

Exercice 5.9 (* *) 
e-x (!+t 2 

) 

Pour tout x :::: 0, on pose f(x) = ( ') d>.(t). 
J[O,l] 1 + t 

(i) Montrer que f est bien définie; calculer f(O) et lim f(x).
x----++oo 

(ii) Montrer que f est dérivable sur l'intervalle ]0, +00[, calculer l' en 

1
fonction d'une intégrale et donner un équivalent de l' au voisinage de 

+00 2 ,j7rul'infini (on rapelle que e- du = -). 
a 2 

,'!.:I !')I1()/J(:(;S d('s ('x('n'i!'I's 

Exercice 5.10 (* *) 

On se propose de calculer, pour tout a E lR, 


f(a) = flR e-
x2 cos(ax) d>'(x). 

(i) Montrer que f est dérivable sur lR et donner, pour tout a E lR, f'(a) 
sous une forme intégrale. 

(ii) Montrer que f est solution d'une équation différentielle du prellli(~1' 
ordre. 

(iii) La résoudre et en déduire, pour tout a E lR, la valeur de f(a). 

Exercice 5.11 (* *) 

Le but de cet exercice est de prouver l'égalité 


r oo 
Jo e- t2 dt = ,j7r2 . 

On considère, pour x E lR, 

(X 1 e-x2 (!+t 2) 

F(x) = (Jo e-
t2 

dt)2 et G(x) = 10 . ~ dt. 

(i) Montrer que F et G sont des fonctions dérivables sur lR. Donner la 
valeur des dérivées au point x. 

(ii) En déduire la valeur de la fonction F + G au point x. 

(iii) Par des majorations simples, montrer que lim G(x) = O. 
x----++oo 

(iv) Conclure. 

Exercice 5.12 (* *) 

On définit une application F de ]0, +oo[ dans lR par la formule, vraie pOlir 


t> 0, 


r oo
F(t) = sinx e-tx dx. 

Jo x 

(i) Montrer que F est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer sa dérivée. 

(ii) En déduire qu'il existe une constante réelle C telle que, pour tOl\t 

t > 0, F(t) = C - arctan t. 

7r 
(iii) En considérant la suite (F(n))nEIN*, montrer que C = 2' 

1
+00 sinx 

(iv) Conclure sur la valeur de -- dx. 

a x 
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Exercice 5.13 (*'**) 

L'objet de cet exercice est J'étude de la dérivabilité de 
 de Riemanll 

{"/2 2
F(x) Jo In(l + x sin t) dt. Remarquons que cette ne Deut se 

calculer directement, car on ne connaît pas de formule de l'intégrande. 

Montrer que F(:r) est définie pour x > -1. 

(ii) Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée par rapport à x, lors­
qu'elle existe, de la fonction f définie par la formule: 

f(x,t) In(l+xsin2 t). 

Montrer que la dérivée partielle t) est bornée sur l'ensemble 

- 1- E, +oo[x [0, 2 où E est arbitrairement choisi dans l'intervalle ]0, 1[. 

(iv) En déduire, par application du théorème de dérivation sous le signe 
somme, que F est dérivable sur ] - 1, +oo[ et exprimer sa dérivée par 
une intégrale de Riemann que l'on calculera en cherchant une primitive 
de l'intégrande (on sera conduit à traiter à part le calcul de F'(O)). 

Trouver une primitive de F' et en déduire une expression pour 

Exercice 5.14 **) 

L'objectif de cet exercice est de démontrer la formule de Stirling, à savoir que, 

lorsque l'entier n tend vers l'infini, on a 


n! yl2;nn+~e-nrv 

et, généralement, que lorsque le réel x tend vers on a 

r(x+l)rv 

Pour cela, on admettra que si a. est un réel non nul, alors la fonction à t réel 
2

associe est intégrable sur Il et que son est 1lR. e-at f!;. 
On pose, pour 1; > 0, 

F(x) d>.(t) et 
= j2X'+OO[ 

Justifier donné x > 0, la fonction f qui à t > 0 associe le réel 
f(t) = e-tt'''-l est intégrable sur ]0, +00[. Son intégrale est notée r(x) 
de sorte que l'on a l'égalité: 

d>.(t) . 
jo,+OO[ 

La fonction qLÙ à x > °a,."lsocie r(l:) est appelée fonction Gamma d'Euler. 
Vérifier la formule + 1) = F(x) + G(x). 

:1../ (:orng(','; des ('x('ld('(,:; 100 

(ii) A l'aide d'ull cha.ngement de variables, mont,rer qu'on a, pour !.ou!. 
1: > 0, 

F(x) xX+~e-x {.;x + 'U 
x 

e-u.;x d'U. 
L.;x 

Montrer que la quantité (1 + e-u.;x est définie pour 1L > ­
2 

et tend vers la limite e-T auand x tend vers +00. 

(iv) Soit la fonction rjJ de 1- .,fi, +JXl dans R définie par l'idellt.it,(~ 

rjJ(1L) = x ln (1 + J-x) ~. Montrer que la fonction rjJ est concave. 

En déduire que, pour tout 'U de ]- .,fi, , la quantité 
x

+J-x ) 
2 u

est majorée par e-T. 

(v) A l'aide d'un théorème de convergence rrmvpn" en déduire, lor:-;­
que x tend vers +00, F(x) rv yl2;xx+~ e- x . 

1
+00 

(vi) Etablir l'identité 'UXe-UX d'U. 
2 

Montrer que la fonction 'IjJ définie sur l'intervalle par l'identi­
= ue-~ est majorée par 1}J(2) < 1. 

En déduire que G(x) est négligeable devant , lorsque x tond 
vers l'infini. 

(ix) Déduire des résultats précédents l'équivalent annoncé pour la fonc­
tion 

Calculer r(l) ; à l'aide d'une intégration par parties, trouver urw 
relation entre r(x) et + 1) ; en déduire, pour tout entier n 1, 

Grâce à l'équivalent précédemment obtenu pour r(x), démontrer 
la. formule de 

5.4 Corrigés des exercices 

Corrigé 5.1 Quitte à remplacer la fonction f par f + f(b) 
nous pouvons supposer que f est continue sur R et donc f 
sur R, noté F. Il nous faut alors prouver que 

( f dl. = F(b) F(a.).
J[a,b] 

Considérons alors la suite de fonctions (fn)n2:1 définie, pour tout n 2: 1, par 

L~~...1.!f___ l [a,b]. 

n 

http:l'idellt.it
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Cette suite de fonctions converge simplement vers f.l[a,bl' D'après le théorème 
des accroissements finis, pour x E [a, b] et pour tout n :::: 1, il existe eE [0,1] 
tel que 

Ifn(x)1 	 ~ IF'(x + ~)I 
~ sup{lf(x)l: x E [a, b]} ~ M. 

Donc, pour tout n :::: 1, Ifni ~ M.l[a,bl avec flR M.l[a,bl d>" = M(b - a) < +00 

et, par application du théorème de la convergence dominée, 

ja'bl f d>" n~IfooL,bl n [F (x +~) - F(x)] d>"(x) 

lim ln r F(x+l) d>..(x)-n r F(X)d>..(X)).
n->+oo \ l[a,bl n l[a,bl 

1 
En effectuant le changement de variable u x + - (voir exercice 4.5), on 

n 
déduit: 

r f d>" = lim (n r F d>" - n r F d>") . (28)
l[a,bl n->+oo llb,b+il l[a,a+i[ 

Soit maintenant E > 0 ; par continuité de l'application F, il existe 7] > 0 tel 
que, pour tout t E]b - 7], b + 7][, 

F(b) - E ~ F(t) ~ F(b) + E. 

Remarquons qu'il existe un entier nE tel que, pour n :::: nE> 

1 
]b,b+-[C]b-7],b+7][

n 

1 
et donc en intégrant chaque membre des inégalités ci-dessus sur lb, b + -], on 

n 
obtient 

F(b) - E ~ n r F d>" ~ F(b) + E, 
llb,b+il 

ce qui exprime que lim n r F d>" = F(b).
n->+oo llb,b+il 

De même, nous avons lim n r F d>" = F(a). Ainsi, en faisant n ---+ +00 
n->+oo l[a,a+i[ 

dans la relation (28), on conclut 

r f d>" = F(b) - F(a).
l[a,bl 

{J.'/ (:o/'rigt','i (It'N ('x,'n'i,',','; 

Corrigé 5.2 COIlsid(~roIlS la suite de fonction (fn)nclN dailli(~, pOlir !.Oll!. 
n E N, par fn = f.1[1,nl· Il est classique de montrer que la :·Hli!.c (fil)," IN 
est croissante et converge simplement vers f. Alors, par le théor(~ll)(, dl' [a 

convergence monotone: 

flR f d>" lim r fn d>" 
n->+oo lIT}, dt 

lim r ~ [d'après le théorème 5.1]
n->+oo II tv 1 + t 

· 	 . ~. dtOr en falsant le changement de vanable u = vI + t, SOlt du = ~, (lll a 
2\/ 1 + t 

nr dt j v'f+1l 2du 

u2II 	 tv1 + t V2 - 1 

[ln I~I] v'f+1l
u+l V2 

ln 1 	v'f+Ti - 11_ ln (Y2 - 1) . 
v'f+Ti + 1 Y2 + 1 

En faisant n ---+ +00, on conclut: 

r (Y2+1)llR f d>" = ln Y2 _ 1 = 21n(1 + Y2). 

+00 n 

Corrigé 5.3 Du développement en série de eU = L; (u E IR), on tin~ 
n=O n. 

1 x1nx +00 ( xlnx)n 
-	 = e- = L - (0 < x ~ 1). 
XX n=O n! 

· (-xlnx)n , 't' ]0 1] d'd . .La fonctlOn x f--t etant pOSl Ive sur , ,nous en e UlSOllS par
n! 

application du théorème de la convergence monotone croissante 

1 +00 1r - d>"(x) = LI" r (-x ln x)n d>"(x). (2!l)
llo,ll XX n=O n. llo,ll 

(ii) Le problème de convergence de l'intégrale se pose en x = O. COIllllW [a 
limite en zéro de la fonction x f--t y'x(xP(lnx)q) est zéro, on a, pour 1: assl'''' 
petit, 

IxP(lnx)ql ~ Jx. 
L'intégrale fol ~ étant convergente, on conclut que fol xP(lnxF dl: est allSSI 

convergente. En particulier, grâce au théorème 5.2 de comparaison des ilil/'gra 
les de Lebesgue et de Riemann: 

r 	xP(lnx)q d>"(x) = rI xP(lnx)q dx. 
llo,ll 	 lo 
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, 1 
J(m,O) = :r;m dx = 10o m +1 

(iv) Soit 0 < é < 1 ; on a, par intégration par parties, 

1p+l11 xP(ln dx 
[ 
~(ln q 11 X)q-l dx. 

'p+l P + 1 f 

Grâce à la question (ii) et en faisant é on déduit; 

I(p,q) = q -1). 

Par récurrence, on obtient alors 

(-I)qq!
q) = ( . ,\J(p,O) 

(v) Grâce à la relation (29) et aux questions et (iv), on a 

+00 1 +00 1 
=L,(-IY'I(n,n) L .{J'lJ :x n=O n. n=O 

En faisant le changement d'indice m = n +1, on conclut 

1 +00 1 

XX L mm 
m=1 

Pour m 2, _1_ ~ (!)m ;la série qui apparaît dans l'égalité ci-dessus est 
mm 2 

donc convergente, et [ 1 dÀ(x) < +00. Par le théorème 5.2 de compa­l Jo,IJ XX 

raison de l'intégrale de Lebesgue et de Riemann, cette intégrale coïncide avec 

l ,· , l' loI dx d' ' mtegra e Impropre ou : 
o XX 

dx +00 1 

XX m=l mm 

Corrigé 5.4 (i) Pour x 0, fn(x) 0; donc 

lim inf = limsup =0. 
nEIN nEIN 

2 
Soit maintenant x > 0 ; pour n assez graJld, - < x et donc fn (x) = O. Dans 

n 
ce cas, encore lîmiI).f fn(x) lim sup fn(x) = O. Ainsi 

nEIN 

lim inf fn = lim sup fn = 0 
n(1N nEIN 

:,.,/ (:()r/'lJ!,I~N I/('S l '.'\1 '/'l'w/,,,; Il:\ 

et A' -co [3' O. La l'ollcLion In est affine par morceaux et 011 il, 
2 

l In ilÀ = [n fn(t) dt ; l'intégrale correspondant à l'aire d'un triaJl).!;le, 1101/:-:
./lit 10 
obt.enons 

dÀ =! 2 1 JE 2'nn=1 

ct done A = [3 1. 

On montre aisément les résultats suivants 

• 1 gn dÀ = !, si n est pair, et [ gn dÀ 3 si n est impair; donc A ~_
4 11ft 4 1 

3 
et B = 

4 

• limsupgn = , donc B' = 1 ; lim inf fn donc A' = (J.
nEINnEIN 

(iii) La seule inégalité non triviale est A' ~ A qui découle du lemme de Fat,()1l. 

Grâce aux exemples (i) et (ii) aucune autre relation n'est possible. 

C ., () T' r' sin t , . 

1
orrlge 5.5 i "app IcatlOn t f---4 t etant contmue sur [1, +00[, par le, 

+00 sin t
théorème il suffit de montrer que dt est une a.1lHoJ H­

1 t 
ment convergente. On a, pour k 1, 

l (k+l)7r 1 sin t 1 1 l(k+l)1T 
'- dt;::: Isintldt. 

k1T 1 t k1r 

La fonction sinus gardant un constant sur l'intervalle [klT, (k + 

1 sin tl dt sin t 2 

l
et donc 

(k+l)7r 1sin t ! 2-1 dt> ­ ---c­
k7r t -11' 

En sommant ces inégalités de l'entier k 1 à n - 1, on obtient : 

l
111r 1sin t 2 n-1 1

dt> ­
1T t - 11' k=1 k + 1 

, . . +00 1 , . L+oo sin t
La sene harmomque L -k etaJlt dIvergente, on conclut que -- dt n'est. 

k=l .1T t 
pa.'l absolument convergente. 

Remarquons que la fonction 9 est continue, donc mesurable. En reIlla!' 
1 1 

quant que Ig(t)1 < et -1--2 dt < +00, on déduit que Pinté).!;!'al!'
- 1 + +t 

g(t) dt est absolument convergente et par le théorème fL:.l 

montre que la fonction g est À-intégrable. 
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Corrigé 5.6 Nous allons utiliser le th';"rnm de la convergence dominée: véri­

fions donc que les hypothèses (Hl) et sont satisfaites, 

Pour n 1, posons: 


x)n
fn (x) = cos" x ( 1 ~ si 0 < x < n ; 

{ o sinon. 

Soit x > 0; il existe un entier no (= E(x)+l) tel que, pour n no, 0 < x < net 
x\n 

n (donc cos .1: 1 - 1 • Nous avons alors dans ce cas 1fn(X)1 S; 1cos 

(car 0 < 1-~ < 1) et si, x ~ {~ br: kEN}, fn(x) = O. Par contre, 

si x S; 0, il est clair que lim fn(x) = O. Ainsi la suite Un)n>l converge vers 
"n-++OO ­

la fonction nulle presque partout et l'hypothèse (Hl) est satisfaite. 
x 

Si °< x < n alors °< - < 1 et, d'après l'indication, -X):t < ou n n 
x)n . 

•encore ( 1- ~ < e-x et donc fn(x) S; e-X SI x n[, nous avons encore 

= 0 S; e- X 
• Posons, pour x E R, h(x) = ; bien sûr h E {} 

pour tout x E R, 
Ifn(x)1 

Ainsi l'hypothèse (H2) est satisfaite. 
Par application du théorème de la convergence dominée, on conclut : 

lim r d>' = r 0 d>' = 0,
n' HXl lIR lITt 

ce am s'écrit aussi, au théorème 5.1 de comparaison: 

lim x)n (1- dx O. 
n-++oo 

Jj\/HIUOOVHO,Corrigé 5.7 pour n :2: 1, la fonction mesurable fn : bJ ----;> 

définie par 
Ixl .

fn(x) In(e + - )f(x), SI X E [a, b].
n 

Il est clair que la suite de fonctions Un)n?l converge simplement vers f sur 
D'autre Dart nous avons la majoration, pour x E [a, b], 

S; In(e + 
< In(e + If(x) l, 

avec r In(e + max(lal, lb 1)lf(x)1 d>'(x) < +00, puisque f E Cl Donc,
lla,h] 

par application du théorème de la convergence dominée, 

r fn d>' f d>'. 
lla,bl 

:).'1 t ;()lTlg('s (/(~,'-; (',,\('/"('/('('8 Il!) 

Corrigé 5.8 (i) Pour 0 < :r < 1, nous avons, pour n au voisinage de t (Xl, 

nx ~,donc lim fn(x) 0; si x = 0, évidemment lim 1,,(0) = Il.rv 
nx n---- too n----+oo 

suite (fn)nEIN converge simplement vers la fonction nulle. COItlIlH' 

L 1 
n 2' 

[0,1] 1: xE [0, > 1 
-2 

et il n'y a pas convergence uniforme sur [0, 1] de la suite vers la fonction 
nulle. 

De l'inégalité (1 - nx)2 :2: 0, on tire 1 +nx S; ~ soit Ifni S; ~. Il suffit. 

1 
alors de prendre K 2 

(iii) Par application du théorème 5.1 de comparaison (voir aussi la remarque 


5.3), l'intégrale [ fn d>' est à l'intégrale t fn(t) dt. 


D'après les ue1;~lUm; 0) et (ii), les hypothèses du théorème de la convergen()(~ 


dominée sont donc, par application de ce théorème, 

lim fn d>' fn d>' = O.
n-++OCl 

Corrigé 5.9 (i) pour (x, t) E [0, +oo[xR, 

A x fixé, la fonction f(x,.) est continue sur 1J nulle à l'extérieur de [0,1], 
donc la valeur 

= folf(x) dt 

est bien définie. 
dt 'if

On a f(O) e-xt2 < 1, nous avons 
1 + t 2 4 

f(x, t) 

ce qui entraîne, après avoir intégré chaque terme de l'inégalité, 

'if -xos; < -e - 4 

En faisant alors x ----;> +00, on conclut: 

f(x) = o. 
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(ii) Appliquons le théorème de dérivation sous le somme sur J'intervalle 
]0, +00[. Seule l'hypothèse (H"3) n'est pas immédiate. Nous avons, pour 
(x, t) E [0, +oo[x:Dl, 

af < 
axl 

C'est Dourouoi. e:râce à ce 
tl1eoreme, f est dérivable sur 

est une fonction 

= _e-x 1 dt. 

En posant u on conclut : 

X 

.f'(x) = - e- lfi _u2 

fi 0 e du. 

oo[fi u2 r
Comme, pour x au de +00, Jo e- du ~ Jo du 2' on 

obtient: 
.j1[ e- X 

cv -2 fi' 

pm;neses du théorème de dérivation sous le 
e-X2 Commesomme. pour 

cos ::; e- x2 

et que, d'après les rappels, fR dÀ(x) = .Jir < +00, la fonction f(a,.) 

appartient à Cl et l'hypothèse (li" 1) est satisfaite. L'hypothèse (H"2) est 
immédiate puisque la fonction f(a,.) est dérivable sur :Dl et on a 

af aa (a,x) sin(ax)1 ::; lx le- X 2 

• 

l 

oo 

En remarquant que l'intégrale Jor dx est convergente X> 0, 

lX x 1 1 
dx et donc xe-X2 

dx 2 

est satisfaite. 


f est d6rivable sur :Dl pour tout a 


1+00 

2= - xe-x sin(ax) dÀ(x) sin(ax) dx.lR -00 

rd ( d(',~ ('x<'I'r'i"f'," 

l~n 111 Lt.;J:;l cL11 par on a: 

+00 _:: [+00 e- x2 sin(ax) d:l' 
2 .. 00 

-00 

Ainsi la fonction f est solution de l'équation différentielle du premier ordre 

.f'(a) + ~f(a) 0 (a E :Dl ). 

(iii) En multipliant l'équation différentielle par la fonction strictement 
2 

p: a f-> e~ , il vient: 
o. 

Et en intégrant cette égalité, il existe une constante C E :Dl telle que =u, 
ce oui s'6crit. pour tout a E :Dl, 

En remarouant que dx on conclut que C .j1[d 

t2Corrigé 5.11 (i) La fonction x f-> fox e- dt est dérivable de fonction rlérivé(, 

x f-> , donc F est dérivable et, pour tout x E :Dl, 

F'(x) = 2 (foX dt) 

Pour montrer que G est dérivable, nous allons utiliser le théorème de dérivatioll 
sous le signe somme sur l'intervalle J - .M, M[ (M > 0 pour tout. 
(:1:, t) E :Dl X [0, 

t) = -'-----::-­

de ce théorème n'est pas immédiate à prouver. On a, 

2
(x, t)1 1- 2U-X2 

(l+t ) 1::; 21xl ::; 2M, 

avec [ 2M dt < +00. Donc, par application de ce la fOlld.ioll (: 
J[O,ll 

est dérivable sur ] - M, M[ et, pour tout x E]- M, 

dt. 
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1';11 Himplifiallt cette expression, nous obtenons: 

rI 	 rx uG'(x) 	 -2:re- x 2 Jo dt Jo e-
2 du, (30) 

En faisant M -; on conclut que F est dérivable sur H et la relation (30) 
reste valable pour tout x E H. 

D'après la question précédente, F' -G' et donc, il existe une constante 
C E H telle que 

F+G C. 

vale ur n>l rh,," x 0, nous obtenons F(O) + G(O) C soit 

Cet C 
7r 
4 D'où F G 7r 

4 

Comme < ,on a 

7r _x2< dt = '4e 

ainsi O. 

(iv) Nous avons 

( r+oo 2 

lim F(x) e- t2 

X"" +00 Jo 
{ lim G(x) 0 ; 

x---++oo 

donc, grâce aux questions précédentes, 

7r 
= lim [F(x) + G(x)]

4 x-+oo 
lim F(x) + hm G(x)

x---++oo x---+-+ 00 

(1+00 

e-
t2 

dtr 

r oo 
On conclut e- t2 dt = y7rJo 2 . 

Corrigé 5.12 Posons, pour (t,x) ElO, +oo[xll, 

_ sin x -tx ,)
t ) - -;;;- e 1]0,+00[(x. 

Fixons t > 0 ; la fonction f(., t) admet une limite 11 droite en 0 car, pour 

+ sinx -tx d 1 bl' d d
UI"lllGtbt de 0 , e ~ 1; one, e pro eme e convergence e 

x 

t) 1 dx ne se pose +00. On a 

t)1 < 

rul ( des ('x('n,jl'I'N 	 IID 

j 'I"O 


et, COllnne dx est f"lll1'\TprfT/:lcntn ,1'11 (~Il est. ( 1(' IIH'III1'
a 
o 	 t 

dt. au théorème 5.2 de III 

t)dx= 
x 

Appliquons maintenant le théorème de dérivation sous le somuw SlIl' 

l'intervalle où E > 0 est fixé. Seule l'hypothèse 
n'est pas immédiate. Pour t > f et x > 0, on a 

1~{(X,t)1 = l-sinxe-txl:; e-'X, 

où r e-€X d>"(x) < +00. Ainsi la fonction F est dérivable sur +oo[ 
JIR+ 

pour t > E, 

r+oo 
F'(t) = - r sinxe-tx d>"(x) = - sinxe-tx dx. (:! 1 ) 

JIR+ 	 Jo 

En faisant E-; 0+, on conclut que F est dérivable sur ]0, +oo[ et la rclat,loll 
reste valable, pour tout t > O. 

Effectuons le calcul de l'intégrale intervenant dans la dérivée de F : 

+00 . -tx lm [1+00 
smxe dx et'-t)x dx]10,0 

_1]+00 1
lm - ­[i-t 0 1+ 

Donc 1 et en intégrant chaque terme de l'égalité sur l'interva.II(~
1+ 


on déduit l'existence d'une constante C E Il telle que, pour tOIl!' 

t> 0, 

C - ~H,U<~H\ 

par la rcla.­
tion 

Considérons la suite de fonctions définies sur 

sin x 
x 

sImplement vers la fonction nulle pour n 1, nOlis 
r+oo 

xavons l'inégalité 	 e- dx < +00. Par aDDlicatiOII dll 

1
théorème de la convergence dominée, on obtient 

+00 
lim F(n) Hm dx 

n.... +oo n .... +oo 0

1+00 
dx O. 

http:l'interva.II
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Ell reportant dans l'égalité obtenue au (ii), on conclut: 

7r 
0= C - lim arctan(n) = C - -2' 

n---++oo 

. 7r 
SOlt C = 2' 

(iv) Considérons la suite (F(.!.)) ;on a 
n nEIN* 

1 7r 1 7r 
lim F( -) = - - arctan(-) = -. 

n->+oo n 2 n 2 

1 1+00 sin xIl suffit alors de démontrer que lim F( -) = -- dx, pour conclure 
n->+oo n 0 x 

1 
7r+00 sin x

--dx= -, 
o x 2 

Par intégration par parties, on a : 

oo oo
1F(.!.) _ r sin x dxl r sinx (e-;'; _ 1) dxl 


n Jo x 
 Jo x +00 

[1- ~osx (e-;'; -Il 
00 

- 10+ 1-xC2osx [1- e-*(1 + ~)] dx 1 

< rooI1-C20sxI11_e-*(1+~)ldX.
Jo x 

Appliquons le théorème de la convergence dominée à la suite de fonctions 
(gn)nEIN* définie, pour x > 0, par: 

11-cosxll _.'ë( X)Ign()x = ? 1 - e n 1 + - . -	 n 

Il est clair que cette suite converge simplement vers la fonction nulle. Comme, 
pour u > 0, (1 +u) < eU, on a aussi 0 < 1- e-u (1 +u)::; 1 et donc: 

11-cosxl 
1 ( )1 ? ,gn x::; 

x 

+00 11- cosxl 	 11- cosxl 
avec 2 dx < 	+00 (la fonction x f---> 2 est prolongeable 1o x x 

, " . . d l" fi Il - cosxl 2) P par continmte en zero et, 	au vOlsmage e m ni, 2 < 2' ar 
x x 

application de ce théorème, on conclut : 

1) 1+00 sinx 1lim F 
(

- - -- dx = 0,
n->+oo 1 n 0 x 

1+00
1) sin xsoit lim F - = -- dx. 

n->+oo ( n 0 x 

fi,'/ COl'r;gl\-; d!'s /'x/'n';{'I"'; 	 1:1,1 

Corrigé 5.13 (i) Soit. :J: > -1 ; si x :::: 0, 1 + :rsin'l 1 :::: 1 et l'applicat.ioll 

:r f---> In(l + xsin2 t) est continu sur [0, %L do Ile F(:r) existe. Si -1 <:/:' Il, 

alors x sin2t :::: x > -1 et 1 + x sin2t :::: x + 1 > O. Dans ce dmlli{~r cas, 

l'application x f---> In(l + xsin2t) est continue sur [0,%] et F(x) exist{~ 1\ 

nouveau. Ainsi F (x) est définie pour x > -l. 

(ii) A t fixé, pour x vérifiant 1 + x sin2t > 0 (par exemple x > -1 conviellt.), 
on 	a 

àf ( ) _ sin
2t - x,t - 2 .

àx 1 + x sin t 

(iii) Si x> -l+f, on a xsin2t:::: (-1+f)sin2t:::: -l+f puisque -l+f < (); 

àf 1 1 [ 7r]donc 1 + xsin2t :::: f et àx(x,t) ::;~. Posons, pour t E 0, 2 ' h(t) = 

alors h E Cl ([0, %]) et, 

l 

pour tout (x, t) E]-l + f, +oo[x [0, %], 

1 ~~ (x, t) 1 ::; h(t). 

(iv) Par application du théorème de dérivation sous le signe somme, on dédllit. 
que F est dérivable sur ]- 1 + f, +oo[ et, pour tout x E] - 1 + f, +00[, 

. 2 t'Ir/2 sm dt. (:32)F'(x) = 10 1+xsin2t 

En faisant f ---t 0+, on déduit que F est dérivable sur ]-1, +oo[ et que la relatioll 
(32) reste valable sur l'intervalle] - 1, +00[. En divisant le numérateur do It~ 
dénominateur de la fraction rationnelle par cos2t et en utilisant la relatioll 

~ = 1 + tan2t, on obtient, pour tout x > -1, 
cos t 


2 

F'(x) = r/2 

tan tJo 	 dt.n 

Nous avons 

l 'Ir /2 l 'Ir /2 1 - cos 2t [t sin 2t] 'Ir /2 7r
F' (0) = sin2t dt = dt = - - -- = -. 

o 0 2 2404 

Supposons dorénavant que x =1- 0 et effectuons le changement de varia"l{~ 

tan t = u (~= dt). On obtient: 
l+u 

2
(+oo U du. 

F'(x) = Jo (1 + (x + 1)u2 )(1 + u2 ) 

1 
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Or, par décomposition en éléments simples, 

X 1[ 1 1]
(1 + (x + l)X)(l + X) = -; 1+ X - 1+ (x + l)X ' 

donc l'intégrale devient : 

1 [r+oo du (+oo du ] 
F'(x)=-; Jo 1+u2 -Jo 1+(x+1)u2' 

soit après calculs, pour x of- 0, 

l 
F' (x) = ;x (1- vix + 1) . 

Remarque: Par le théorème de continuité sous le signe somme, il est clair que 
la fonction F' est continue sur ] - 1, +00[. On vérifie facilement que sur la 

formule obtenue lim F'(x) = ~ = F'(O). 
x--->o 4 

(v) Trouver une primitive de F' revient essentiellement à trouver une primitive 
. 1

de la fonctIOn x f---4 JXTI' Posons pour cela, 11. = JXTI (2udu = dx) ; on 
x x + 1 

a 

dx = J 2du = ln 111. - 11 = ln 1JXTI - 11JxJXTI (11.2-1) 11.+1 JXTI+1 . 

Ainsi F(x) = ~ [ln lxi-ln 1~ - 11] + C(x), où C est une fonction cons­
2 x+1+1 

tante sur chaque intervalle ]-1, O[ et ]0, +00[. Après simplification (multiplier 
le numérateur et le dénominateur de la fraction rationnelle par la valeur con­
juguée VX+l- 1), on obtient, pour x of- 0, 

F(x) = 7rln(l + VX+l) + C(x). 

En faisant 	x -7 0, on obtient, puisque la fonction F est continue en 0, 

lim [F(x) - 7rln Il + VX+l1] = F(O) - 0 = 0 
x--->o 

et donc C(x) = 0 pour x of- O. Ainsi F(x) = 7rln(l + JXTI). 

{+oo ICorrigé 5.14 (i) Il faut vérifier que l'intégrale Jo e-ttx- dt est conver­

gente. L'application t f---4 e-ttx- I étant continue sur ]0, +00[, les problèmes de 
convergence se posent en 0+ et en +00. 
Au voisinage de 0+, nous avons e-ttx- I ~ tx- I. L'intégrale fol e- I dt étant 

convergente, il en est de même pour fol e-ttx- Idt. 

!I.,J C()r,.ig(;'~ (J(',~ ('XI'n'Ie'I',"; 	 1'2:1 

Au voisinage de +CXJ, lIOllS avons lim t2(e-1e- l ) = 0 ct dOlic, pOlir /. aSSl'1': 
t--->+oo 


1 {+oo dt 

grand, e-ttx- I ::; t2' L'intégrale JI t2 étant convergente il en ('st d(' 111("1111' 

{+oo 
pour l'intégrale JI e-ttx- I dt. 

La formule donnée est alors claire. 

(ii) Faisons le changement de variable affine t = x+ J'Xu ( dt = J'Xdu) ; <11111.11<1 

t croît de 0 à 2x, alors 11. = t fix croît de -J'X à J'X. Donc, 

F(x) 	 J'X [Xx e-(x+Uy'x)(x + uJ'XY du 

e-xxx+~ jX e-uy'x (1 + ~)X du. 
-x J'X 

(iii) On a, 	pour 11. fixé et x au voisinage de +00, 

xln(I+-'L) -uvr:::xe v'x
( 1 + ~)X 	-Uy'xy'x e 

X[-'L_.!2. 	 (1)]e v'x 2x +0 	x -uy'x 
2 ue-T+o(l) 

Donc, on obtient lim (1 + ~)X e-uy'x = e-~. 
. 	 x--->+oo yX 

(iv) La fonction cjJ est de classe C 2 sur]- J'X, JX] et on a, pour -J'X < u ::; JJ 

cjJ'(u) -----==-x_ _ J'X + ~ . 
J'X + 11. 4' 

{ cjJ"(11.) 
l x 

4 (J'X + 11.)2' 

Comme 0 < J'X+u ::; 2J'X, on a (J'X: 11.)2 2: ~ et cjJ"(u) ::; O. Cela caractôrisc 

le fait que cjJ soit concave. 
En particulier cjJ est en dessous de la tangente en 0, ce qui s'écrit 

VU E] - .;x, JX], cjJ(u)::; cjJ'(O)u + cjJ(O) 

ou de manière équivalente, puisque cjJ(O) = cjJ'(O) = 0 : 

cjJ(u) ::; O. 

En remarquant que cjJ(u) = ln [(1 + ::x) x e-uy'xe~], on conclut 

( 1 + ::xre-uy'x ::; e-~. 
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(v) 11 suffit de montrer que J2;, ou de manière équivalente, 

pour toute suite convergeant vers lim J2;. 
n-++oo 

Grâce à la question cela revient à démontrer que: 

r gn(u) du = 
JJR 

xn 

où gn (u) ( l + ~ ) e-Uy'X;;" si u El vx,;-l et 9n (u) 0 sinon. 

Montrons que les hypothèses du théorème de la convergence dominée sont sa­
tisfaites. Soit u E lR ; comme la suite (Xn)nEIN converge vers +00, il existe un 
entier no tel que, pour n ~ no, u vx,;-, Fnl et alors, d'après la question 
(iii), hm g,,(u) . L'hypoth()se (Hl) est donc vérifiée. 

n····+oo 
D'après la question (iv), la suite de fonctions (19"I)nEIN est dominée par la 

2 

fonction u 1--+ e-'îJ qui ne dépend pas de n. Donc, l'hypothèse (H2) est satis­
faite. Par application du théorème de la convergence dominée, on obtient: 

r ,,2

du JIR e- T du = 

1
+00 

Comme l'intégrale e-ttX dt est convergente, on a 
2x 

1
+00 

e-te dt. 
2x 

En faisant le changement de variable t xu, on obtient : 

G(x) xx+! e-XUuX du. 

(vii) L'application 'lj; est de classe Cl sur [2, et, pour u E on a 

'lj;'(u) (l-~) O. Donc, la fonction est décroissante sur l'intervalle 

[2, ce qui entraîne, pour u E [2, +00[, 

2
1j)(u) =-<1. 

e 

(viii) Par 1-'"~;"",lUll des """tifm" (vi) et (vii), on a 

)X e'-~x du 

< 
+00 

2xx e-x . 2 

!i.·l COlTig'/;s dl's /·xl'/('in'.., l 'l'~<l 

Cela entraÎue qne G(:I:) est négligeable devant x"y'Xc:r: :1: (,l'ild verH 
+00. 

D'apr()s les que1'\tions précédentes, x tend vers +00, 

f(x + 1) F(x) 
+0 J2;.11+ -+

xX+'e-X xX+'e-X 

D'où, pour x au voisinage de +00, r(x + 1) '" J2;xX+~e-x. 

10+00 

Il est clair que = dt 1. D'autre par intégratioll pat" 

pour x > 0, 

rf(x + 1) Jo 
oo 

e-te dt 
o + 

[_e-ttX);jOO +x 10 00 e-te- l dt 

xf(x). 

on obtient: 

= (n - l)r(n 1) = ... l)!f(l) = (n-

Grâce à l'équivalent obtenu pour f(x on conclut, pour n au voisinage dl' 

f(n + 1) = n! rv J2;e-nnn+~. 
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6 DÉCOMPOSITION DES MESURES 

6.1 Résultats généraux 

Définition 6.1 (mesur'es absolument continues " mesures étrangères). 

Soit (X, T) un espace mesurable et considérons deux mesures p, et v définù'N 

sur la tribu T. 


On dit q7Le /1. est absolument continue par rapport à v lorsque t01Ll(' 
partie T -mesurable qui est v-négligeable est nécessairement p,-négligeable, 
en symboles : 

(VA T) (v (A) = 0 p,(A) 0). 

On dit que IL est étrangère à 1/ s'il existe une par'tie T -mcsum.blc 
N qui est p,-négligeable et dont le complémentaire est v-négligeable, en 
symboles: 

T) (p,(N) = 0 et v(X \ N) 0). 

On écrit IL ~ v pour signifier {( p, est absolument continue par rapport à 1/ 

On écrit IL..L v pour signifier « p, est étrangère à v ». 

Remarque 6.2 Sur l'ensemble des mesures définies sur T, il est immédiat. de 
voir que la relation binaire ~ est réflexive et transitive, alors que la relat.ioll 
binaire ..L est symétrique. 

Remarque 6.3 Soient trois mesures p" v et p définies sur la tribu T. Si on li 
Il ~ v et v ..L P, alors IL est étrangère à p. 

Proposition 6.4 Soit (X, T, 1/) un espace mesuré et p, une meS7tre finie, d{, 

finie sur T. Alors Il ~ v si et seulement si 

(VE > 0) (36) 0) (VA E T v(A) < 6 Il(A) < t). 

Le théorème de décomposition de Lebesgue ainsi que le théorème dn Radon 
que l'on énoncera plus loin, sont les deux théorèmefl clds d(~ ln 

décomposition des mesures. 
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Théorème 6.5 de de Lebesgue). Soit (X, T, V) 'un 

espace mesuré et /-L une mesure définie sur la trib1l T, Alors /-L sc 
décompose de en somme de deux mesures /-LI et /-L2 telles que 
ILl « V et /-L2 J.. v. Les deux mesures sont alors 

Exemple 6.6 Soit T une tribu de d'un ensemble X telle que tout 
donc aussi toute dénombrable de X) est T-mesurable. 

Considérons sur T la mesure V telle que 

si A est ucnornDI 
= { ~oo sinon, 

Alors /-L « V signifie que toute partie dénombrable de X est /-L-négligeable : une 
telle mesure est appelée mesure diffuse. D'autre part /-L J.. // signifie que /-L est 
portée par une partie dénombrable D de X (c'est-à -dire que j1,(X \ D) = 0). 
Le théorème de Lebesgue montre donc la proposition suivante. 

Proposition 6.7 Soit (X, T) un espace mesurable tel que tout singleton est 
T -mesurable. Alors tO'l1te mesure IL, a-finie sur T, est de façon unique la 
somme de deux mesures ILl et /-L2 telles que III est portée par un ensemble 
dénombrable et /-L2 est diffuse. 

Exemple 6.8 Soit (X, T, v) un espace mesuré et f une fonction T-mesurable, 
positive sur X. Alors l'application /-L définie sur T par 

\fA E T, 1.t(A) = Lf dv = fx f.I A dv 

est une mesure sur T telle que /-L « v, dite mesure de densité f par 
v, et noté f.v. De plus, si g est une fonction T-mesurable et n,.,,,ith'A 

fxg =fx dv. 

le théorème de iU:LUUll-l' 

ses addJtlOnnelles, toute mesure absolument continue par raooort à V comme 
une mesure admettant une densité par raooort à v. 

Théorème 6.9 (théorème de Radon-Nikodym). Soit (X, T, v) un espace me­
et /-L une mesure finie, définie sur T et absolument continue par 

T(/,T}'[)01'/, à v. Alors il existe une fonction f, positive sur X, T -me.5urable et 
telle que 

/-L = f.v. 

f e.5t uniq~te en ce .5en.5 que, si J.l = g.V, alors g est v-presque partout 
à f. 

Définition 6.10 Sous les hypothèses du théorème de Radon-Nikodym" la fonc­

tion f est appelée la densité de J.l par rapport à v, parfois notée ~~. 

(i.2 )11 il III 1I1f'.'>IIn' dt' BO!'e! : /imdiulI.'i nh,>o/llllJ('/ll, ('()III,i'HW!> 1~~~ 1 

6.2 	 Application à la mesure de Borel fonctions 
absolument continues 

Considérons la mesure de Borel, noté À, définie sur la tribu 8(R.) des bon'·ljpIIH 

de R.. 

Définition 6.11 Soit J.l une mesure définie sur la tribu 8(R.). On 
fonction de répartition de J.l la fonction F: R. ----> [0, +00] définie, l)()'/JT' l,oui, 
x R., par 

F(x) = J.l(] - 00, x[). 

Remarque 6.12 Une fonction de répartition est nécessairement croissallte 

Proposition 6.13 Soit F une fonction croissante 
1eR.. Alors F est dérivable À-presque vartout et la dérivée F' l'si. 

meslLrable et vositive. 

Définition 6.14 Soit l un intervalle de R. et F lLne fonction de l dl1n.~ Dt 
La fonction F est dite absol1lment contimœ sur l 
existe 0 > 0 tel que, pour toute suite al < bl ::; a2 < b2 ::; •.• ::; On < Il,, 
d'éléments de l, on ait 

n 

<0 L
n 	

< E. 

k=l 	 k=l 

des me.mres ab80lument continues). Boil Il 
sur la tribu 8(R.) des boréliens de R. ; on note'" 1(1. 

rèpartztzon de J.l. 
Le8 vrovriétés .51livantes sont équivalentes. 

J.l est ab801ument continue par rapport à la mesure de Borel; 

la fonction F e.5t absolument contimœ sur R. ; 

(Hi) il existe une fonction f, positive, 8(R.)-mesurable et À-intég1'll,fJlt 
telle que J.l = f.À ; 

(iv) pour tout choix de deux réels a et b tel8 que a ::; b : 

F(b) F(a) { dÀ. 
J[a.b] 

Théorème 6.16 (caractéri8ation de8 mesures à À). Soil II, ml(' 


mesure finie, définie sur la tribu 8(R.) des boréliens de R. ; on 11.0/.1' '" 


fonction de répartition de J.l. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes. 


Il, est étrangère à la mesure de Borel ; 

la fonction F est à dérivée presque vartout nulle. 

nulle est dite U ne fonction croissante à dérivée presque 
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6.3 Énoncés des exercices 

Exercice 6.1 (* *) 

Soit>. la mesure de Borel sur [0,1] et Il la somme>. + 00 de la mesure>. avec 

la mesure de Dirac en 0 (restreinte à la tribu des ensembles mesurables). 


(i) La mesure>. est-elle absolument continue par rappport à Il ? 

La mesure >. admet-elle une densité par rappport à Il ? Si oui, la 

Exercice 6.2 

Soit >. la mesure de Borel sur 1] et Il 2>'. 


(i) La mesure>. est-elle absolument continue par rappport à Il ? 

La mesure À admet-elle une densité par rappport à Il? Si la 
préciser. 

Exercice 6.3 (*) 

Soit>. la mesure de Borel sur [0, 1] et Il = À + ILd la somme de >. avec la mesure 

de dénombrement ILd (restreinte à la tribu des ensembles mesurables). 


(i) La mesure À est-elle absolument continue par rappport à Il ? 

La mesure >. admet-elle une densité par rappport à Il ? Si la 
préciser. 

Exercice 6.4 (*) 
Soit X un ensemble quelconque, T = P(X) la tribu des parties de X et ILd la 
mesure de dénombrement définie sur T. Montrer que toute mesure définie sur 
T est absolument continue par rapport à P'd. Quelles sont les mesures définies 
sur T qui sont étrangères à j1'd ? 

Exercice 6.5 (* 
Soit 1 une fonction définie sur R et telle que 1(x) > 0 si et seulement 
si x > O. Soit À la mesure de Borel sur R et Il I.À la mesure définie sur la 
tribu borélienne de R, de densité 1 par rapport à À. 

Caractériser les fonctions positives g telles que la mesure g,À est étrangère à 
Il, 

Exercice 6.6 
Soit 00 la mesure de Dirac en 0, considérée comme définie sur la tribu des 
boréliens de R. Déterminer sa fonction de répartition F. Calculer sa dérivée 
et vérifier que son intégrale sur [a, b] n'est pas F(b) - F(a). Expliquer ce 
phénomène. 

lU dl','I {",l'n'icI'.'! 1 :\ 1 

Exercice 6.7 (* *) 

Soit, sur la tribu dcs pa.rtie;; de les deux mœures 


m n 

IL=L et Il L 
i=l j=l 

où les Xl, ... , X m, Yb ... ,Yn sont des points réels et les , 0Yj les IlleHlIn!H dl' 


Dirac en ces points, et où les ai et {Jj sont des réels strictement po;;itifH. 1>0111' 


simplifier, on suppose que les Xl,'" ,xm d'une part, et les YI,'" ,Un d'a.utn' 

part sont deux à deux distincts. Vérifier que IL et II sont deux mesureH filli(!H 

et déterminer la décomposition de Lebesgue de IL par rapport à Il. 


Exercice 6.8 (* * *) 

Soient 1 et 9 deux fonctions de R dans R définies par 


si X < 1 j o Sl X::; 0 j 
I(x) = { 0 si X 2: 1 j g(x) = { X2 si X> O. 

Soient P, f.À et Il = g.),. les deux mesures, définies sur la tribu borôlimllw 

B(R), de densités respectives 1 et 9 par rapport à la mesure de Borel ),.. 

Déterminer la décomposition de Lebesgue de IL par rapport à 1/, ainsi qU!! ln 

densité par rapport à Il de la partie absolument continue de IL. 


Exercice 6.9 (* 

On se propose d'étudier quelques propriétés simples des fonctions absolUluelll, 

continues. 


(i) Montrer qu'une fonction constante sur un intervalle J est absolUllwlI1. 
continue sur J. 

(ii) Montrer que si 1 est absolument continue sur l'intervalle 1 et si J eHt 
un intervalle contenu dans l, alors 1 est absolument continue sur J. 

Montrer qu'une fonction absolument continue sur un intervalh! 1 
y est uniformément continue. En déduire qu'une fonction absolullIcnt 
continue sur un intervalle borné 1 est bornée sur 1. 

(iv) Toute fonction dérivable sur un intervalle 1 dont la dérivée est b()I'IH~(, 
sur 1 est absolument contÎnue. 

(v) Les fonctions suivantes sont-elles absolument continues? 

(a) 1 = et I(x) .Ji 0); 

1 =]0, 1] et X cos (~) (x E]O, 1]). 
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Exercice 6.10 (**) 
Soit >. la mesure de Borel sur R. Montrer qu'il n'existe pas de partie A 
mesurable de [0, 1] telle que, pour tout intervalle 1 de [0,1], on ait 

>'(AnI) 2 

Indication: considérer la mesure p, dont la densité par rapport à la mesure de 
Borel est donnée par la fonction indicatrice lA de l'ensemble A. 

6.4 Corrigés des exercices 

Corrigé 6.1 (i) Soit A un ensemble mesurable contenu 
dans [O,lJ. Si v(A) 0, alors >'(A) + 80 (A) o. >. et que des 
valeurs positives implique que >'(A) 80 (A) O. En partlcu aussi 
80 ) est absolument continue par rapport à v. 

(ii) Puisque >'([0,1]) = 1 et 1/([0,1]) 2, on voit que>. et v sont des mesures 
finies. On est donc en mesure d'appliquer le théorème de Radon-Nikodym, 
ce qui montre qu'il existe une fonction mesurable f qui est la densité de >. 
par rapport à v. Reste à déterminer cette fonction. On doit avoir, pour tout 
ensemble mesurable A, 

>.(A) r lA.f dl/ = Jf d>' + f(O).
l[O,11 A 

En considérant le cas où A {O}, on voit donc f(O) = O. D'autre part f = 1 
À-presque partout convient. Un choix possible de la densité f est donc la 
fonction indicatrice de 10.1]. 

Corrigé 6.2 Soit A un ensemble mesurable de [0,1]. Si v(A) 0, alors 
= 0 et donc >.(A) O. Cela signifie que À est absolument continue par 

..»nnort. à 2>'. 

>. et v sont finies, il existe une densité f de >. par rapport à v 
(théorème de Radon-Nikodym). On doit avoir, pour tout ensemble mesurable 
A, 

>'(A) r lA.f dv = 1A .(2f) d>'. 
l[O,ll 

Donc, la fonction constante f de valeur ~ convient. 

Corrigé 6.3 (i) Soit A un ensemble mesurable de [0,1]. Si v(A) 0, alors 
>'(A) + tLd(A) O. Comme>. et tLd ne prennent que des valeurs positives ceci 
implique que >'(A) = tLd(A) = O. En particulier, >. est absolument continue 
par rapport à v. 

(i.'} ( I//','i /'x/'rl'it·/,s 1:1:\ 

la mCtmre 1/ n'Cl-it pw.; afillÎp pl, 1.. 

Lhéorôme de Radon-Nikodym ne s'applique pas. En fait, s'il y avait, Il/In dl'IlHitl" 
f de >. par rapport à v, on devrait avoir, pour tout ensemble IIwsumhle Il dl' 
[0,1], l'égalité 

>'(A) = IA.f dv = if d>' + 

Prenant A {x} pour un élément x quelconque de on aurait donc 

0= f(x). 

La fonction f serait donc identiquement nulle, d'où 

>'(A) = 0, pour tout A, 

ce est absurde. 

Corrigé 6.4 Soit tL une mesure définie sur la tribu T. Si A E T et si tLd(A) () 
alors A est vide et donc tL(A) = O. Par conséquent tL est absolument conl.illll/' 

par rapport à tLd· Soit tL une mesure étrangère à tLd. Il doit exister NET 
tel que tLd(N) = 0 et tL(X \ N) = O. Cela implique N 0 et donc IJ,(X) 0, 
c'est-à-dire tL est la mesure nulle. On voit donc que la mesure nulle est 
mesure étrangère à la mesure de dénombrement tLd. 

Corrigé 6.5 Si g.>. est étrangère à v = il existe un ensemble IllcHmabl(! 
N tel que (g.>.) (R \ N) = 0 et (J.À) = 0, c'est-à-dire tel que 

r 9 dÀ = 0 et r f dÀ O. 
lffi\N lN 

Puisque f est positive, l'égalité Lf dÀ 0 entraîne que f est nulle 

partout sur N donc, compte tenu de l'hypothèse f(x) =1= 0 pour x > 0, <l W ' 

N n R.+ est À-négligeable. Par conséquent 

0::; 1 9 dÀ = r 9 dÀ + r 9 dÀ r 9 dÀ::; r 9 clÀ = (J.
lffi+nN lffi+\N llf4 \N lffi\N 

puisque que 9 est positive, que .If Il 

U"!1I1"!llL, si 9 = 0 partout sur R+, on a r 9 dÀ = () 1'1. 
lffi+ 

r f dÀ = 0, puisque faite sur f est que f(x) = 0 si et fiCldcllH'l1LJfR~ 
si x :<:: o. est à v si et seulement Hi.l/ () 
À-presque 
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Corrigé 6.6 Rappelons que dans cet exercice 80 est définie sur la tribu B(H) 
des boréliens de H par 

8 (B) = {O si 0tf. B ; o 1 si OEB, 

On en déduit que F(x) Oo(] - oo,x[) est égal à 

= {O si x:::; 0; 
1 si x> O. 

Comme toute fonction F est dérivable À-presque partout sur H (ici 
sur H \ {O}). On remarque que, pour x # 0, F'(x) O. Par conséquent, la 
fonction F' est presque partout définie (et nulle) sur tout intervalle [a, b], d'où 

dt = O. Si a :::; 0 et b> 0, on a cependant F(b) - F(a) 1, d'où 

F(b) - F(a) # l F'(t) dt. L'égalité F(b) - F(a) = l F'(t) dt caractérise 

parmi les fonctions de répartition, celles des mesures absolument continues 
par rapport à la mesure de Borel. On en déduit que 80 n'est pas absolument 
continue par rapport à la mesure de Borel, ce qu'il était facile de voir directe­
ment: en effet, le singleton {O} est négligeable au sens de la mesure de 
alors que oo({O}) = 1. 

m n 

Corrigé 6.7 On a IL (H) (li et v =L donc /.L et v sont deux 
;=1 j=l 

mesures finies. Par le théorème de décomposition de Lebesgue, on peut donc 
écrire /.L = /.LI + /.L2 où /.LI ~ v et /.LI .i v. La condition ILl ~ v que 
tout. ensemble v-négligeable est /.Lr négligeable. Introduisons les ensembles 
finis X {XI'''''Xm} et Y {YI, ",Yn}' Il est immédiat que A est v­

si et seulement si A n y 0. Donc, la condition /.LI ~ v signifie 
a l'implication 

AnY 0 /.LI(A) O. 

On en pour toute partie A de H, que 

ILl(A) = ILl(A n Y) + /.LI (A \ Y) = /.LI (A n Y). 

D'autre part, la condition /.L2 .i v signifie qu'il existe un ensemble N qui est 
v-négligeable et dont le complémentaire est /.L2-négligeable, c'est-à-dire que 
N n Y 0 et /.L2 (H \ N) = 0, ce qui implique Y c H \ N et donc /.L2(Y) 0, 
et même /.L2(B) = 0, pour tout BeY. On en déduit, pour toute partie A de 
H, que 

n + \ \ 

Revenant à /.LItAI. on a 


/.LI = ILl\A n Y) = n - /.L2(A n Y) = IL(A n Y), 

O." ~.,(lrnJ~es ,J('S ('XI'fI'W"S I.l.' 

el. d'au(.re part 

\ \ \ \ 
ce /.Ll et /.L2. Cette est d'ailleurs vala.ble pOlir j,olll.<, 

mesure IL <J'-finie sur P(H). De explicite, on voit, dans le cm, pal'l.i 

culier considéré, que 
m 

/.LI(A) = IL(A n Y) = (l;o",JA n Y) L ni, 
;=1 x,EAnXnY 

donc que ILl = L (li 8x, et IL2 L (li8"" . 
~EY ~~Y 

Corrigé 6.8 Puisque /.L([-n, +oo[) [ln dt est finie pour tout cmti('1' 

n 2: 0, on voit. que /.L est une mesure <J'-finie. On peut donc appliqH<'I' 1<' 
théorème de décomposition de Lebesgue qui assure l'existence de deux llWSHn's 
ILl et IL2 définies sur la tribu borélienne B(H) telles que IL = /.LI + /.L2, Ji. 1 ~. l' 

et /.L2 .iv. 
Observons alors que /.LI et. /.L2 sont absolument continues par rapport ù. 

la mesure de Borel À. En effet si À(N) 0 on a /.L(N) = 0, c'est.-i't.-<lin' 
0, ce qui entraîne /.LI (N) /.L2(N) 0 puisque les réels /'.1 (N) 

sont positifs. Les restrictions /.Ll,n et /.L2,n de /LI et 1"'2 à la trihu d('H 

ensembles mesurables contenus dans [-n, +oo[ sont alors des mesures filli(~s. 
Par le théorème de Radon-Nikodym, il existe donc des fonctions posit.iVl'H 
sur +00[ h,n et h,n, mesurables et positives, telles que /.LI,n = Il,n''\ 
et /.L2,n h,n.À. On sait. que les restrictions de /.Ll,n.+l et IL2,n+1 à la. t.riblJ 
des ensembles mesurables contenus dans +oo[ sont respectivemellt If'I,1/ do 

IL2,n. Par unicité de h,n et h,n, on voit. que les restrictions des densité" fl,1I 1 1 

et h,n+1 à l'intervalle [-n, +oo[ sont respectivement 
à h,n et On peut donc, sans rien vUCLHF.\,;L 

supposer que ces restrictions sont exactement h,n et 
tout x de H, h(x) h,n(x) pour -11 :::; x et f2(x) pour -n .::: :1'. 

Les valeurs ainsi définies sont indépendantes de n. Les fonctions ft ct f~ s01l1 
mesurables Duisque H = l J [-n, +oo[ et que les restrictions de fl d .11 il. 

intervalle sont mesurables, D'autre part, pour i E {l, 2} <'1 

A E B(H), on a 

j.L;(A) = /Li (U (A n [-n - 1, -n[) U (A n IR+)) 
nEIN 

L /.Li (A n [-n - 1, -n[) + /.L·i(A n IR+). 
nEIN 

D'où ILi(A) = L /;,n+l dÀ + J dÀ, soit 
nEIN AnIR+ 

fi dÀ+ fi dÀ 1 fi dÀ./.Li(A) = 
nEIN 

http:d'au(.re
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D'olt finalement It, /i.À cst la mesure de dcnsité fi par rapport ù À. On voit 

donc que Mi est la mesure de densité fi par rapport à À. 

Reste à déterminer explicitement ces densités. Puisque Ml « v, toute par­

tie v-négligeable est Ml-négligeable Un mesurable N est v-négligeable lorsque 


9 dÀ = 0, e'est-à-dire 9 °À-presque partout sur N. Comme 9 ne s'annule 

pas sur ]0, +00[, on en déduit qu'un mesurable N est v-négligeable si ct seule­

ment si Nn]O, +oo[ est À-négligeable. Par conséquent l fI dÀ = °dès que 

Nn]O, +oo[ est À-négligeable. Prenant en particulier N llL, on voit que h 
est nulle presque partout sur R_. 
D'autre part, puisque /1'2 .1 v, il existe un ensemble N mesurable tel que 
v(N) °et M2 (R \ N) 0, c'est-à-dire que Nn]O, +oo[ est À-négligeable 

et [ h dÀ = 0, c'est-à-dire tel que Nn]O, +oo[ est À-négligeable et f? ° 
JIR\N 

À-presque partout sur R \ N, donc aussi sur ]0, 
On remarque que par unicité de la densité f de Mpar rapport à À, on doit avoir 
aussi f = fI + h À-presque partout. Mais puisque h = °presque partout sur 
R_, on a f = h presque partout sur R_ et, puisque f2 = °presque partout 
sur ]0, +00[, on a f h presque partout sur ]0, +00[. On peut donc choisir 
comme densités 

0 si x 0;
si x ~ 0;{t1

.Mx) - x fi = \1"1- x si O<x<l;
si x>O; { o si x? 1. 

La densité par rapport à v g.À de la partie absolument continue /1'1 h.À 
est donnée par 

h(x) . 
h(x) = g(x) SI g(x) 'Î °;

{ o sinon. 

En effet, pour tout ensemble mesurable A, on a, en posant 

= {x E A: 'Î O}, 

et en utilisant les propriétés données dans l'exemple 6.8, 

(h.v)(A) = [ h dv = [ h dv + [ dÀ(x)
JA .IAo JA\Ao 

= [hdv [fl.gdÀ=Ml(Ao) 
JAo JAo 9 

et de plus Ml(Ao) = Ml(A) car A \ An est v-négligeable et /1'1 «v. On a, dans 
le cas particulier envisagé : 

° si x ~ ° ; 
h(x) si °< x < 1 ; {° si x? 1. 

(i.,J C(}ITIf.!,Ü~ d{'s ,'xe/'('WI'S \:11 

Corrigé 6.9 Ou He rappelle qu'une fonction F de 1 da.m; U~ (~8L a.h80hllll!~lIt. 
continue signifie que, pour tout E > 0, il existe llll 6 > 0 td que, pOIll' LIlIlLI' 

choix de al < b a2 < b2 ~ .. , ~ an < bn d'éléments de l, on ait l'illlplicnt.iolll 

n n 
(:1:1)L(bk - ak) < 6 =} W(bk) - F(ak)1 < f. 

k=l k=1 

n 

Si F est constante sur l, alors L IF(bk) - F(ak)1 0 < E, pour tout ( :. n, 
k=l 

et donc, on peut choisir 6 arbitrairement de sorte que l'implication (:~:~) soit. 

vraie. 

(ii) Si l'implication (33) est vraie pour des éléments 

al < bl ~ a2 < b2 ~ •.. ~ an < 

de l, elle l'est a fortiori pour des éléments de J. 

L'implication (33) contient en particulier le fait (pour n = 1) que 

\ft, \fb El, 0< b a < 6 lF(b) Fla)1 < f.. 

On en déduit que, pour tout b) EIx l, 

lb - al < 6 F(a)1 < E. 

que F ('si.Cette implication vraie pour un certain /j à E arbitraire, 


uniformément continue sur 1. 

Si 1 est borné, on peut alors le recouvrir par un nombre fini de bVUb-1l1Ltl 


N 

de longueur inférieure à 6, c'est-à-dire que 1 c U[ak Tl, ak + TIl où ak E 1 et 
k=l°< TI < 6. Donc, pour tout x de I, il existe un indice k tel que 

lx - akl < Tl < 6, 

d'où lF(x) - F(ak)1 < E et 

lF(x) 1 ~ lF(ak) 1 + E, 

ce qUi prouve que F est bornée. 

à dérivée bornée : il existe un A· 0Supposons maintenant F 

tel que 


1F'(x)1 ~ A, 

pour tout x de 1. Alors, pour tout choix de 

al < b1 ~ a2 < b2 ~ ... ~ an < 
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011 iL -peak) (bk­ (théorème des accroissements finis), donc 

::; A(bk - ak). 

En sommant ces inégalités sur les diverses valeurs de l'indices k entier compris 
entre 1 et n, on voit que : 

n n 

L IF(bk) - F(ak)1 ::; A L(bk - ak). 
k=l k=l 

n 
Par conséquent, pour assurer que L IF(b/,;) ­

1 < E, il suffit d'avoir 
k~ln , [

L(bk - < (] en posant 0 A' 
k=l 

Considérons sur la tribu B(R) des boréliens de R la mesure Il dont la 
densit(~ par rapport à la mesure de Borel À est donnée par 

si x oF 0;

{:~ ,j x> O. 

Sa fonction de répartition est la fonction F telle que 

F(x) h(t) dt {O s~ x::; 0; 
SI x 2:' O. 

le théorème de caractérisation des mesures absolument continues par 
rapport à la mesure de Borel, cette fonction F est absolument continue sur R. 
Sa restriction à R+ l'est aussi, d'après la question (ii). On voit donc que la 
fonction 1 est absolument continue sur R+. 
(b) Supposons 1 absolument continue sur JO, IJ. Alors il existe 0> 0 telle que, 
pour tout choix 0 < al < bl ::; a2 < b2 ::; • . • an < b ::; 1, on a n 

n n 

L(bk ak) < 0 L I/(bk) l(ak)1 < 1. (34) 
k=l 1.:=1 

Prenons en particulier ak l , bk = 1 k (1 ::; k ::; n). On a 
4n - 2k + 2 4n - 2 

{ I(bk) 12kcos(~(4n-2k)) 1 (-I)k;
2k 

-_I-'--_C08 (~(4n 2k+2))' 1 (_l)k+l;
4n - +2 2 + 2 

d'où I/(bd ICak)1 =, 1 ~. +. 1 et 

n 

L I/(bk ) ­
k=l 

+ + ... + (_1_ + ~) . 
2n+ 2 2n 

(iA Corrigtis dOH (·x/·n·icI·.... 1:ID 

'/1 

(1 1) (1 1) .D'où f(ak)l2:' -+- + ... + -+- l,ceqlllcollt.l'l'dit.
2n 2n 2n 2nk=1 
n 

l'implication (34), dès que L(bk ak) < o. Pour il suffit (car ai 1 l "c h,) 
k=l 

que bn - al < 0 soit 4~ < 0 ou n > 4
1
0' Pour un tel choix de n, l'implicatioll 

(34) se trouve contredite et donc, la fonction 1 n'est pas absolument cOlltilllle 
sur JO -, 

On remarquera que notre démonstration de ee fait utilise de cruciah, 
les oscillations de la fonction 1 dues aux variations du cosinus entre 1 dl, 
les points ak et bk étant ceux où ce cosinus atteint ses valeurs extrêmes. 

Corrigé 6.10 La mesure Il définie sur la tribu des boréliens de R admet p01ll' 

fonction de répartition la fonction F donnée par F(x) = 0 pour x::; 0 (en efrd 
Ac [0,1]) et, pour x ElO, 1], 

x
F(x) = f lA dÀ = n [0, x[) 2'

l[Q,xl 

, 1 
par hypothese, et enfin F(x) = F(1) 2' pour x > 1. 


Mais cette fonction F ainsi définie est aussi la fonction de répartition dl' la 

mesure absolument continue par rapport à la mesure de Borel dont la denHit,(~ 


est donnée par 


h(x) 2
1 

SI 
. 

X 1[ j 
{ ° sinon. 


En effet, cette densité est la dérivée de F, sauf en un ensemble négligeabh, 


de points, et LXIX> h(t) dt F(x). Deux mesures qui ont même fonction d{~ 

répartition sont égales sur B(R) et donc, par unicité de la densité d'une meH\ln~, 

on aurait 1A(x) ~ pour presque tout x ElO, 1[, ce qui est absurde. 
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7 THÉORÈME DE FUBINI 

7.1 Rappel de cours 

Soient (X, T, J.L) et (Y, S, LI) deux espaces mesurés. Nous avons vu au cha.pil.n~ 
3 qu'il existe une unique mesure sur l'espace mesurable produit (X x Y, T MS), 
notée U(i<;ll et appelée mesure produit des mesures J.L et LI, vérifiant la c01ldil.ioll 

IL ® x = J.L(T).v(S), pour tout TET et SES. 

Il existe deux énoncés du fameux théorème de .Fubini permet de calcilln 
les intégrales sur l'espace produit X x Y : 

• l'un pour les fonctions nr."iti""" connu aussi sous le nom de théorèllw dt, 
Fubini-Tonelli ; 

• l'autre pour les fonctions de signe quelconque. 

Le premier énoncé est simple d'application puisque les hypothèses à vérîlinr 
sont quasi inexistantes. Par contre, le deuxième énoncé demande de vérili(~r 
que l'intégrande est J.L 1/- intégrable; cette vérification se fera en général ('II 

calculant r IJI d(IL ® v) à l'aide du premier énoncé, puisque 1 fi eHt 1I11(!
lxxY 

fonction positive. 

Théorème 7.1 (théoTème de Fubini-ToneUi). Sod J X x Y Il II/III' 

fnnrtinn (T ® S, 13(R))-mesumble. Alors les JoncUons 

X 1-4 y) dv(y) ; 

{ y) dJL(X) ;Y 1-4 

sont et mesumbles et on a les égalités : 

r J d(J.L fx(fv y)dv(y))
lxxY 

fv(fx y) dIL(X)) 
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I/I"L 7 T/II:oI"I\/l1t' dl' i"f1I>Îlli 

Thl!orème 7.2 Soit J X x Y -. une Jonction 
li, 

X f-> l J(x, y) dv(y) ; 

{ f->Y lx J(x, y) dp(x) ; 

sont définies p.p. et égales p.p. à des Jonctions Cl et à nmtveau les eq(uzr.es 
(35) sont vraies. 

7.2 Énoncés des exercices 

La mesure de Borel sur (Rh, 8(Rh)) (h 2::: 1) sera notée Àh ; si h = 1, on notera 
simplement cette mesure À. 

Exercice 7.1 (*) 
En utilisant le théorème de Fubini (et sans utiliser de changement de variables 
en dimension deux), calculer l'aire du disque de rayon r centré à l'origine. noté 
DI" 

Exercice 7.2 
Soient (Xl, 7i, J.Ld et 7;., Pz) deux espaces mesurés; Si, pour i = 1,2, 
est une fonction montrer que la fonction J: Xl X X 2 -. 

définie, pour (Xl, X2) Xl x X 2, par 

J(XI' X2) = h(x] )!2(X2) 

est JL 1 ® P2- intégrable. 

Exercice 7.3 
Soit IL la mesure de la mesure de Borel par la mesure 15 = 61 + 2152 , 


Calculer par rapport à cette mesure de 


(a) la fonction caractéristique du disque fermée de rayon 2 centrée en 

(0,0) ; 


(b) la fonction J: R 2 
-. R définie par J(x, y) = ~ " 

+1 

Exercice 7.4 

les suivantes: 

Cl: f +dÀ2 (x,y), où D = {(x,y) E R2: x 2::: 1 et 1 ::::; y::::; x} ; 
JDxy X 

7.2 1/11'(;,'1 1/1','1 l'XI'n'Ù'!','! 1,1:\ 

(ii) (3 /' dÀ 2(:r;,y), où Da = {(x,y) R:!: :1: S (f. el :/:1 Y' Il};
J[)" 

(iii) 'Y = f 
, JlH.t + y2) 

Exercice 7.5 l** 

Utiliser le théorème de Fubini-Tonelli pour évaluer l'intégrale 


/' 3 2Jv x yz d).3(x, y, z), 

où V est le volume délimité par les surfaces qui ont pour équations :1: = yz, 

z y, y = 1 et x = 0, 

Exercice 7.6 (*) 
Montrer que le graphe G d'une fonction de R dans fi borélienne Dositive défini 
par la relation 

G :y= 

est mesurable et de mesure nulle. 

Exercice 7.7 (* *) 

En calculant de deux façons l'intégrale 


Cl: f (1 )(~ 0\ dÀ2(X, y), 

1
JlRt + x + xy 

+00 ln t 
trouver la valeur de l'intégrale -2-- dt. 

o t 1 

Exercice 7.8 \* * . 
R 2En intégrant sur le domaine [1, [0, +oo[ la fonction f: R 

, par f(x, y) = e-xy sin (2y), montrer que 

+00 e-Y
f -_-:::.....:::..:.. dy = arctan 2.

Jo y 

Exercice 7.9 (* *) 
Cet exercice consiste en l'étude d'un exemple où la fonction J n'est pas 
ble sur un espace produit, Le théorème de Fubini n'est plus vrai dans œU/l 

situation. On considère l'espace mesuré produit de (1,8(1), ).11) par 
où 1 est l'intervalle [0,1], 8(1) la tribu de Borel induite sur 1 et ÂI1 la nws1ll'(' 
de Borel induite sur 1. On désigne par h et h les fonctions définies sur l x 1 
par les formules : 

(a) h(x,y) = {O xy si (x,y) = (0,0); 
(x2+ y2)3/2 si (x, y) ::f (0,0) ; 

O' 0) ;
f2(X, y) x2 _ y2 _ SI (x, y) = 

(b) 
{ (x2 + y2)2 - si (x, y) ::f 

http:eq(uzr.es
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Les fonctions ft et h sont-elles mesurables? Hnr J x / ? 

(il) Pour i E , comparer si elles existent les intégrales suivantes 

y)d>"(y)) d>"(x) et J; Ii(x, y)d)'(x)) d>"(y) , (36)J; 
(iii) Posons J = 1,1], En considérant la fonction h définie sur J x J 
par la formule : 

si (x, y) 0) ; 

si (x, y) " 0) ; 

dire si la condition «1 est intégrable sur J x J )) est nécessaire à l'égalité 
des deux intégrales associées à la relation (36), 

Exercice 7.10 (* *) 

Soient a > °et 1: [0, a] -> Il une fonction À-intégrable (on note À la mesure 

de Borel sur ro. a]). 


Montrer que l'on définit bien une fonction en posant, pour x 

= r d>..(t).
J[x,a[ t 

(H) Vérifier que 9 est À-intégrable sur ]0, a] et que 


g(x)dÀ(x) = dÀ(x), 


Exercice 7.11 (** *) 

On considère dans cette exercice l'espace mesuré (lR2 

, B(lR?), À2 ). Soit 1 une 

fonction borélienne de R 2 dans lR. vérifiant l'une des conditions suivantes: 


(Cl) 1;::: ° ; 
(C2) 1 E .c

1(R2
). 

On définit alors, pour r > 0, 

g(r) = 1 I(Xl' X2) X2), 

où Dr désigne le disque fermé de centre et de rayon r. 

'.L 1~1I01lC(','i des CX('/'{'I('(','i 1/Ir, 

On suppose dans cette question que 1 est positive. MOlltH~r IlJon-l qlU~ 
9 est positive mesurable et que 

r g(r) 	 dÀ2 (:1:).
JjO,+oo[ k2 \{(o,O)} 

Si 1 E .cl (:lR2) , montrer que 9 est continue sur ]0, 
Indication: le lecteur pourra utiliser le théorème de la convergence do 
minée. 

(iii) On suppose maintenant que 1 E .c1(R2 ) et que 1 est bornée sm 1111 

voisinage de 	(0,0). Déduire de la question (i), que 9 est intégrable Hill' 

+oo[ et donner la valeur de 

r g(r) 
J]O,+oo[ 

* *)
1 une fonction de [a, b] dans lR. I.L-intégrable sur l'intervalle [a, b] muni de 

la tribu borélienne et d'une mesure p. On suppose que la mesure pest diffIlH(l, 
c'est-à-dire que tout singleton est p-négligeable. Montrer que 

( r I(X2) ... ( r I(xn ) dIL(Xn )) , .. dP(X2)) d/.L(Xl)
J[a,xl] J[a,xn_"l 

1 ( , n 
= k'bl I(x) 

Exercice 7.13 
Soient 1 et 9 deux fonctions croissantes de 1 [0,1] dans R. Montrer que l'oll 
a la relation 

f ig riÀ;::: ( r1 (J; 9 dÀ).
1 JI 

Indication, Après en avoir l'existence, on pourra utiliser l'intégraln 
double - I(y)) g(y)) dÀ2 (x, 

Exercice 7.14 (***) 

Soit 1 une fonction de R 2 dans R de classe C2 • Utiliser le théorème de Fubini 

pour montrer le résultat : 


! (~~) = :y (~:), 
connu sous le nom de théorème de Schwarz. 
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Exercice 7.15 (* **) 

Soit Dn une suite de disques fermés de rayon rn > 0, deux à deux disjoints et 

contenus dans le disque unité D. 


Montrer que la série r; est convergente. 
n=O 

00 

Si l'on suppose de plus que >dD \ UDn) = 0, montrer que la série 
i=O 

+00 

-z= r n est divergente. 

n=O 


7.3 Corrigés des exercices 

Corrigé 7.1 Par définition, l'aire du Dr est donnée par la formule 

À2 (Dr ) y) dÀ·Ax, y). 

Par application du théorème de Fubini-Tonelli, nous avons 

Àz(Dr) flR 1J;(y) dÀ(y), 

dÀ(x). Par comparaison avec l'intégrale de Riemann, 

nous avons pour 

où 

1
Jr2_.y2 

= -Jr2-y2 dx = 2Vr2 - y2 

et 1J; (y) °sinon. Ainsi 

À2(Dr) = 2 f:r dy. 

En effectuant le changement de variables y r sin IJ, soit dy = r cos IJdIJ, on 
obtient 

À2(Dr) cos2 1J dlJ.2r2 i: 
2 

On conclut en linéarisant cos2 IJ = 1 + ~ car alors 

Sin(2IJ)] ~ = 11T2 .À2(Dr) 2r2 + ·4·- Zé 

-2 

1.,) \'J{Hl1h (""'i (H':-; ('.\f'I(ï("{',"'t 1'11 

Corrigé 7.2 RemarqllOlIH tout d'abord quc, par 
:r:2) f---> fI (xd est mesurable ; il en est de même aussi de 

(:1:11 xz) f---> h(X2)' Par stabilité de la mesurabilité par produit, Oll dùdllÎI qll(' 

l'application f est aussi mesurable. Par application du théorème de Flllli Il i 
nous avons: 

l ~f ( If(X11 x2)ld(ftl @ ftZ)(Xl, X2)
lX1 XX2 

= lxl (lx2Ih(xdh(X2)ldft2(X2)) 

= {lh(Xl)1 ({ Ih(X2)1 dft2(X2)) dftl(Xl)
lXl lX2 

( Ih(X2)1 dft2(X2). ( Ih(X1)1 dftl(xd < +00. 
lX2 lXl 

Corrigé 7.3 (a) Notons D 2 le disque fermé de rayon 2 centré en l'origillP , 
par application du théorème de Fubini-Tonelli, nous avons 

flR
2 

ID2(x, y) y) (flR y) dÀ(X)) 

En utilisant les résultats obtenus dans les exercices 4.3 et on déduit 

( ID (X, y) dft(x, ( ID(x, 1) dÀ(x) + 2 ln ID2 2)llR2 ll~ IR 

1 dx 
-y3

2\1"3. 

Le lecteur pourra retrouver ce résultat en inversant l'ordre d'intégration. 
Par application du théorème de Fubini-Tonelli, nous avons 

yflR
2 
f(x, y) dft(x, y) = flR x2 +];2 + 1 d8(y) ) dÀ(x). 

En utilisant les résultats obtenus dans les exercices 4.3 et 4.6, on a 

( d8(y) = 2llR + 1 
Donc, 

1 1 2+00 

flR2 
y) y) dx = 1T ( ln + -Ir:')' 

-00 v2 vu 

Ici encore, le lecteur pourra retrouver ce résultat en inversant l'ordre 
hon. 
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Corrigé 7.4 Dans les trois exercices, nous avons affaire à des fonctions posi­
tivŒ, nous pouvons donc appliquer le théorème de Fubini-Tonelli. 

(i) Nous avons 

Ct r (rx +dY) dÀ(x)
J[I,+oo[ J~ x y 

I,+oolnx 
2 -dx 

\n X]1.~ 1,+00 1-- + -dx=1. 
2[ x l 1 x 

(ii) Nous avons 

2x+y(3 r (ja-x e dY) dÀ(x) 
J]-oo,a] -00 

l 
 e2X(ea-X) dÀ(x) 

]-oo,a] 
a ea+x dx = e2a. 

j -00 
Remarque. Pour obtenir les bornes des intégrales intervenant dans le calcul de 
Ct et (3, il est conseillé au lecteur de représenter les domaines D et Da dans le 
plan. 

(iii) Nous avons 

oo 
r y 1r 1 d(X

2 /2)) dÀ(y)
'Y JIR+"2 Jo (1 + x2+ y2)2(X2 + y2)

1+00 
-y 1 du) dÀ(Y).lnIR+ 2 0 (u + 1 + y2)2(U + y2) 

Or, on a la décomposition en éléments simples 

1 -1 -1 1 
-;----;:-:-::-;-----;:-;- = + + -;-------::-;­

J 

( u + 1 + y2)2 (u + y2) (u + 1 + y2) 2 (u + 1 + y2) (u + y2) 

et donc, 

1 _ 1 u +y2 
( ,', ry\ryf. , .ry\ du- ".ry +ln( ry). 

L'intégrale devient alors: 

'Y = r '!!. (~-ln (~)) dÀ(y).JR + 2 1 + y2 1 + y2 

Puisque nous sommes partis d'une fonction positive, la fonction sous cette 
dernière intégrale est positive et, d'après le théorème de la convergence mono­
tone, . hn y y2-1

'Y = hm -[-- -ln(--)] dy.
n-++oo ~ 2 1 + y2 1 + y2 

7.:; C()IT;g(\~ des ('xer("i<·('s I,I!I 

A n fixé, nous avons 

-y ( ---ln (y2) ) dn -1 -­h~ 2 1 + y2 1 + y2 Y 

n 

= -~ (hn 1: y2 d(y2) + hln (1 ~2y2) d(y2)) 

1 (n2 

= -- r --1 du + rn 

2 

ln ( --U) du )
4 J~ l+u J~ l+u 

= - ~ [ln( 1 + u) + (u ln u - u) - (1 +u) In( 1 + u) + (1 + u)lr 
1 ( 1 1 2 )= - n 2 1n(1 + 2") - 2"ln(l + n ) •
4 n n 


. 1

En faisant n ---> +00, on conclut 'Y = 4. 

Corrigé 7.5 En se représentant les quatres surfaces dans l'espace (regarder 
les sections à x constant), on constate que 

v = {(x, y, z) E R 3 
: 0:::; x :::; 1, z :::; y :::; 1 et yz 2: x}. 

Par application du théorème de Fubini-Tonelli, on a : 

3 3Iv x yz2 dÀ3 (x, y, z) l (J~ (~y x yz2 dZ) dY) dx 

3l x (J~y (~y Z2 dZ) dY) dx 

~ fol x
3(J~ (y4 - ~:) dY) dx 

111 3(3 2;:: 1)6- x x - -x yX + - dx

î r~7 12 
6 
5 X4]15 

"3 fT -65 x Vx + 20 0 

1365 

R 2Corrigé 7.6 (i) Notons cjJ: ---> R définie, pour (x, y) E R 2 , par 

cjJ(x, y) = y - f(x). 

Par des arguments de composition et de différences de fonctions mesmahlps, 
cjJ est clairement une fonction mesurable. Comme G = cjJ-l({O}) nt <iII'1I11 

singleton est un borélien, G est aussi mesurable. 
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(ii) En appliquant le théorème de Fubini-Tonelli, nous avons 

>dG) r I G dÀ2JIR2 


llR (11R IG (x,y) dÀ(y)) dÀ(x) 


Or, à x fixé, la fonction y -; IG (x, y) s'annule partout sauf au point y = f(x) ; 
donc. 

llR IG (x,y) dÀ(y) = À({f(x)}) = O. 

Ainsi À2(G) = r 0 dÀ( x) = 0 et G est de mesure nulle. 
JIR 

Corrigé 7.7 Comme la fonction sous le signe intégral est positive et continue 
sur R~, nous pouvons utiliser le théorème de Fubini-Tonelli. 
D'une part, nous avons 

a llR+ (11R+ (1 + X)/1 + xy2) dÀ(y)) dÀ(x) 
00 

llR+ 1 ~ X (10+ 1 +lXY2dY) dÀ(x) 

['4 v'x(11 +1 x) ([00 1 + (:rx.),d(v'xY)) d>'(x) 


"211R+ vx(1 + x) dÀ(x) 


1[ Jo 
r oo 

,. ( 
1 
C\~ d( VX) 


1[2 

2 

D'autre part, en décomposant la fraction rationnelle en éléments simples (en 
la variable x), 

1 1 y2)(1
(l+x)(I+xy2) = l-y2 l+x - 1+xy2 ' 

nous obtenons 

a llR+ (11R+ 1 ~ y2 C~ X - 1 ::y2) dÀ(X)) dÀ(y) 

llR+ 1 ~ y2 (11R+ 1 ~ x - 1 ::y2 dÀ(X)) dÀ(y) 

r _1_ [ln( 1 + x )] +00 dÀ(y) 
JIR+ 1 - y2 1 + xy2 0 

2 r ;n y 
dÀ(y) 

1
JIR+ y - 1 


+00 Iny

2 -2-- dy, 


o y-l 

7.:$ Corrig('s (les ox(·n:j("(·.... Ird 

puisque cette dernière intégrale est convergente (utiliser le fait qu'ail voi .... iIJa)',1' 

i ' ln YI' . . d l" fi' ln YI) 1\' . 1(e zero 	-2-- '" - ny et qu au VOlsIllage e III III -2-- ::; ~. 111 .... 1, a 
y - 1 Y - 1 y'ï 

valeur de l'intégrale est: 

r oo ~ dy = 1[2. 

Jo y2 - 1 4 

. , 	 . . e-Y sin(2y) .
CorrIge 7.8 Remarquons que l'apphcatlOn (x, y) est contllllH' 

y 
sur [1, +oo[ x [0, +00[, donc mesurable. Nous avons, par le théorème de Fllbilli­
Tonelli, 

r le- XY sin (2y)1 dÀ2 (x, y)
J[l,+oo[x [O,+oo[ 

= r (r le-xy sin (2y)1 dÀ(X)) dÀ(y) 
J[O,+oo[ J[l,+oo[ 

oo 
= r 1 sin (2y)1 ( r le-xYI dX) dÀ(y) 

J[O,+oo[ JI 

= l 1 sin (2y)1 [e-XY]x=+oo dÀ(y) 
[O,+oo[ -y x=l

1 = 2 r e-Y 1 sin (2y)1 dÀ(y) 
J[O,+oo[ 2y 

::; 2 r e-Y dÀ(y) < +00,
J[O,+oo[ 

l'inégalité large étant vraie compte tenu de la relation 1 sin ul ::; u si 'Il > (J. 

Ainsi l'intégrale a = r e-xy sin (2y) dÀ2(x, y) est bien définie d,
J[I,+oo[x[O,+oo[ 

par le théorème de Fubini, nous avons : 
• d'une part: 

a r (r e-xy sin (2y) dÀ(X)) dÀ(y) 
J[O,+oo[ 	 J[l,+oo[ 

oor sin (2y) ( r le-XY1dX) dÀ(y)
J[O,+oo[ JI 

r sin (2y) [e-
XY 

] x=+oo dÀ(y) 
J[O,+oo[ -y x=l 

r e-Y 1 sin (2y)1 dÀ(y) 
J[O,+oo[ y 

1+00 e-Y sin (2y)
------'-----'- dy, 

o y 

car cette dernière intégrale est absolument convergente. 
• D'autre part: 

a = r (r e-xYsin (2y) dÀ(y)) dÀ(x). (:17)
J[l,+oo[ 	 J[O,+oo[ 
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Or, pour pour x ~ 1 et Y > () 

foY e-xYsin (2y) d>'(y) lm 

e-xYComme hm le(-x+2i)YI hm 0, en faisant Y +00 dans les 
Y--++oo Y--->+oo 

égalités précédentes, 

1000 Tm -1 e-
xy sin (2y) dy iX + 2'i 

L'intégrale 1000 

e-xy sin (2y) dy étant absolument convergente la 

valeur absolue de sinus par 1), nous avons aussi 

e-xy sin (2y) d>'(y) =h 2 

r

[O,+oo[ 

D'où, l'égalité (37) devient: 

oo +00 1r: 1 
arctanC\' 2 JI 2 2 

En utilisant la relation vraie, pour tout x > 0, 

1 1r: 
arctan x + arctan ~ = "2' 

la U'C.LHVIHJ dériver de coté de on obtient 

C\' arctan 2. 

Il suffit alors de comparer les résultats du et du (ii) pour conclure. 

Corrigé 7.9 
y) 1---+ restreinte à [0, IF \ ({O, on est continue 

+ 
donc mesurable et il en sera de pour iI, grâce au principe de recollement 

théorème 2.15 (iii)) , Il en est de même pour la fonction h. Par application 
du théorème de Fubini-TondH, on a 

C\' J]2r IiI y)1 d>'2(X, y) 1, (r , d>'(Y)) d>'(x).] J] (x 2 + 

i 

7,,> (:orrig,;.... de.... ('X(''''';'''''''' 1:1:\ 

Or, pour x > 0 fixé, 

xy d>'(y)31,] (x2 + y2)2 
1; 

x 1- ---0=== 
° 

Ainsi C\' = rI (1 - ~) dl; +00 et iI est bien lll""'!>Lo,UL"'.Jo VX2 + 1 
que 12 est positive sur le domaine .6. ({x, y) () < y < x < , 1\ ln!'." 
par application du théorème de Fubini-Tonellt on a . 

{3 > 

d>'(x) 

1 1 
Comme généralisée - dx est divergente, on obtient {3 +00 <'110o x
h n'est pas intégrable. 

Pour i = 1, fi est en particulier une fonction positive; donc, par applicatioll 
du théorème de Fubini-Tonelli, les deux intégrales sont bien définies ct è!OIlI. 

Par pour i = 2, la fonction n'est pas positive; nous avons en 
des calculs similaires à ceux effectués au (i) : 

1(/12(1;, y) d>'(y)) d>.(1:) 1 (1 Re 1 d>'(y)) 
JO,I[ JO,I[ (x + iy)2 

[ 
il y=I 

Re ­1JO,I[ > X + ":fJy=o 

rI 1 dx = ~ 
Jo 1 + 4 

Pour des raisons d'antisymétrie, nous avons 

1r:/(/ 4 

Les deux sont bien définies mais ne sont pas dans ce ('a.,<. 

(iii) Pour les mêmes raisons que celles est une III 

mesurable. Montrons que h n'est pas il1"t:;~ltLUlt:; prOllv(~ra (pit' 

Administrateur
Rectangle 



· l.)iJ 	 ( 1 IIeo/'('III(' d(' l'HI)/III 7.:/ Corrigés dos (!X{!f{'it·(·s Ir)~) 

Il'e:;(, pa:; intégrable Hur P. Par applieatioll du thôorùrrw de Fubilli-Toudli, 	 théori:mw de Fubini sont ""ti"f"it",,, donc:r
11, 

on a 	 f 

'Y r 1131 dÀ2 r ( r (2 xy 2)2 dÀ(Y)) dÀ(x)
JIO,I[2 Jlo,l[ JIO,I[ x + y 

r x ( ri dY) dÀ(x) 
Jlo,l[ [Jo 1+ ] 1 

X 2 2 rlÀ(X)
AO,I[ 2(x + y) 0 

r 1 riÀ(x).
JIO,I[ + 

1
Comme au voisinage de 	 1 l'intégrale ----rix 

2x 2x(2x2 + 1) 
1

est divergente et donc, 'Y 	 +00. Par pour 

des raisons d'imparité, les deux associées à la relation (36) sont 
nulles. C'est pourquoi la condition « f est sur J X J Ig n'est pas 
nécessaire à l'égalitô des deux intégrales associées à la relation 
Remarque " pour montrer que a est fini et que f3 et 'Y sont on aurait 
pu utiliser le changement de variables en coordonnées l'exercice 
8.6). 

Corrigé 7.10 Soit x > 0 fixé ; de la 

< 
x 

vraie pour tout t E]O, a], on tire que l'application t ~ 1 f~t) 1 1 est 

f(t) dÀ(t) a un sens. et 
t 

Par 'Dllcauoll du théorème de Fubini-Tonelli, nous avons 

Ig(x)1 riÀ(x) < r ~ r If(t)1 1[x,a[(t) riÀ(t)) riÀ(x) 
JIO,a) JIO,al t 

If(t)1 )= -l[:c,a[(t) riÀ(x) riÀ(t)fu fuIO,a]IO,al t 

= -If(t)1 (fu l[o,t[(x) riÀ(x) ) riÀ(t)fu	IO,al t ]O,a] 

r If(t)1 riÀ(t) < +00 
JIO,al 

et 9 est À-intégrable sur ]0, a]. D'après ce qui précède, les hypothèses du 

Le résultat Houhaité est dômontré. 

Corrigé 7.11 Considérons la fonction h: ]R2 x ]0, +00[--7 :n, définie pm/!' 
r) E ]R2 +oo[ par 

1
r) 2f(x)1~(x, r),

r 

où.6. = {(x, r) E ]R2 X ]0, +00[: Ilxll sr} est une partie mesurable. La fonct.ioll 
h est mesurable comme produit de fonctions mesurables et, par application dll 
théorème de Fubini-Tonelli, l'application 

rI---> r h(x,r) dÀ2(x) 1 1, f(x) riÀ2(x) g(r)
JR2 	 Dr 

est mesurable et 

r g(r) riÀ(r) r (r h(x, r)dÀ2(x)) dÀ(r) 
JJO,+oo[ JIO,+oo[ JR2 

r (r h(X,r)dÀ(r)) dÀ2(x)
JR2 JIO,+oo[ 

r f(x) ( r 12dÀ(r)) dÀ2(x)
JR2 .JUI:cII.+oo[ r 

r f(x) dÀ2(x) + 
JR 2\{(O,o)} Ilxll 
r f(x) dÀ2(X) 

JR2\{(O,O)} Ilxll . 
(ii) Pour montrer la continuité de g, il suffit de démontrer la continuité dl' 

l'application r 1---> 1, f(x) dÀ(x). Soit r > 0 et (rn)nElN une suite de réelH 
Dr 

strictement positifs convergeant vers r. Considérons alors la suite de fondiollH 
(fn)nElN définie sur :n2 par la relation 

La suite (fn)nElN converge simplem :mr II' 
cercle de rayon r centré en pOlir 
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.II 1.'" 1 1 IWon'111<' 1/1' ,,'tll)//J/ Jl 
tOlll, n E IN, II"I <: J OÙ, par lIypoth(~se, la fonction f ost illt<,grahl(~, Ainsi, 
pal' applica.tion du théorème de la convergence dominée, 

lim g(rn) f fn dÀ2 = f f. dÀ2 g(r). 
n--++oo lIR2 .I1R,' 

La continuité de 9 est alors prouvée. 

(iii) Par définition de g, nous avons 

<~ 
- r 2 

En 'fJ"'j uam, alors la question à la fonction If 1, 

If(x)1
Ig(r)1 dÀ(r) ~II~I~I dÀ2 (x).1 ln]O,+oo{ 1R,2\{(O,O)} x 

La fonction 9 est donc À-intégrable sur ]0, +oo[ si et seulement 

def 
0:= < +00. 

Par hypothèse, il existe des constantes f. et M strictement telles que 
M sur [-f., f.]2. Nous obtenons alors les majorations 

0: = 1 dÀ2(x) + f If(x)1 dÀ 2(x) 
[-é,él'\{(O,O)} lIR2 \[-é,éF Ilxll 

< M lO,éF(I!11 dÀ 2(x) + 1 flR'\I_€,'1 2If (x)1 dÀ2 (x) 

1 X2) 1
M 1 l , d( - dÀ(XI) + -1 1 NI (f)

10,<] ° XI t 

E 1
M [ argsh d>..(xl) + 

f. 
En est de même nature queu 

X] 

r oo 

11 du. 

Puisque argshu ln( u +VI + u2 ) ::; VU au voisinage de l'infini, cette dernière 
intégrale est convergente et par conséquent 0: < +00 et 9 est intégrable sur 
]0,+00[. 
En appliquant ce qui précède, on constate que la fonction h définie au 
intégrable sur R? x ]0, +oo[ et par application du théorème de Fubini (nmnmrlrr> 

les égalités de la question 

dÀ2 (x). 

7.:1 (J()/,rig'(),.., r!(!!-I ('XI '/ï·it 'l'S t " 

Remm'que: le calcul de double a.ura.it. pit Hf' 

mêmes ~t:I.;H11lqu!j:'; 
changement de variables en coordonnées polaires It'H 

celles utilisées dans l'exercice 8.6), 

Corrigé 7.12 Nous utilisons dans cet exercice le théorème de Fubini pour I(,s 

fonctions à n variables; son énoncé n'est qu'une généralisation imIIlédiaL(~ dl' 

celui donné dans les rappels de cours pour n 2. 

Notons Sn l'ensemble des permutations sur la partie {1, ... , n} et, pour (J' ,"',,, 


posons: 

{(XI,''',Xn) E XU(I) < ... < 

Alors les ensembles sont disjoints deux à deux. Montrons qlH~ II\. 
0 .. ·0 de l'ensemble 

\ éJ. u {(Xl,"', E[a,b]n: Xi=Xj} 
(i,j)E {l," ',n }.i>",j 

est nulle. Pour comme la réunion porte sur un nombre fini de COll pif, 
(i, j), il suffit de démontrer que chaque partie 

{(Xl'''''Xn ) E [a, : Xi=Xj} (i#j) 

est de (fi, 0 . . . nulle. Pour des raisons de il tmllit d(' 


démontrer le résultat sur la partie N ~ {(Xl, ... , 

le théorème de Fubini. nous avons 


Q9 ••. 0 d(~0'''0~) 

= f ( f (;; 1 d/l,(Xl)) d~(X2)) d(f1.0··· 0~) (X3,"', :rn ~),
1[a,bjn-2 l[a,b] {X2} 

1 ) = 0, Ct'Puisque la mesure fi. est diffuse, pour tout X2 E 

qui entraîne que N est de mesure nulle. 
Posons g(Xb'" ,Xn) f(Xl).··· .f(X2) ; 9 est 
par aoolication du théorème de F'ubini-Tonelli le cas n 2, voir exercice 

0 ... 0 Il,) = Ifl dfl.)n < +00.(f
lla,b] 

Donc, par application du théorème de Fubini, on obtient : 

• d'une part (voir exercice 6.2 pour le ca.'l n = 2) 

n 
der 

9 ...0:= f 

http:a.ura.it
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,r
Iflt-\ 7 T/HVl/'i'I/lI' dl' 1''11/';11; 

• d'a,u!,re part 

Œ r 9 dÀnJt..", 

f(X a (2))" •1 ..1(Xa(l)) 
aESn 

.. ,(1 f( Xa(n)) df.t( xa(n))) ... df.t( XfJ(2))) df.t(XfJ(ll)·[a,xq (n-1)1 

Dans cette dernière intégrale multiple, les variables étant muettes, on a 

Œ L (Ja,xII 

dP,(Xn)) ... df.t(X2)) dp,( xd::~'ü"H 
nI f(xz) . , . 

... df.t(X2)) df.t(XI) , 

En comparant les deux valeurs de Œ obtenues, on aboutit à souhaitée, 

Corrigé 7.13 Comme f est croissante, pour tout a R, l'ensemble {f < 
est un intervalle contenu dans J et donc un borélien de J, Par le critère de 

f est donc mesurable. Par composition, on obtient par exemple 
que l'application (x,y) f(x) est une application mesurable; il en sera bien 
sùr de même pour g, La mesurabilité des autres applications intervenant dans 
cet exercice se déduit alors en utilisant la stabilité des applicatons mesurables 
par les opérations classiques. Notons F: J2 ---Jo R la fondion définie, pour 
tout (x, y) E J2, par 

= (f(x)­ -g(y)) = (fg)(X) + - f(x)g(y) 

Comme nous savons que les fonctions Ifl et Igl sont bornées (respective­

ment par max(lf(O)I, If(1)1) et max(lg(O)I, Ig(1)1)) et comme J2 est une partie 

bornée de R 2 les fonctions intervenant dans la définition de P sont toutes À­


intégrables. Il en est donc de même pour P. 

De plus, comme f et 9 sont croissantes, le oroduit 


P(x,y) = f(y))(g(x) - g(y)) 

est toujours positif et donc 

P(x, y) y) ? 0, 

7 . .1 ( des ('x/'I'/'h'/'Ii 1 ;.!I 

En utilisant la linéarité et le théorème de Fhbini (nous avons afl'airc ù d(~H 

fonctions intégrables), on obtient 

dÀ(x) ) dÀ(y)) dÀ(x) + [([[([ 
dÀ(x)) dÀ(Y)- ([ f(y)g(x) dÀ(X)) dÀ(Y) ?: 0,-[([ 

soit, en sortant les constantes des 

dÀ(y)dÀ(x) + Ir
Ir 

dÀ(:E)) ? n,-[ g(y) ([ f(x) riÀ(x)) -[ f(y) 

Œ ~ Irf(x) dÀ(x) et (3 ~ Ir dÀ(x) sont des constantes que rOll 

aussi sortir des intégrales, donc : 

2 1 fg(x) dÀ(x) 2Œ{3? 0 

et le résultat est démontré. 

Corrigé 7.14 Notons h = 0 (~~) et k = ~ (~~) les deux fonctiOlIH 

dérivées partielles croisées ; comme f est de classe C 2
, les fonctions h et k 

sont continues. Raisonnons par l'absurde, en supposant Qu'il existe un 
E R 2 tel que 

h(xo, Yo) k(xo, Yo). 

Par exemple, nous pouvons supposer que h(xo, Yo) > k(xo, ; alors, par la. 
continuité, il existe un voisinage de (xo, Yo) de la forme V = b] x [c, d] (a.vec 
a < b et c < ri) tel que h - k > 0 sur V. 
En particulier, à la proposition 4.6 (iv), 

fv(!~ k) dÀ2 > 0, 

Calculons maintenant fv h dÀ2 • Grâce au théorème de Thbini lon remarquera 

que h est intégrable sur V puisque h est bornée et V est bornée), on a 

h riÀ2 id (lb 8 (~~) (x, y) dx 1 dy 

id [Of ]b
8Y(x,y) a dy 

id (8 f Of)Oy(b,y) y) dy 

[f(b,y) f(o" 
(f(b, ri) f(o" d)) - (f(b, c) f(o" 
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lIi() 7 T/u'ori'/r/(' clt' [,'II/,i"i r, 
En calculant de même f k dÀ2 (penser à inverser l'ordre d'intégration), on 

obtient la même valeur; 

lv 
ainsi fv (h k) dÀ 2 0, ce qui contredit 

. 
la relation 

(38). 

Corrigé 7.15 
Comme À2 est une mesure et que les disques sont deux à deux disjoints, 

nous avons par définition: 

+00 
À2(U À(Dn ). 

n=l n=O 

Grâce à l'exercice nous déduisons 

+00 

< = 1f. 

+00 
La série 2.: est donc 

n=O 

+00 
(ii) Raisonnons par l'absurde en supposant que la série 2.: rn est convergente. 

n=O 
Notons par In le segment fermé qui est la projection orthogonale de Dn sur la 

droite {y O}. Par le théor(~me de permutation des signes 2.: et 1pour les 

fonctions positives, nous avons 

+00) +00 +00
llR ( ~ lIn dÀ = ~11R lIn dÀ = 2 ~ Tn < +00. 

+00 
Grâce au théor(mw 4.6 (iii), la fonction 2.: lIn est finie p.p., ce qui signifie que, 

n=O 

pour presque tout x dans 1 1,1[, la droite {x} x lR ne rencontre qu'un nombre 

fini de disques Dn. 

Montrons que, pour un tel ;1; dans 1- 1, 


À(Sx) > 0, (39) 

ER: E D \ (UDn)}. Si aucun disque ne rencontre la droite 
[-V1 - x 2 , V1- x 2 ] et la relation (39) est claire. Si 

noté Dnl' rencontre la droite {x} x lR, la condition 
UlVéiH:!HLe à {x} x [-V1- x2 , Dnr n {x} x lR ce 

que l'on nrflnri6ti~ des 

D. 

7 . ."$ des ('xI'n'in's fi 

On aboutit à une Nmt.r~l(l1 les He 

deux à deux ; la relation (39) est satisfaite dans ce cas. 

posons qu'au moins deux rencontrent la droite 
Dn ,,' .• , Dnp ' à réindexer ces disques, nous pouvons suppOHer Cil 1.0111,1' 

généralité que les (Dnk n {x} X lR)k sont rangés par ordre croissallt 
par rapport à la deuxième composante. Comme ces segments sont compadN pt 
disjoints deux à deux, la distance entre les deux premiers, c'est-à-dire D", d 

Dn2' est strictement positive et donc à nouveau la relation (39) est satisfaitp. 
Considérons alors l'intégrale 

Cl: lIR2 1D\U::"=o J)n dÀ2 • 

00 
D'une part Cl: À2 (D \ UDn) 0, par hypothèse. D'autre par k 

n=O 
théorème de Fubini-Tonelli, 

Cl: llR (11R 1D\U::"=oDJx,y) dÀ(Y)) dÀ(x) 

llR À(Sx) dÀ(x), 

et donc, par la relation (39) et la proposition 4.6 (iv), Cl: > O. Nous obtCll()ll~ 
ainsi une contradiction sur la valeur de Cl:. 
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8 CHANGEMENT DE VARIABLES 

Dans tout ce chapitre, l'espace :Rh (h ~ 1) sera muni de sa tribu borélielllle 
ainsi que de la mesure de Borel, notée ).,h = )., ® ... ®).,. Maintenant que IlOllH 

sommes familiarisés avec les intégrales multiples, nous prendrons la notation 

r f(x) d).,h(X) = r f(Xl,'" ,Xh) dl:l'" dl:h,JlRh JlRh 

pour une fonction f positive ou intégrable. Cette notation nous perrnd.­
tra d'effectuer plus facilement les changements de variables (voir remarqlH~ 
8.4). Remarquons que cette écriture est aussi plus naturelle pour appliquer 10 
théorème de Fubini. 

8.1 Rappel de cours 

Le changement de variables est un outil très puissant de l'intégration ; il OHt. 

surtout utilisé pour faire des calculs. On se donne U et V deux ouverts de 
et <P = (<Pl,' .. ,<Ph): U V une application dont la i-ème composatlte 0,'11, 

notée <Pi. Nous avons les deux définitions suivantes. 

Définition 8.1 Si <P est de classe Cl sur U, i.e. les dériv(~(,H 
existent et sont continues sur U, on appelle jacobien de <P au point. 

x E U, et on note J(j)(xL le déterminant de la matrice (~:;(X))i,jE(1, ... ,h)' 

1J.'[)'fIP.lP.P. matrice jacobienne de <P au point x. 

Définition 8.2 (difféomorphisme). On dit q'lle <P est un difféomorphisme dl' 
U sur V si 

(i) <P est biject'ive (d'inverse rI) ; 

(ii) <P et <p- l sont de classe Cl . 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le théorème de 
de variables. 

Théorème 8.3 (formule de changement de varzames 
phisme de U sur V et si f: U :R est une ffl'llrtirvn 

on a : 
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l(ill 8 dC' l'i/r;al Ile'.... 

(i) si f est , alors 

(l)'h(V) = dÀh(u), 

où 1 Jcf;(u) désigne la valeur absolue du jacobien de cf; en u ; 

(ii) si f est de signe quelconque, alors f E Cl(V) si et seulement si 
f 0 cf;. 1 J cf; 1E Cl (U) et la relation (40) est encore satisfaite dans ce cas. 

Remarque 8.4 Il n'est pas toujours facile, ou un peu fastidieux, 
directement la formule (40) dans les applications numériques. On pourra, 
après avoir vérifié que cf; est bien bijective (le caractère Cl de l'application 
cf; ne posant en général pas de problème), utiliser le moyen mémotechnique 
suivant. La relation 

v = cf;(u) ( 41) 

devient formellement en dérivant 

dv= =1 Jcf;(u) .. ·duh du, 

où l'on a remplacé le terme naturel cf;'(u) qui n'aurait pas de sens ici par le 

terme 1 Jcf;(u) 1. Il suffit alors) dans l'intégrale r f(v) dv de remplacer v en.Iv 
fonction de u à l'aide des relations (41) et (42) pour obt~nir l'égalité (40). 

Remarque 8.5 Le changement de variables le plus utilisé en dimension deux 
est le changement de variables en coordonnées polaires. Si V est un ouvert du 
plan, ne coupant pas une certaine demi-droite issue de l'origine, on peut alors 
poser 

cf;(r,O) = (x, y) (r cos 0, r sin 0), 

ce qui définit un difféomorphisme de (V) sur V. Il est facile de vérifier que 
dx dy rdr dO, et la formule (40) devient 

Iv 
 dxdy = cos (J, r sin dr dO, 


si f est positive ou intégrable sur V. 

Remarque 8.6 Il arrive souvent que les U et V ne soient pas des 
ouverts soient seulement mesurables !). Dans ce cas, on peut découper 

l'intégrale Iv f(v) dv sous la forme 

dv,Iv dv = lnt(V) dv + lv\int(V) 

où int (V) désigne l'intérieur de V. En on peut alors appliquer la 
formule de changement de variables à la intégrale et la deuxième 
intégrale est nulle (si V \ int (V) est de mesure 

8.2 des ('x('n'iI'I'''; ln:, 

8.2 Énoncés des exercices 

Exercice 8.1 H 
Soit cf; un difféomorphisme de IR sur IR et f: IR ----+ IR UIle fonctio!l ('olll.illUt', 

Si a < b, justifier la formule de changement de variables pour les intégral(';; d!'K 

fonctions continues 

l rlv, ( Il:\) rlu = 

en appliquant le théorème 8.3 du cours. 

Exercice 8.2 (* *) 

Soit f E CI ([-l, 1]) ; calculer r 
 rlÀ(x) en fonction de 

.I[0,27f1 

r f(t) rlÀ(t). 
.IJ- I,!I.JI=t2 

Exercice 8.,3 

Calculer l'aire du disque de rayon r centré en l'origine. 

Remarque: on s'assurera que le changement de variables se fait bien sur dtl" 

ouverts. 


Exercice 8.4 (*) 

Calcul de l'aire du domaine du circonscrit par l'ellipse 


+ = 1. 

Exercice 8.5 (* *) 

On se donne quatre constantes a > 0, b > 0, Cl 2: 0 et (J > Cl. Soit alor.s, 

partie de R 2 constituée des points dont les coordonnées satisfont a. Il x 

inégalités: 


x> 0; 
y> 0; 

x21 
-<2+ <1;
4 a 
0:< 'li < 

x 
r b~x~ 

l'existence de cd.t,t·1Calculer .JD rlx 
intégrale) . 

Exercice 8.6 

On pose, pour Cl: E H, 


xy 2 21 
10: y) (rcsp. Jo: = Ix y

~\~ 
rlÀA:D, y)).

(x2 + y2)0: 'x2 +y 

Montrer que la < +00 (resp. < +00) si et seulement si 0: < 2. 
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l(i(i 	 8 CI/I/.llgell WIIl, (h' varia/)/('.., r 
f 

Exercice 8.7 (***) 

Calculer l'intégrale 1 	= { (x 2 + y2 + Z2) d),3(X, y, z) étendue à. la boule 
JB(O,ll 

euclidienne ouverte centrée en l'origine et de rayon l. 

Indication : on pourra utiliser le changement de variables en coordonnées 

sphériques. 


Exercice 8.8 (* *) 

Soit f: R ----+ R une application mesurable; si f est positive ou intégrable, 

par un changement de variables judicieusement choisi, montrer que 


{ f(x - y)e-(x+Yl dx dy = 	 { f(v)e- ivi dv,
JRt 	 JR 

Exercice 8.9 (* *) 
Soient d une direction non nulle de R 2 et A un borélien de R 2 qui satisfont la 
condition 

Va E A,3t > 0, [a - td,a +td] nA = {a}. ( 44) 

On se propose de démontrer que A est négligeable. 

(i) Montrer le résultat si d = (0,1) et si, dans la relation (44), le réel t 
ne dépend pas du point a. 

(ii) En déduire le résultat lorsque d = (0,1). 

(iii) En effectuant un changement de variables, conclure. 

(iv) (question non corrigée) Le résultat subsiste-t-il si le vecteur d dépend 
maintenant du point a ? 

Exercice 8.10 (* * *) 

On se propose de calculer les valeurs des deux intégrales : 


oo 	 r oo2	 21 = Jor cos (x ) dx et 	 J = Jo sin (x ) dx. 

(i) Justifier que 1 et J sont bien définies en tant qu'intégrales généralisées 
de fonctions continues. 

(ii) Montrer que J > O. 

(iii) On pose, pour tout t > 0, 'lj;(t) = { sin (x2 + y2) dx dy, où Dt estJD, 
le domaine plan défini à partir des coordonnées polaires : 

. 	 ~ 
Dt = ((x, y) = (pcosB,psmB): 0< p < tf(B) et 0< B < 2}' 

8.:2 l'JI/()Ilc(;,,, d(·.., ('x('r('ù"','; 	 It)r 

avec f: [0, ~j ----+jo, +oo[ Ulle fOllction Gd par 1Il0rC(~aIlX c;t,rid(~IIIt~IIt. 


positive. 

Montrer que l'application 'lj; est continue sur ]0, +oo[ et ca.lcllim 


r 1 (T
T2rroo T Jo 'lj;(t) dt. 

(iv) 	On se place dans le cas où Dt = [0, t] x [0, t]. Montrer que 

lim 'lj;(t) = 21.1.
T--->+oo 

(v) En déduire la valeur du produit 1.1. 

(vi) Reprendre les calculs avec l'intégrale X(t) = { cos (x2 + y2) d:r dUJD, 
pour obtenir la valeur de 12 

- j2, 

(vii) Conclure. 

Exercice 8.11 (* *) 

On pose, pour a > °et b > ° : 


f(a) = faoo xa-Ie-x dx 

et 

B(a,b) = l ya-I(1_ y)b-I dy. 


Les fonctions f et B s'appellent respectivement fonction Gamma et fonctioll 

Béta d'Euler. 

(i) Justifier que f(a) et B(a, b) sont bien définies en tant qu'intégrake: 
généralisées de fonctions continues, 

(ii) Montrer que, pour toute fonction mesurable f: R ----+ R positive, 

( f(u + v)Ua-IVb- I d),2(U, v) = B(a, b) (OO Xa+b-I f(x) d),(:r). 
J]O,+00[2 Jo 

Indication: on effectuera le changement de variables 

u 
(x,y) = q;(u, v) = (u+v,--).

u+v 

(iii) 	En déduire l'identité 


f(a)f(b) = f(a + b).B(a, b), 
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8.3 Corrigés des exercices 

Corrigé 8.1 Notons [c, dl l'intervalle image de [a, b] par cp. Nous avons par la, 
formule de changement de variables du cours 

r f(cp(u)) = r j(v)
J[a,hJ J[c,âj 

et, par le théorème de comparaison de de Riemann et de l'intégrale 
de Lebesgue, 

dn= id dv.t 
Si cp est strictement croissante, cp'(u), c et d cp(b); la 

formule (43) est correct dans ce cas. 

Si cp est strictement décroissante, 
 d et c = cp( b) ; la 

formule (43) est à nouveau correct. 


Corrigé 8.2 Nous avons 


r j(sin dÀ(x) = x)
J[0,21rJ 

+ 1 . f(sin u) dÀ(u) + v)
J1i,i!f[ 

En effectuant dans la deuxième (resp. troisième) intégrale du membre de 
droite, le changement de variables u 1f x ( resp. v = 21f + x), on obtient 

h f(sinx) dÀ(x) = 21 n ~ x) dÀ(x). 
[0,21rJ ]-2'2[ 

Nous rappelons que la fonction sin est un difféomorphisme de l'intervalle ; i[ sur ] - 1,1[, d'inverse arcsin ; alors, le changement de variables 

dt )sin x t (dx = v"f=t2 
t2 

donne 
1 ­

j(t) dt.r f(sin dÀ(x) 2. 1J-l,l[.J1=t2J[O,21r] 

Corrigé 8.3 Notons B(O, r) (rcsp. B(O, r)) la boule euclidienne fermée (resp. 
ouverte) de lR? de rayon r et centrée en l'origine. On a 

À2(B(O, r)) = r dÀ2 dx dy.
k(O,r) 

Le changement de variables en coordonnées polaires B, p sin B) 
est en particulier un difféomorphisme de l'ouvert - 1f, 1f[ sur l'ouvert 
B(O, r) \ [-1',0] X {O}, donc 

À2 (B(0, r p do dB = p dP) . ( r dB) = 1fr2. 
J]O,r[x]-1r,1r[ J]-1r,1r[ 

1",18.:J ( d(',<1 l'xi'/,('i('(','; 

2 
. , D {() '2 d, Y } .Corrige 8.4 Notons = x, y ER: a2 + b2 < 1 ; l'HUC d(~ n ('KI. 

représentée par JD 1 dx dy. Effectuons le changement de variable::; 

x 
(x', y') = cp(x, (~, b= 

1
alors dx'dy' = IJcp(x,y)ldx dy abdx dy. D'autre part, on vérifie facilelll<1l\t. 

que cp(D) est le disque unité (ouvert), noté B(O, 1). On obtient: 

r 1 dx dy = ab r 1 dx' dy'. 
JD JU(O,I) 

L'exercice 8.3 permet de conclure que l'aire du domaine cherché est 1fab. 

Corrigé 8.5 Pui::;que le domaine est borné (par l'inégalité ~~ + ~ < 1, on a 
b2X2 a2y21

::; a et Iyl ::; b) et puisque la fonction (x, y) t-+ x2 est bornée Km
I 

le domaine D ::; b2 + a2(J2 pour (x, y) E D), on a 

2 2
JD 1b x x2 a2y21 dx d'Il < +00. 

L'intégrale est donc bien définie. 

1
b2X2 a2y2

Calculons ensuite l'intégrale 2 dx dy. Effectuons le challg(~-
D x 

ment de variable::; 

(x, y) = cp(p,B) = (apco::;B,bpsinO); 

acosO -apsinO
alors dxdy = IJcp(p, B)ldpdB, avec Jcp(p,O) 1 b . bpcosO 

1 
= abp. 011 sm B 

vérifie facilement que cp-l(D) l[x]Bl> O2 [, où 

acy a(J
01 = arctan(b) eUh arctan(b)' 

On obtient alors 

l = r b2x2 a
2
y2 

JD x2 dx dy 

j 2 
ab:l 1cos 0 - 0 1 

H,I[x]lh,1:I2[ cos20 P dp dO. 
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On "L alors le théorème de Fubini • 	 avons bien affaire à une
intégrable) 

1b~x~ - a2y2 
1 2 dx

D X 

= ab:l (L P dP) , (1 1 tan2 e de)
h,l[ ]lh,1)2[ 

3 i(h
-ab3 2 - (1 + tan2 e) de8 1), iB2
3 3-ab [2(e2 - el) dtan(e)]
8 BI 
3 3 a 18ab' [2(e2 el) - b (/3 - et) . 

Corrigé 8.6 Démontrons le résultat pour l'intégrale la ; nous laissons au lec­

teur le soin de retranscrire la preuve pour la deuxième intégrale 

Notons, pour r > 0, 


L'lr {(x, y) EJO, . ,y,2 + y2 < 
la double inclusion L'lI CJO, Wc L'l.,/2 entraîne 

f (2 xy 2)a dx dy ~ ~ f d,y, dy,16.1 X + Y 	 16../2 

Effectuons le changement de variables en coordonnées polaires qui est en par­
11 11
ticulier un difféomorphisme de l'ouvert JO, l[xJO, 2 [ (resp. ]0, y'2[x]O, 2 sur 


l'ouvert L'lI L'l.,/2) ; nous obtenons 


3 2a 
p - cos e sin e dpde ~ la ~ ~ cos e sin e dp de.1 

]O,.,/2[xIO'ld 


par application du théorème de Fubini, 


p3-2a dP) . (1 ECOS e sin e de) ~ la 
ID, 2 [ 

~ (1 l-2a dp).(l " cosesine 
]0'2[ 

1 

Or, l'intégrale 102 
p3-2a dp est convergente si et seulement si 3 - 2et > 1 soit 

et < 2. Grâce à l'encadrement ci-dessus, la conclusion est alors évidente. 

Corrigé 8.7 Nous rappelons que les formules des coordonnées sphériques pour 
un point M de coordonnées (x, y, z) (si ce point n'appartient pas au demi-plan 
11 f 11 = °et x ~ O}) sont : 

u
p cos ecos rp ; 

psin ecos rp ; 


rp. 
oil 

8.3 (:()/'/'i!!,l~,", d(',", ('X('/'(';I'('/; 	 l 'II 

• p est la distance OM entre l'origine 0 et le point M, 

• e est la mesure (dans le plan orienté {z O}, orienté par le wdl '111' 

0,1)) de l'angle entre le vecteur (1,0,0) etle vecteur OH (Il (~st 
projection du point M sur le plan {z = O}) ; on choisit eE] 11, 

• 	 rp est la mesure de entre le vecteur OH et le vecteur OM de 1.1,111' 

sorte que rp est si z :::: °et rp est négatif sinon. 

La relation 
y, z) = 4>(p, e, rp) 

11 	 11
définie un difféomorphisme de +oo[x] 11, 2' 2[ sur R

3 
\ IL 1';11 

dérivant formellement, nous avons 

dx dydz = 

avec pour jacobien de 4> au point (p, e, 

cos e cos rp - p sin e cos rp -pcos e sin rp 
e,rp) sin e cos rp p cos e cos rp - p sin esin rp = p2 cosrp. 

pcos rpsin rp ° 
Ainsi en effectuant ce changement de variables sur l'intégrale 

{ (x2+y2+z2)dxdy
1B (0,1)\II 

dont la valeur n'est autre que l, puis en appliquant ensuite le théorème (h­
nous concluons : 

III cos 4> dp de drp
]0,1 [x ]-n,7f[ X 1- ~,]- [ 

( ( p3 dP) . ( ( de) , ( { cos rp 
110,1! .I1-n,7f[ .IJ-t,]-[ 

11. 

Corrigé 8.8 Etape 1 : Supposons dans un premier temps que f soit 
et effectuons dans la première intégrale le changement de variables : 

(x+y,x-y) ('U,v). 

La fonction 4> est bien Ull difféomorphisme de R 2 dans R 2 avec 

('U, v) 
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1)osoru; U +00[2 ; bien sÎlr q;, est aussi un difféomorphisme de U sur 
• Calr:1l1om: q;,( U) ; on a les équivalences: 

E q;,(U) ~ 3(x, y) ElO, +00[2, q;,(x, y) 
2 u+v u v 

~ 3(x, y) ElO, +oo[ ,x = -2- et 2 
u+v u-v 

~ -- > Oet > 0
2 2 

~ U >1 v 

Ainsi q;,(U) = {('l.l, v) E JR2: u v 
• Partant de la relation 

('IL, v) y), 

nous avons d'ILdv Jq;,(x, dxdy. Comme 1 ~!1 2, la dérivation 

iVll1H~l1t: devient dxdy ~dUdV. 
• Nous sommes maintenant en mesure d'effectuer notre changement de 
variables: 

lIR 
2 

f(x y)e-(x+y) dx = lu f(x d.1: dy 
+ 

41 f(v)e- U du dv. 

• Pour conclure, calculons f f(v)c'-u du dv ; par application du théorème 
J</>(uJ 

de Fubini-Tonelli (voir chapitre 7), nous obtenons 

f(v)e- U du dv f (f 
 f(v)e- U dU) dv 
JIR JJlvl,+oo[

ln f(v)[-e-ult,r dv 

Jf f(v)e-1v, dv.
llR. 

Etape 2 : supposons maintenant que f soit intégrable. En appliquant ce 
précède à la fonction Ifl, on déduit 

If(v)e-UI d'IL dv llR If(v) dv s: l dv < +00. 

I--? f(v)e- U est donc intégrable sur q;,(U). Les calculs faits à 
1 sont alors justifiés pour une fonction f de signe quelconque, 

en appliquant le théorème de Fubini (voir chapitre 7). 

Corrigé 8.9 (i) Fixons x E JR ; on pose A(x) = {y E JR : E A}. Si Y 
et yi appartiennent à A(x) avec y =1- yi, alors, par l'hypothèse 

x [y t, Y + tl n {x} X [yi - t, yi + il = 0, 

8.:$ (;orrigù., (11'." ('xeJ'(';('(''<; 17:\ 

ce qUI entraÎIle qlle I:IJ - y'l 2t. C'est poun}1lOi (':-;1, 1111 (~II:-;CIII"I(· 

dénombrable et donc 

y) dÀ(y) = O.llR 
Par application du théorème de on a donc 

À2(A) f lA(x,y)dÀ2 (x,y)JIR2 

llR (l lA(x, y) dÀ(y)) dÀ(x) 

llR 0 dÀ(x) = O. 

Il suffit, en reprenant la fin du raisonnement du (i), de montrer que, »0\11' 

x E JR fixé, A(x) est dénombrable. Pour n E N*, on pose 

Il}An(x) = E A(x): {x} x [y -,y+ -J n A = {(x, y)} . 
n n 

Comme au on montre que deux points de An(x) sont au moins distant:-; d(~ 
1 

, u,,,.~, An(x) est dénombrable. De plus, nous avons A(x) U }lnr 
2n nEJN* 

la condition (44) ; une réunion d'ensembles dénombrables étant dénombrabl(~, 
on conclut que A(x) est dénombrable. 

La relation est. aussi satisfaite avec la direction II~II ; nous pOUVOll~ 
donc nous ramener où d est unitaire. Il existe alors une rotation vnc· 

tone . e matrIce . e0 sin 0 ) .. Ile Rd' \ cos - e qUI. enVOle 1e vecteur d sur 1e vectulll' 
sm cos 

(0,1). Alors le borélien R(A) vérifie la relation (44) avec la direction R(d) 
par la question (ii), 

=0. 

Effectuons dans l'intégrale 
lIR2 

dx dy, le changement (k 

variables: 

(x', yi) = y) (dx'dy' = car 1 JR(x, 
1 

cose 
sin e 

sine 
cose 

= 1). 

On obtient : 
À2 (A) lIR21A(R-1(X', 

llR (llR 1R(A) (x', yi) dx
l
) dy', 

car 
1A (R- 1(x', = 1 ~ (x', y') E A 

~ (X',y') E R(A). 

Compte t.enu de la relation (45), on conclut À2 (A) = À2 (R(A)) = O. 
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Corrigé 8.10 
(i) La fonction x t-, co:; (:1;2) est continue sur JR+ ; le problème de convergence 
de 	l'intégrale 1 ne se pose donc qu'en +00. Par le changement de variables 

2 l' . • d 1000cOSU d EAu :1;, integrale proposee est e meme nature que r:;' u. n intégrant 
o yU 

par parties, pour X > 1, on a : 

jxcos ud [Sin u] x 1 jX sin ud -- u= -- + u. 
1 VU VU 1 2 1 

sin u 1 , joo sin u 
Comme 1 r:; 1$ r:;' l'integrale r:; du est absolument convergente. 

j
UyU UyU 1 UyU 


x GOS U joo cos u

Donc, lim ~ du existe et l'intégrale du est convergente. De 

X~+oo 1 yU 	 l 

même, on prouve que l'intégrale J est Gonvergente. 

1 [00 sin u .Remarquons tout d'abord que [00 sin dx = 	 '2 Jo du. DonG,Jo 
pour tout entier non 

2n7r sin U 
2J 	 du

10o 

n-l (1(2k I-l)Tr sin U 12(k+l)Tr sin u )
L 	 du+ du 
k=O 	 2kTr (2k+ l)Tr 

..00 (1(2k+l)Tr sin u 12(k I-l)Tr sin u )L -du+ du , 
k=O 	 2kTr VU (2k+ I)Tr 

En effectuant le changement de variables u 2k7r +v (resp. u = (2k + 1)7r + 
sur la première (resp. deuxième) intégrale, on obtient 

+00 r (1 1)sin v dv. 
2J = 	~Jo y'2k7r + v - V(2k + 1)7r + V 

Comme, pour tout v EjO,7r[, V l VI> 0, la série ci-dessus 
2k7r+v (2k+l)7r+v 

est composée de termes strictement positifs et par Gonséquent J > O. 

En effectuant le changement de variables en coordonnées polaires (le do­
maine étant borné, la fonction (x, y) 1-7 sin (x2+ y2) est intégrable sur Dt), 
on a 

[ sin (p2)p dp dO,Jâ, 

H.:I Corripi.'> (il!.'> !!X('/'(';('(':-; 	 l'tr, 

où Llt ((p,O) E]O,+oo[x]O, ;[: 0 < p < tf(O)}. ParuPPllwll' dll t1l00n\IIII' 

de Fubini, pour t > 0, 

'Ij;(t) 10~ (l/(G) psin (p2) dP) dO 

lo!f [ cos (p2)] t/«()) dO 
o 2 0 

~ 1 - cos

l
 ----'---"----'-''-'- dO 

.0 2 
7r 1 [!f 2 24 - 2 Jo cos (t f (0)) dO. 

Le théorème de Gon~inuité sous le signe intégral permet de dire que l'applimLioll 

t 1-7 f~ cos (t2 f2(0)) dO est continue sur Ret donc, l'application 'lj;est COIltillW' 

sur JU, +00 [ et prolongeable par continuité en 0+. Alors on a, par 
du théorème de Fubini, 

~ [T 
dt ~ 2~ 10~ (li' cos (t 2 f2(0)) dt) dO.

T Jo 

en posant u = f(O)t, 

1 T 7r 1 ~ 1 ( TI(IJ) 

T l0 'Ij;(t) dt = '4 - 2T l0 f(O).l cos dU) dO. 

D'après il existe une constante M > 0 telle que 


pour tout T > O. D'autre part, f étant continue et strictement posl\,Jvn ~lll' 


le compact [0, %J, il existe une constante m > 0 telle que f 2: 171, sur [0, : 1· 


1 [~ 1 [TI(l)l 1 7rM 
Alors IJo f(O) (Jo cos (u

2
) du) dO $ 2m 

1 [T
relation (46), on conclut lim T Jo 'Ij;(t) dt 

La formule trigonométrique + b) = 
d'écrire 

et en faisant T -+ +00 da.lls ln 

'If
4' 

sin a. cos b + cos a. sin /) IH~lï lido 

sin (x2). cos (y2) dx dy + cos (x2 
). sin d:/: 

et le théorème de Fubini donne alors 

= 2 [ sin (x2 ) dx. [ cos 
JjO,t( J]O,t[ 

dx. 

En faisant t -+ +00, on conclut lim 
t >+00 

= 21.J. 
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Posons e = 21.J ; par (iv), €. Montrons que cela entraîne 

aussi lim -Tl fT 'ljJ(t) dt 
T-+oo Jo 

Soit E > 0 ; pour t :::: 

1 (T
T Jo 'ljJ(t) dt e 

t. 

t 1< E
-2 pour T 

l (T 
1 T Jo ('IjJ(t) t) dt 1 

< 	 ~ loTO l 'ljJ(t) - t 1 dt + ~ 1r~ 1 w(t) 

1 (TO E T 
< 	 T Jo l 'ljJ(t) - el dt + 2 ----=­

t 1 dt 

Donc, pour Tassez ~ foT dt t 1::; E. Le résultat souhaité est 

démontré. 
1r 1r 

par 	(iii), on déduit que fi. '4 soit I.J = 8' 

(vi) 	D'une part, en reprenant le même type de calculs qu'au on a 

~ (T 
dt = O.

T Jo 
D'autre part la formule trigonométrique 

cos(a+b) cosa.cosb sina.sinb 

permet de déduire lim X(t) = 12 
J2. par l'argument donné au 

T-+oo 

j2 = 0 soit 1 = J ou 1 = -J. 


(vii) En résumé, des questions précédentes, nous pouvons dire que 1 = J > 0 
1r •. "foi 

et I.J -. Amsl 1 J = rr;'
8 	 2v2 

Corrigé 8.11 (i) Vérifions que 10
00 

dx est convergente, 

x l'~ étant continue sur ]0, +00[, les problèmes de convergence se 
posent en 0+ et en +00. 

Au voisinage de 0+, nous avons , L'intégrale fol Xa~l dx étant 

convergente, il en est de même pour fol dx. 
XAu voisinage de +00, nous avons lim x2(xn- 1e- ) = 0 et donc, pour x assez 

x-++oo1+00

1 L" , l dx , 	 '1 i'::; 2' mtegra e -;; etant convergente, l en est ( e meme 
x l 
00 

pour l'intégrale 1 dx. 


Vérifions que l'intégrale fol ya-l(l y)b-l dy est convergente. L'application 


t, .. ) t ,orrrgr'., l/C\, ,',\l'(I'I{',';. 

1(l y)l' 1 {,t.allt. ('onl.illllC sur ]0, 1[, les d(~ ('OIIVprppll('l' SI' 

en 0+ et en 1 - , 

Au voisinage de 0+, nous avons ya-l(l_y)b-l ~ , L'intégrale /" ylt 1 d.1'Jn 
1 

étant convergente, il en est de même pour 10'2 (1 ­

Au 	voisinage de l'~, nous avons l'équivalence Va-lei y)b-I ~ (1 

L'intégrale hl (l_y)b-l dy étant convergente, il en est de même pour 
2 

(1 -	 Yt- 1 dy qm converge, 

Soit (x, y) n?; nous avons les équivalences: 

(x, E +00[2) ~ 3(u,v) EJO,+00[2,1>(u,v) = 
1l 

E]O, +00[2,:1: u + v et y=-­
1],+'11
1], 

~ v) ElO, +00[2,:1: = 'U + 1) et y 

~ ElO, +00[2, u = xy et v 
~ xy > 0 et x(l - y) > 0 
~ x > °et 0 < y < 1. 

Douc, l'application 1> est une bijection de +00[2 sur +oo[X]O, I[ et SOli 

inverse est définit par la relation 

y) (u, = (xy, x(l-

Nous obtenons, en dérivant formellement cette 

d1ldv = 1J1>-l(x, y)ldx avec J1>-l(x, 
y x -x,

l-y -x 
1 

soit dudv = Ixldx dy, En effectuant le changement de variables, pUÎH, ell 

appliquant le théorème de l'\lbini-TonelU, 

( f(X)yl1-1(1 u)b-lxa+b-I

1]0,+ool" 

+ 
J]O,+oo[X]O,J,[, 


b) fo xo.+b- 1f (x) (1).(:1:). 


(iii) 	En appliquant la question à la fonction e-t , on obtient 

{ e,ue-vua-l'Vb-l dll. d'V = B(a, b)f( (L + 
J]O,+00[2 

En utilisant sur cette dernière intégrale le théorème de Fubini-Tonel1i, 1I0liS 

concluons f(a)f(b) r(a + b).B(a, b). 
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ESPACES Cl ET LP 

Dans tout ce chapitre, on se placera sur un espace mesuré (X, T, j.L) et I, y, 

fo,!I,"', fn,'" désigneront des fonctions à valeurs dans qui sont (T, B(îil)) 
mesurables. 

9.1 Définitions 

Définition 9.1 Pour toute fonction (T, B(R))-mesurable, on pose: 

l 

• si p E [1, +00[, =(fx P (avec la notation : ooP = 

• si P = +00, Np(f) = inf{>. ER: Ifl:S À j.L - p.p.}. 

Remarque 9.2 D'après la proposition 4.6 (iv), pour p E [1, +00[, Np(.f) 0 
si et seulement si f 0 presque partout. Pour P +00, le résultat est encow 
valable et est une conséquence de l'inégalité: 

:S Noo(f} presque partout. 

On définit alors les espaces CP et de la manière suivante. 

Définition 9.3 Pour p E [1, +00], on pose' 

,CP(X, T, j.L) = {f : X ...... R: f est mesurable et Np(f) < 

'c~(X, T, j.L) = {f : X ...... R: f est mesurable et < +oo} ; 

S'il n'y a pas d'ambiguité sur l'espace à considérer, on écrira ,CP (n:sp. C~;I) 

au lieu de ,CP(X,T,j.L) (resp. 'c~(X,T,j.L)). Dans la définition de 
écarté volontairement les deux infinis comme valeur de f pour que 
ait une structure d'espace vectoriel (voir section suivante). 
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9.2 Inégalités classiques 

Définition 9.4 On dit que deux éléments p et q de [1, +00] sont conjug1lés si 
111+ 1, avec la convention = O. 
P q 00 

Les exemples classiques d'éléments conjugués sont 

q} {l,+oo}et (p,q) (2,2). 

Nous avons les deux inégalités suivantes qui sont fort utiles dans les majora­
tions. 

Proposition 9.5 

Si p et q sont des éléments conjugués, alors: 

(fg) ::; Np(f).Nq(g) H1vI'.GHl;e de Hûlder). 

Si p E [1, +00] et si f et 9 sont à valeurs positives (éventuellement 
+00) ou à valeurs réelles, alors: 

Np(f + g) ::; Np(f) + Np(g) (inégalité de Minkowski). 

Les remarques suivantes sont des conséquences de l'inégalité de Minkowski. 

Remarque 9.6 L'inégalité suivante est parfois utile dans les applications: 

Np(g)1 ::; Np(f + g), 

pour f et 9 appartenant à L~. 

Remarque 9.7 L'espace L~ est un espace vectoriel réel. 

Remarque 9.8 L'application Np: L~ --+ R+ est une semi-norme, c'est-à­
dire, elle vérifie les trois propriétés : 

• Vf E L~, f 0 entraîne =0 ; 

• Vf E L~, VÀ E R, Np(Àf) = IÀINp(f) ; 

• V(f,g) E (L~)2, Np(f+g)::; Np(f) + Np(g). 

L'introduction de l'espace quotient va permettent d'obtenir une véritable nor­
me (voir section 9.4). 

~) .• ) lA)11Vcrg(~JlCt: (:11 llH'y('lfJl~ "'''~Il\ F 

9.3 Convergence en moyenne d'ordre p 

Définition-proposition 9.9 Soient p E [1, +00], (fn)nElN une :mûe Il 'dt; 
ments de L~ et 1 E L~. On dit que la s1Lite (f,.)nElN converge en T/ w ll('n'lU' 

d'ordre p vers 1 et on note ln ~ 1 si lim Np(fn f) O. 
n-++oo 

Si la suite (fn)nElN converge en moyenne d'ordre p vers de?Lx limit(,s .r d 

g, alors 1 = 9 presque partout. 

Remarque 9.10 Si fn ~ f alors, de l'inégalité 

INT,(fn) - Np(f) 1 ::; Np(fn - f), 

on déduit que la s?Lite (Np(fn) )nElN converge vers Np(f). 

Soit P E [1, +oo[ ; si une suite (fn)nElN converge simplement vers une fondioll 
f et, sous de bonnes hypothèses de domination (par exemple, il existe UII!' 

fonction hE LP telle que, pour tout n E N, Ifni::; h), on peut dire, gràc<, ail 

t h " de a convergence ( ommee, que / f n Np f . Le t h"eoreme Il' --+ eoreme Cl-. d essOUH ('HI. 
une réciproque à cette propriété. 

Théorème 9.11 Soit p E [l, +00], (fn)nElN une suite d'éléments de L\:( d 

f E L~. Si fn f, alors il existe une sous-suite ((,Mn) )nFlN qui convc'''Y(' 

simplement presque partout vers f. 

9.4 Espace quotient LP 
; la relation n définie enl;/'('Définition-proposition 9.12 Soit P E 

deux éléments de L~ par : 

fng f = 9 presque partout 

est une relation d'équivalence. Les classes d'éqnivalences forment l'espace f}'. 

Si f est un élément de L~, on notera ( = 7 E Il' la classe de f· 

Définition-proposition 9.13 Soit p E [1, +00] ; 

(i) si (1 et (2 sont des éléments de Il', on peut définir la somme (1 1 C, 
par: 

(1 + (2 = 

sont des r'Cprésentants respectifs des classes (1 et (2 ; où il et 

si ( est un élément de Il' et si À E R, on peut définir le ,\.< 

par: 
À.( = À.j, 

où f est un représentant de la classe de ( 
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si ( est nn élément de D' 1 on la nonne de ( par' 

où f est 1Ln représentant de la classe de (. 

Il est important de noter que les définitions (i), (ii) et (iii) ci-dessus ne 
dent pas du représentant choisi. Nous avons alors: 

Proposition 9.14 Pour p E +00], (V, +,.) est un espace vectoriel muni 
de la nonne Np. 

Pour plus de détails sur cet espace, nous renvoyons le lecteur au livre de H. 
Brézis mentionné dans la 

9.5 Énoncés des exercices 

Exercice 9.1 (*) 

Les fonctions suivantes appartient-elles à l'espace O(]O, B(IR) , 

lorsque p décrit l'intervalle 


fl(t) = e-t (t> 0) ; 

1 
(t> 

Exercice 9.2 (* *) 

Montrer en utilisant l'inégalité de Rolder que, pour tout a > 0, 


l a 3 
/ 6e2adx < _a1 . 

o - 2 

Exercice 9.3 
Montrer que si f E alors les deux inégalités suivantes sont incom­

{
lI (f(x) 

°1
10 (f (x ) 

eX? dx 

dx 

::; 

::; 

4; 

1. 

Exercice 9.4 (* *) 

Soit (X, Il,) un espace mesuré et p, q deux réels de 
 On 
se propose de comparer les deux espaces CP et cq. 

On suppose que < +00 et q p; montrer alors que 

CP cq. 

lU:' EllOlWÔS dl!,'; (')il'rein'"" 11'1:\ 

(ii) On suppose toujours que q ::; p ; montrer alonc, que si 111l(~ fondioll 
bornée f appartient à l'espace 1:5, elle appartient aussi à D'. 

(iii) En utilisant des définies sur un intervalle bien choi:-;i ( 

IR, dans IR de la forme x EU), montrer que les I-t 

faites dans les auestions (i) et sont 

Exercice 9.5 (***) 
Soit (Pi h:Si:Sn une suite finie d'éléments de [1, +00] telle que, avec la conventi()11 
1 n 1 

0, on ait I: - = 1. 
00 j=l p) 

il,(i) Montrer, par récurrence sur n, l'inégalité de Rolder 
savoir que pour tout 

on a: 


< N_ (fI) . ....Npn (In) . 


En déduire que, pour tout n-uple (fj h:Sj:sn de fonctions réelles 111(':-;11 

rables tel que, pour tout entier j compris entre 1 et n, on ait fj E D'" 
le produit fI.··· .fn est élément de l'espace Cl. 

Exercice 9.6 (* *) 
Cet exercice général megame de Minkowski à une famille dénombmbl(, d(' 
fonctions mesurables ,..."cih""" Soit donc (X, T, IL) un espace mesuré et ]i 1111 

élément de l'intervalle +00[. 

Etablir par récurrence sur l'entier n ~ 2 que, si (fj h<J:Sn est un n··" plI' 
de fonctions mesurables positives, on a l'inégalité: 

ft ft 

Np(I: fj) ::; 
j=l )=1 

En déduire que si (fi)i>l est une suite de fonctions mesurablc:-; posi 

on a 

00 00 

Np(I: Ii) Np(fj). 
j=l )=1 

(iii) Montrer que ces résultats restent valables pour p = +00. 
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l';xer-dce 9.7 (*) 
Soient p et q des réels strictement positifs ; on définit alors le réel r par la 

rdation ~ = ~ +~. Montrer que si f et g sont deux fonctions (T, B(lR))­
r p q 

mesurables alors 

1 1 1 

(fx dJL) r :; (fx IflP dJL) P • (fx Iglq dJL) q . 

Indication: lIlcgame de Bolder au 

Exercice 9.8 t** . 
Soit 2 :; p < +00 ; on se propose de démontrer que si f et g sont deux fonctions 
à valeurs réelles de l'esDace Lfk alors 

(Np (f; g)r+ ( Np (Y)r:; ~ + 

(i) Montrer que l'application x 1-+ (1 + x2)~ xP 1 est croissante sur 
[0, +oo[ ; en déduire que, pour 0: et f3 positifs, 

o:P + f3P :; (0:2 + f32)~. 

(ii) En déduire que si a et b sont réels alors 

:; ~(laIP + IW). 

Conclure. 

Exercice 9.9 (* * *) 
L'objet de cet exercice est la recherche des conditions dans lesquelles les deux 
membres de de Bolder sont en fait égaux. On se donne donc un 
espace mesuré (X, JL), deux réels de l'intervalle JI, +oo[ conjugués et deux 
fonctions réelles f et g mesurables. On désire trouver des conditions nécessaires 
et suffisantes pour que les deux quantités N 1 ( fa) et N,,( f).N,,(a) soient 

(i) Montrer qu'il y iL égalité lorsque l'une des deux quantités lVfi( t 1 ou 
Nq(g) est nulle. 

(ii) Etablir que si Np(f) et Nq(g) sont toutes deux finies et non 
l'égalité est réalisée si et seulement s'il existe deux constante finies et 
non nulles 0: et f3 telles que l'égalité o:fP = f3gq soit satisfaite JL-presque 
partout. 

fUi dl'8 ('x(',ôn's Ii'~: • 

Exercice 9.10 
Soit (X, JL) un espace mesuré tel que JL(X) = 1 ; on note par S !'PIlHI'IIlI,I.. 
des fonctions mesurables à valeurs réelles strictement positives. TnmYl'r aJ Il !'tl 

la valeur minimum de 
(fxf (fx 7 

lorsque f décrit l'ensemble $. Pour quelles fonctions ce minimum est.-il aUI·illt. 


? 


Exercice 9.11 (* *) 

Soit p un nombre réel supérieur ou égal à un. On considère dans cette ex(~rcÎCI' 


deux fonctions f et g de lR dans lR telles que f E fP et g est continue et 1IIIlIp 

en dehors d'un compact de la forme [-a, al (a> 0). 


(i) Montrer que l'on peut définir une fonction F: lR lR par la fO/lllldl', 

vraie pour 1; E lR, 

F(x) = IIR f(t)g(x + t) dA(t) 

et que < 

Montrer que F est continue. 

Exercice 9.12 t** 

Soit (X, T, JL) un espace mesuré, p E et f, g deux fonctions de 

Lfk. 


(i) Montrer que l'on définit une ,pplication <p: lR -+ lR par la 
vraie pour u E lR, 

+ 

(ii) Montrer que, pour u E lR, </J(u) :; Np(f) + 

(iii) Montrer que </J est lipschitzienne de rapport Np(g) ; en dédnirn (jill' 
</J est continue. 

(iv) Retrouver le résultat de la question précédente en montrant. <II!(' </1 

est convexe. 

(v) Calculer Hm </J(u); en déduire que <p est une application COlistHIlI.t' 
lul--+oo 

si et seulement si g 0 presque partout. 

Indication: on pourra utiliser l'inégalité, pour a et b réels, 


> lalP 

la+ - 21'-1 
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Exerdce 9.13 (* *) Exercice 9.15 (* *) 
Soit (X, T, f.L) un espace mesuré de mesure finie et f COO(X); on se propose Soit p et q deux réels conjugués; montrer que si une suite do fouction:> IN
de démontrer que converge en moyenne d'ordre p vers f et si une suite de fOllct,iom; IN 

converge en moye~!le d'ordre q vers g, alors la suite 

(i) Montrer que, pour tout réel p :::: 1, < 	 (fn,gn)nEIN 

(ii) Montrer que l'on peut se ramener au cas où Noo(f) > O. 	 converge en moyenne d'ordre 1 vers 

On supposera dorénavant que Noo(f) > 0, 	 Exercice 9.16 (** 
Soient p un réel de l'intervalle ]1, +oo[ (q p désignera alors le

Soit ( réel tel que °< ( < Noo(f) ; on pose p 1 
de p) et f une fonction continue bornée de [0, +oo[ dans R appartenant, h 

E 
0([0, +oo[). On pose alors 2 If 

(a) Montrer que S. est mesurable, de mesure strictement 	 P(x) = ~ r' dt, 
x Jo 

(b) Montrer que, pour tout réel p :::: 1, 

si x> 0, et 


Np(f) :::: (Noo(f) D.fJ.(S,)~ ; (i) Montrer que P est continue sur dérivable sur pOlit' 

x> 0, 
en déduire que, pour p aflsez Np(f) :::: Noo(f) (; xP'(x) f(x) - P(.7:). 

conclure. On suppose de plus dans cette question que f est nulle en dchor:> dli 
compact [0, n] (ri >(iv) Le résultat reste-t-il valable si Noo(f) +00, c'est-à -dire si la 


fonction f n'appartient pas à COO(X). 
 Montrer existe une constante positive C telle quo, pOlir 

tout x> 0, 
Exercice 9.14 (* *) <C 
Soit (X, T, f.L) un espace mesuré de mesure finie et f E COO(X) telle que x 

> O. Si l'on pose, pour n E N, ln = lx Ifln df.L on se propose de 	 (b) On suppose que la fonction f est positive. En (l'l!', 

pour x > 0,démontrer que 

PP(x) pp-l(X).f(x) - xpp-l(X)p'(x)
ln 

et en utilisant une intégration par parties sur l'intervalle [~, nlo 111011(1) Montrer que I~:1 ::::; Noo(f). 	 n 
trer que 

(ii) En appliquant l'inégalité de Hôlder, montrer que 	 looo dt q dt. 

ln ::::; .f.L(X)n~l ,. 	 (c) En déduire l'inégalité: 

Np(F) ::::; qNp(f). 	 (c17)
'd . (In)1/n ln+! 


en (el Ulre que f.L(X)1/n ::::; J;:' 
 En <:lhr.-r"A.r>h f par une suite de fonctions (fn)nE1N' contilllWH LI·II,· 

(iv) Conclure, en appliquant l'exercice 9.13. 	 que, pour tout n, est nulle en dehors du compact [0, n + -], Illon!."'·1 
n 

que l'inégalité reste valable dans le cadre 

l 
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Exercice 9.17 (* *) 

A l'aide d'un exemple, montrer que la converge en moyenne d'ordre p 


(avec p E [1, +oo[) d'une suite (fn)n?1 vers une fonction 9 n'entraîne pas 

nécessairement la converge simple presque partout de cette même suite vers 
g. 

indication: on pourra s'aider des fonctions f~ = 1[...i.....i±.!.], avec k > 1 et 
k+l' k+l °~ j ~ k. 

Exercice 9.18 (*) 

Soient 1 ~ p ~ +00 et f, fo, fI, ... ,fn, ... des fonctions de ,C~ telles que la 

suite (fn)nEIN converge en moyenne d'ordre p vers une fonction f de ,C~. On 

suppose de plus qu'il existe une constante positive M telle que, pour tout n, 


Ifni ~M. 
Prouver alors que Ifl ~ M presque partout. 

Exercice 9.19 (*) 

Répondre aux questions suivantes concernant l'espace V(R, B(R), À), pour 

p E [1, +00]. 


(i) Quelle est la fonction 1<Q ? 

(ii) Donner un exemple d'élément de V n'admettant pas de représen­

tant continu. Justifier de manière précise votre réponse. 


(iii) Quel est l'ensemble suivant: 

A = {( EV: il existe un représentant f de (vérifiant f (0) = O}. 

(iv) L'ensemble 

B = {( EV: il existe un représentant fde (vérifiant f = °sur [0, Il}. 

est-il fermé dans l'epace vectoriel normé V ? 

9.6 Corrigés des exercices 

Corrigé 9.1 (i) Il est clair que sup{fI(t): t > O} = 1 ; donc, Noo(fIl ~ 1 
(en fait il y a égalité) et fI appartient à l'espace ,COO. Supposons maintenant 
que 1 ~ p < +00 ; la fonction h étant continue sur R+, il suffit de montrer, 
d'après le théorème 5.2 (théorème de comparaison de l'intégrale généralisée de 

Riemann et de l'intégrale de Lebesgue), la convergence de fooo Ih(t)IP dt. Le 

problème de convergence ne se pose qu'en +00. Or nous avons, pour X > 0, 

x [ -Pt] X 1fo cpt dt = e_ 0 = p(1 - e-PX ) 
p 

lUi C()rri!~'((s (h·s ('X,'II 'il ',','; IH!I 

en faisant X --+ +00, nous obtenons lXJ lh (t)l1' dt et. la l'ollcl.ioll fi 
11 

appartient aussi à ,Cp. 

(ii) En 0+, nous avons 12 ~ fi 
-1 

(); donc lim h(t) = +00. MOllt.rOlIK nlon; 
v t ln t t-->O+ 

que Ncx,(h) = +00 (résultat qui doit sembler évident aux yeux du kct.Pllr!) 
pour cela, il suffit de vérifier que l'ensemble 

p. ER: 1121 ~ À presque partout} 

est vide. Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe À E lR td <111<' 

12 ~ À presque partout (-11") 

Par définition de la limite, il existe 7] > °tel que 

12 :::: À + 1 sur l'intervalle ]0,7][. (iI!l) 

Comme la mesure de Borel de l'intervalle ]0,7][ est strictement posit.iV<', 011 


conclut que les relations (48) et (49) sont contra.dictoires. 

Soit maintenant 1 ~ p < +00 ; la fonction 12 étant continue sur ]0, f 1'11. 11, 

il suffit de montrer, d'après le théorème 5.2, la convergence de l'int.égral!' 


fooo Ih(t)IP dt. Les problèmes de convergence se posent en 0+ et (,Il IIXI, 

Nous allons discuter suivant les différentes valeurs de p 


Cas 1 : 1 ~ p < 2. Comme ~ < 1, nous pouvons choisir une COllHt.alll.,· (/, 


telle que P. < a < 1. Alors comme lim t~-a(1 + Ilnt IY = 0, umm aVOIIH,
2 t-->+oo 

pour tassez grand, d-a (1 + Ilnt I)P ~ 1, ce que l'on peut écrire t: ~ Ih(ll!", 
00 1 

L'intégrale 
], 

- dt n'étant pas convergente, on en déduit que l'iut{,gral,' 
1 ta 

001 Ih(t)IP dt n'est pas convergente. Donc, la fonction 12 n'appartiput pm, il 
,Cp. 

Cas 2 : 2 ~ p < +00. Comme ~ > 1, nous pouvons choisir une comitalll.(· Il 

telle que P. > a > 1. Alors comme lim t~-a(1 + lin t I)P = 0, nous aVOlIK, pOlir
2 t-->O+ 

I
t assez petit, d-a(1 + lin t I)P ~ 1, ce que l'on peut écrire t: ~ II2(1)11', 

I 1 
L'intégrale - dt n'étant pas convergente, on en déduit que l'illtl,gral,' 

o ta 

fo
1 

Ih(t)IP dt n'est pas convergente. Donc, la fonction 12 n'appart.i(,III, pail 


à ,Cp. 


Cas 3 : p = 2. En faisant le changement de variable u = ln t, l'illl/'I',ral,'
1+00

l oo 1 1( 1 ()I)2 dt est de même nature que l'intégrale -(--1"1")') dl/. ('1.
o t 1 + ln t -00 1 + '/1. ­

cette dernière est évidemment une intégrale convergente. Donc, la fOlldioli Il 
appartient à ,C2. 
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C()rr~gé ~.2 f'~ll appliquant l'inégalité de Holder avec p ~ et q = :3 (on (1 


bien + - = 1), nous avons: 

p q 

ra 2x r ) î (r.6x dx)~1 (.la X-2 e dx::;.Io dx..Io e . 

Calculons maintenant les termes intervenant dans ce produit. D'une part, nous 

avons 


ra 3 ['] aJo X-4 dx 4x4 () = 

D'autre nous avons 

6x dx 1la e = 
6 


nous obtenons: 


a, 2x dx 2 1 (éa 1 ) ! 2 Jl x- 2 e 43'a iI -- = ~aiI(e6a 
a 6 33' 

123On conclut en remarquant que - 1)3' ~ e2a et que ~ ~ est 

33' 2 


43 34à 64 ~ = 81. 

Corrigé 9.3 Raisonnons par l'absurde en supposant que les deux inégalités 
soient satisfaites. En appliquant l'inégalité de Hülder avec p = 2 et q 2, 
nous avons 

"2eXI dx ~ (f(x) - dX)~. (1\ 
1 

et donc, par hypothèse, 

11 II(x) - eXI dx ~ 2. 

En procédant de la même manière pour la deuxième inégalité, on a aussi : 
1111(x) dx ~ 1. 

Donc, par Hlt~èUILe triangulaire : 

e-xi dx < 11 le X 
- dx + 11 II(x) - dx 

< 3. 


en effectuant le calcul de 11 leX e-XI dx, nous avons 


11 11 1lex 
- e-xi dx eX e-x dx = e +-. 

a a e 
1

On aboutit à la contradiction e + < 3. 
e ­

~Ui (;orrig(;t; 11(',,-; ('XI 'ri '/('I '1, 1!11 

Corrigé 9.4 (i) Si q = 1) le résultat est immédiat; imppOHOU:-l lllaillLpllnnL 1(110' 


q < p. Soit 1 E CP ; nous allons alors envisager deux cas. 

Gas 1: q < p +00. Dans ce cas, nous avons III ::; NooU) < +00 pn'Rqlll' 

partout, ce qui implique 


lx IIIP dl-t Noo(f)P d'L Noo(f)P.I-t(X) < +00. 

Donc, 1 E cq
. 


Gas 2 : q < p < +00. Considérons les fonctions F = Illq et C = 1 ; ('II 


appliquant l'inégalité de Holder avec P = Eet Q 1 (remarquer 1)111' IPH 
q P 

deux éléments Pet Q sont conjugués), nous avons 

F.C dl-t (Ix F P dlL) P 

1 

. (Ix CQ dl-t) Q 

1 

. 

Cela s'écrit 

lx ~ (Ix dlL) ~ .IL(X)dl-t 

et aussi 
Nq(f) I-t(X)~ .NT,(f) < +00. 

Donc, dans ce cas encore, 1 E Cq • 

Soit 1 une fonction bornée appartenant à l'espace Cq • Si p +cx.., 1/1, 
conclusion est immédiate. Nous pouvons donc supposer que q ~ 11 < IIXI. 

Comme 1 est bornée, il existe une constante M > 0 telle que III ~ M, C(~ qlli 

s'écrit ~ ~ 1. Donc, C~) P CD) q et en intégrant chaaue mcmhn' dl' 

cette inégalité 

r IIIP dl-t ~ MP-q r Illq dl-t,
.Ix .Ix 

ce qui s'écrit 
~Mp = < +00. 

Donc, 1 appartient à l'esDace Cp. 

Montrons que l'hypothèse I-t(X) < +00 est indispensable dans la, qllPR 
tion (i), en supposant bien sûr que q < p. Pour cela, nous allons nOUR pln.CI'!' 
sur l'espace ([1, +00[, B([l, +oo[), ÀIII.+oo[) ; si P = +00 il suffit de pWlldn' III 
fonction constante égale à un ; si p < +00, il suffit de prendre la fOlldioll 

x ~ où Dé est un réel choisi dans l'intervalle l~, ~[. 
~ pq 

Montrons que l'hypothèse de bornitude de la fonction est indiHlwlINahl1' 
dans la question (ii), en supposant bien sûr que q < p. Pour cela, nOlis :1.11011/1 

1 
nous Dlacer sur l'intervalle 10, 1] ; il suffit de prendre la fonction x f-t Il 011 /1 

T 

est un réel choisi dans l'intervalle 1 ~[(avec la convention 1 0).
q +00 
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Corrigé 9.5 (i) l'our 'fi, = l, c'est évident. Supposons nmintünauL qun ho 
n':s1l1tat soit vrai pour n -- 1 (n 2: 2). Nous allons envisa.ger deux C8.'!. 

Cas 1: pour tout j E {1,··· ,n}, Pi =1= +00. 
n 1 

Alors, grâce à la condition = 1, nous avons aussi Pi Ell, +00[, pour tout 
j=1 Pj 

jE {l,···, n}. Posons a = (1- Pn > 0; nous avons 

n-l
L a 1. 
j=1 Pi 

Par hypothèse de récurrence, nous obtenons : 

lx 
-'L 
Pj 

.... . (fn_l)a dft S. TI (1 (fJ)P' 
j=l x 

1 
et en élevant membre de l'inégalité par - : 

CL 

...L 
Pj(lx (h)a .... d/l) ~ s. TI (1 (fj)pi (50) 

J=I x 

D'autre part, par l'inégalitô de 

l ...L 

· .. .fn d/l S. ... ·fn_l)a 
a Pn 

(51)(lx 
En combinant les deux inégalités (50) et (51), le résultat est démontré à l'ordre 

n dans ce cas. 

Cas 2: il existe jE {I"" ,n} tel que Pj +00. 

Considérons l'ensemble non vide 


J {j E {1, .. ·,n}: Pj +oo} j 

n 1 1 
la condition L - 1 devient L - = 1 et en particulier le complémentaire 

j=1 Pj jf/:J Pi 
de J est aussi non vide; en intégrant sur X chaque membre de 

fi.· .. ·fn il Noo(h) . il h presque 
JEJ jf/:J 

nous déduisons 

NI (fI. ... ·fn) S. il Npj . NI (il fJ) . 
JEJ jf/:J 

Pour conclure dans ce cas, il suffit d'appliquer la récurrence aux fonctions 

!Ui C'orrig(:H dl!.'! ('XI'/'I';<'/'N 1:1;\ 

Par hypothèse, pour j E {1,.·., , N pj (fi) < +00, et lm 
l'inégalité précédemment démontrée au Ifd' .. Ifni, nom, Oh\'I:1I0IlS 

... .fn) S. (h)···· .Npn < +00. 

Ainsi, le produit h.· .. est élément de l'espace [}. 

Corrigé 9.6 (i) Pour n = 2, c'est l'inégalité de Minkowski. Supposons maill 
tenant que le résultat soit vrai pour n - 1 (n 2: 3). En appliquant l'ill{:gnlil.c'! 

de Minkowski aux fonctions L h et nous obtenons : 
j=1 

n n-l 
(;12)Np(L fj) S. Np(L fj) + 

j=1 j=1 

D'autre par hypothèse de récurrence, 

n-l n-l 

Np(L S. L Np(fj)' 
j=1 j=1 

En combinant les deux inégalités (52) et (53), le résultat est démontré à l'(11'( ln' 

n. 

(H) La suite de fonctions ((t fj)P) est croissante et converge sim 

+00 nEIN)JP 1 

ment vers la fonction 
( 
L f J Par le théorème de la convergence mOlloLollP, 
J=I 

nous avons donc 

P (+00 p 

dftlx(t dft = lx [;n 

de la fonction x H X 1/p (si ((~fjn < +00 ; ,i,,,,,,et par CUllLlllUl 

utiliser que lim 
x"""~+oo 

(;)/1 )
n!!If1, Np (t h) = Np (~

J=1 J=I 


D'autre part, d'après (i), pour n 2: 1, on a: 


n ) n 00 

( [; h j=1 Np(fj) S. [; 
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Gdiœ à l'égalité (54) et en faisant n -+ +00 dans l'inégalité (55), OIl conclut: 

+00) 00 
(.r; fjNp ~.r; Np(fi)· 

(Hi) Pour tout j EN, il existe une tel que 
o~ fi ~ Noo(fj) sur X \ 

+00 
A= UAj 

j=O 

A est négligeable comme réunion de parties négligeables et, pour tout j EN, 

o~ fj ~ Noo(fj) sur X \ A. 

En sommant ces inégalités de 0 à +00, on obtient 

00 00 
o~ fj ~ sur X \A. 

j=1 j=1 

Par définition de Noo (f Ij) ,on conclut: 
J=1 

Noo (~fi) :s; ~ Noo(fj). 

Corrigé 9.7 En appliquant l'inégalité de Hôlder aux deux 
!!. et q et aux deux fonctions 1r 1 et 1or 1. on a 
r r 

~(L ~. (L dJl) ~ . 
1 

En élevant à la puissance - chaque membre de l'inégalité, on obtient le résultat 
r 

souhaité. 


Corrigé 9.8 (i) Notons cjJ la fonction de lR+ dans lR définie, pour x 2 0, par 


1)x~-2 2 0 car p 2 2 et <p est une fonction convexe 
sur pose maintenant 

2 xP 2(1 + x ) ~ - 1 + x ) cjJ(x2
) - 1, 

lU; CO)Tjgf\'1 di·.... ('Xi,/('j('('s I!l!, 

on a. 

+ 20 

car, <p étant convexe, la fonction dérivée <P' est croissante. L'applica.t.ioll/I' t'HI. 

donc croissante. 
pour tout x 2 0, '0(x) 2 '0(0) 0, ce qui s'écrit 

1 + xP ~ (1 + x 2 ) 3. 

f3 b'Si a > 0, en choisissant dans la dernière x = -, on 0 tient 
a 

1 + aP ~ (1 + 

ou en membre de par a P : 

aP+ fiP ~ (a2 + f32)~. 

Remarquons que cette inégalité est évidemment vraie si a = O. 

(ii) EI1..choisissant dans la question (i), a 

P P 

la;bl +la;bI :s; (Ia;bl~ +Ia 2 bl)~ 
a.2 +b2

) <p(a2
) + <P(b2

) 1 . 
A, -- < -(laIP+
'f' ( 2 - 2 2 

la dernière inégalité résultant de la convexité de la fonction <p. 

(iii) En choisissant dans la question (ii) les valeurs a I(x) et b = g(:l:), oit .r 
est un élément quelconque de l'espace X, on obtient 

I/(X);g(X)I
P 
+1/(X);g(X)IP:s;~ IP+ 

Il suffit alors d'intégrer sur X terme de 

Corrigé 9.9 (i) Supposons que Np(f) soit nulle; alors comme il l'a été raPIH·li·' 

dans la remarque 9.2, 1 0 presque partout. On aura donc aUSt·;j fy (1 

presque partout et les deux normes N1(fg) et Np(f) sont nulles. Grîu:<':\ III 
convention O. + 00 = 0, on conclut qu'il y a bien égalité dans ce cas. NIIIHI 

avons bien sûr aussi le même résultat si Nq(g) = O. 

(ii) Supposons que l'on ait 
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avœ Ics deux valeurs Np(I) et Nq(g) finies et non nulles. Posons, pour x EX, 
If(:1:)I1' Ig(xW

a(:r:) Nif)p et b(x) Nq(g)q' Par stricte-concavité de la fonction ln et 

pour a(x) > 0 et b(x) > 0, nous avons 

1 1 (1 1)
lna(x) + -lnb(x) ~ ln -a(x) + -b(x)
p q p q 

avec si et seulement si a(x) b(x). En l'exponentielle de iJL'Vlla.m 

membre de l'inégalité, on obtient 

h(x) ~f < 1 1 
-p + -b(x) (57)q 

avec 
h(x) = {:=> a(x) b(x). (58) 

Remarquons que les relations et (58) sont aussi vraies lorsque ou b(x)
est nulle. 
D'une nous avons 

fx k(x) ~ fx a(x) +! r -
P 
1 +-

q 

l 
l,q lx 

donc k E D'autre part, grâce à la relation (56), nous avons 

r Ifl(x)fx h dfJ.(x) = fx a(x)~b(x)! dfJ.= 1,lx Np(J) . 

et hE Ck· Ainsi la différence k hE Ck et 

fx k - h dtJ,(x) fx k dfJ.(x) - fx h dfl,(X) 1- 1 = O. 

VU1ll1lH~ d'autre d'après la relation (57), k-h 2': 0, on déduit que k- h 0 
presque ou de manière équivalente, d'après la relation (58), a b 
presque partout. Par définition de a et b, cela signifie que 

presque partout. 

La conclusion est donc satisfaite en prenant et = Nq(g)q et f3 = 
Inversement, supposons qu'il existe deux constantes finies et non nulles et 

et f3 telles que l'égalité etfP f3gq soit satisfaite fJ.-presque partout, D'une 
part, nous avons 

NI (J.g) = 1f.gdfJ. 
x 1 

fx (~gq) p.g dfJ. 
1 

f 1P 
lx gp 1. 

+1 - 1 

1 

(~r fxgq dfJ., 

!Ui ( )o/'l'Ïg(;S d.·s l'x/,/'t'i('('s lm 

ca.r l' ct q SOll!; COllj\lglJ(~H. D'autre 

Np(J).Nq(g) Ux fP dfJ.r·1 

(fxg'! dll·r
1 

(fx ~gq dfJ.) ~ . (fx g'l dl') ~ 
(~)* (lx gq dfJ.) ~ , (fx dfJ.) i 

( f3)~; fx 

car p et q sont Ainsi N1(J,g) = Np(J).Nq(g) est HaJiHrail.n. 

Corrigé 9.10 Par l'inégalité de Hûlder, pour p = 2 et q 2, on a 

1 fJ.(E)2 = (fx fi. ]y 2 ~ (fx . (fx ~ dfJ.). 

D'autre part, pour toute fonction égale à une constante strictement pmdl.ivp 
presque partout, cette valeur est atteinte; donc, la valeur minimum cl\()r('hl·(~ 
est 1. Soit f une fonction telle que 

(fxf . (fx 7dfJ.) = 1 ; 

en particulier l'inégalité de Hûlder utilisée ci-dessus est un égalité. D'llpr!'" 
l'exercice 9.9 (H), il existe deux constantes finies et non nulles a et b tellcH 1(11(' 

1
af = by soit satisfaite fJ.-presque partout. Cela signifie que f eHt (~gnl<-

à une constante strictement positive fJ.-presque partout. 

Ainsi le minimum est atteint pour les fonctions égales à une constante Hj,rid.(~ 


ment positive fJ.-presque partout. 


Corrigé 9.11 (i) Soit x ER; l'application t ...... g(x + t) est contimw dOIl(' 


mesurable. Par conséquent, par produit, l'application t ...... f(t)g(x + l) (!Ht. 


mesurable. Pour conclure que F est bien définie, il suffit de vérifier q1H! : 


LIf(t)g(x + t)1 d>.(t) < +00. 

Or, en l'inégalité de Hûlder (q désigne le conjugué de !!OW, 

avons: 
+ t)1 d>.(t) ~ Np(J).Nq(g(x +IJR 

En faisant le changement de variable u x + t, on a Nq(g(x + .) "t. 

en notant M sup{lg(x)l: xE R} < +00, on a 

~ M.(2a)ljp < +00. 
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Aiwii f+ d.\(t) s: Np(f) < +O(), 

Démontrons, en utilisant le théorème de continuité som; le 
que F est continue sur l'intervalle [-n, n] (n E: N fixé). Seule l'hypothèse (H'3) 
n'est pas immédiate; vérifions là. Nous avons, pour x E [-n, n] et t EH: 

If(t)g(x + t)! S 1 .LI-a'~n,a+nl(t) h(t) ; 

en effet, si t 1- [-a n, a + n], alors x + t 1- [-a, al et donc g(x + t) O. 

La fonction hl[-a-n,atnl est clairement dans l'espace LP([-a-n, a+n]) et donc, 

d'après l'exercice 9.4 (i), elle est aussi dans l'espace Ll([-a n,a+n]); donc, 

h est élément de Ll(H). 

Par application du théorème de continuité sous le signe intégral, F est continue 

en chaque point de l'intervalle [-n, nJ. En faisant n -7 +00, on déduit que F 

est continue en chaque point de H, donc, F est continue sur H. 


Corrigé 9.12 (i) L'espace Lht est un espace vectoriel, donc, f + lLg est aussi 

une fonction de Lht et donc, <f;(u) = Np(f + lLg) E R 


(ii) En utilisant l'inégalité de Minkowski, nous avons: 

<f;(1L) = Np(f + ug) S Np(f) + Np(ug) = Np(f) + 

Soit (lL, v) un couple de réels; grâ.ce à la remarque 9.6, on a : 

- <f;(v)! = INp(f + ug) - Np(f + vg)1 
< N_(( f + ug) (f + vg)) lu 

Donc, <f; est lipschitzienne de rapport Np(g) et en particulier <f; est continue. 

(Îv) Soit (u, v) un couple de réels et t E: [0, 1] ; grâce à l'inégalité de Minkowski, 
on a: 

<f;(tu+(l t)v)= + lLg) + (1 - t)(f + vg)) 

S Np(t(f + ug)) + +vg)) =t<f;(u) +(1 t)<f;(v), 

Donc, <f; est convexe et en particulier elle est continue sur H. 

Justifions l'inégalité donnée dans l'indication. Soient a et f3 deux réels; 
comme l'application x 1-4 xP est convexe sur lO, +00[, 

(j~+El)P < 10iP + 1f31~ 
2 - 2 

et donc, 
s: 2P ­< + l + 

t ... •• , •••;1." ,,'e,rlf/-,'" ••• 

~ '2/' 1(lu, 1 , CI' qllÎl'; Il PWia,ll!. fV (j, 1 () ct. /i . /J, 011 ohtiellt. 

s'écrit. a.llssi 

la. + h11 >! 

Si f) °presque partout (ou en d'autres termes si Np(g) 0) alors, pOli!' 1.0111. 

réel u, f + ug f presque partout et donc, <f;(u) = Np(f) et dans œ caH (II PHI. 

une fonction constante et 
lul'++oo 

Nous supposerons dorénavant que Np(g) > O. Soient 1L E l{, et. :1: E: X ; ('II 

choisissant a 1L.g(x) et b = f(x) dans l'inégalité précédemment. démollt.n;c, 

on a: 

+ u.g(x)IP 2: ItL~p~)IP If(x)IP 

et en intégrant sur l'espace X chaque membre de l'inégalité, on obtient. : 

(Np(f + ug))P ;~ (Np(g))P - (Np(f))1'. 

+00. DnllHEn particulier, lim (Np(f + ug))P +00 et ainsi hm 
~~oo ~~oo 

ce cas, <f; ne peut être une fonction constante. 

En résumé, nous avons démontré que <f; est une application constante Hi d 


seulement si 9 0 presque partout. 


1 
:::; Noo(f) presque partout, done,Corrigé 9.13 Nous savons que 

:::; Noo(f)P presque partout. 

En intégrant de chaque coté de cette inégalité, on obtient: 

s: lx Noo(f)P dp, N:.o(f)p.p,(X) ,lx 
et en élevant à la puissance ~ : 

p 

Np(f) s: Noo(f).(jJ,(X))~. 
1)a.IIHSi Noo(f) = 0 alors, par la question (i), pour tout p 2: l, Np(f) = (J. 


ce cas le résultat est évident. 


(iii)(a) La partie Se est l'image réciproque par l'application mesurable dll 

borélien [Noo(f) - ~,Noo(f)], donc, S, est mesurable. 
l)olW,Raisonnons par l'absurde en supposant que Se soit. de mesure nulle. 


comme Ifl s: Noo(f) presque partout, on aura 


és: Noo(f) - "2 presque partout. 
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f Corrigé 9.14 (i) Nous aVOllS III :S NrxlF) presq\l(~ part.ollt., dOliC,Aton;, par définition de NaoU), Nao(f) :S NaoU) - 2' Puisque NaoU) E IR, 


on aboutit à l'absurdité 2E 
:S 0, (b) Sur la partie SEl nous avons Ifln+l :S Nao(f)·lfln presque part.out.. 


" 
 Y.(I (:(),.,.,g('s (f('S l'xI'n'/I'I'S
y l'Jspw'('S D' t'l, [}' 	 '20! 

IflP ~ (Nao(f) - ~)P, 

donc, 

r IflP df1 ~ r IflP df1lx ls, 

~ fs, (Nao(f) - ~r df1 = (Nao(f) - ~r ,f1(Sf)' 

En élevant à la puissance ~, on conclut : 
p 

Np(f) ~ (Nao(f) - D,f1(Sf)~' 

E) 	 E(c) Comme f1(Sf) > 0, lim Nao(f) - - ,f1(Sf)"P1 = Nao(f) - - et donc, pour
p-++ao ( 2 2 

p assez grand, 

(Nao(f) - D.f1(Sf)~ ~ Nao(f) - E. 

En combinant cette inégalité avec celle obtenue au (iii)(b), on obtient, pour p 
assez grand, 

Np(f) ~ Nao(f) - E. 	 (59) 

(d) Comme 0 < f1(Sf) < +00, lim Nao (f).(f1(X))"P 
1 

= Nao(f) et donc, pour p
p-++ao 

assez grand, 

Nao (f).(f1(X))"P 
1 

:S Nao(f) + E. 

En combinant cette inégalité avec celle obtenue au (i), on obtient, pour passez 
grand, 

Np(f) :S Nao(f) + E. (60) 

Des relations (59) et (60), on tire, pour p assez grand, 

INp(f) - Nao(f) 1 :S E. 

Par définition de la limite, on a donc démontré que lim Np(f) = Nao(f). 
p-++ao 

(iv) Le résultat reste valable si Nao(f) = +00 ; pour le démontrer, il suffit de 
remplacer dans la question (iii) la partie Sf par la partie Sa = {Ifl ~ a}, où 
a > 0 tendra vers l'infini. 

En intégrant sur X chaque membre de cette inégalité, on obt.iellt. : 

In+I :S lx Nao(f)·lfln df1 = Nao(f).In. 

D'où l'on obtient le résultat souhaité. 

(ii) Il suffit de prendre dans l'inégalité de Rolder les deux réels (:OlljllgIU"H 
n+1 

p = --, q = 	 n + 1 et les deux fonctions Iflnet lx. 
n 

(iii) En élevant chaque membre de l'inégalité du (ii) à la puissance 'fi, +~! , /III 
'fi,

a: 
1n-(In)l/n :S In+I.f1(x)l/n. 

Comme Nao(f) > 0 on a nécessairement f1(X) > 0, et donc, ((n);:~'n :s~111 , _ 

f1 X '" 
(iv) En combinant les inégalités obtenues aux questions (i) et (iii) , 011 11 

(In)l/n < In+I 	 < Nao(f). (b!)--_._. - In ­

Grâce à l'exercice 9.13, nous savons que lim (In)l/n Noo(f) dOliC, ('II 
n--++oo 

faisant n ----- +00 dans la relation (61), on conclut: 

r IMI
nJ~ao 1- = Nao(f). 

n 

Corrigé 9.15 Nous avons l'égalité 

NI (fngn - fg) = NI (fn(gn - g) + (fn - f)g) 

et en appliquant successivement les inégalités de Minkowski et de Rühkr : 

NI (fngn - fg) 	 :S NI (fn(gn - g)) + NI((fn - f)g) 
:S Np(fn)Nq(gn - g) + Np(fn - f)Nq(g). 

Par hypothèse, les deux suites (Np(fn - f))nEIN et (Nq(gn - g))nEIN COIJV("T,/'lit. 
vers 0 ; et en particulier, d'après la remarque 9.6, la suite (Np(fn))nEIN COli vprl ',1 , 

vers Np(f). Ainsi 
lim NI (fngn -	 fg) = 0,

n--++oo 

et donc, la suite (fn.gn)nEIN converge en moyenne d'ordre 1 vers f.g 

http:Nao(f).In
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Corrig{l 9.16 (i) Comme nOlls avons affaire il une intégrale d'llIW fonction 

continue, la fonction h pour x 2: 0, par h(.r) fox f(t) dt est dérivable 

sur ]0, +CXJ[ et, pour .r > 0, h'(.r) = f(.r). Alors en dérivant vraie pour 
:r: > 0, .rF(.r) h(.r), on obtient .rF'(.r) f(.r) - F(.r), Il reste maintenant à 
justifier la continuité de F en 0+. Soit f > 0 ; par continuité de f, il existe un 
réel 11 > 0, tel que, si tE [0,11[, If(t) - f(O)1 :::; E. pour x ElO, 

F(O)I f(t) - f(O) 

< - f(O)1 dt 

< 
E. 

Ainsi F est aussi continue en 0+. 

1 fox(ii)(a) Pour .r > 0, on a 1:::; - dt et, comme f est nulle en 
.r 0 

dehors de l'intervalle [0, 

1 (n
1F(.r)1:::; ;; Jo If(t)1 dt. 

Il suffit donc de prendre la constante C égale à fon If(t)1 dt. 

(b) Supposons que f 2: 0 ; on a donc F 2: O. Grâce à l'inégalité obtenue au 
(i), on a, pour t > 0, 

FP-l = P-1(t).f(t) - FP-l(t)F'(t)t. 

Donc, par intégration par parties sur l'intervalle [~, nJ 
n 

Ln dt (t).f(t) dt - Ln FP-l F'(t)t dt 
n 

r P-1(t).f(t) dt (nFP(n) _ P(~)) + P(t) dt. 
Ji \" p np p 

Or, d'après F est continue en ; donc, nous avons 

FP( 1)
l, n 0lm -- . 

n->+Oü np 

D'autre d'après nFP(n) :::; CnI- p, ce qui entraîne 

nP(n) = O. 
p 

:/.0 {'Il/Tlgl's (//','1 l'X,'/'('/,','S '211:1 

ell faisant n ..• +CX) dalls la Huit/l OH ol»1.i/'II1., Dar !t' 
t.héorôme de la COllver!!:ellce monotone, 

l P(t) dÀ( t) P-l(t).f(t) dÀ(! ) . .I10,oo! 

10
Remarquons que FP est continue sur [0, ct que, pOlir :1: '. l, 

00
CP:::; Donc, FP(t) dt est convergente le thôo),<lII W !i:2, 
xP 0 

coïncide avec ( P(t) dÀ(t) < +CXJ. Ainsi 
JIQ,col 

1
00 

dt = q ( P-I(t).f(t) dÀ(t).
JIQ,ool 

Maintenant FP-l( t).f(t) < +00 et d'après le théorème ;),2, 

cette intégrale coïncide avec 10
00 

FP-l(t).f(t) dt. Le résultat est donc démolltn'.. 

(c) Supposons dans un premier temps que f 2: 0 et donc F O. 011 n, 
d'après 

(Np(F)t = 1= P(t) dt = qlX) P-1(t)·f(t) dt, 

en appliquant l'inégalité de Hôlder, 

:::; qNp(f).Nq(FP-I) qNp(f).Np(F)pjq. 

Comme Np(F) < +CXJ, on déduit: Np(F) :::; qNp(f). 
Revenons maintenant au cas général, c'est-à-dire f de signe quelconque. Po 
sons 9 = Ifl et considérons la fonction G définie par 

G(x) = -IIo
X 

g(t) 
x 0 

si .r > 0, et G(O) = If(O) l, sinon. D'une part 9 2: 0 et Np(f) = 
d'autre part, puisque IFI :::; G, on a Np(F) :::; Np(G). Ainsi, grâce à 
démontrée dans le cas Dositif. on déduit 

Np(F) :::; Np(G) :::; qNp(J). 

Le résultat est donc démontré. 

Pour n 2: 1, considérons la fonction continue fn définie, pour x 2: 0, par 

si 0:::; x:::; n;
{ I(x) 1

si n:::;x:::;n+fn(x) :f(n) (n + ~ - x) n 
1

si x2:n+ 
n 
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coïncide avec f sur l'illtervalle n], est affine sur l'intervalle n-f] 
1 

nt 
'ft 

s'annule sur [n +-, 1 
Considérons pour n ?: l, la fonction Fn définie 

n par 
1

Fn(x) = 1 fn(t) dt, 
x Jo 

si x> 0 et fn(O), sinon. D'après (ii)(c), on a l'inégalité 

Np(Fn) :::; qNpUn). 

D'une part, puisque la fonction J est bornée en valeur absolue par une con­
stante notée M, nous avons 

n+l 
- f))P = 1 n IJ(t) IP dt:::; n 

et donc, (fn)nElN converge en moyenne d'ordre p vers f ; en particulier, 
à la remarque 9.6, 

Hm = Np(f). (63)
n->+oo 

D'autre grâce iL l'inégalité de Holder, pour x > 0, 

IF(x) f(t)1 dt 

f)Nq (l[o,xl) = Np(fn ­
x 

Ainsi la suite Fn converge simplement vers la fonction F. C'est alors que nous 
pouvons conclure : 

lXl IF(t)iP dt 

[00 lim IFn(t)IP dtJo n->+oo 

:::; liminf [00 IFn(t)]P dt (d'après le lemme de Fatou)
n->+oo Jo 

qP lim inf 
 (d'après la relation 

n-++ClO 
< qPNp(f)P (d'après la relation (63)). 

Corrigé 9.17 Posons, pour k ?: 1, Uk = 1 + ... + k : Soit main­

tenant n ?: 1 ; comme la suite (ukk:':l est strictement croissante et que 1L1 = l, 
il existe un unique entier k ?: 1 tel que 

lLk = 1 + ... + k :::; n < 1 + ... + (k + 1) = lLk+l' 

Par conséquent, il existe une paire d'entiers j) telle 

11. = (1 + ... + +j; 
k>- l', (64) 

{ 0:::; j:::; k. 

~/." l ;orngt'N <l1'H eXcrt'/('('S '2lJ:) 

La paire (k,j) d{)pcud de l'entier n dlOÎtiÎ an départ. Da.ns la suit., IHIliS 

noterons donc cette paire (k(n), i(n)) et cn pa.rticulier lions avous 

lim k(n) = +00,
n------++oo 

n:::; 1 + ... + (k(n) + 1) = < --,--,--,---,c­

et k(n) ?: .j2ii - 2. 

Considérons alors la suite de fonctions Un)n~l définie, pour n ?: l, par 


= Jki~? = 

Pour bien comprendre comment sont construite ces fonctions, il est COIlH(üllé 

au lecteur de dessiner leurs graphes pour 11. allant de 1 jusqu'à 10. 
1 .

D'une part, ; et donc, hm o la suite '1n->+oo 

converge donc en moyenne d'ordre p vers la fonction nulle. D'autre part, 
soit x E [0, et k 1; il existe un entier j compris entre 0 et k tel !JI!!' 

< < + 1 t l, ce qui s'écrit grâce à la relation (64),k+1-x- k+l e 

1. 

Il existe donc un entier k' ?: k tel que f'k,(x) 1. La suite (fn)n~l ne (wilL 

donc pas converger simplement vers la fonction nulle presque partout. 

Corrigé 9.18 D'après le théorème 9.11, il existe une sous-suite de Un),,, IN, 

notée (f</>(n) )nElN, convergeant simplement vers la fonction J sur une 
mesurable T de l'espace X dont le complémentaire est Il,- négligeable. Soit. 
maintenant x T; en faisant n -? +00 dans l'inégalité If</>(n)(x)! :::; M, (lI! 

obtient IJ(x)] M. Cela exprime que Ifl :::; M presque partout. 

Corrigé 9.19 Nous savons que (Q est de mesure nulle, donc opresq1H: 
partout et 

(ii) Montrons que la fonction 1R+ n'admet pas de représentant continu. Raisoll 

nons par l'absurde en supposant qu'il existe une fonction J continue tell(~ (11IC~ 


1R+ 1 ou en d'autre termes J = 11R+ presque partout. Il existe un enHelllhl(~ 


négligeable N tel que f = 1114 sur R \ N ; en particulier, pour tout x E R \ N, 

J(x) = O. Comme >(ŒL \ N) = +00, R_ \ N est une partie non vide de Ut 

et donc, il existe un réel négatif a tel que J(a) O. De même, on prollve: 

l'existence d'un réel positif b tel que J(b) 1. 

Considérons maintenant la partie 0 f- 1(]O, ID. Comme la fonctioll I C'HI. 


continue (et que ]0, 1[ est un ouvert de R), 0 est un ouvert de R et () <'HI. 




2\Jll f) /';SPW'('S 0' d /)' 

11011 vide, d'apr()s le thôorènw cles valeur:-; intcnnôdiaircs. Il exist.e d011e llIl 

iutr)rvalle de la forme la, ;3[ (a < ;3) inclus dans 0 et 

.\(0) ;::: .\(]a,;3[) =;3 - a> O. (65) 

D'autre part, par définition de 0, si x E 0 f(x) =l11R+(x) et donc x E N. 
Ainsi, on a l'inclusion 0 c N et 

.\(0) :::: .\(N) = o. (66) 

Les relations (65) et (66) fournissent la contradiction. 

(iii) Montrons que A = V. En effet, soit ( E V; choisissons un représentant f 
de (. Considérons alors la fonction 9 qui coïncide avec f sur R* et qui s'annule 
au point O. Il est clair que f = 9 presque partout et, par la proposition 2.15 
(ii) et (iii), 9 est mesurable; donc, ( = g E A. 

(iv) Soit ((k)kEIN une suite d'éléments de B convergeant en norme Np vers un 
élément ( de LP. Par définition de l'ensemble B, pour tout entier k, il existe 
un représentant h de (k tel que fk = °sur l'intervalle [0,1]. Alors si f est un 
représentant de ( la suite (ikhEIN converge en moyenne d'ordre p vers f. Grâce 
au théorème 9.11, il existe une sous-suite (i</>(k) hEIN et un borélien N de mesure 
nulle tels que (i</>(k)hEIN converge simplement vers f sur le complémentaire de 
N. En faisant k ~ +00 dans la relation 

f</>(k) = ° sur [0,1] n N, 

on obtient f = °sur [0,1] n N. Considérons alors la fonction 9 qui coïncide 
avec f sur R \ N et qui s'annule sur N ; f = 9 presque partout et 9 = ° 
sur [0,1]. De plus, par la proposition 2.15 (ii) et (iii) , il est clair que 9 est 
mesurable. Donc, ( = g E B et ainsi l'ensemble B est fermé. 

10 PROBLÈMES NON CORRIGÉS 

10.1 Problème 1 

On désigne par .\ la mesure de Borel induite sur [0,1]. 

Soit f une fonction mesurable définie sur [0,1], à valeurs dans R. On d(~fillil 


la fonction Hf de R dans R de la manière suivante: pour tout nombJ'() r{)('J 


a > 0, on pose : 


Hf (a ) = ( If(t) - al d.\( t). 
l[o,l] 

On justifiera brièvement que la fonction Hf est bien définie. 
On notera 

mf = inf{Hf(a): a E R} 

et 

Sf = {a ER: Hf(a) = mf}, 

où respectivement m f désigne la borne inférieure des valeurs prises par fI f PI. 

Sf représente l'ensemble des points où cette borne inférieure est atteint/). 

Partie A 
On se propose dans cette partie de se familiariser avec la fonction Hf. 

(i) Expliciter la fonction Hf dans les deux cas suivants 

• f(t) = t pour t E [0,1] ; 

• f = 1[1 ;!]. 
4' 4 

Constater sur ces deux exemples les résultats suivants: 

• Hf est continue sur R ; 

• Hf est dérivable en un point a si et seulement si .\( {f = Ct}) () 

(ii) Pour a réel non nul, quelle relation existe-t-il entre les fonctiolls Il,,, 
et Hf, puis entre les nombres maf et m f ? 

(iii) Montrer que mf ;::: O. 
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Partie B 
On se propose dans cette partie de montrer que la fonction Hf atteint sa borne 
inférieure en au moins un point (Le. Sf:f. 0). 

(i) Montrer que Hf est une fonction continue sur R. 

A l'aide de l'inégalité triangulaire 10. - bl ;:::: (pour o., b dans 
R), montrer que Hm Hf(a) = +00. 

lai""" +00 


(Hi) Conclure. 


Que peut-on dire sur la fonction f si mf 0 ? 


Partie C 

On se propose dans cette partie d'étudier la dérivabilité de la fonction Hf) 

noté plus brièvement H. 


(i) Expliquer pourquoi on ne peut pas utiliser le théorème du cours sur 
la dérivabilité sous le shme intégral. 

Soient u > °et a fixés. Montrer que 

Il(a + u) H(a) = ::;a})- ~a+ + R(u) 

avec R(u) f [2(a - f(t)) + uJ dA(t). 
J{a<f<a+u} 

lndico.tion : on utilisera la décomposition 


1] {J ::; U{a<f<a+u}u{J~a+ 


ainsi que la définition même de Il. 


(iii) Montrer que IR(u)1 <f<a+ 

d 'd' l' R(u) O' 1 d" , 'd 't t ' En e Ulre lm -- , pUlS que a envee a rOI e en a, no ee 
u ......o+ u 

existe. Donner sa valeur. 

(v) En reprenant un argument analogue aux questions précédentes, mon­
trer que la dérivée à gauche en a existe et vaut 

A({f < - À({f ~ a}). 

(vi) Conclure que Il est dérivable en a si et seulement si 


À({J a ~ ) = o. 


/U.//'ml!/(\IIH' 1 '20!i 

Partie D 

On se propose dans cette partie de caractériser l'ensemble Sf' l'OUI' 


pose: 

I={aER: À({J>a}) À({J::;a})::;O}; 

J={aER: À({J<a}) À({J~a}) 

En remarquant que les intervalles 1 et J sont définis à partir do 1'011('.­

tions monotones, montrer qu'ils sont respectivement de la forme k~l, +rxll 
et far. +00[, où al et aJ sont deux réels. 

A l'aide de la partie C, démontrer que Sf C 1 puis, à l'aide d~· 
la partie B, démontrer que al ::; aJ. 

Dans la suite de cette partie, on se propose de d{!montrer que Sf = 1 n .J. 

Conclure dans le cas où al = aJ. 

On suppose dans cette que al < aJ. 

En utilisant la définition de 1 et J. vérifier que 

À({J > al}) ::; A({f ::; ad) ; 

À({J < aJ} ) - À({f ~ 

en déduire que 

A({al < f < aJ}) = 0 et À({f ~ aJ}) ::; ad)· 

(c) Conclure que la fonction Hf est constante sur 1 n J, qw' 
Sf = In J. 

Expliciter Sf si la fonction est croissante et continue. 

Partie E 
Soit (fn)nElN une suite de fonctions intégrables sur [O,lJ convergeant ven; f 
dans .cl ([0, 1]). Soit de plus, pour tout n, an un point où la fonction 
atteint sa borne inférieure, an E Sfn (voir partie B). 

(i) Montrer que la suite (an) est bornée (on utilisera, après JustmCa1.loli , 
les inégalités Hfn(an) ::; Hfn(O) et une inégalité triangulaire) ; en dédllÎn' 
que l'on peut trouver une sous-suite (a"k)k qui converge vers un 1l()IIlIJl'l~ 
noté Ci. 

(ii) Montrer que cr E Sf' 

Si les fonctions fn E N) et f sont continues, démontrer q\l(' ln 
suite (an) est convergente de limite l'unique point de Sf' 
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10.2 Problème 2 

Soit J: lR -+ lR une fonction borélienne vérifiant l'une del:l conditions I:luivantes 

(Cl) J ;::: a ; 

(C2) JE CI(lR). 

On définit pour x E lR, 

= r J dÀ, 
i[X-l,x+l! 

où À désigne la mesure de Lebesgue sur lR. 

Donner un exemple de fonction vérifiant (Cl) mais pas (C2), et vice 
versa. 


Montrer que la fonction F est bien définie sur lR. 


Calculer F lorsque Itl, pour tout t. 


(iv) On suppose que J vérifie la condition (C2). 

(a) Montrer que F est continue sur lR. 

Montrer que F est dérivable presque partout sur lR et en donner 
sa dérivée ; que dire de J si F est une fonction constante. 


Calculer lim F(x).

Ixl ....+oo 

(v) Dans les deux cas, calculer 1 F dÀ justifiera son existence). 

10.3 Problème 3 

Soit J E Cfu([O,I], B([O, 1]), et a, (3 deux réels strictement positifs. 
Pour (u, v) E [0, +00[2, on pose; 

v) 1 
d(À À)(x, y).(1 + uxO' + vyO')f3 IJ (x) ­

(i) Pourquoi la fonction J est intégrable sur [0,1] ? 


Montrer que g(u, v) est bien définie et que 


Ig(u, < (f). 

(iii) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes: 


(Al) 3a E lR, J a presque partout sur [0,1]; 


j 

JIJ.i1 1 IO'JlCIHC 

(A2) 3(uo,vo) E [O,+CX{l, g(11.[),VO) = O. 

Dans ce cal:l, que dire alors de g(u, v) ? 


Montrer que 9 est continue sur la, +00[2. 

(v) Donner une condition nécessaire et suffisante portant I:lm f pOlir Il1j(' 

9 soit une fonction constante. 

(vi) Calculer g(l,O) lorsque J(x) x, pour x E [0,1], a 2 ct (i 

(vii) On suppose dans cette question que (3 3. Montrer que 

1 IJ(x) J(y)1 d(À (>9-v) d(À ® À)(u, y).
2 xO'yO' 

1
(a) Si a = 4:' montrer que 9 est intégrable sur [0, +00[2. 

(b) On suppose maintenant que a = 1 et que J est dérivabk (\)1 (1 

avec 1'(0) -# O. 

(a) Montrer que, pour tout a> a, 

r d(ÀQ9À)(x,y) +00 
i[O,a]2 xy 

((3) Conclure dans ce cas que 9 n'est pas intégrable sur [0, 

10.4 Problème 4 

Soit a, p ct q trois nombres réels fixés tels que 

1 1 1 
1 <p < +00, - + - = 1, a> -- (donc a > -1.) 

p q q 

Si J est une fonction de puissance p-ième intégrable sur [0,1], pour la. 1II(!:-{1II'1' 

de Borel rel:ltreinte à [0,1] notée À ( J E a([O, 1], À)), on note classiqllelllPlll 
Np(f) la norme de J dans CP : 

1 

dÀ('U)) Ï>Np(f) = (jO.11 

et on pose, pour tout x dans [0,1] : 

GJ(x) = r lx - 'uIO'J(u) dÀ(u).
i[Q,I] 

(i) En appliquant l'inégalité de Hôlder, montrer que G J(x) est bicn dt'I il! il' 
et est finie. pour tout x de [0,1] et pour toute fonction J de D'(I0, Il, ,\) 
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(ii) Dans cette question f est la fonction constante égale à 1 sur [0, 1]. 
Calculer Cf, puis la borne supérieure, notée Mw de Cf sur [0,1]. 

(iii) Expliquer pourquoi .0([0,1], À) est contenu dans .c1([0, 1], À). Si f 
est dans .cP([O, 1], À), montrer, en appliquant le théorème de Fubini que 
Cf appartient à .c1([0, 1], À) et que 

N1(Cf ) ::; M a N1(f). 

(iv) Soit f une fonction fixée dans 0([0,1], À) ; on s'intéresse à la con­
tinuité de la fonction Cf sur l'intervalle [0, 1J. 

(a) Montrer que, pour 0: ;::: 0, un théorème du cours permet de 
conclure à la continuité de Cf, mais ne le permet pas si 0: < O. 

(b) Montrer, par une intégration par parties, que si k est une fonc­
tion de classe Cl sur [0,1], alors la fonction Ck est continue sur 
[0,1]. 

(c) Soit (fn)nEIN une suite de fonctions de .c~([0, 1], À) convergeant 
en moyenne d'ordre p vers une fonction f élément de .c~([0, 1], À). 
Montrer que la suite de fonctions (CfJnEIN converge uniformément 
vers Cf sur [0, IJ ; 

(d) en déduire que Cf est continue sur [0, IJ. 

(v) On suppose 0: = 2. Pour f fixé dans .cP([O, 1], À), développer Cf. En 
déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction Cf 
soit convexe sur [0, IJ. 

(vi) On suppose 0: = 1. Pour f fixé dans 0([0,1], À), développer Cf. 
Montrer que si f est continue, Cf est de classe Cl et donner une condition 
nécessaire et suffisante pour que la fonction Cf soit convexe sur [0, 1J. 
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