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INTRODUCTION

C'est a ce coup que Fontanet eut une troisieme conception. II s'ecria :
- Composons une Histoire de France, avec tous les details, en cinquante volumes.
Cette proposition m'enchanta, et je Paccueillis avec des battements de mains et
des cris de joie...
On nous envoya coucher. Mais je restai bien un quart d'heure dans mon lit
sans dormir, tant j'etais agite par la pensee sublime d'une Histoire de France en
cinquante volumes, avec tous les details.
Nous la commengames, cette histoire. Je ne sais, ma foi, plus pourquoi nous la
commengames par le roi Teutobochus. Mais telle etait 1 'exigence de noire plan.
Notre premier chapitre nous mit en presence du roi Teutobochus, qui etait haut
de trente pieds, comme on put s'en assurer en mesurant ses ossements, retrouves
par hasard *
Des le premier pas, affronter un tel geant! Fontanet lui-meme en fut etonne.
- II faut sauter par-dessus Teutobochus, me dit-il.
Je n 'osai point.
L'Histoire de France en cinquante volumes s'arreta a Teutobochus.

(Anatole France, Le Livre de mon ami).

Cette charmante legon de methodologie s'applique fort bien ail sujet de ce livre. Au
lecteur de juger du parti que j'en ai tire. Les premiers pas de la theorie des varietes
peuvent, si 1'on veut suivre 1'exemple de Fontanet, donner lieu a des developpements
redoutables. On risque d'etre rebute par le sujet avant de s'apercevoir que les vraies
difficultes sont ailleurs.
Les varietes differentielles sont la generalisation naturelle des courbes et des surfaces.
La notion de variete apparait pour la premiere fois (sans explications!) dans la legon
inaugurale de Riemann, en 1851, et lui permet de donner une solution satisfaisante au
probleme du prolongement analytique des fonctions holomorphes.
II faut attendre un bon demi-siecle pour qu'une definition precise se degage. II s'agit
de concevoir non pas des parties d'un espace IRn, avec n grand, definies par un
certain nombre d'equations, mais d'une fagon plus abstraite des objets - a priori non
plonges dans 1'espace "ordinaire" de dimension n, - pour lesquels la notion de fonction
differentiable ait un sens.
Les raisons pour s'interesser a de "grandes" dimensions sont nombreuses. L'une des
plus evidentes vient peut-etre de la mecanique classique. L'espace des configurations
d'un systeme articule depend vite de plus de trois parametres : il en faut deja six pour
un solide.

* Le lecteur qui mettrait en doute 1'existence de Teutobochus est invite a lire
Persistance des geants, de A. Schnapper, (Annales E.S.C. 1986, n° 1).
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Le fait qu'il ne soit pas toujours souhaitable de considerer les objets etudies comrne des
parties de lRn est plus cache. Par exemple 1'ensemble des directions de 1'espace usuel
depend de deux parametres reels. C'est de fagon naturelle une variete de dimension
deux, appelee le plan projectif. II admet certes de nombreuses realisations comme sous-
espace d'un espace euclidien. Mais ces realisations ne sautent pas aux yeux, et il n'est
pas evident non plus d'en trouver une qui soit plus "naturelle" que les autres.
Et dans bien des cas, comme celui des systemes articules, ou cette realisation est
evidente, on ne 1'utilise que relativement peu.
Ces varietes "abstraites" fournissent le cadre mathematique naturel de la mecanique
classique (espace des configurations et espace des phases), mais aussi de la relativite
generale et de la theorie des particules elementaires.

J'ai voulu ecrire un texte qui, tout en restant elementaire, aborde les varietes le plus
directement possible, en s'interessant principalement a leurs proprietes topologiques.
De ce point de vue, une sphere etiree et/ou bosselee reste une sphere, et meme dans
le cadre des courbes et des surfaces, on s'interesse aux proprietes topologiques ou
differentielles, et non aux proprietes metriques (longueur, courbure, etc.).

II suffit au lecteur d'une bonne connaissance des bases du calcul differentiel, et d'un
peu de topologie dite "generale". Toutefois, quelques remarques, encadrees par le
signe ** font appel a des connaissances plus elaborees. J'ai juge utile de commencer
par un premier chapitre comprenant surtout des rappels, exposes de fagon a pouvoir
s'appliquer directement aux varietes.
Les varietes proprement dites sont ab or dees aux deuxieme et troisieme chapitres. J'ai
essaye de donner le plus vite possible des exemples et des resultats significatifs.
Une classe d'exemples - les groupes de Lie et leurs espaces homogenes - m'a paru
largement meriter un chapitre pour elle-meme. Enfin, les trois derniers chapitres sont
consacres aux formes differentielles et au parti qu'on peut en tirer pour comprendre la
topologie des varietes. Chaque chapitre depend des precedents, a une exception pres :
si les groupes de Lie (chapitre IV) interviennent dans les chapitres qui suivent, c'est
seulement a titre d'exemples et a 1'occasion d'exercices.
Chaque chapitre commence par une introduction qui donne quelques motivations, et se
termine par une section intitulee "Commentaires" ou les prolongements possibles des
sujets abordes sont brievement evoques.

Comme je 1'ai explique plus haut, j'ai pris le parti de me limiter pour 1'essentiel aux
structures differentielles. L'aspect metrique n'est aborde que tres occasionnellement, et
uniquement dans le cas des sous-varietes de 1'espace euclidien, 1'aspect symplectique
pas du tout. Je me suis un peu rattrape dans les sections de "Commentaires", et dans
la bibliographic commentee qui accompagne ce texte.
Les nombreux exercices (une centaine) sont pour la plupart faciles. Ceux qui sont
indiques par une etoile sont un peu plus delicats pour les debutants. Ceux qui portent
deux etoiles ne sont pas forcement techniques, mais plutot du style "il fallait y penser".
Beaucoup peuvent etre considered comme des complements de cours. C'est pourquoi
j'ai fait figurer de nombreuses indications sur leur solution.

Durant les quelques annees ou j'ai assure le cours de geometrie differentielle a Mont-
pellier, j'ai beneficie d'un public particulierement agreable, exigeant et attentif, ne
menageant pas les questions. Son attitude m'a vivement encourage au moment ou je
preparais les notes qui ont constitue la premiere mouture de ce livre.
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Certains exercices m'ont ete obligeamment communiques par Ngo-Van-Que et Claude
Albert; j'ai beneficie aussi des critiques constructives de Mireille Pierrot, et d'Oussama
Hijazi.
Une fois ce cours soumis a la Collection Grenoble Sciences, j'ai profite des tres
nombreuses remarques et des suggestions stimulantes des membres du comite de lecture,
portant sur le fond comme sur les details. Malgre la diversite des horizons scientifiques
et des temperaments de ces collegues, je ne me suis jamais trouve dans la situation du
meunier cher a mon homonyme.
Jean-Pierre Demailly m'a donne des conseils T^jXniques avec beaucoup de gentillesse.
Un grand merci egalement a Sylvie Bordage pour les dessins.
Last, not least, j'ai ete profondement influence par mon maitre Marcel Berger.
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CHAPITRE I

CALCUL DIFFERENTIEL

Ce chapitre est elementaire, au sens ou la plupart des concepts et des resultats etudies
sont des generalisations de concepts et de resultats de 1'algebre lineaire. On a un
veritable dictionnaire :
application differentiable - application lineaire;
diffeomorphisme local - application lineaire inversible;
sous-variete - sous-espace vectoriel, etc.
Ce qui suit consiste a expliciter ce dictionnaire, qui s'etendra, comme nous le verrons
au chapitre suivant, a un cadre bien plus general que le cadre vectoriel. II s'agit bien
sur de resultats classiques de calcul differentiel. Les resultats des derniers paragrapb.es
(sous-groupes a un parametre du groupe lineaire, theoreme de Sard) le sont un peu
moins.

A. DlFFERENTIELLES

1. DEFINITION — Une application f d'un ouvert U de W a valeurs dans IR5 est
differentiable en un point a de U s'il existe une application lineaire L de 1RP dans IRg

telle que

On dit alors que L est la differentielle de / en a, ou 1'application lineaire tangente a /
en a (les deux terminologies coexistent). La notation L • h en lieu et place de L(h) est
choisie pour insister sur la linearite. On a designe par h H-> o(h) une application d'un
ouvert de 1RP a valeurs dans IR9 telle que, pour des normes | ||i et | ||2 sur les espaces
source et but, on ait

Cette propriete ne depend pas du choix des normes utilisees pour la formuler (** il n'en
est pas de meme en dimension infinie, ou il faut parler d'applications differentiables
entre espaces normes**).

Remarque — On peut reecrire cette definition sous la forme

En fait, IRP et IR9 sont considered a la fois comme des espaces afnnes ou vivent les
points x, /(x), et des espaces vectoriels ou vivent les vecteurs x — a, f(x) — f ( a ) . Cela
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conduit a reformuler la definition en remplagant IRP et H9 par des espaces afnnes E et
F de dimensions respectives p et q; dans 1'equation (*), L designe alors une application
lineaire entre les espaces vectoriels associes a. E et F.

Exemple : les COUrbes — Considerons le cas des applications de IR dans un espace
afHne F, et designons par W 1'espace vectoriel associe. Toute application lineaire de
IR dans un espace vectoriel W est de la forme h \-> hv, ou v est un vecteur de W.
En divisant par le nombre reel /i, on voit que la differentiabilite en a equivaut alors a
1'existence d'un vecteur v e W tel que

Autrement dit, / est alors derivable en a et le vecteur v est egal a /'(a). II est d'usage de
donner aux applications de IR dans un espace affine le nom de "courbes parametrees".
Le vecteur /'(a) s'appelle alors vecteur tangent a la courbe en f ( a ) .
Nous verrons dans un instant qu'il y a des changements importants quand on passe de
IR a un espace de dimension superieure a 1, c'est-a-dire des fonctions d'une variable
aux fonctions de plusieurs variables. On a en tout cas la propriete suivante.

2. PROPOSITION — L'application L est unique.

Preuve — Soit L1 une deuxieme application lineaire satisfaisant a la meme propriete.
Fixons h e IRP, et considerons un accroissement de la forme t/i, ou t est un reel non
nul. On a

d'ou

En divisant par £, on voit que

ce qui donne L = L' si on fait tendre t vers 0 •

OJV NOTERA dfa LA DIFFERENTIELLE DE f EN a.

Remarque — Dans 1'argument precedent, on peut se contenter de prendre des t positifs.
On en deduit qu'une fonction / positivement homogene de degre I (c'est-a-dire une
application de E dans F telle que f ( t x ) = tf(x] pour tout reel positif t} differentiable
en 0 est forcement lineaire. En particulier, une norme n'est jamais differentiable a
1'origine.
L'unicite de la differentielle vient aussi de son expression explicite en fonction des
derivees partielles des fonctions coordonnees.

3. PROPOSITION — Si une application f d'un ouvert U de IRP dans IR est differentiable
en a e U, elle admet des derivees partielles du premier ordre en a, et
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Preuve — A priori, f'(a).h — XlILi u^i °u ^es r^e^s ui sont ^ determiner. En ecrivant
la propriete de differentiabilite pour un accroissement de la forme

(t a la i-ieme place),

on voit que la fonction d'une variable reelle

est differentiable, done derivable en 0, sa derivee etant Ui •
Ce resultat se generalise facilement.

4. PROPOSITION - Si une application d'un ouvert U de IRP dans IR9 est differentiable
en a 6 U, alors chacune des composantes f1 de f admet des derivees partielles en a,
et la matrice de la differentielle, rapportee aux bases canoniques des espaces source et
but, est

Preuve — En exprimant la propriete de differentiabilite composante par composante,
on voit que / est differentiable si et seulement si chaque composante /* Test. II suffit
alors d'appliquer la proposition precedente aux f1 •

5. DEFINITION — La matrice (9jfl}1<-< l< <- est la matrice jacobienne de /.

Nous convenons que les indices superieurs correspondent aux lignes, et les indices
inferieurs aux colonnes. Le determinant de la matrice jacobienne (si p = q)!, s'appelle
le jacobien de /, note J(/).
Si on remplace IRP et IR9 par des espaces vectoriels de dimensions p et q rapportes a
des bases (e*i)i<j<p et (e'i}i<i<qi la matrice de la differentielle rapportee a ces bases
s'ecrit de la meme fagon, en designant par /J la j-ieme composante de /, et djfl(a) la
derivee pour t — 0 de la fonction t H-> f l ( a + t e j ) . Si E = F, le Jacobien de / est le
determinant de Pendomorphisme dfa.
Pour ne pas alourdir 1'expose, nous nous placerons le plus souvent dans des espaces IRn

munis de leur base canonique. Mais il existe bien des situations (par exemple 7 infra)
ou cela n'a rien de naturel.

6. EXEMPLE: conditions de Cauchy-Riemann

Une application de C dans C est holomorphe si et seulement si elle est C- differentiable
(on remplace IR par C dans la definition 1). Sa differentielle en tant qu'application de
IR2 dans R2 est la multiplication par la derivee complexe f ' ( z ) , vue comme application
IR-lineaire. En ecrivant que la matrice jacobienne est de la forme

on retrouve les conditions de Cauchy-Riemann; le jacobien est
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II y a des situations ou il est preferable de calculer la differentielle sans faire appel aux
coordonnees.

7. EXEMPLES: inverse d'une matrice, determinant et trace

Nous allons calculer les differentielles
a) de 1'application A i—> A~l de Gl(n,]R) dans lui-meme (en verifiant au passage que
G7(n,]R) est ouvert dans End(TRn)};
b) de 1'application A i-> det A de End(JRn) dans IR.
a) On choisit une norme sur IRn, et on munit End(TRn) de la norme operateur associee.
Autrement dit

Si A et B sont deux endomorphismes, on a \\AB\\ < \\A\\\\B\\. Alors si | H\\ < 1, la serie

est convergente, et sa somme S verifie evidemment la relation

En particulier, / + H est inversible, et le developpement en serie de (/ + H] l donne
la majoration

Pour \\H\\ < 1/2, il vient

En utilisant le meme developpement en serie, on voit d'abord que Gl(1Rn) est ouvert
dans End(HRn) (si \\H\\ < l/\\A~1\\^ A + H est inversible), puis que la differentielle en
A est 1'application lineaire

b) Nous laissons au lecteur le soin de verifier, en utilisant la multilinearite, que si
a i , . . . , an (resp. / i i , . . . , hn) designent les vecteurs colonnes de la matrice A (resp. H),
on a

ce qui montre que la differentielle en / est 1'application H >—» —H.
Pour passer au cas general, on ecrit



I - CALCUL DIFFERENTIEL 19

Mais il existe une expression intrinseque bien plus parlante. Examinons d'abord le cas
oil A = I. Alors

ce qui montre que la differentielle en I n'est autre que 1'application

Si maintenant A est inversible, on ecrit comme dans a)

n

det(/ 4- H) — I + y~^ hfr + termes de degre > 2 par rapport aux hl
k,

k=i

H^tr(H}.

et on en deduit que la differentielle est donnee par

Pour passer au cas general, remarquons que

ou A est la matrice des cofacteurs de A. Comme det est evidemment une fonction lisse,
sa differentielle dans le cas general est done

Attention — Nous avons vu que les composantes d'une fonction differentiable le sont
automatiquement. Par centre, une fonction definie sur un ouvert de IRP qui admet des
derivees partielles, c'est-a-dire telle que les fonctions partielles

sont differentiables, n'est pas forcement differentiable si p > 1. Un contre-exemple
simple est donne par la fonction / de deux variables definie par

qui n'est pas continue a 1'origine, bien qu'ayant des derivees partielles en tout point.
On a par centre le resultat fondamental suivant.

8. THEOREMS - Soit f une application d'un ouvert U de TRP dans IR. Si f a des
derivees partielles sur U qui sont continues en a, alors f est differentiable en a.

Preuve — Supposons que p = 2 pour alleger les notations. Le cas general se traite de
la meme fagon. Posons a = (6, c). On a
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D'une part

D'autre part, d'apres le theoreme des accroissements finis applique a la fonction
ti-*f(b + h,t),

Mais, en raison de la continuite de 92/ en a,

On a la le critere pratique le plus commode de differentiabilite, qui conduit a la
definition suivante :

9. DEFINITION - Une application d'un ouvert U de IRP dans IR9 est de classe (71 si
toutes ses derivees partielles d'ordre I existent et sont continues sur U tout entier, de
classe Cp si ses derivees partielles sont de classe Cp~l, et enfin de classe C°° (on dira
aussi lissej si elle est de classe Cp pour tout entier p.

II est clair que 1'ensemble des fonctions de classe Cp est stable pour la somme et le
produit.

Remarque — La differentiabilite a un sens en un point (plus precisement, elle ne depend
que du comportement de la fonction dans un voisinage arbitraire du point considere).
Par contre, la propriete d'etre de classe Cp n'a de sens que sur un ouvert.

B. THEOREME DES FONCTIONS COMPOSEES
10. THEOREME - Soit f une application d'un ouvert U de Hm dans IRn, et g une
application d'un ouvert V de IRn dans IRP. On suppose que f differentiate en a € U,
que /(a) € V et que g est differentiate en /(a). Alors g o f est differentiate en a, et

Autrement dit, la differentiate de la composee est la composee des differentielles.

Preuve — Remarquons d'abord que / etant continue en a, f ~ l ( V ] est un voisinage de
a, et done que g o f est definie sur un ouvert U' contenant a. Si a + h 6 U', on a

Posons k = L • h + o(h}. Alors
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Remarques
a) En anglais, ce resultat porte le nom de "chain rule", a la fois concis et parlant!
b) Au niveau des matrices jacobiennes de g et /, ce resultat donne la for mule

c) L'utilisation implicite de la "chain rule" est tres frequente. Soit par exemple E
un espace vectoriel euclidien, le produit scalaire etant note {,}. Si u et v sont deux
applications d'un ouvert U de IRn dans E. la differentielle de f = (u. v) est donnee par

On peut soit le verifier directement, so it considerer / comme la composee des applica-
tions x H-> (u(x), v(x)) de U dans E x E et {,) de E x E dans IR.

11. EXEMPLE: inversions

Soit E un espace euclidien de dimension n. L'inversion de centre p et de module k est
1'application Ip^ de E \ {p} dans lui-meme definie par

Elle est evidemment lisse. Prenons p = 0, k = 1 et posons /o,i = /. La differentielle de
/ est donnee par

ou 1'on a pose

II est clair que Sa.a = —a et que Sa.h = h si h appartient a 1'hyperplan (a,h) = 0.
Done Sa est la symetrie orthogonale par rapport a cet hyperplan. C'est une isometrie,
et I'(a) est une similitude (inverse).

Soient maintenant t i—> f ( t ) et t i—> g(t) deux courbes parametrees pour lesquelles
/(O) = 0(0) — a- Les vecteurs tangents en /(a) aux courbes images par / sont,



22 INTRODUCTION AUX VARIETES DIFFERENTIELLES

d'apres le theoreme des fonctions composees, //(o)./'(0) et /'(a).g'(O). Done, d'apres
ce qui precede, leur angle (en valeur absolue) est le meme que celui de /'(O) et g'(O).
Autrement dit, / conserve les angles. On appelle conformes de telles applications. Un
theoreme du a Liouville assure que si n > 3, toute application conforme d'un ouvert
d'un espace euclidien de dimension n > 3 dans un autre est la restriction d'un produit
d'inversions (cf. par exemple [Berger], ch. 9). Pour n = 2 bien sur la situation est
differente : en utilisant le critere de Cauchy sous la forme vue en 6, on voit que
/ est conforme si et seulement si elle est holomorphe ou antiholomorphe, alors que
les produits d'inversions (appeles transformations de Mobius) sont beaucoup moins
nombreux.

Revenons aux generalites, en enongant une consequence immediate mais fondamentale
du theoreme des fonctions composees.

12. COROLLAIRE — Toute composee d'applications de classe Cp (I < p < ooj est
elle-meme de classe Cp.

13. NOTATION DIFFERENTIELLE - Elle est justifiee par le theoreme des fonctions
composees. On part de la remarque (evidente) qu'une application lineaire est diffe-
rentiable et egale a sa differentielle, et on note (pour les distinguer si on veut) dt la
differentielle de Papplication identique de 1R dans IR, et dx1 la differentielle de la i-ieme
coordonnee d'un vecteur x de 1RP. Soit maintenant / une application differentiate de
IRP dans IR. En notant hl la z-ieme composante du vecteur /i, on a

Cela nous donne la valeur de la forme lineaire dfa pour le vecteur h. Comme dxl(h] = hl,
il revient au meme de dire que

Autrement dit, la differentielle de / est une combinaison lineaire des differentielles de
coordonnees, dont les coefficients sont les derivees partielles.

Remarque — Si on ecrit simplement df, cela peut signifier :
a) soit que Ton considere la differentielle de / en un point precise par le contexte.
b) soit que 1'on considere 1'application x t—> dfx.
Le calcul differentiel est particulierement riche en ambiguites de ce type, indispensable
si on veut eviter les cuistreries.
Si maintenant g est une application differentiate de IR dans IRn, le theoreme de
fonctions composees nous dit que la differentielle de fog s'obtient en remplagant, dan
1'expression de df, les dx* par les dgl, differentielles des composantes de g. On ecri
d'abord
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puis

On en deduit que la derivee de / o g en t est egale a

13 bis. REMARQUE — Nous verrons dans la suite deux generalisations tres differentes
de la differentielle. Tout d'abord nous verrons au chapitre prochain que la notion de
fonction lisse a un sens dans le cadre plus general des fonctions entre varietes (disons
pour le moment entre courbes et surfaces); on emploiera alors plutot 1'appellation
d'application lineaire tangente en un point (cf. II. E).
Nous verrons ensuite que la differentielle des fonctions se prolonge en un operateur
lineaire defini sur les formes differentielles (cf. V. C).
C'est cette double generalisation qui explique la coexistence, dans le cas des ouverts
d'espaces vectoriels, de deux terminologies et de deux notations pour la meme notion :

differentielle de / en a, notee dfa;
application lineaire tangente a / en a, notee T a f .

C. THEOREMS D'INVERSION LOCALE

14. DEFINITION - Une application f d'un ouvert U de Hp dans un ouvert V de W
est un diffeomorphisme de classe Ck si elle admet une application reciproque de classe
Ck. On dit alors que U et V sont diffeomorphes.

Notons g 1'application reciproque. Le theoreme des fonctions composees applique a fog
et go f nous dit que si a € U, les applications lineaires dfa et dg/(a) sont inverses 1'une
de 1'autre. En particulier, necessairement p = q.

Remarque — II est encore vrai qu'un ouvert de IRP ne peut etre homeomorphe a un
ouvert de IR9 que si p = q. Ce resultat, appele theoreme d'invariance du domaine, est
nettement plus difficile, et fait appel a la topologie algebrique (pour une preuve, voir
par exemple [Godbillon 1]).

75. EXEMPLES: boules et produits d'intervalles

Nous allons montrer
a) que tous les intervalles ouverts de IR sont diffeomorphes entre eux, et diffeomorphes
alR;
b) que toute boule ouverte de IRn (pour la norme euclidienne) est diffeomorphe a Hn.
c) que dans IR2 Pinterieur d'un carre est diffeomorphe a un disque ouvert.
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a) II est clair que tous les intervalles ouverts bornes sont diffeomorphes entre eux, ainsi
que tous les intervalles de la forme ]a, +oo[ ou ] — oo, b[. On a d'autre part les diffeo-

morphismes t >—> el de ]0, +oo[ sur IR et 1i—> de ] — 1,1[ sur 1R (par exemple).
J. I/

b) En utilisant a), on volt que

est un diffeomorphisme de la boule ouverte f?(0, 1) sur IRn.
c) II suffit de remarquer (par exemple) que le carre ] — 1, l[x] — 1,1[ est diffeomorphe
a IR2 au moyen de 1'application

On a bien entendu des enonces analogues en toute dimension. Par contre, nous verrons
plus tard que Hn et IRn — {0} ne sont pas diffeomorphes.

Attention — L'exemple de t i—> t3 de IR dans IR montre qu'un homeomorphisme lisse
peut ne pas etre un diffeomorphisme. En effet sa differentielle en 0 n'est pas inversible,
puisqu'elle est nulle. Par contre :

16. PROPOSITION — Soit f un homeomorphisme Ck d'un ouvert U sur un ouvert
V de IRP. Si f est de classe Ck et si df est inversible en tout point, alors f est un
diffeomorphisme (de classe Ck) et

Enongons d'abord un lemme facile mais utile, dont la demonstration est laissee en
exercice.

17. LEMME — Si A est une application lineaire bijective entre espaces vectoriels normes
de dimension finie, il existe des const antes strictement positives m et M telles que

Preuve de la proposition - Posons g = f-1. Soit a e U et b = /(a). Montrons
d'abord que g est differentiate en b. Comme g est continue,

En appliquant / aux deux membres, on obtient

puis

Mais d'apres le lemme, A(/i) = O(h] done la relation ci-dessus donne
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Done g est differentiable en 6, et dgb = (dfg(b)) • Le fait que g est Ck si / Test vient
alors du theoreme des fonctions composees •
Un resultat beaucoup plus fort est vrai.

18. THEOREME (dit d'inversion locale) - Soit f une application Ck (k > 1) d'un
ouvert U de IRP dans 1RP, et a un point de U ou la differentielle dfa est inversible.
Alors il existe un ouvert V inclus dans U et contenant a tel que f : V —>• f ( V ) soit
un diffeomorphisme de classe Ck.

Autrement dit, si la differentielle de / en a est un isomorphisme en tant qu'application
lineaire, / est elle-meme un isomorphisme en tant qu'application Ck, pourvu qu'on ne
s'eloigne pas trop de a. Nous ne donnerons pas la preuve de ce resultat : les idees et les
techniques mises en oeuvre, ont une grande importance (methode des approximations
successives, voir par exemple [Lang] ou [Demailly]), mais ne seront pas utilisees dans
ce livre.

19. EXEMPLE: "racine carree" d'un endomorphisme proche de Pidentite

II existe dans G/(n,IR) deux ouverts U et V contenant / tels que pour toute matrice
B € V il existe une unique matrice A £ U de carre B : comme

1'argument de 7 montre que 1'application / : A i—> A2 est differentiable, la differentielle
en A etant donnee par

On voit done que / est C1, et le resultat de 1'enonce vient du theoreme d'inversion
locale applique en A = I.

20. DEFINITION — Un diffeomorphisme local (ou une application etalej est une
application de classe Ck (k > 1) d'un ouvert U de IRP dans IRP dont la differentielle
en tout point est inversible.

D'apres le theoreme d'inversion locale, il revient au meme de dire que tout point de U
est contenu dans un sous-ouvert V tel que / \y soit un diffeomorphisme sur son image.
Notons aussi qu'une application Ck (k > 1), dont la differentielle en un point est
inversible, est un diffeomorphisme local d'un voisinage de ce point sur son image.
II n'y a aucune raison pour qu'un diffeomorphisme local soit injectif; par contre, d'apres
16 tout diffeomorphisme local bijectifest un diffeomorphisme. Notons enfin qu'un dif-
feomorphisme local est une application ouverte (c'est-a-dire que 1'image de tout ouvert
est un ouvert).

Exentples
a) L'application (r, 6} H-> (r cos 0, r sin 6} est un diffeomorphisme local de ]0, oofxIR sur
IR2 - {0}-
b) Si on identifie C a IR2,1'application z i—»• z2 est un diffeomorphisme local de IR2 — {0}
sur lui-meme, et 1'application z ̂  ez un diffeomorphisme local de IR2 sur IR2 \ {0}.
II est remarquable qu'on puisse encore avoir des informations "locales" sur / en
supposant seulement que sa differentielle en un point a est injective ou surjective.
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Pour alleger les enonces, on a suppose que a = 0 et /(a) = 0, le cas general se deduit
sans peine en faisant des translations.

21. THEOREMS — Soit f une application Cl d'un ouvert U de IRP dans IR9. On suppose
que 0 6 U et que la differentielle dfo est injective. Alors il existe un ouvert V de IR9

contenant 0, un ouvert U' contenu dans U tel que f ( U ' ) C V, et un diffeomorphisme
(p deV sur son image tels que

Preuve — Solent J1, • • • , fq les composantes de /. L'hypothese signifie que la matrice
jacobienne de / est de rang p. Apres permutation des coordonnees dans 1'espace
d'arrivee si necessaire, on peut done supposer que la matrice

est inversible. On definit alors une application g de U x IR9 p dans IR9 en posant

La matrice jacobienne de g est de la forme

Elle est inversible, done il existe un ouvert W contenant 0 tel que g\w soit un diffeo-
morphisme sur son image. Le diffeomorphisme cherche est </? = g~l.

22. REMARQUE — Une consequence immediate de ce theoreme est 1'existence d'une
inverse a gauche locale pour /, c'est-a-dire d'une application d'un ouvert de IR9

contenant 0 sur un ouvert de IRP telle que /i o / = Idj&p : il suffit de prendre
fl = (y?1, • • • , (p9), autrement dit de ne garder que les q premieres coordonnees de (p.

Exemple — Si p = 1 1'image de / est une courbe, et le theoreme nous dit que tout
morceau suffisamment petit de cette courbe peut etre transforme en segment de droite
par un diffeomorphisme.
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On a bien stir un resultat dual concernant les applications dont la differentielle est
surjective. Cette fois, c'est en composant par un diffeomorphisme a la source qu'on
obtiendra une application lineaire.

23. THEOREMS — Soit f une application C1 d'un ouvert U de 1RP dans IR9. On suppose
que 0 G U et que la differentielle dfo est surjective. Alors il existe un ouvert W de IRP

contenant 0 et un diffeomorphisme ^ de W sur son image tels que ^(W} C U et

Preuve — Apres permutation cette fois des coordonnees x\ on peut supposer que la
matrice

est inversible, et on definit une application h de U dans IRP en posant

La matrice jacobienne de h en zero est de la forme

II existe done un ouvert W de IRP contenant 0 tel que h\\y soit un diffeomorphisme sur
son image, et si t/> est son inverse on verifie que

En effet, si x est de la forme h(u) = (/(w),u9+1, • • • , w7), on a ^(x) = u, done
/fy(*))=/(u) •

24. REMARQUE — De meme que precedemment, on deduit de ce theoreme 1'existence
d'une inverse a droite locale pour f , c'est-a-dire d'une application lisse /i d'un ouvert
de IR9 contenant 0 sur un ouvert de IRP contenant 0 telle que / o f i = Id^-i : il suffit
de prendre f\(xl,... ,xq] = ̂ (x1,... ,xq,Q,... ,0).

Exemple — Si q = 1, ce resultat signifie que, modulo un diffeomorphisme local de
1'espace de depart, c'est-a-dire un "changement de variables", une fonction scalaire a
differentielle non nulle est assimilable a une forme lineaire.

Remarque — Pour un enonce plus general, qui englobe les deux precedents, voir
1'exercice 10.

25. DEFINITIONS - Une immersion (de classe Ck) d'un ouvert U C Rp dans R9 est
une application (Ck) de U dans JRq dont la differentielle en tout point est injective.
Une submersion est de meme une application (Ck) de U dans IR/7 dont la differentielle
en tout point est surjective.
Avec ces notations, notons que p < q si / est une immersion, et p > q si / est une
submersion. Bien entendu, une application qui est a la fois une immersion et une
submersion est un diffeomorphisme local.
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Remarques
a) Si la differentielle en un point a est injective (resp. surjective) il existe un ouvert
contenant a pour lequel cette propriete subsiste. Pour le voir, on peut soit utiliser les
theoremes precedents, soit remarquer que cette propriete equivaut a la non-nullite d'un
determinant d'ordre p (resp. d'ordre q} extrait de la matrice jacobienne. Cette derniere
condition est bien une condition "ouverte."
** b) Les theoremes 21 et 23 conduisent naturellement aux notions d'immersion et
de submersion C° : une application continue / d ' un ouvert U de IRP dans IR9 est
une immersion C° (resp. une submersion C°] si apres composition au but (resp. a
la source) avec un homeomorphisme convenable elle devient une application lineaire
injective (resp. surjective).**

DORENAVANT, SAUF MENTION CONTRAIRE EXPRESSE, TOUTES LES
APPLICATIONS RENCONTREES SERONT SUPPOSEES LISSES.

Remarque — Le mot "lisse", a la fois bref et parlant, n'est le plus souvent employe
qu'en Geometric Algebrique. On peut se demander pourquoi les appellations "C°°" ou
"de classe C°°" connaissent encore une telle fortune, alors que les Anglo-Saxons disent
"smooth" et que la plupart des mathematiciens frangais tiennent a une terminologie
elegante. De meme, on peut regretter que la terminologie "application etale" (au lieu
de diffeomorphisme local), proposee par exemple dans [Dieudonne 1], n'ait pas tout le
succes qu'elle merite.

D. SOUS-VARIETES

Intuitivement, une sous-variete de dimension p de IRn est une reunion de petits
morceaux qui peuvent chacun etre "redresses" de fagon a former des ouverts de 1RP- On
pourra se convaincre que pour un cercle deux morceaux sont necessaires (et suffisants!).

26. DEFINITION — Une partie M C Kn est une sous-variete de dimension p de IRn

si pour tout x de M, il existe des voisinages ouverts U et V de x et 0 dans IRn

respectivement, et un diffeomorphisme

On dit alors que M est de codimension n — p dans IRn.

Notons que p est unique, autrement dit que M n'est pas une variete de dimension
pi 7^ p. La verification est laissee au lecteur, a moins qu'il n'attende de lire le chapitre
suivant, ou cette question sera elucidee dans un cadre plus general.

Remarque — On peut bien entendu dans cette definition remplacer 0 et IRP x {0} par
un point et un sous-espace affine de dimension p quelconques.
Dans la pratique, une sous-variete peut etre definie localement par des equations, ou
par des representations parametriques. Le nombre de parametres reels est egal a la
dimension, et le nombre d'equations, egal a n — p si p est la dimension, s'appelle la
codimension, comme en algebre lineaire. Ce qui suit est une mise en forme de cette
remarque.
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27. THEOREMS — Soit M une partie de IRn. Les proprietes suivantes sont equivalentes :
(i) M est une sous-variete de dimension p de IRn.
(ii) Pour tout a de M, il existe un ouvert U de Mn contenant a et une submersion
g:U-> IRn-p telle que U n M = g~l(Q)-
(iii) Pour tout a de M, il existe un ouvert U de IRn contenant a, un ouvert fi de IRP

contenant 0, et une application h : 0, —> IRn qui est a la fois une immersion dans IRn

et un homeomorphisme de fi sur U fl M.
(iv) Pour tout a de M, il existe un ouvert U de TRn contenant a, un ouvert V de
IRP contenant (a1, • • • , ap) et une application lisse G de V dans IRn~p tels que, apres
permutation eventuelle des coordonnees, U n M soit egal au graphe de G.

Preuve — Montrons d'abord que (i) implique (ii) et (iii). Soit / le diffeomorphisme
defini sur un voisinage U de a € M, dont (i) affirme 1'existence. Alors f~~l est un
diffeomorphisme de f(U) sur U. Sa restriction a IRP x {0} fi f ( U ) est une immersion
de cet ouvert de IRP dans IRn, et un homeomorphisme sur U n M, d'ou (iii).
Pour voir que (i) implique (ii), considerons les composantes (fl}i<i<n de /. Par
hypothese, leurs differentielles sont lineairement independantes en tout point de U.
Posons

On a bien une submersion de U dans IRn p telle que M n U = g (0)-
Supposons maintenant que (iii) soit verifiee. D'apres 21, on peut, quitte a remplacer fi
par un sous-ouvert, trouver un diffeomorphisme (p d'un ouvert U contenant /i(0) = a
Hans TRn t.pl niip

Alors

L'implication (ii) => (i) se montre de la meme fagon en utilisant cette fois 23.
Montrons maintenant 1'equivalence de (ii) et (iv). Le fait que (iv) implique (ii) est
elementaire : si M est localement le graphe d'une fonction G : V —> IRn~p comme dans
1'enonce, de composantes G1, • • • , Gn~p, 1'application
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est une submersion qui convient, quitte a restreindre son ouvert de definition. Inverse-
ment, une telle submersion etant donnee, on peut supposer comme dans la preuve de
23, quitte a per muter les coordonnees, que la matrice

est inversible. On applique alors le theoreme d'inversion locale a la fonction

Son inverse locale est aussi de la forme

ce qui fait apparaitre M localement comme le graphe de

28. REMARQUES
a) L'implication (ii)—> (iv) est connue sous le nom de theoreme des fonctions implicites.
b) Soit g une application lisse d'un ouvert U de IRn dans IRP, et soit un a de IRP tel
que g~1(a) ^ 0. Alors, pour que g~l(a) soit une variete, il suffit que la differentielle
de g soit surjective en tout point de g~l(a). En effet si cette propriete est vraie en un
point x, elle 1'est aussi dans un voisinage de x (par exemple, parce que la surjectivite
equivaut a la non-nullite d'un determinant d'ordre p, extrait de la matrice jacobienne).
Get argument est tres souvent utilise.

29. EXEMPLES : spheres, tores, groupes orthogonaux

a) La sphere Sn definie par

est une sous-variete de dimension n (et de classe C°°) de Hn+1. L'application / :
lRn+1 —»IR definie ci-dessus est bien une submersion en tout point de Sn, sa differen-
tielle en x etant df(x) = (2xo, ...,2xn).
b) Le tore Tn de dimension n defini par

est une sous-variete de IR n ~ Cn. Ici, on peut aussi appliquer le critere (iii) en
introduisant 1'application
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Le tore de revolution (cf. 1'exercice 13) est plus facile a voir geometriquement, mais un
peu moins simple a manipuler.

c) Le groupe orthogonal

O(n) = {A 6 Mn(IR)|f A4 = Id}

est une sous-variete de dimension n(n~l> de Mn(IR) ~ IRn . En effet, on definit

/ : Mn(lR) -> Sym(n) par /(A) = *AA - 7d,

ou Sym(n) est 1'espace vectoriel des matrices symetriques (n,n). Alors O(n) — /-1(0)
et / est une submersion en tout point de O(n). Notons d'abord que

dfA-H = *AH + *HA-

En particulier, si S est symetrique et A orthogonale, on a

ttt(^) = S.

Nous verrons en E une demonstration utilisant (iii).
d) La partie de IR definie par 1'equation

x2 + y2 — z2 = 0 (cone de revolution)

n'est pas une sous-variete. A priori, le critere (ii) ne marche pas, mais ce n'est pas une
raison! (a contrario, remarquer que la droite d'equation x — y = 0 a aussi pour equation
x3 — y3 =0). Le plus commode est de montrer que (iii) n'est pas vrai : dans le cone,
aucun voisinage connexe du sommet ne reste connexe si on enleve ce dernier.
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30. DEFINITIONS
a) Une parametrisation d'une sous-variete M de dimension p de IRn est une application
d'un ouvert fi! de IRP dans IRn qui est a la fois une immersion dans IRn, et un
homeomorphisme de i7 sur un ouvert de M.
b) Une parametrisation locale est une application de £1 dans Hn, qui induit une para-
metrisation au voisinage de tout point de fi.
D'apres 27 iii) toute sous-variete peut etre recouverte par des ouverts qui sont des
images de parametrisations.

31. EXEMPLES

a) L'application t —> (cost, sint) de IR dans IR2 est une parametrisation locale du cercle
x2 + y2 = 1. De meme, Papplication

de IR2 dans IR4 est une parametrisation locale du tore T2.
b) L'image de 1'application g de IR dans IR definie par

g(u,v] = (sin u cos v, sin u sin v, cos u)

est la sphere S"2. Mais g n'est une parametrisation locale qu'a condition d'enlever les
droites u = Ij- mod TT. Dans ce cas, on obtient une parametrisation locale de la sphere
privee des deux poles (rappelons que u et v sont les coordonnees spheriques - latitude
et longitude - sur 52). Pour montrer que 52 est une sous-variete en utilisant ce point
de vue, il faut ajouter a g d'autres parametrisations, par exemple

au voisinage des poles Nord et Sud.
II est clair qu'une seule parametrisation ne peut suffire, puisque S2 est un espac
compact, et ne peut done etre homeomorphe a un ouvert de H2. Cette obligatio
d'avoir recours a plusieurs parametrisations, pour une sous-variete aussi simple, eg
1'une des raisons qui justifient 1'introduction des varietes.

Attention — La dissymetrie entre les criteres (ii) et (iii) n'est pas fortuite. J] n'est pa
vrai que 1'image d'un ouvert de IRP par une immersion soit toujours une sous-variett
Tout d'abord bien sur parce qu'une immersion n'est pas forcement injective (point
doubles). Mais ce n'est pas vrai meme si on suppose 1'immersion injective.

32. CONTRE-EXEMPLE - L'application

est une immersion de IR2 dans IR , mais g(IR2) n'est pas une sous-variete de IR4.
** D'une part, pour tout nombre irrationnel a, 1'ensemble 7L + otTL est dense dans IR
(voir par exemple IV. D), ce qui implique que #(IR2) est dense dans le tore T2. D'autre
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part, il resulte de la definition des sous-varietes que celles-ci sont des parties localement
fermees (c'est-a-dire fermees dans leur adherence) de 1'espace ambiant.**
Nous verrons plus de details sur cette question au chapitre suivant.

33. DEFINITION — On dit qu'un vecteur v est tangent en un point a d'une partie A
de ]RP s'il existe une application differentiate c :] — e, e[—»• IRP telle que c(] — e, e[) C A,
c(0) = aet c'(0) = v.

Attention — Cette definition, contrairement a celle qui consisterait a prendre les
derivees a droite d'applications defmies sur [0, e[, est tres restrictive, comme le montre
Fexemple suivant.

Exemple — Le seul vecteur tangent a 1'origine a la courbe C image de IR par
1'application t H-> (t2,t3) est le vecteur nul : si u —> (ci(u),C2(u)) est a valeurs dans
C, alors c'^O) = 0, puisque c\(u) est toujours positif. Comme c2 = (ci)3/2, on a aussi
c2(0) = 0. Par centre, 1'application u H-» (u, w3/2) de [0,1[ dans IR2 a une image contenue
dans C et une derivee a droite non nulle a 1'origine.

En particulier, cette courbe n'est pas une sous-variete, en raison de la propriete
suivante.

34. PROPOSITION — Les vecteurs tangents en un point a une sous-variete de dimension
p de IRn forment un espace vectoriel de dimension p.

Preuve — Soit a un point de la sous-variete M, et / un diffeomorphisme defini sur un
ouvert U contenant a et tel que f(U n M) = f ( U ) D (]RP x {0}). On peut toujours
supposer que /(a) = 0. Alors, si v est tangent en a, le theoreme des fonctions composees
applique a / o c montre que df(d).v E IRP x {0}.
Inversement, si w e 1RP x {0}, en choisissant e de fagon que

on voit que la courbe t —> / 1(tw) definit un vecteur tangent a M en a, a savoir df0
 1 -w.

Autrement dit, 1'ensemble des vecteurs tangents s'identifie a 1'image par 1'application
lineaire d/Q1 du sous-espace vectoriel IRP x {0} de ]Rn •
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35. DEFINITION — L'espace tangent a une sous-variete M de IRn en un point a, note
TaM, est 1'ensemble des points m de IRn tels que le vecteur m — a soit tangent a M
en a.

D'apres ce qui precede, 1'espace tangent en a est un sous-espace affine de dimension p
de 1'espace ambiant. II devient un espace vectoriel pour le choix naturel de a comme
origine.
Des arguments analogues a ceux de la preuve de 34 permettent de decrire 1'espace
tangent d'une sous-variete donnee par une submersion ou une parametrisation. Si g est
une submersion definie sur un voisinage U de a et telle que U D M = g~1(g(a)^): alors
1'espace tangent en a est le noyau de 1'application lineaire dga : pour une courbe t i—» c(t]
definissant un vecteur tangent, on a g(c(i}} = g(a) done dga • v — 0. Ainsi, ~Kerdga est
inclus dans TaM, et ces deux espaces sont egaux car ils ont meme dimension; les n — p
composantes scalaires de g donnent par differentiation un systeme de n — p equations
lineaires a n inconnues, de rang maximum, dont les solutions sont les vecteurs tangents.
De meme, si M est definie au voisinage de a par une parametrisation (telle que g(0) = a
par exemple), 1'espace tangent en a sera 1'image de IRP par 1'application lineaire dgo.

36. EXEMPLE: surfaces de IR3

Explicitons tout cela pour les sous-varietes de dimension 2 de IR . Si une telle sous-
variete 5" (comme "surface" !) est donnee au voisinage d'un point (a, 6, c) par Pequation
/ = 0 (oil 1'on a suppose que / est une submersion), 1'equation du plan tangent en
(a, b, c] s'ecrit

Si 5 est donnee au voisinage de ce meme point par une parametrisation

avec par exemple (a, b, c} = (<?(0,0), h(0,0), fc(0,0)), ce meme plan tangent sera donne
par la representation parametrique

Pour connaitre la position d'une surface S par rapport a un plan tangent, on peut
toujours se ramener au cas ou S a pour plan tangent en 0 le plan z = 0. Elle est alors
au voisinage de 0 le graphe d'une fonction (x, y) i—> G(x, y) dont la differentielle en 0 est
nulle. Apres composition par un diffeomorphisme a la source, on peut "le plus souvent"
se ramener au cas ou G est une forme quadratique non degeneree (lemme de Morse,
cf. 1'exercice 11). Alors, au voisinage de 0, S est d'un meme cote du plan tangent en 0
si cette forme quadratique - ou, ce qui revient au meme, la forme quadratique definie
par les derivees secondes de G en 0 - est du type + + ou , et S traverse son plan
tangent si cette forme quadratique est du type ± qp (voir 1'exercice 22).
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E. APPLICATION AUX SOUS-GROUPES DU GROUPS LINEAIRE
Rappelons que, pour un corps K, on note Gl(n,K] le groupe multiplicatif des
applications lineaires inversibles de Kn dans lui-meme. Les cas qui nous interessent
ici sont K = IR ou K — C. Si Kn est muni d'une norme, rappelons qu'il lui est associe
une norme sur End(Kn}: definie par

37. DEFINITION - L'exponentielle d'un endomorphisme A € End(Kn] (K = TR ou
C) est 1'endomorphisme defini par

II est clair que cette serie converge : en raison des proprietes de la norme d'une
application lineaire,

et on a affaire a une serie normalement convergente dans un espace vectoriel norme de
dimension finie. On voit aussi que

On a de plus les proprietes suivantes :

38. LEMME
a) exp est continue.
b) Si A et B commutent,

En particulier, exp A est inversible d'inverse exp —A.
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c) Si P est inversible, exp(P~1AP) = p-^exp A)P-
d) det(expA) = eir^- _
e) exp * A = *• exp A, exp A = exp A-

Preuve
a) est immediat : d'apres 1'inegalite ci-dessus, on a affaire a une serie uniformement
convergente sur tout compact.
b) Les deux membres etant des series normalement convergentes, la demonstration est
la meme que la demonstration classique de 1'identite ez+z = ezez pour z et z' dans
C. On utilise 1'identite

qui n'est vraie que si A et B commutent.
c) est immediat d'apres a) par passage a la limite, puisque pour tout entier &,
P~1AkP= (P~lAP}k-
d) La propriete est evidente pour les matrices diagonales, elle est vraie d'apres c)
pour les matrices diagonalisables (et meme pour les matrice reelles qui sont C-
diagonalisables), qui forment une partie dense de End(Kn], done pour toutes les
matrices, en raison de la continuite de exp et det (voir 1'exercice 24 pour une autre
preuve).
e) est evident •

II est clair d'apres la definition que Pexponentielle est differentiate en 0, et que la dif-
ferentielle est 1'application identique. Pour pouvoir appliquer le theoreme d'inversion
locale, il faut verifier que exp est de classe C1. Le critere classique de continuite et de
derivabilite s'applique facilement, mais on peut dire beaucoup mieux par des moyens
moins pedestres, a condition de faire un peu d'analyse complexe.

39. THEOREMS - L'exponentielle est lisse.

Preuve — voici une esquisse. Pour toute matrice dont le spectre est contenu dans le
disque ouvert D(r) = {z,\z < r} du plan complexe, on a

En effet, appelons provisoirement f ( A ) le second membre. Si on remarque que
f(P~lAP] = P~1f(A)P, il suffit - utilisant le meme argument que dans 38.d - de
montrer que f ( D ) = exp D pour les matrices D diagonales, auquel cas on est ramene
a la formule integrale de Cauchy.
L'integrand du second membre est lisse (il est meme analytique reel) sur 1'ensemble
(ouvert!) des matrices dont le spectre est contenu dans D(r), et on conclut en
appliquant le theoreme de derivation des integrales dependant d'un parametre •

Remarque — On peut donner de ce resultat une demonstration elementaire, mais
longuette, en utilisant les theoremes habituels de derivation terme a terme des series
de fonctions.

40. COROLLAIRE — II existe un ouvert U de End(IRn) contenant 0 tel que 1'exponen-
tielle soit un diffeomorphisme de U sur son image.
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Nous aliens en deduire le result at fondamental suivant.

41. THEOREMS — Si f est un homomorphisme continu du groupe additif (IR, +) dans
G/(n,IR), il existe un unique endomorphisme A tel que

Remarque — Inversement, d'apres 38, t —> expL4 est bien un homomorphisme continu
de (IR,+) dans G/(n,IR).

Preuve — On peut supposer / non constante (sinon on prend A = 0!). Soit U une
boule ouverte de centre 0 dans End(1Rn) telle que exp, restreinte a la boule de rayon
double (que nous noterons 2C7), soit un diffeomorphisme. D'apres la continuite de /, il
existe un intervalle / contenant 0 tel que /(I) C exp £7, et done, / etant non constante,
un c € / tel que f(c) = A <E exp [7, avec A ^ I. D'apres le choix de £7, il existe B G £7,
non nul, tel que exp B = A. Alors exp B/2 = /(c/2).
En effet, toujours d'apres le choix de U, on a

Ainsi

alors que les endomorphismes IB' et B sont tous deux dans 1'ouvert 2£7, sur lequel
exp est un diffeomorphisme, et en particulier une injection. Done B' = B/2. Le meme
raisonnement prouve que pour tout entier p,

Done d'apres les proprietes algebriques de /, on a

quels que soient les entiers k et p. Mais les reels de la forme Jr sont denses dans IR,
done en utilisant a nouveau la continuite, on voit que

Un argument analogue permet de montrer que 1'exponentielle fournit des parametrisa-
tions de certains sous-groupes de Gl(n,K").

42. DEFINITIONS
a) Le groupe special lineaire, note Sl(n,K) est le sous-groupe de Gl(n,K) forme des
endomorphismes de determinant 1.
b) Le groupe orthogonal, note O(ri), est le sous-groupe de G7(n, IR) forme des endo-
morphismes tel que tAA = I.
c) Le groupe special orthogonal, note SO(n), est le sous-groupe S7(n,IR) n O(n).
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Nous avons vu que O(n) est tine sous-variete de End(TRn). De meme, il resulte
immediatement de 1'exemple 7 b) que Sl(n, 1R) est aussi une sous-variete. D'autre
part, les formules 38 b), 38 d) et 38 e) ci-dessus montrent que Pexponentielle d'un
endomorphisme de trace nulle est dans S7(n,IR), et que 1'exponentielle d'un endomor-
phisme antisymetrique est dans O(ri).

43. PROPOSITION — II exists un ouvert V contenant 0 dans 1'espace vectoriel des
endomorphismes a trace nulle (resp. dans 1'espace vectoriel des endomorphism.es
antisymetriqu.es) tel que exp \y soit une parametrisation de Sl(n, M) (resp. de O(n}).

Preuve — On choisit d'abord un ouvert U contenant 0 dans End(]Rn} tel que
exp : U H-» exp(f7) soit un diffeomorphisme, et qui soit symetrique par rapport a
1'origine (ler cas), et en plus stable par transposition (2e cas). Plagons-nous par exemple
dans le deuxieme cas. Soit B £ exp(C7) n O(n). II existe un unique A e U tel que
B = exp A. On a alors

done —A = *A d'apres le choix de U. II suffit done de prendre pour V 1'intersection de
U avec 1'espace des endomorphismes antisymetriques •

F. POINTS CRITIQUES, VALEURS CRITIQUES

Les phenomenes type "courbe de Peano" (application continue surjective de [0,1] sur
[0,1] x [0,1], voir par exemple [Dieudonne 1]) ne se produisent pas avec des fonctions
differentiates. Donnons quelques precisions. Nous designerons par u, la mesure de
Lebesgue.

44. PROPOSITION — Soit M c IRn une sous-variete 'de dimension p < n. Alors M est
de mesure nulle dans Mn.

Preuve — II suffit de montrer que tout x e M est contenu dans un ouvert U tel que
U n M soit de mesure nulle. Appliquons directement la definition des sous-varietes, et
considerons un ouvert U 3 x et un diffeomorphisme / : U —» V tel que

Le rnembre de droite etant evidemment de mesure nulle, on est ramene a la propriete
suivante.

45. LEMME - Soit U ClRn un ouvert et f : U \-> Hn une application de classe C1.
L'image par f d'un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

Preuve — Soit E un tel ensemble. II suffit de montrer que pour toute boule fermee
B C U, f(E n B) est de mesure nulle. Si
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le theoreme des accroissements finis montre que / est Jf-Lipschitzienne sur B, done
transforme tout cube de mesure 6 en ensemble de mesure inferieure a Kn8. Ainsi, si
C D E n B est une reunion de cubes verifiant p,(C] < e, on a

On peut en fait dire beaucoup mieux. Pour cela, donnons encore une definition.

46. DEFINITIONS
a) Si f est une application lisse d'un ouvert U C JRm dans IRn, un point x € U est dit
critiaue si

un point y e IRn est une valeur critique s'il exists un point critique x tel que y — f ( x ) .
b) Un point est dit regulier s'il n'est pas critique.
Si m = n, les points reguliers sont ceux ou la differentielle est inversible, autrement dit
ceux auxquels le theoreme d'inversion locale s'applique.
Si 1'espace d'arrivee est de dimension 1, un point est critique si et seulement si f ' ( x ) = 0.
En voici un exemple important.

47. PROPOSITION - Soit f une application C1 d'un ouvert U de JRm a valeurs dans
IR. Si f admet un maximum (resp. minimum) local en a, autrement dit s'il existe un
sous-ouvert V contenant a tel que

alors a est un point critique.

Preuve — Supposons le contraire. Soit alors v un vecteur tel que /'(a) • v ^ 0. Si le
reel t est suffisamment petit, f ( a + tv} — /(a) = /'(a) • tv + o(tv) est non nul et a le
meme signe que /'(a) • tv. En choisissant deux valeurs opposees d'un tel t on aboutit a
une contradiction •

48. THEOREMS (lemme de Sard-Brown) — L'ensemble des valeurs critiques d'une
application lisse d'un ouvert U C 1RTO dans IRn est de mesure nulle.

Nous ne donnerons la preuve que dans le cas, plus facile, oil m < n. II suffit alors de
supposer / de classe C1. Notons d'abord que le resultat est evident si m < n. Tous les
points sont critiques, et en appliquant 45 a 1'application fi'.Ux IRn~m —» IRn definie
par f i ( x , y ) = f ( x ) on voit que f ( U ) est de mesure nulle.
Dans le cas m — n, la preuve repose sur le lemme suivant, qui exprime qu'une fonction
de classe C1 est "uniformement differentiate" sur tout compact.

49. LEMME — Si f est de classe C1 sur U, pour tout compact convexe K C U, il existe
un reel a > 0 et une fonction A : [0, a] i—> 1R+ telle que

pour tous les points x, y E K tels que \\x — y\\ < a.
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Preuve - On a

d'ou

Le resultat est alors une consequence de la continuite uniforme de /' sur K.

Preuve du theoreme — Soit C 1'ensemble des points critiques. II suffit de montrer que
f(Cr\A) est de mesure nulle pour tout cube A. Notons d'abord que si x G C, 1'espace
vectoriel Im/'(x) est contenu dans un hyperplan de H C IRn. Soit alors r > 0, et y tel
que \\y — x\\ < r.
Alors d'apres le lemme la distance de f ( y ) a 1'hyperplan affine H' parallele a, H et
contenant f ( x ) est inferieure a A(r). D'autre part, si K = supx€B ||/'(x)||, on a \\f(y) —
f ( x ) \ \ < Kr. Ainsi, f(B(x,r)) est inclus dans un cylindre de base H'r\B(f(x),Kr) et
de hauteur 2rA(r). A plus forte raison,

Maintenant, le cube A est inclus dans au plus (ak)n cubes de cote ^, ou Ton a designe
par a le cote de A. Chaque cube qui rencontre C peut etre enferme dans une boule
£?(£, 2^P), ou x € C. Finalement, si wnrn designe le volume d'une boule de rayon r,
on trouve que

d'ou la conclusion en faisant tendre k vers 1'infini •
Pour la preuve (plus difficile) dans le cas ou m > n, voir par exemple [Hirsch].

G. COMMENTAIRES

CALCUL DIFFERENTIEL EN DIMENSION INFINIE

La notion de differentielle, ainsi que le theoreme des fonctions composees, s'etendent
mot pour mot au cas des espaces vectoriels normes, a condition d'exiger que la
differentielle L soit continue. Le theoreme d'inversion locale s'etend aussi tel que, a
condition d'avoir affaire a des espaces de Banach (il faut supposer bien sur que la
differentielle a une inverse continue). En effet la demonstration repose essentiellement
sur le theoreme du point fixe pour les applications contractantes, valable pour tous les
espaces metriques complets.
Decrivons sommairement une application relativement recente (~ 30 ans?) aux equa-
tions differentielles. On considere 1'equation
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ou / est disons une fonction de classe Cl sur IR2. Si on impose la condition initiale
x(to) = XQ, cette equation equivaut a 1'equation integrate

La demonstration traditionnelle du theoreme d'existence et d'unicite consiste alors
a montrer que dans un espace de fonctions convenable, Papplication definie par le
membre de gauche est contractante et admet done un point fixe (voir par exemple
[Avez], [Demailly] ou [Lang]).
II est possible d'utiliser directement le theoreme d'inversion locale en procedant comme
suit. Si [to — e,£o + e] est un intervalle (inconnu!) d'existence, on pose

L'equation differentielle est alors equivalente a

Soit E 1'espace de Banach des fonctions Cl sur [—1,1] et nulles en 0, norme par la borne
superieure du module de la derivee, et F = C°([— 1,1]) muni de la norme uniforme. On
definit une application </? de E x IR x IR dans F x IR x IR en posant

On verifie que (p est de classe Cl (essentiellement parce que / 1'est; il faut utiliser
judicieusement le lemme 49). Sa differentielle en (0,a:o,0) est 1'application lineaire

dont 1'inverse est evidemment

Le theoreme d'inversion locale donne alors directement 1'existence et 1'unicite locale de
la solution, qui sera egale a tp~l(Q, XQ, e) pour e > 0 assez petit. On obtient en prime la
differentiabilite par rapport a la condition initiale XQ. Bien entendu, tout cela s'etend
tel que aux equations differentielles pour les fonctions a valeurs dans IR,n, ou meme
dans un espace de Banach.
Pour plus de details sur cet argument, voir [Lang], VI.5 (bien que 1'auteur demontre
1'existence des solutions par la methode traditionnelle, et n'utilise le theoreme des
fonctions implicites que pour demontrer la differentiabilite par rapport a la condition
initiale), ainsi que [Demazure], VI.8.

MODELES LOCAUX DUPLICATIONS

Nous avons vu que toute fonction scalaire a differentielle non nulle en un point a
pent se transformer par un changement de variable local de 1'espace source en une
fonction lineaire. Forts de cette reussite, nous pouvons nous poser en toute generalite la
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question suivante : si / est line fonction lisse sur un ouvert contenant a G IRn, peut-on la
ramener par un diffeomorphisme local en a a un modele qui soit le plus simple possible ?
C'est exactement ce qui a ete fait dans le cas des applications dont la differentielle est
injective, surjective, ou plus generalement de rang constant au voisinage de a (voir
1'exercice 10).
Par exemple, si la differentielle de / d'une fonction numerique / est nulle, on peut se
demander si Ton peut transformer / en une forme quadratique ? La reponse est oui si
le developpement de Taylor a 1'ordre 2 de / est une forme quadratique non degeneree
(lemme de Morse, cf. exercice 11). Au-dela, les choses se compliquent vraiment. C'est
la theorie des singularites, developpee au depart par Whitney et toujours tres vivante
aujourd'hui, pour laquelle on pourra consulter par exemple [Demazure] (vivant, et
accessible), [Arnold 2] (70 pages tres riches), et [Golubitsky-Guillemin]. Elle etudie
aussi, bien entendu, les modeles locaux d'applications de IRP dans H9 au dela du cas
simple ou la differentielle a un rang constant au voisinage de a.

TRANSVERSALITE
Deux sous-varietes X et Y de ]Rn sont dites transverses si X n Y = 0 ou si pour tout
p e X n V, TpX -\-TpY = IRn (on ne suppose pas que la somme est directe). II est alors
facile de montrer que X n Y est aussi une sous-variete. On a tres envie de dire que si
on bouge un peu deux sous-varietes transverses, elles restent transverses.
Pour le voir, (et d'abord pour donner un sens precis a cette assertion) il est preferable
de generaliser cette definition de la fagon suivante : on considere une application lisse
/ d'un ouvert de Hm dans IRn et une sous-variete X de IRn. Alors on dit que / est
transverse a X en p e Hm si Tf(p)X + lm(Tpf] = IRn ou si f(p) <£ X, et que / est
transverse a X si cela est vrai pour tout p. Par exemple, une submersion est transverse
a tout point de 1'espace but, et 27 ii) admet une generalisation naturelle, et facile : si
/ est transverse a X, alors f ~ 1 ( X ) est une sous-variete de IRm de meme codimension
que X.
Le theoreme de transversalite de Thorn assure notamment que 1'ensemble des appli-
cations transverses a une sous-variete fermee est un ouvert dense de C°°(IRm,IRn).
Pour un enonce plus precis et plus general (il faut en particulier definir une topologie
adequate sur C°°(IRm,IRn), et il s'avere utile de pouvoir remplacer IRm et IRn par
des varietes) voir [Golubitsky-Guillemin] ou [Demazure]. Voir aussi 1'exercice 29 du
chapitre II pour une forme faible de cet enonce.

AFFAIBLISSEMENT DES HYPOTHESES DE REGULARITE
Dans ce livre nous travaillons essentiellement avec des fonctions lisses. S'affranchir
de cette hypothese n'a rien de gratuit. ** Par exemple dans la plupart des problemes
variationnels, tels que celui de 1'existence de surfaces d'aire minimale s'appuyant sur un
contour donne (surfaces minima), on commence par montrer 1'existence d'une solution
dans un cadre plus general avant de montrer que la solution trouvee est lisse (cf. par
exemple [Seminaire Palaiseau]).**
Ces questions sont abordees dans le livre monumental de H. Federer, Geometric Inte-
gration theory, Springer, 700 pages! On peut preferer consulter le texte de W. Allard
dans le seminaire cite ci-dessus, ainsi que [Morgan].
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EXERCICES

1. E et F designant deux espaces vectoriels, ecrire la differentielle d'une applica-
tion bilineaire 0 de E x E dans F.

2. Laplacien et isometries
Soit / une fonction C2 sur un ouvert de IRn a valeurs dans IR. Le Laplacien
de /, note A/, est defini par

a) On suppose que / est definie sur IRn (ou sur IRn — {0}), et ne depend que de la
distance a 1'origine, autrement dit telle qu'il existe une fonction 0 definie sur
IR+ (ou 1R+ - 0) telle que

Montrer que 0 est de classe C2 et calculer en fonction des derivees de (j).
* b) Caracteriser les applications lineaires A de IRn dans IRn telles que, pour toute

fonction C°° f , on ait

** c) Soit T une application de classe C2 de IRn dans IRn satisfaisant a la propriete
ci-dessus. Montrer que la differentielle de T est une application lineaire ortho-
gonale. Que peut-on en deduire pour T ?

3. a) Soient a,b, f des fonctions definies sur IR. On suppose a et b derivables, et
/ continue. Montrer que la fonction

est derivable et calculer sa derivee.
b) Meme question en remplagant /(£) par h(t,x), ou h est continue sur IR2 et

continument derivable par rapport a la deuxieme variable.

4. Soit / une application differentiable de IRn — {0} dans IR telle que pour tout
t > 0 on ait

f ( t x ) — t a f ( x ] (ou a est reel).

On dit alors que / est homogene de degre a. Montrer que

f ' ( x ] • x = af(x] (identite d'Euler).

* 5. Montrer que IRn \ {0} est diffeomorphe au complementaire d'une boule fermee
deIRn.

6. Montrer que 1'application / : (x, y) H-* (x, y — x2} est un diffeomorphisme local
au voisinage de 0. Dessiner la courbe 1t-» (t2,t4 +15) et sa transformee par /.
Que remarque-t-on ?

7. Dessiner 1'image par 1'application z i—»• 22 de C dans C d'une courbe fermee
simple (c'est-a-dire sans points doubles)
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a) n'entourant pas 1'origine;
b) entourant 1'origine;
c) passant par 1'origine.

* 8. Decomposition de Cartan du groupe lineaire
1Rn etant muni d'une structure euclidienne, un endomorphisme symetrique S
est dit positif si (Sx,x) > 0 pour tout x, strictement positif si (Sx,x) pour
tout x ^ 0.

a) Montrer que si S est strictement positif, alors 5" est inversible; montrer qu'un
endomorphisme symetrique est strictement positif si et seulement s'il existe un
reel k > 0 tel que

(utiliser la diagonalisation des matrices symetriques). En deduire que 1'ensem-
n(rt+l)

ble des endomorphismes strictement positifs est un ouvert de IR 2

b) Montrer que tout endomorphisme strictement positif S a une racine carree
strictement positive T unique, et que 1'application

S ^T

est un diffeomorphisme.
c) Soit M un endomorphisme inversible de IRn. Montrer qu'il existe un endo-

morphisme orthogonal A et un endomorphisme strictement positif S tels que
M = AS. Montrer que A et S sont uniques et que 1'application

M -> (A, 5)

est differentiate. Montrer que 1'on a des resultats analogues pour une decom-
position de la forme M — S'A'.
NB. Cette decomposition est aussi appelee decomposition polaire.

* 9. Pour S G Sym(n) inversible, on definit une application fs de Mn(IR) dans
Sym(n) en posant f s ( A ) = tASA. Montrer qu'il existe un ouvert U de Sym(n)
contenant 5", un ouvert V de Mn(lR) contenant /, et une application lisse g
de U dans V telle que T — tg(T)Sg(T). Quelle propriete en tire-t-on pour les
formes quadratiques qs(x) =* xSx et QT(X) =t xTx definies par les matrices S
etr?

* 10. Theorems du rang constant
II s'agit d'une generalisation de 21 et 23 qui s'enonce comme suit :
Soit Q, un ouvert de IRn et / : fi —> IRm une application differentiate de
rang r constant (ce qui veut dire que le rang de la differentielle est constant).
Alors pour tout XQ € fi, il existe d'une part un diffeomorphisme </? d'un ouvert
U 3 0 dans IR71 sur un ouvert U' 3 XQ dans O, avec </?(0) = XQ, d'autre part un
diffeomorphisme ip d'un ouvert V contenant yo = / (XQ) sur un ouvert V 3 0
dans IRm, avec ^ (T/Q) = 0, tels que 1'application -0 o / o (p ; U —> y coincide
avec la restriction a U d'une application lineaire de IRn dans IRm.

a) Montrer qu'il suffit d'examiner le cas ou XQ — 0, /(XQ) = 0, et ou /'(O) est de
la forme

(ar1,...,*")-* (x1,...,xr,0,...,0) ,
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b) Ces conditions etant satisfaites, soit g 1'application de 0 dans IRm definie par

g(xl,...,xn) = (f1(x),...,r(x),xr+l,...,xn)

ou /J designe la jeme composante de /. Montrer que g definit un diffeomor-
phisme entre deux voisinages ouverts de 0 dans IRn, et que 1'application f\
definie sur un voisinage ouvert convenable de 0 dans lRn par fi(g(x]} — f ( x )
est de la forme

ji (x ,..., x J = [x ,...,x , K {x , . . . ,x J ,..., K [x ,..., x j J

ou k est une application differentiable d'un voisinage ouvert de 0 dans IRr dans
Mm-r, verifiant k(Q) = 0 et fc'(O) = 0.

c) Sur un voisinage ouvert convenable de 0 dans IRm, on definit 1'application h a
valeurs dans IRm par

h(y\...,y
m) = (yl,...,yr,yr+l + k1(y\...,yr),ym + km-r(y

1,...,yr)).

Montrer que h definit un diffeomorphisme entre deux voisinages ouverts de
0 dans IRm, et que 1'application /2 definie au voisinage de 0 dans IRm par
h (f-2(x)) = f i ( x } est de la forme

/2(x1,...,a:n) = (x1 , . . . ,x r ,0,.. . ,0).

En deduire que pour tout yo € / (IRn), la preimage / 1 (yo) est une sous-
variete de dimension n — r de IRn.
Application : En considerant 1'application / definie par /(M) = *MM, montrer
que

0(n) = {M e GL(n,IR) | *M = M"1}

est une sous-variete de dimension n^n
2

 l> de GL(n,IR). Quelle difference y-a-t-il
avec la demonstration du cours ?

** 11. Lemme de Morse
Soit / : U >-» IR une fonction lisse sur un ouvert U de IRn. On suppose que
0 € U est un point critique non degenere. Cela signifie que dfo = 0 et que la
forme quadratique definie par la matrice

est non degeneree. Montrer qu'il existe un diffeomorphisme 0 d'un sous-ouvert
contenant 0 sur un autre tel que

ou (p, n — p) est la signature de la forme quadratique associee a S.
Indication : on montrera d'abord, en appliquant deux fois le lemme 14 du
chapitre III (lemme de Hadamard) qu'il existe une application lisse h, definie
sur un ouvert de IRn contenant 0 et a valeurs dans Sym(n), telle que

/(x) = /(O) + txh(x}x et /i(0) = S.

Puis on utilisera 1'exercice 9.
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12. Montrer que le graphe d'une application lisse de IRP dans IR9 est une sous-
variete de dimension p de lRp+g.

13. Ecrire 1'equation de la surface de IR engendree par revolution autour de 1'axe
Oy du cercle de centre (a, 0,0) et de rayon r du plan xOy. Montrer que c'est une
sous-variete si et seulement si a > r (tore de revolution). Montrer, en utilisant
une parametrisation bien choisie, que cette sous variete est homeomorphe, (et
meme diffeomorphe en utilisant les notions du chapitre suivant) a Sl x S1.

14. Montrer que le graphe de la fonction x —> \x\ n'est pas une sous-variete de IR2.

* 15. Montrer que si X est une sous-variete de IRn, 1'ensemble des couples (x,v) £
IRn x IRn tels que x € X et v est tangent a X en x est une sous-variete de
Bn x Bn.

16. On considere 1'helice circulaire, d'equation parametrique

t H-> (a cos £, a sin i, bt)

dans un repere orthonorme. Montrer que la surface engendree par 1'ensemble
des droites qui rencontrent 1'helice et rencontrent orthogonalement 1'axe Oz
(helicoide droit) est une sous-variete de IR3.

17. Montrer que

est une immersion de IR dans IR2 periodique de periode 27r. L'image de tout
intervalle de longueur inferieure a TT est une sous-variete. Par centre, /(IR) n'est
pas une sous-variete (c'est une courbe fermee en forme de 8, appelee lemniscate
de Bernoulli!).

* 18. L'intersection de la sphere unite x2 + y2 + z2 = 1 et du cylindre d'equation
x2 + y2 — x = 0 est-elle une sous-variete ?

19. Groupe pseudo-orthogonal
Soit Q la forme quadratique sur IRn definie par

Montrer que 1'ensemble des matrices A e MnIR telles que Q(Ax) = Q(x] pour
tout x est une sous-variete de dimension n(n — l)/2.

20. Soit P un polynome homogene a n + 1 variables sur IR tel que les diP n'aient
aucun zero commun autre que 0 (par exemple P(x) — Y^i=oxi)- Montrer que
1'intersection de la sphere unite et de P~l(0) est une sous-variete.
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* 21. Le tore a deux trous
Montrer que la partie de IR3 definie par 1'equation

est une sous-variete de dimension 2. Tracer les sections par les plans z = cte,
et en deduire que cette sous-variete est un "tore a deux trous".

* 22. Position d'une hypersurface par rapport a un plan tangent
On designe par (x°, -,xn) les coordonnees dans IRn+ . Soit S une sous-variete
de codimension 1, contenant 0, et ayant Phyperplan x° = 0 pour plan tangent
a 1'origine.

a) Montrer que S peut etre definie au voisinage de 0 par le graphe d'une fonction
(x1, • • • , xn] i—> /(a;1, • • • , xn] dont 0 est point critique.

b) On suppose que la forme quadratique Q definie par

est non degeneree. Montrer que si Q est definie positive (resp. definie negative)
/ admet un minimum (resp. maximum) local strict en 0.

c) On suppose maintenant que Q est de signature p, n — p, avec 0 < p < n.
Montrer, en utilisant 1'exercice 11, que tout voisinage de 0 contient a la fois
des points de S situes au-dessus et des points situes au-dessous de ToS. Montrer
qu'il existe un ouvert U contenant 0 tel que U Pi S D T(,S \ {0} soit une sous-
variete de dimension n — 1 de ToS1. Que se passe-t-il si on rajoute 0 ? (On pourra
commencer par le cas n = 2.)

23. a) Calculer exp(A + B] et (expA)(exp5) pour les matrices A — ( 1 et

b) Montrer que si exp£(A + B] — (exp£A)(exp£l?) pour tout t reel, alors A et B
commutent.

24. Justifier en details I'argument de 38 d); donner une autre preuve en calculant
la derivee en 0 de Papplication t H-> det(exp£^4).





CHAPITRE!!

NOTIONS DE BASE SUR LES VARIETES

"La notion de variete est assez difficile a definir avec precision". Ce debut du chapitre III
des "Legons sur la Geometric des espaces de Riemann" d'Elie Cartan a connu une
certaine celebrite. En fait, il est suivi par une discussion heuristique stimulante de la
notion de variete, qui se lit toujours avec plaisir. II faut signaler aussi la lec,on inaugurale
de Riemann, traduite et commentee dans [Spivak].
Dans ce chapitre, nous donnons les proprietes de base des varietes, et developpons
quelques exemples significatifs. Nous en profitons pour donner une preuve due a Milnor
du theoreme de d'Alembert, remarquable en ce que 1'appareil technique est reduit au
minimum. Ce qui en tient lieu est une utilisation adequate de la notion de variete.
Nous etendons ensuite aux varietes les notions et resultats vus au chapitre I dans le
cadre vectoriel : immersions, submersions, espace tangent, sous-varietes. Les exemples
de varietes que nous donnons au passage font apparaitre deux notions fondamentales,
dont 1'introduction dans le cadre des sous-varietes de IRn aurait ete peu commode :
celle de fibration, et celle de revetement.

A. CARTES, ATLAS

1. DEFINITION — Une variete topologique de dimension n est un espace topologique
separe Mont tout point est contenu dans un ouvert homeomorphe a un ouvert de IRn.

II revient au meme, quitte a prendre des ouverts plus petits, de supposer que M admet
un recouvrement par des ouverts homeomorphes a des boules de IRn. ** Deux varie-
tes homeomorphes ont meme dimension d'apres le theoreme d'invariance du domaine
(cf. I. 14). **

Exemples — D'apres leur definition, les sous-varietes de dimension n d'un espace
vectoriel sont des varietes topologiques de dimension n. Le graphe de la fonction x i—> \x\
(ou celui de n'importe quelle application continue de IR dans IR ) est une variete
topologique de dimension 1, puisque la premiere projection est un homeomorphisme
sur IR.
Par centre, la reunion X des droites d'equations y = x et y = — x dans IR2 n'est pas une
variete topologique. En effet, le complementaire de (0,0) dans 1'un quelconque de ses

* Le lecteur que ce point de vue generait peut toujours supposer la topologie definie
par une metrique; le prix a payer est une complication de certaines constructions (fibre
tangent, quotients)
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voisinages a au moins quatre composantes connexes, ce qui exclut 1'existence d'ouverts
de X contenant (0,0) et homeomorphes a un intervalle.

2. DEFINITIONS
a) Une carte d'une variete topologique X est la donnee d'un couple (U, <p) forme d'un
ouvert U de X (le domaine de la carte) et d'un homeomorphisme <p de U sur un ouvert
deIRn.

b) Un atlas de X est une famille (t/i, v'ijie/ (pas necessairement finie) de cartes, dont
les domaines Ui recouvrent X.

II nous arrivera parfois de ne pas mentionner le domaine. L'expression systeme de
coordonnees locales est parfois utilisee comme synonyme de carte.
Cette terminologie parle d'elle-meme : la surface de la terre est une sphere S2, que 1'on
peut considerer comme une variete de dimension 2. Les cartes sont des representations
planes, forcement partielles (un espace compact ne pouvant etre homeomorphe a un
ouvert de IRn), et un atlas est necessaire si on veut representer toute la terre.
Un point peut evidemment appartenir a plusieurs domaines de cartes. On a alors la
propriete evidente suivante :

51 deux cartes (U, </?) et (V, T/>) sont telles que U D V ^ 0, alors 1'application

est un homeomorphisme.

Dans le cas des sous-varietes d'un espace euclidien, on peut dire bien plus : 1'application
ci-dessus est un diffeomorphisme. C'est une consequence immediate de la proposition
suivante.

3. PROPOSITION - Soit M C IRn une sous-variete de dimension p, et soient (fii,pi) et
(^2,^2) deux parametrisations. Alors

est un diffeomorphisme.

Preuve — Soit m e ^i(Oi) 052(^2) (il n'y a rien a prouver si cette intersection est
vide). Par definition (cf. I. 26) il existe un ouvert U contenant m et un diffeomor-
phisme / de U dans IT tels que f(U n M) - f(U] n ({0} x Hp). Alors fo9letfog2

sont des immersions de fii et f^2 dans IRn. Si maintenant on les considere comme des
applications a valeur dans IRP, on obtient des homeomorphismes lisses a differentielle
inversible, et done des diffeomorphismes. II en est alors de meme de

Comme souvent en Mathematiques, on erige en axiome une propriete verifiee dans un
cadre suffisamment naturel.
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4. DEFINITIONS
a) Deux cartes (Ui,ipi) et (t/2,</?2) d'une variete topologique M sont compatibles
d'ordre k (I < k < ooj si U\ n C/2 — $ ou si I'application

(dite fonction de transition) est un diffeomorphisme Ck.

b) Un atlas de classe Ck d'une variete topologique M est un atlas (t^,<^t)te/ de M
dont deux cartes quelconques sont toujours compatibles d'ordre k.

Prenons par exemple line sous-variete lisse de codimension 1 de IRn, definie par une
submersion / : Mn —> IR. Elle admet un atlas lisse de cardinal au plus n (dont les
domaines sont les ouverts Ui de M ou la i-ieme derivee partielle de / ne s'annule pas).
Mais toute parametrisation lisse aura pour inverse une carte compatible avec cet atlas.
Cela conduit aux definitions suivantes.

5. DEFINITIONS
a) Un atlas de classe Ck d'une variete topologique M est dit maximal si toute carte
compatible avec les cartes de I'atlas appartient elle-meme a I'atlas (on trouvera aussi
dans la litterature les adjectifs "complet" et "sature"). Un tel atlas est aussi appele
structure differentielle de classe Ck.

b) Une variete differentielle de classe Ck est une variete topologique munie d'une
structure differentielle de classe Ck.

Tout atlas est evidemment contenu dans un unique atlas maximal, obtenu en ajoutant
toutes les cartes compatibles avec les siennes. Par exemple, d'apres 3 une sous-variete
lisse de IRn a une structure lisse naturelle. Elle est obtenue en prenant 1'atlas forme
par les inverses de toutes (!) les parametrisations.
En pratique, on definit une structure differentielle en partant d'un atlas "pas trop
gros" : ce sera celle donnee par 1'atlas maximal correspondant. On precede deja ainsi
pour les sous-varietes de IRn.
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6. EXEMPLE: la sphere

La structure differentielle de la sphere Sn peut etre definie par un atlas comportant
deux cartes.
Designons par N et 5 les poles Nord et Sud de Sn (c'est-a-dire N = (1,0, ..,0) et
S = (—1,0,. . . , 0) et posons

On obtient des homeomorphismes notes IN et is, de U\ et U-2 dans Hn, les projections
stereographiques de pole Nord et Sud, en associant a x € Ui 1'intersection avec
1'hyperplan XQ — 0 de la droite passant par x et N (i = 1) ou S (i = 2). Explicitement,

et 1'on verifie directement que

Alors is o iff l est le diffeomorphisme de IRn \ {0} sur lui-meme donne par

(inversion de pole 0 et de module !)•

Pour n = 1, il y a un atlas encore plus simple.

Le cercle S1 peut en effet etre muni d'un atlas dont les fonctions de transition
sont des translations. Partant de la parametrisation locale h : t —> (cost,sin£), on
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remarque que /i|]o,27r[ et fy]—7r,7r[ sont des homeomorphismes sur U\ = Sl \ {(1,0)}
et U-2 = Sl \ {(—1,0)} respectivement. Appelons 0i et </>2 les homeomorphismes
reciproques. Notons (ce qui rend cet exemple un peu deroutant malgre sa simplicite)
que Ui n t/2 a deux composantes connexes, que nous noterons U+ et U~ pour des
raisons evidentes. Alors

et

Voici maintenant un autre exemple de variete, qui a 1'interet de ne pas se realiser de
fagon evidente comme sous-variete de 1'espace euclidien.

7. EXEMPLE: la variete des droites affines du plan

Une droite est donnee par son equation ax 4- by + c = 0, ou (a, b) ̂  (0,0), les triplets
(a, 6, c) proportionnels donnant la meme droite. On notera [(a, 6, c}] la droite donnee
par le triplet (a,6, c). Soit U (resp. V) 1'ensemble des droites non paralleles a 1'axe
x — 0 (resp. a 1'axe y = 0). L'equation d'une droite de U (resp. V) se met sous la forme
canonique mx + y + p = 0 (resp. x + my + p — 0). On a done des bijections

de U dans IR et V dans IR respectivement. Les bijections reciproques sont donnees
par

respectivement. L'equation d'une droite qui n'est parallele a aucun axe de coordonnees
peut se mettre sous 1'une des deux formes canoniques. Le passage de 1'une a 1'autre est
donne par la bijection

On a obtenu ainsi un diffeomorphisme de (IR\ {0}) x ]R sur lui-meme. Tout serait done
termine si on savait que / et g sont des homeomorphismes. Aucune topologie n'a ete
donnee a priori sur M, mais nous invitons le lecteur a demontrer que M admet une
unique topologie pour laquelle U et V sont des ouverts et les applications / et g des
homeomorphismes. De plus, on verifie que cette topologie est separee.

Remarques
a) M est en fait le complementaire d'un point dans le plan projectif, que nous
construirons en D.
b) Dans le plan euclidien, on peut anssi representer une droite par son equation d'Euler

x cos 9 4- y sin 9 — p = 0,
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(pour une droite ne passant pas par 1'origine, p et 8 sont les coordonnees polaires de
la projection orthogonale de (0,0) sur la droite). Alors deux couples (0,p] et (O',pf)
representent la meme droite si et seulement si pour un entier k € TL on a

Ainsi, M apparait comme le quotient de 1R par une relation d'equivalence. II existe bel
et bien une notion de variete quotient, qui sera abordee en F. On voit deja en tous cas
qu'en tant qu'espace topologique M s'obtient a partir d'une bande limitee par deux
droites paralleles en identifiant ces droites au moyen d'une symetrie ponctuelle. Get
espace est la version non compacte du ruban de Mobius que nous rencontrerons en 51.

B. APPLICATIONS DIFFERENTIABLES, DIFFEOMORPHISMES

Si on cherche a definir ce qu'est une application de classe Ck entre varietes Cfc, il est
naturel d'exiger que les cartes et leurs inverses soient Ck, et aussi qu'une composee
d'applications Ck soit Ck. Cela impose la definition suivante.

8. DEFINITION — Soient M et N deux varietes Ck. Une application continue f de M
dans N est dite de classe Ck si quel que soit a e M, il existe une carte (U, </?) de M,
avec a E U, une carte (V,^) de N, avec /(a) 6 N, telle que ^application

soit de classe Ck.
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9. REMARQUES
a) Cette definition se lit sur le diagramme commutatif

55

avec une petite precaution : il faut modifier les ouverts de depart (par exemple
considerer non pas U mais Unf~1(V)) pour que les compositions d'applications soient
bien definies.
b) II est important de supposer / continue pour etre sur que ̂  o / o (p~l est definie sur
un ouvert de IRm (si dim M = m).
L'une des cartes est inutile si la variete source ou but est un ouvert d'un espace
euclidien. Un cas tres important est celui ou N = IR. Une application continue de
M dans IR sera Ck si / o ip~l 1'est pour toute carte (C7, </?). II en resulte que la somme
et le produit de deux fonctions numeriques Ck sur une variete est Ck.
c) II suffit que cette propriete soit verifiee pour des atlas Ck qui definissent les structures
differentielles de M et N.

10. EXEMPLE — Soit M une sous-variete de dimension p de Hn, et / : IRn —> N une
application de classe Ck. Alors la restriction de / a M est de classe Ck : en reprenant
la definition I. 26, on se ramene au cas evident ou M = U DIRP x {0}, pour un ouvert
[/GET.

11. EXEMPLE: prolongement "a 1'infini" des polynomes

Pour z € C, soit

ou les afc sont des constantes complexes, a0 7^ 0, et n > 0. On considere la sphere 52

comme une partie de C x IR. Designons par i^ et is les projections stereographiques
(cf. 6) de poles Nord et Sud respectivement.
On definit / : S2 -> S2 par

(Heuristiquement, C etant diffeomorphe a S2 \ {-AT}, on peut considerer 5"2 comme C
auquel on a rajoute un point a 1'infini, et / apparait alors comme le prolongement par
continuite de P).
II est facile de voir que / est continue, et on va montrer qu'elle est lisse. Sur S2 \ {N}
c'est vrai car i^ o / o ij^1 — P qui est lisse. II reste done a etudier la situation au
voisinage de AT, ce qui peut se faire avec la carte (5'2 \ {S1}, is). Au voisinage de 0 dans
C on a
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Sachant que (is ° iN
1)(z) = =, on voit que

£

Puisque n > 0 et OQ ^ 0, 1'expression obtenue est lisse au voisinage de 0, et redonne 0
pour z — 0, ou elle n'etait pas definie a priori.
Revenons a la theorie generate. Nous devons verifier la propriete suivante.

12. PROPOSITION - Toute composee d 'applications Ck est Ck.

Preuve - Soient M,N,P trois varietes, / € Ck(M,N} et g e Ck(N,P}. Pour a 6 M,
on prend des cartes ([/, <£>),( V, V;)5(^/? x) de M, AT, P, les ouverts U, V, W contenant res-
pectivement a, /(a), g(f(d}). La demonstration se lit alors sur le diagramme commutatif

Dans la deuxieme ligne, on a des applications Ck definies sur des ouverts d'espaces
vectoriels, dont la composee est X°9° f °4>~1- Mais attention : cette application n'est
definie que sur ip( U r\f~l(g~l(W] nV") J (ouf!). Cela n'a pas d'importance, 1'essentiel
etant d'avoir un ouvert contenant a.
En particulier, si / est une application Ck de IRm dans une variete M, et si N est une
sous-variete de IRm, la restriction de / a N est Ck.
Moins immediate, mais tout aussi importante est la propriete suivante.

13. PROPOSITION - Si M est une sous-variete de Mn, et si / est une application Ck

d'un ouvert U C IRm dans Hn telle que f(U) C M, alors f est Ck en tant qu'application
de U dans M.

Preuve — La propriete est evidente quand M est un sous-espace vectoriel de IRn. La
definition des sous-varietes permet de se ramener a ce cas. Soit a G C/, /(a) € M, V
un ouvert de IRn contenant /(a) pour lequel il existe un diffeomorphisme g de V sur
son image tel que

Alors f o g est une application Ck de U dans IRP, d'apres la remarque precedente, et
la restriction de g a V n M est une carte de M •
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14. EXEMPLE: le groupe orthogonal

Nous avons vu en 1.29 que O(n) est une sous-variete de End(TRn) (en fait de 1'ouvert
G/(n,]R) de End(TRn}). Les applications A \-> A*1 et (A,B] i—> AB sont evidemment
des applications Ck de G/(n,IR) dans lui-meme, et de G/(n,IR) x C?/(n,IR) dans
G/(n,IR) respectivement. D'apres 10 et 13, ces deux applications restent Ck, en tant
qu'applications de O(n) dans lui-meme, et de O(n) x O(n) dans O(n) respectivement.
Le groupe O(n) apparait ainsi comme une variete pour laquelle les applications
multiplication et inverse sont lisses. Un tel groupe s'appelle un groupe de Lie. Cette
situation sera etudiee plus systematiquement au chapitre IV.
Ce qui precede a un sens a condition de definir le produit de deux varietes.

75. DEFINITION — Si M et N sont deux varietes de classe Ck munies d'atlas (Ui,ipi)i&i
et (Vj,t/jj)j£j, la structure de variete produit sur M x N est donnee par 1'atlas

II est tres facile de verifier que les projections pr\ : M x N —> M et pr% : M x TV —> TV.
sont de classe Ck, et que pour n € N fixe (par exemple), la restriction de pr\ a M x {n}
est un diffeomorphisme sur M.

16. DEFINITION — Un diffeomorphisme de classe Ck entre deux varietes M et N est
une bijection qui est Ck, ainsi que la bijection reciproque.

17. EXEMPLE: quadriques

Dans le produit E x F de deux espaces euclidiens de dimensions p et g, la quadrique Q
d'equation \\x |2 — ||y||2 = 1, est une sous-variete de dimension p + q — 1. En tant que
variete, Q est diffeomorphe a Sp~l x R5.
La differentielle de /(x,y) = ||a:||2 — ||y||2 est donnee par

Elle est surjective en tout point de Q, qui est done une sous-variete de codimension 1
de IRP+9. D'apres 10 et 13, Papplication

est lisse. Elle admet une application reciproque, donnee par

qui est lisse pour les memes raisons. En particulier, Q est connexe si p > 1, et a deux
composantes connexes si p = I : tout cela s'applique aussi bien a

Attention — Deux structures differentielles sur un meme ensemble peuvent etre
diffeomorphes, mais distinctes, c'est-a-dire definies par des atlas maximaux differents.
Voir 1'exercice 27.
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A PARTIR DE MAINTENANT, COMME DANS LE CHAPITRE PRECEDENT,
TOUTES LES VARIETES ET LES APPLICATIONS RENCONTREES SERONT
SUPPOSEES LISSES, SAUF MENTION CONTRAIRE EXPRESSE.

De 1'utilisation des cartes dans les definitions qui precedent, on peut retenir un fil
directeur : toute definition ou propriete des ouverts de IRn qui est invariante par dif-
feomorphisme s'etend aux varietes.

18. DEFINITION - Si M et N sont deux varietes, une application f : M H-» N est un
diffeomorphisme local si tout point de M est content! dans un ouvert U tel que f\v soit
un diffeomorphisme sur son image.

A ce stade, on peut se demander s'il existe une version du theoreme d'inversion locale
adaptee aux varietes. La reponse est bien sur oui, a condition de savoir ce que c'est
qu'une differentielle. Nous verrons cela en E. Auparavant, montrons sur un exemple
que nous avons d'ores et deja les moyens de prouver des theoremes significatifs.

C. LE THEOREMS DE D'ALEMBERT

19. THEOREME — Tout polynome non constant a coefficients complexes admet au
moins un zero dans C.

Nous utiliserons au cours de la demonstration la notion suivante, qui generalise aux
varietes une notion vue en I. 46.

20. DEFINITION — Soient X et Y deux varietes de meme dimension, et f : X —> Y
une application lisse. Un point a G X est dit point regulier de / si / restreinte a un
voisinage convenable de a est un diffeomorphisme local. Un point b e Y est dit valeur
reguliere de / si son image reciproque f~1(b) est formee de points reguliers.

On convient que tout b £ f(X) est "valeur reguliere".

21. THEOREME — Soient X et Y deux varietes de meme dimension, X etant supposee
compacte. Soit f : X —> Y une application lisse et y une valeur reguliere de f , alors :
a) f ~ l ( y } est f ini.

b) II existe un voisinage ouvert V de y tel que :

\/z 6 V, card {rl(z}} = card {/^(y}} •

Preuve - Si f ~ l ( y ] = 0 il suffit de prouver b). Mais f(X) est 1'image du compact X
par une application continue : c'est une partie compacte, et done fermee de Y. II suffit
de prendre V = Y\ f ( X ) .
Si f~1(y} 7^ 0 notons d'abord que c'est un compact de X, en tant que ferme dans un
compact. Soit x G f ~ l ( y ) - Par hypothese, x est regulier pour / : il existe un ouvert Ux

contenant x tel que f\ux soit un diffeomorphisme de Ux sur f ( U x ) . En particulier, x
est le seul point de Ux tel que f(x) — y. La famille (Ux)X£f-i{y) est un recouvrement
ouvert de f ~ l ( y } . On peut en extraire un sous-recouvrement fini (UXi)1<i< ^ ce qui
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montre que / l(y} est un ensemble fini a p elements (plus brievement, on peut dire
que 1'espace topologique f ~ l ( y } est a la fois compact et discret, done fini).
Quitte a remplacer chaque ouvert UXi par un ouvert plus petit, on peut supposer les
UXi deux a deux disjoints. Posons alors

C'est une intersection finie d'ouverts contenant y.
Si z € V, alors par construction z a un antecedent et un seul dans chaque UXi, et n'a
pas d'autres antecedents, puisque V est disjoint de / (X \ \Ji<i<pUXi). Autrement dit,
card (/-1 (2)) =p •

Demonstration du theoreme de d'Alembert
Soit done P(z) = aozn + a\zn~l H ... + an un polynome non constant a coefficients
complexes. On lui associe 1'application lisse de S2 dans S2 definie et etudiee dans
1'exemple 11. Nous aliens voir que / n'a qu'un nombre fini de valeurs non regulieres.
Sur S2 \ {/V}, / a le meme nombre de valeurs non regulieres que P (on a compose a
droite et a gauche par des diffeomorphismes). Mais la differentielle de P en un point z
n'est autre que la multiplication par le nombre complexe P'(z), vue comme application
lineaire de IR2 dans IR2 (cf 1.6). Les points non reguliers de P sont ceux ou P' s'annule,
ils sont en nombre fini, et P n'a qu'un nombre fini de valeurs non regulieres. II en est
de meme de / vue comme application de S2 \ {TV} dans elle-meme, done de / comme
application S2 dans S2 (si besoin est, on rajoute le pole Nord).
Notons F 1'ensemble forme de ces valeurs. Puisque F est fini, S2 \ F est connexe.
D'apres 21, la fonction

est localement constante sur S2 \ F, done constante en raison de la connexite. Cette
constante est non nulle. Sinon, /, et a plus forte raison P n'aurait que des valeurs
singulieres, ce qui voudrait dire que P'(z] est partout nulle, done que P est constant
contrairement a 1'hypothese.
Tous les points de S2 \ F, et done tous les points de S2, sont des valeurs prises par /.
Revenant a la definition de /, on en deduit que tous les points de C sont des valeurs
prises par P •

D. LES ESPACES PROJECTIFS

Quand on pratique le dessin en perspective ou 1'optique geometrique, il est naturel
d'adjoindre au plan ou a 1'espace des directions a 1'infini. La situation modele de la
perspective conduit a proceder comme suit : on represente IRn comme le sous-espace
(affine!) {1} x Mn de IRn+1. La perspective par rapport a 1'origine est une bijection
entre {1} xIRn et 1'ensemble des droites (vectorielles) de IRn+1 qui ne sont pas contenues
dans {0} x IRn; ce sont les droites de {0} x IRn qui modelisent les points a 1'infini.
L'espace projectif formalise cette situation.
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22. DEFINITION — L'espace projectif reel de dimension n, note PnIR est 1'espace
quotient de IRn+1 \ {0} par la relation d'equivalence

x ~ y si et seulement si x et y sont colineaires.

On peut done considerer PnIR comme 1'ensemble des droites vectorielles de IRn+1. Une
autre interpretation est possible : la restriction de ~ a Sn identifie les points x et — x,
et 1'espace projectif reel est homeomorphe au quotient de Sn par cette identification.
On verifie que PnIR est separe (voir aussi 51).
Notant p : Hn+1 \ {0} —> PnIR 1'application de passage au quotient, on en deduit que
Pn]R est compact, en tant qu'image de Sn par 1'application continue p.

23. DEFINITION — Le (n + l}-uple x = (XQ, . . . ,xn) est un systeme de coordonnees
homogenes dep(x).

II sera commode de noter [x] = [(XQ, . . . , xn}} le point de coordonnees homogenes x.

Nous aliens munir PnlR d'un atlas (t/i,0i)o<i<n et done en faire une variete. Posons

et definissons les applications <£»i : Vi —> IRn par

ou le signe ~ signifie que le terme correspondant est omis. Ce sont des applications
continues et

<§>i(x] — <&i(y) si et seulement si p(x) = p(y).

D'apres les proprietes de la topologie quotient, Ui = $i(Vi) est un ouvert de PnIR, et
&i passe au quotient et donne une application bijective et continue fa de Ui dans IRn.
Explicitement,

L'application reciproque est donnee par

ce qui montre que fa est un homeomorphisme de Ui sur IRn.
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Les fonctions de transition <f)j o^i
1 sont bien des diffeomorphismes de (f>i(Ui n Uj) sur

(f)j(Ui n Uj), car pour yj ^ 0 on a

Nous avons ainsi une structure de variete lisse sur PnIR.
On definit d'une fagon analogue Vespa.ce projectif complexe PnC. II suffit dans tout ce
qui precede de remplacer IR par C, et de remarquer qu'une application de la forme

est lisse, si on la considere comme une application de IR2 x IR2 \ {0} dans IR2.

24. REMARQUE — ** II existe, comme le lecteur ayant quelques notions sur les
fonctions analytiques s'en convaincra sans peine, une notion de variete (analytique)
complexe. Une structure complexe sera definie par un atlas a valeur dans Cn tel que
les fonctions de transition soient analytiques complexes. C'est le cas de PnC. Etant
donne les proprietes tres particulieres des fonctions analytiques complexes (principe
du maximum, etc), le monde des varietes complexes est tres different et nous n'en
parlerons pratiquement pas.**

D'une fagon analogue au cas reel, on peut considerer la trace de la relation d'equivalence
sur Pensemble des vecteurs de Cn+1 de norme 1, c'est-a-dire sur la sphere

En designant toujours par p 1'application de passage au quotient, il est clair que
p(S2n+1) = PnC (ce qui montre au passage la compacite de 1'espace projectif
complexe), et que, pour 2, z' G 52n+1, on a p(z) = p(z') si et seulement si z — uz', ou
u est un complexe de module 1. Autrement dit, si on considere

1'image reciproque par p d'un point de PnC est un grand cercle de S2n+l. De plus, on
a le lemme suivant.

25. LEMME - L'ouvert p~l(Ui) de S2n+1 est diffeomorphe a S1 x E/,.

Preuve — Prenons le cas i = 0 pour alleger les notations. Un point x e UQ a un systeme
de coordonnees homogenes unique de la forme (l ,Ci> • • • 5 Cn) (le point (l,^1^)) de
Cn+1). Alors un point (z0, • • • , zn) de S2n+1 verifie p(z) — x si et seulement si

L'application (u, () ̂  z est un diffeomorphisme de S1 x Cn sur p l(U0), et le diffeo-
morphisme cherche s'obtient en composant par Id x </>o •
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Nous venons de voir un cas particulier de la situation suivante.

26. DEFINITION — Solent E,B,F trois varietes. Une application lisse p de E dans B
est une fibration (de base B, de fibre type F et d'espace total E) si pour tout x G B
il existe un ouvert U contenant x et un diffeomorphisme 0 : p~l(U) —> U x F tel que
le diagramme

soit commutatif.

On appelle espace fibre le quadruplet (E,p,B,F), et Ton s'empressera de le designer
par E s'il n'y a pas d'ambigui'te.
Ainsi,

est une fibration de fibre type Sl. Un argument analogue a celui de 25 montre de meme
que

est une fibration de fibre R*.

27. DEFINITIONS
a) La fibration triviale est celJe pour laquelle E = BxFetp = pri; on dira qu'une
fibration est trivialisable s'il existe un diffeomorphisme <f) de E sur B x F tel que
p — pr1 o(j)-. On dit aussi dans ces conditions que le fibre E est trivial, ou trivialisable,
et que (j) est une trivialisation.

b) Un isomorphisme entre deux fibres EI et E2 ayant meme base B et meme fibre type
F est un diffeomorphisme f : EI —> E^ tel que le diagramme

soit commutatif.

Par exemple, un fibre trivialisable est isomorphe au fibre trivial.
La definition 26 dit exactement que toute fibration devient trivialisable au-dessus
d'ouverts suffisamment petits de la base (dits ou verts trivialisants). II est d'usage
d'appeler "trivialite locale" cette propriete.
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28. EXEMPLE: la fibration de Hopf

Pour

on pose

Nous aliens voir que h est une fibration de 53 sur S2 de fibre S1.
II est immediat que h envoie S3 dans la sphere S2 vue comme

Si on pose N — (0,1) et S — (0, — 1) les calculs de A montrent que

II en resulte que S2 \ {N} et S2 \ {S} sont des ouverts trivialisants pour une fibration
dont la fibre type est 1'ensemble des complexes de module 1 (cf. la preuve du lemme 25).
On en deduit un diffeomorphisme explicite entre PXC et 5"2, donne par

Le diffeomorphisme reciproque s'ecrit

On montre de la meme fagon que Pl]R est diffeomorphe a S1 : si on se restreint a IR2,
on obtient 1'application

h : (u, v) -* (u2 - v2,2uv) de S1 dans S1,

qui se lit sur le dessin suivant :

On peut aussi poser z = u + iv, et remarquer que 1'application z H-> z2 de S1 dans 5"1

donne par passage au quotient un diffeomorphisme entre S1 / ± I et 5*1 (voir F).
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E. L'ESPACE VECTORIEL TANGENT

Jusqu'a present, nous avons parle d'applications lisses entre varietes mais pas de leur
differentielle! Pour definir cette derniere, il nous faut d'abord definir 1'espace tangent
en un point m a une variete M. Nous allons nous inspirer de ce qui a ete fait pour les
sous-varietes de IRn, en utilisant les courbes passant par m. Nous designerons par C^f
(ou simplement Cm s'il n'y a pas d'ambiguite) 1'ensemble des courbes lisses c : 11—» M
defmies sur un intervalle ouvert / contenant 0 et telles que c(0) = m.

29. DEFINITION - Deux courbes ci : Ii -> M et c2 : h -»• M de Cm sont tangentes en
m si ci(0) = 02(0) = m et s'il existe une carte (£7, </>), telle que m e U et

Cette condition ne depend pas du choix de la carte, puisque, si (V, ip) est une deuxieme
carte definie au voisinage de m, le theoreme des fonctions composees donne

On a done defini ainsi une relation d'equivalence sur Cm.
En s'inspirant du cas des sous-varietes de IRn, on est conduit a la definition suivante.

30. DEFINITION — Soient M une variete lisse et m € M. Un vecteur tangent a M en
m est une classe d'equivalence de la relation d'equivalence ci-dessus. L'ensemble des
vecteurs tangents en m est note TmM.

Une carte (U, 0) au voisinage de m etant donnee, on definit une application 0^ de TmM
dans IRn (si n = dim M), en posant

(le second membre est bien defini, puisqu'il ne depend que de la classe d'equivalence
de c). D'apres sa definition meme, 0^ est injective. Enfin, 9^ est surjective : un vecteur
v 6 IRn est 1'image par 0$ de la classe d'equivalence de la courbe t i—> <{)~l(tv). Ainsi,
1'application 0$ : TmM \—> IRn est une bijection.
Soit maintenant (V, -0) une autre carte telle que m 6 V, et v e IRn. Alors

On obtient une application lineaire. Cela permet de donner a TmM une structure
d'espace vectoriel sur IR : si ^,77 € TmM, A G IR, on pose

et le resultat ne depend pas de 4>.

31. DEFINITION — L'espace vectoriel tangent a m en M, note TmM, est 1'ensemble
des vecteurs tangents en m muni de la structure d'espace vectoriel definie ci-dessus.
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32. EXEMPLES
a) Si U est un ouvert d'une variete M, la construction precedente montre que TmU est
canoniquement isomorphe a TmM.
b) L'espace vectoriel tangent en a a un espace affine E s'identifie au vectorialise Ea de
E en a : a v € Ea on associe la classe d'equivalence de la courbe 11—> a + tv.
c) Si M et M' sont deux varietes, 1'espace tangent en (m, m') a M x M' est la somme
directe TmM 0 Tm/M'.

Nous sommes maintenant en mesure de definir la differentielle d'une application lisse
entre deux varietes.

33. DEFINITION — Si X et Y sont deux varietes, et f : X —> Y une application
lisse, Papplication lineaire tangente en x G X, notee Txf, est Fapplication deduite par
passage au quotient de 1'application c i—> / o c de C* dans C%ix\-
Soient (U,4>) et (V,V>) des cartes de X et Y, dont les domaines U et V contiennent
respectivement x et f ( x ) . De la differentiabilite de T/J o / o 0"1 (cf. 8) et du fait que
(ijj o / o (f>~1) o (0 o c) = if) o / o c on tire immediatement que les images de deux courbes
tangentes sont tangentes. On a de plus le diagramme commutatif

ou p — dimX et q = dimY.

Exemples
a) Si M est une sous-variete de IRn, et i : M i—>• IRn 1'inclusion canonique, Tmi est un
isomorphisme entre TmM et 1'espace tangent vu en I. 35.
b) Si (f) est une carte, TX0 est 1'isomorphisme 8$ defini en 30.
c) Si / est une application lisse de M dans M, Txf est une application lineaire de TXM
dans Ty(x)IR ~ IR; si (C/, 0) est une carte dont le domaine contient m, alors Txf o 07l

est la differentielle de / o 0-1 : 0(C7) —* 1R. On continuera a noter dfx la differentielle
d'une application a valeurs dans 1R (notons que dans ce cas certains auteurs, Bourbaki
et [Berger-Gostiaux] font la distinction entre Tx/, application lineaire de TXM dans
TTIR, et dfx, application lineaire de TXM dans IR).

34. PROPOSITION - Si f : X —> Y et g : Y -> Z sont deux applications lisses entre
varietes, alors

Preuve — Prenons des cartes (£/, 0), (V,^) et (W,x) au voisinage de x , f ( x ) , g ( f ( x ) }
respectivement. La propriete annoncee est une consequence des definitions et du
theoreme des fonctions composees ordinaire applique aux fonctions
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Ce cadre etant etabli, les developpements de I.C. concernant le theoreme d'inversion
locale et ses consequences s'etendent mot pour mot aux varietes, d'apres la remarque
faite a la fin de B.

35. THEOREME — Solent X et Y deux varietes de dimensions respectives m et n et
f : X —> Y une application lisse, et x E X.
i) Si Txf est bijective, il exists un ouvert U contenant x tel que f\u soit un diffeomor-
phisme sur f ( U ) .
ii) Si Txf est injective ou surjective, il existe des ouverts U contenant x et V contenant
f ( x ) , et des cartes ([/, 0) et (V, ?/>) tels que

si Txf est injective

si Txf est surjective.

Preuve — On exprime / a 1'aide de cartes et on applique les resultats de I.C.

II est done naturel d'etendre aux varietes les definitions vues en I.C.

36. DEFINITIONS
i) Une application f d'une variete X dans une variete Y est une immersion (resp.
une submersion) si pour tout x e X 1'application lineaire tangente est injective (resp.
surjective).

ii) Une partie M d'une variete X de dimension n est une sous-variete de dimension p
si pour tout x de M, il existe des voisinages ouverts U et V de x dans X et de 0 dans
IRn respectivement, et un diffeomorphisme

(II revient bien sur au meme de dire que pour tout x € M il existe une carte (U, <f>), ou
x € U, telle que <f)(U fl M) soit une sous-variete de ]RnJ.

in) Une application f de X dans Y est un plongement si f ( X ) est une sous-variete de
Y et si f est un diffeomorphisme de X sur f ( X ) .

iv) Si f : X —* Y est lisse, un point x € X est dit point critique si rg(Tx/) < dimY;
1'image d'un point critique est une valeur critique.

37. EXEMPLE: extrema locaux

Pour une application / : X —» IR, un point a e X est critique si et seulement si la
differentielle df est nulle en a. Le resultat de I. 47 s'etend immediatement : un a e X
ou / admet un extremum local est un point critique. On se ramene au cas de / o <j)~l,
ou $ est une carte dont le domaine contient a.
Notons aussi que dans le cas ou X est une sous-variete IRn, la notion de point critique
est equivalente a celle d'extremum lie. Supposons en effet X de codimension p et definie
au voisinage d'un point a par une submersion g = (gl,... ,gp) dans 1RP. Soit / une
fonction lisse sur IRn. Le point a sera critique pour f\x si et seulement si dfa s'annule
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sur TaX, ou encore

67

Puisque les formes lineaires dgl
a sont par hypothese independantes, cela revient a dire

qu'il existe des reels (Xi)\<i<p (appeles multiplicateurs de Lagrange) tels que

38. EXEMPLE: hypersurfaces projectives

Soit P un polynome homogene a n + 1 variables, dont les derivees partielles diP ne
s'annulent jamais simultanement si x ^ 0. La partie de PnIR formee des points dont
les coordonnees homogenes verifient P(x) = 0 est une sous-variete de Pn]R.
Supposons par exemple la premiere coordonnee homogene XQ non nulle, et utilisons les
cartes vues en 23. Alors

D'apres 1'identite d'Euler (cf. I., ex. 4),

Done, en un point de <J)Q(UQ n M), les derivees diP(l, HI, • • • , un) ne peuvent s'annuler
simultanement sans que doP(I, ui, • • • , u n ) ne s'annule aussi. •

39. PROPOSITION

i) Si / : X —> Y est une submersion, alors Vy E Y, 1'image reciproque f ~ l ( y ] est une
sous-variete de X (eventuellement vide).
ii) Si X est compacte et si f : X —> Y est une immersion injective, alors f est un
plongement de X dans Y.

Preuve — i) Soit (U, 0) une carte de X dont le domaine contient un x tel que f ( x } = y,
et (V,ijj) une carte de Y dont le domaine contient y. Alors ip o / o <j)~l est encore
une submersion, et on est ramene au cas des ouverts de lRn (cf. I. 27). Nous laissons
les details au lecteur a titre d'exercice. Pour ii), notons d'abord que, en raison de
1'hypothese de compacite, / est un homeomorphisme sur son image. Si alors (£/, 0) est
une carte au voisinage de x € X, f o <p~l est une immersion et un homeomorphisme
local, et les arguments de I. 27 s'appliquent encore •

Attention — Ce dernier resultat est faux quand X n'est pas compacte. Nous avons deja
vu un exemple de cette situation en I. 32. II est maintenant plus simple de presenter
cet exemple comme 1'immersion

t —> (cost, sint, cos V2t, sin \/2t) de ]R dans T2.
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C'est une droite de Kronecker du tore.

INTRODUCTION AUX VARIETES DIFFERENTIELLES

Un autre exemple est celui du "serpent qui se mord le ventre", realise par exemple par
la restriction a ] — oo, 1[ de 1'immersion

de 1R dans IR2.

Dans les deux cas la topologie induite sur 1'image n'est pas localement euclidienne.
Sinon, ces deux exemples n'ont pas grand chose en commun, et le second est passable-
ment artificiel. Cela justifie la definition suivante.

40. DEFINITION — Une immersion i d 'une variete X dans une variete Y est dite stricte
si pour toute variete Z et toute application lisse f : Z —> Y telle que f ( Z ) c i(X),
1'application i~1 o / est L'sse.

La droite de Kronecker est donnee par une immersion stricte, alors que pour le serpent
i~1 ° f peut ne pas etre continue.
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Remarque — Quand on a line immersion (resp. une immersion stricte) de X dans Y, on
dit aussi que X est une sous-variete immergee (resp. strictement immergee) de Y. Nous
n'utiliserons pas cette notion qui est importante surtout en theorie des feuilletages.
Nous invitons le lecteur a trouver dans le langage courant des exemples analogues de
noms et d'adjectifs ou le couple nom 4- adjectif a un sens tres different de celui du nom
seul (justice, democratic, . . . ) .

F. REVETEMENTS

Commengons par quelques rappels sur la topologie quotient. Si X est un espace
topologique et K une relation d'equivalence sur X, il existe sur le quotient XfR. une
structure topologique naturelle. Par definition, une partie U de XfR, sera ouverte
si et seulement si son image reciproque par 1'application de passage au quotient
p : X i—» X/7£ est ouverte dans X. Cette definition est faite pour assurer la propriete
suivante : une application / de X/7^, dans un espace topologique Z est continue si et
seulement si / o p : X —» Z est continue. Autrement dit, les applications continues
de source XfR sont les applications continues de source X qui sont constantes sur les
classes d'equivalence.
Si maintenant X est une variete, il n'y a aucune raison pour que XfR,, munie de
la topologie quotient, soit encore une variete : les contraintes topologiques sont trop
fortes. De plus si on veut que les applications lisses de source X qui passent au quotient
soient encore lisses, il est naturel d'exiger que si g = f o p est une telle application, la
differentielle de g determine celle de /. Comme Txg = Tp^f o Txp, ce sera bien le cas
si p est une submersion (auquel cas les classes d'equivalences seront des sous-varietes
fermees).
N'allons pas plus loin, et notons simplement que la notion de variete quotient n'a rien
d'immediat (le lecteur curieux pourra consulter [Dieudonne 1]). Nous ne la traiterons
que partiellement, en commengant par un cas particulier important, celui du quotient
d'une variete par un groupe discret. Meme dans ce cas, des considerations topologiques
prealables sont indispensables.

41. DEFINITIONS
a) Une action (ou operation) a gauche d'un groupe F sur un ensemble X est une
application

telle que

quels que soient x € X, 71,72 £ F.

b) Une action continue d'un groupe F sur un espace topologique X est une action telle
que pour tout 7 1'application x H-+ 7 • x soit continue.

c) Une action lisse d'un groupe F sur une variete X est une action telle que pour tout
7 1'application x H—> 7 • x soit lisse.
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Remarques
i) La definition a) revient a se donner un homomorphisme de T dans le groupe des
bijections de X.
ii) II resulte des definitions que pour 7 fixe, 1'application x (-»• 7 • x est un homeomor-
phisme dans le cas b), et un diffeomorphisme dans le cas c).
iii) On peut reformuler b) (resp. c) en disant que 1'application (7, x) i—> 7 • x est une
application continue, de F x X dans X, T etant muni de la topologie discrete. Cela
permet de faire le lien avec les actions de groupes topologiques et de groupes de Lie,
que nous verrons au chapitre IV.
Pour eviter les banalites, nous aurons besoin de la definition suivante.

42. DEFINITION — Une action de groupe est effective si pour 7 ^ e Vapplication
x ̂  7 • x est differente de 1'identite, autrement dit si rhomomorphisme 7 H-> (x \—> 7 • x)
de F dans le groupe des bijections de X est injectif.

Dans ce cas, on notera encore 7 1'application x i—» 7 • x.

Exemple — L'action de TL sur IR definie par (n,x) H-> ( — l ) n x n'est pas effective, mais
1'action analogue du groupe {±1} 1'est. C'est un exemple d'une situation generale,
decrite dans 1'exercice 18, qui justifie que 1'on ne considere que des actions effectives.

43. DEFINITION — Si E est un espace topologique sur lequel agit un groupe F, ]e
quotient de E par F, note E/T, est 1 'espace des orbites de F, autrement dit le quotient
de E par la relation d'equivalence

muni de la topologie quotient.

On designe comme toujours par p 1'application de passage au quotient. Rappelons que
1'orbite d'un point x de E est sa classe d'equivalence, c'est-a-dire la partie {j-x}, 7 e F
de X. On la notera F • x.

Nous avons en vue le cas ou E est une variete, et cherchons des conditions suffisantes
sur Faction de F pour que E/T soit une variete. Dans un premier temps, on va s'assurer
que E/T est localement compact. Le point essentiel est la separation.

44. DEFINITION — Un groupe discret F opere proprement sur un espace localement
compact X si quels que soient les compacts K et L de X, 1'ensemble

est fini (signalons la terminologie synonyme d'action discontinue/

Exemples
a) Tout groupe fini opere proprement.
b) L'action de 2Z sur IR donnee par

est propre, mais celle donnee par



II - NOTIONS DE BASE SUR LES VARIETES 71

(n,x) ^Tx

ne Test pas.
c) Le groupe 7Ln opere proprement sur Hn par translations : il suffit de remarquer que
tout compact de IRn est inclus dans un cube {(x\, • • • , xn), \Xi\ < A}. Par centre, si a
est un nornbre irrationnel, Faction de 7L sur IR donnee par

(m, n, x] —> x + am + n

n'est pas propre. Elle est meme tellement epouvantable que penser au sens courant du
mot "propre" n'est pas contraire a ce qu'on appelle 1'intuition (on verifiera par exemple
que 1'espace des orbites est muni de la topologie grossiere).
Pour d'autres exemples et contre-exemples, voir 1'exercice 19.

45. THEOREMS
i) Pour qu'une application f de E/T dans un espa.ce topologique X soit continue, il
faut et suffit que / o p le soit.
ii) L'image par p d'un ouvert de E est un ouvert de E/T.
Hi) Si E est localement compact et si F est un groupe discret operant proprement, alors
E/T est localement compact.

Preuve — Rappelons que par definition de la topologie quotient, une partie V de E/T
est ouverte si et seulement si p~l(V) Test, i) est alors immediat.
Pour ii), il suffit de remarquer que

est ouvert des que U est ouvert, les 7 donnant des homeomorphismes de E.
Passons a iii). Pour prouver que E/T est separe, ce qui est le point essentiel, il suffit de
voir que si y ^ T • x, il existe des voisinages V et W de x et y respectivement tels que

quels que soient 7,7' e F, ou encore

quel que soit 7 E F. D'abord, E etant localement compact, x et y admettent des
voisinages compacts disjoints K et L. L'action de F etant propre, j ( L ) ne rencontre K
que pour un nombre fini de 7, soient

7 l , - - - , 7 n -

Mais x 7^ ji(y) quel que soit i, done par continuite x et y sont contenus dans des
voisinages compacts Ai et Bi tels que
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II suffit maintenant de prendre

La locale compacite resulte immediatement de ii) •
Passons aux varietes. On a, avec 1'action x i—> ±x de 2Z/2ZZ sur H, un exemple fort
simple d'action propre telle que le quotient ne soit pas une variete. On peut remarquer
aussi que si un element 7 autre que 1'identite a un point fixe, p risque fort de ne pas
etre une submersion : si 7 (a) = a et si par exemple Taj — Ia est inversible, de 1'egalite
Tap o Ta7 = Tap, deduite par differentiation en a de p o 7 = p, on tire Tap = 0!

46. DEFINITION — Une action d'un groupe F sur un ensemble E est dite libre si

L'application de passage au quotient pour une action propre et libre d'un groupe discret
sur un espace localement compact a des proprietes remarquables qui meritent d'etre
degagees pour elles-memes.

47. DEFINITION — Une application continue p : X —> B est un revetement, de base
B et d'espace total X, si tout b 6 B est contenu dans un ouvert U tel que p~l(U]
soit une reunion (finie ou non) d'ouverts (Va) deux a deux disjoints de X, tels que la
restriction de p a chaque Va soit un homeomorphisme sur U.

Si X et B sont des varietes et p une application lisse, en remplagant dans ce qui precede
homeomorphisme par diffeomorphisme, on obtient une notion de revetement lisse.

Remarques
a) Un revetement est en fait une fibration ou les fibres sont munies de la topologie
discrete (comparer a II. 26.)
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b) Si X est une variete, ou plus generalement si X et B sont localement connexes
(cf. G), il revient au meme de supposer que tout b £ B est contenu dans un ouvert
connexe, tel que la restriction de p a chaque composante connexe de p~l(U] soit un
diffeomorphisme (ou un homeomorphisme).

48. EXEMPLES
a) Si I est un ensemble quelconque muni de la topologie discrete, la projection de I x B
sur B est un revetement : pour chaque i G /, {i} x B est une partie ouverte et fermee
de 1'espace total, qui est homeomorphe a la base. Pour eviter cette situation, nous
supposerons que 1'espace total est connexe.
b) Prenons X = H, B = Sl, et

p(t) = (cost, sin t).

Soit T e]0,7r]. Pour chaque to, considerons 1'ouvert

Alors

Le choix d'un de ces intervalles 7n, et done d'un homeomorphisme entre U et /n,
correspond a ce qu'on appelle d'habitude une "determination continue" de 1'angle (ou
de 1'argument, si on ecrit p(t) = expit).

c) On prend X = B — C*, ou X = B — 51, et dans les deux cas

p(z) = zk.

Ici, le meme argument qu'en b) montre que tout b £ B est contenu dans un ouvert U
tel que p~l(U) se compose de k ou verts homeomorphes a U.
d) Si / : X —•* Y est une application lisse entre deux varietes de meme dimension, et si
X est compacte, / est un revetement de 1'ensemble des points reguliers sur 1'ensemble
des valeurs regulieres. C'est le contenu de 1'enonce 21.
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Dans le cas b), p passe au quotient en un homeomorphisme (et meme un diffeomor-
phisme, comme on le verra dans un instant) de IR/27rZZ sur Sl. Dans le cas c), deux
points ont meme image par p si et seulement si ils sont transformed 1'un de 1'autre
par une rotation de centre 0 et d'angle 2rir/k. Ces rotations definissent une action du
groupe 2Zfc = TL/kTL, et on en deduit que Sl JTL^ est homeomorphe a 51 (comparer a
11.28). II s'agit la d'exemples de la situation decrite par le theoreme suivant.

49. THEOREMS
a) Si un groupe discret F agit proprement et librement sur un espace localement
compact X, 1'application

est un revetement.

b) Si de plus X est une variete sur laquelle F opere differentiablement, il existe sur
X/T une unique structure de variete pour laquelle p est un revetement lisse.

Preuve — On s'appuie essentiellement sur le lemme suivant.

Letntne — Sous les memes hypotheses, tout x 6 X est contenu dans un ouvert V dont
les transformes 7(V) sont deux a deux disjoints.

Preuve — Soit W un voisinage compact de x. D'apres 1'hypothese de proprete, W
ne peut rencontrer qu'un nombre fini de ses transformes par les elements de F, disons
7i(W)? 72(W)v7p(W)- Pour chaque i entre 1 etp, on peut trouver des ouverts disjoints
W( contenant x et W"i contenant %(x}. II suffit alors de prendre

Alors par construction V ne rencontre pas les 7t(V), et puisque V C W, V ne rencontre
pas non plus les autres 7(V) •

Preuve du theoreme - Si on pose U = p(V), on voit que

La restriction de p a chaque 7(V) est par construction une bijection sur U. Elle est
continue et ouverte, c'est done un homeomorphisme, ce qui montre la premiere partie.
Si, dans le cas ou X est une variete lisse, on veut que p soit un revetement lisse, la
structure de variete sur 1'espace quotient est imposee. Soient en effet y 6 -X"/F, et U
contenant y tel que p~l(U) soit reunion d'ouverts disjoints diffeomorphes a U. D'apres
a), si V est 1'un d'entre eux, les autres sont de la forme 7(V), ou 7 parcourt F. Quitte
a remplacer V par un ouvert plus petit contenant le point x de V d'image y, on peut
toujours supposer que V (et done j(V) pour tout 7) est diffeomorphe a un ouvert de
]Rn. Alors, si

est une carte, il doit en etre de meme de
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La condition de compatibilite est bien satisfaite. Pour le meme [/, la fonction de
transition est

qui est une expression locale du diffeomorphisme 7 1 o y. Pour deux ouverts U et U'
differents et se rencontrant, on precede de meme, apres avoir remarque qu'il existe un
70 tel que

50. COROLLAIRE — Sous les hypotheses b) ci-dessus, pour qu'une application f de
X/T dans une variete Y soit lisse, il faut et sufRt que f op le soit.

Preuve — II suffit d'utiliser le fait que p est un diffeomorphisme local •

57. EXEMPLES: les projectifs reels et les tores

a) Le groupe a deux elements opere proprement et librement sur Sn par x i—> ±x, et
la variete quotient est diffeomorphe a PnH. Cela permet une vision plus geometrique
du projectif : le plan projectif prive d'un disque ouvert est homeomorphe au quotient
de la sphere privee de deux disques diametralement opposes. Ce quotient s'obtient a
partir d'un rectangle en identifiant deux cotes opposes apres avoir inverse les sens de
parcours. L'espace ainsi obtenu s'appelle le ruban de Mobius.

** C'est une variete a bord dont le bord a une seule composante connexe. Le plan
projectif lui-meme peut se voir comme un ruban de Mobius auquel on a ajoute un
disque de meme bord. On se doute qu'une telle realisation est impossible dans 1'espace
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de dimension 3. En fait, il n'existe pas de plongement de P2IR dans IR3, car P2IR n'est
pas orientable (ce que nous verrons en VI), alors que toute sous-variete compacte de
codimension 1 de IRn est orientable.**
b) L'action (n, x] \—> x + n de 2Z sur IR est propre et libre, et la variete IR/ZZ est
diffeomorphe a Sl. On obtient un tel diffeomorphisme en faisant passer au quotient
1'application x i-» exp2i7nc. De meme, 7Ln opere librement sur IR,n, et le quotient
]Rn/7Ln est diffeomorphe au tore Tn.
** Au lieu de quotienter des varietes par des groupes, on peut proceder a 1'envers et
chercher les revetements d'une variete donnee. C'est 1'objet de la theorie elementaire de
1'homotopie (cf. [Godbillon 1], [Dieudonne 1], [Pham]). Une variete est dite simplement
connexe si tout revetement connexe est trivial. On demontre (memes references)
que toute variete X est diffeomorphe a un quotient Y/F, ou Y est simplement
connexe. Le groupe F et la variete Y, uniques a isomorphisme et diffeomorphisme
pres respectivement, s'appellent le groupe fondamental et le revetement universel de
X. Les exemples a) et b) ci-dessus sont des cas particuliers de cette situation : Sn (pour
n > 1) et IRn sont simplement connexes.**

G. DENOMBRABILITE A uiNFiNi
Nous terminons ce chapitre en rassemblant quelques proprietes topologiques des
varietes, elementaires mais utiles.
D'apres la definition, une variete lisse (et meme une variete topologique) est un espace
localement compact, localement connexe (c'est-a-dire que tout point admet une base
de voisinages connexes). En particulier, toute composante connexe d'une variete M
est un ouvert de M, done une sous-variete de meme dimension. L'etude d'une variete
peut done se ramener a celle de ses composantes connexes. On a de plus la propriete
suivante.

52. PROPOSITION — Un ouvert connexe d'une variete (topologique) est connexe par
arcs.

Preuve — Sur un tel ouvert U, on definit une relation d'equivalence 'R, en disant que
deux points x et y sont equivalents s'il existe une application continue c d'un intervalle
ferme [a, b] dans U telle que c(a) = x et c(b) = y. Les classes d'equivalences sont
ouvertes, il n'y en a done qu'une •
Comme dans le cas euclidien, on aimerait pouvoir dire qu'une sous-variete de codi-
mension strictement positive est de mesure nulle dans la variete ambiante, et plus
generalement avoir un enonce analogue au theoreme de Sard. Teutons une definition.

53. DEFINITION — Soit X une variete. Une partie E C X est negligeable si pour tout
x e X il existe une carte (U, 0), U contenant x, telle que (f)(UnE) soit de mesure nulle
dans 0(f/).

D'apres I. 45, cette propriete ne depend pas des cartes choisies. II est de plus immediat
que toute reunion denombrable d'ensembles negligeables est negligeable.
La demonstration du theoreme de Sard vue en I. 48 s'etend alors telle que, mais a une
condition : comme nous aliens appliquer ces arguments a des domaines de cartes de
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1'espace de depart, nous aurons besoin de supposer 1'existence d'un atlas denombrable.
On est conduit a la definition suivante.

54. DEFINITION — Une variete X est denombrable a 1'infini si elle est reunion
denombrable de compacts.

** Cela revient a dire que le point a 1'infini du compactifie d'Alexandroff X de X a une
base denombrable de voisinages, ce qui explique la terminologie. Rappelons que X est
la reunion disjointe de X et d'un point o>, "le point a 1'infini". On definit une topologie
sur X en prenant une base d'ouverts formee par les ouverts de X et les ensembles
(jj U (X \ K), ou K parcourt 1'ensemble des parties compactes de X.**
Cette hypothese etant satisfaite, la structure de variete peut etre definie par un atlas
au plus denombrable. Si X = (Jn^-^Kn^ ou les Kn sont compacts, et si (t^i,</>z)ie/ es^
un atlas qui definit la structure differentielle de X, chaque Kn peut etre recouvert par
un nombre fini d'ouverts Ui. Alors la variete X elle-meme peut etre recouverte par une
infinite denombrable de t/j, puisque toute reunion denombrable d'ensembles finis est
denombrable. Nous avons done montre le resultat suivant.

55. THEOREMS — Solent X et Y deux varietes, et f : X —» Y une application lisse.
Si X est denombrable a rinfini, 1'ensemble des valeurs critiques de f est une partie
negligeable deY •

Nous n'utiliserons ce resultat que dans le cas ou dimX < dimY, ou nous 1'avons
demontre. Pour le cas general, voir [Hirsch].

DORENAVANT, TOUTES LES VARIETES CONSIDEREES SERONT SUPPOSEES
DENOMBRABLES A L'INFINI.

Les varietes non denombrables a 1'infini sont des etres mathematiques relativement
teratologiques. Pour des exemples, voir notamment [Berger-Gostiaux], p. 69 et 139.

H. COMMENTAIRES

VARIETES TOPOLOGIQUES ET VARIETES LISSES

Apres avoir defini les varietes, nous avons ete tres discrets sur les questions d'existence
et d'unicite. Nous serons tres brefs a leur sujet. II s'agit de questions difficiles. En
dimension 2, on demontre que toute variete topologique a une unique structure de
variete lisse a diffeomorphisme pres. Ce resultat est faux en dimension superieure :
il existe des varietes topologiques qui n'ont meme pas de structure C1, et d'autres
qui ont plusieurs structures lisses non diffeomorphes. Le premier exemple, celui de
la sphere S"7, fut decouvert par Kervaire et Milnor dans les annees 50. Cette variete
admet des descriptions assez simples : on peut la realiser (a 1'instar de la sphere S7

"standard", cf. VII, ex. 16) comme 1'espace total d'une fibration convenable sur 54 a
fibres S3 ou comme une sous-variete de codimension 3 de IR10 donnee par des equations
polynomiales. II est par centre difficile de montrer que la variete ainsi obtenue n'est
pas diffeomorphe a 5"7 munie de sa structure standard. Pour quelques details, voir par
exemple [Dieudonne 2, VII. B].
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Si n 7M, la structure differentielle de IRn est unique (toujours a diffeomorphisme pres,
voir [Stalling]), mais on sait depuis les annees 1980 qu'il existe sur IR4 une infinite de
structures lisses non diffeomorphes! Pour une idee de cette construction, voir [Lawsonj.

Pour revenir a des considerations plus accessibles, qui sont a la base de theories
geometriques tres riches, on peut s'interesser a des atlas dont les fonctions de transition
conservent une propriete geometrique locale de Hn plus ou moins forte. On obtient
alors des structures plus riches que la simple structure de variete, dont voici quelques
exemples.

FEUILLETAGES
Un feuilletage de codimension q sur une variete M de dimension n est la donnee sur M
de cartes a valeurs dans des ouverts de la forme U x V, ou U et V sont ouverts dans
IRP et IR9 respectivement, les fonctions de transition etant de la forme

Les equations y = cte definissent alors dans la variete ambiante X des sous-varietes
strictement immergees (qui ne seront pas en general des sous-varietes) de codimension q,
les feuilles, qui forment une partition de X. Les coordonnees y montrent que localement,
on peut parametrer les feuilles par une sous-variete "transverse" de dimension q. Meme
dans le cas simple ou les feuilles sont definies par une submersion globale, leur type
topologique peut changer : la fonction f ( x , y , z ) = (I — x2 — y2}ez definit ainsi un
feuilletage de codimension 1 sur ]R3 dont les feuilles f ~ 1 ( c ) sont diffeomorphes a IR2

si c > 0, et a Sl x IR si c < 0. Pour en savoir plus a ce sujet, voir par exemple
[Hector-Hirsch].

STRUCTURES PLATES
On peut imposer aux fonctions de transition des contraintes encore plus fortes. Un
cas extreme consisterait, a 1'instar de 6, a leur imposer d'etre des translations. C'est
vraiment trop restrictif : on peut demontrer qu'une variete compacte de ce type est un
tore.
Si les fonctions de transition sont des isometries affines de IRn, la situation est plus
interessante, mais encore restrictive. On obtient les varietes riemanniennes plates. Ce
sont les quotients de lRn par un sous-groupe discret d'isometries sans point fixe. Pour
chaque n, il n'y a qu'un nombre fini de types topologiques de telles varietes, et ce sont
toutes des quotients de tores (pour plus de details, voir [Wolf]).
Les varietes affines celles que Ton obtient en imposant aux fonctions de transition
d'etre des transformations affines de IRn. La situation est beaucoup plus riche, et
encore mysterieuse aujourd'hui : on est amene a etudier non seulement les quotients
de IRn sous 1'action de sous-groupes discrets du groupe affine, mais aussi les quotients
de certains ouverts de IRn par de telles actions. L'exemple le plus simple d'une telle
situation est celui du quotient de IRn \ {0} par le groupe engendre par 1'homothetie
x i—» \x (A 7^ 1).
D'une fagon analogue, on peut prendre des cartes a valeurs dans des ouverts de PnIR
ou de Sn, et imposer aux fonctions de transition d'etre donnees par des elements de
PGl(n + 1, IR) - cf. 1'exercice 5 ci-dessous - dans le premier cas (varietes projectives),
ou du groupe de Mobius - cf. 1'exercice 16 - dans le second (varietes conformement
plates). Pour ces questions, voir par exemple [Kulkarni-Pinkall].
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EXERCICES

1. Un espace non separe localement homeomorphe a IR
Soit X la droite reelle avec 1'origine dedoublee. Autrement dit, X — IR]J{a;},
les ouverts de X etant des reunions d'ouverts de IR et d'ensembles de la forme
t/\{0}U{a}, ou U est ouvert dans IR. Montrer que tout point de X est contenu
dans un ouvert diffeomorphe a IR, mais que X n'est pas separe.

2. On munit IR2 de sa structure euclidienne canonique. A tout point a, on associe
la fonction fa, definie sur la variete M des droites par la formule

Montrer que la fonction fa est lisse.

3. Montrer que Pensemble des points (x,y, z,t] £ IR4 tels que

est une sous-variete de S3, diffeomorphe a S1 x Sl. Conner de meme des
exemples de sous-varietes de S271"1 diffeomorph.es a (Sl)n.

4. a) Montrer, en utilisant une submersion convenable, que 1'ensemble U(n) des
matrices unitaires (matrices a coefficients complexes d'ordre n telles que
* AA = /) est une sous-variete de IR2n de dimension n2. Utiliser 1'application
exponentielle pour obtenir des parametrisations de U(ri).

b) Montrer de meme que 1'ensemble SU(n) des matrices speciales unitaires (defini
par les conditions A e U(n} et detA = 1) est une sous-variete de dimension
n2-!.

c) Montrer que SU(1] est diffeomorphe a S3.

5. Montrer que toute application lineaire inversible A € Gl(n + 1,IR) definit par
passage au quotient PnIR un diffeomorphisme, et que le groupe des diffeomor-
phismes ainsi obtenu est isomorphe a Gl(n+ 1,IR)/IR*/.
* Ecrire explicitement Faction de 51(2, IR) sur S1 ainsi obtenue.
N.B. Ce groupe est note PGl(n + 1,IR), et appele bien sur le groupe projectif.
Tout se passe de meme si on remplace IR par C.

6. Quadriques projectives.
a) Soit q une forme quadratique de rang maximum sur IR , et soit p la projection

canonique de IR \ {0} sur P3IR. Montrer que p ( q ~ 1 ( 0 ) } est une sous-variete
de P3IR (eventuellement vide).

b) Montrer que si q est de type (1, 3) ou (3,1) cette sous-variete est diffeomorphe
aS2.

c) Montrer que si q est de type (2,2) cette sous-variete est diffeomorphe a
P11R x P1^,, c'est-a-dire a S1 x S1.

* d) Plus generalement, etant donne une forme quadratique non degeneree q sur
IRn+1, etudier la topologie de la variete p(q~1(0}}.

7. a) Montrer que la composee de deux immersions (resp. submersions) est une
immersion (resp. une submersion).
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b) Solent X et Y deux varietes, et / : X —> Y une application lisse. Montrer
que le graphe de / est une sous-variete fermee de X x Y, et que 1'application
g : x i—> ( x , f ( x ) ) est un plongement.

* 8. Donner un example de plongement de T3 dans IR4; de S2 x S2 dans IR5.

9. Soient v : / —* IRn+ \ {0} une application lisse (/ C IR designant un intervalle
ouvert) et p : ]Rn+1 \ {0} i—>• PnIR la projection canonique. Montrer que pov est
une immersion en t si et seulement si les vecteurs v(t) et v'(t) sont independants.

10. a) Soit / une application lisse T-periodique de IR dans une variete X, injective
sur [0,T[. Montrer que /(IR) est une sous-variete de X diffeomorphisme a
S1. (On appelle courbe fermee une telle sous-variete).

b) Montrer que 1'application

definit une immersion de PXIR dans PnIR. Cette immersion est-elle un plonge-
ment?

11. a) Soit / : X —> Y une submersion d'une variete X dans une variete Y. Montrer
que f ( X ) est ouvert dans Y. En deduire que si X est compacte et Y connexe,
/ est surjective. Cette propriete subsiste-t-elle si X n'est pas compacte ?

b) Soit Z une sous-variete de Y. Montrer (toujours en supposant que / est une
submersion) que f ~ 1 ( Z ) est une sous-variete de X.

* c) Exemple : si h : S3 i—» S2 est la fibration de Hopf, montrer que 1'image
reciproque d'une courbe fermee de S2 est une sous-variete de S3 qui est diffeo-
morphe a S1 x S1 .

12. Soit M une variete. Montrer que 1'espace tangent a la diagonale de M x M est
la diagonale de TmM x TmM.

13. Un plongement du plan projectif dans IR4 : la surface de Veronese
a) Montrer que 1'application v de IR3 dans IR6 donnee par

definit une immersion de S2 dans IR6.
Indication : montrer d'abord que v est une immersion de IR3 \ {0} dans IR6.

b) L'application v est-elle injective? Montrer qu'elle definit un homeomorphisme
V de P2IR sur v(S2}.

c) Montrer que v(S2) est une sous-variete de IR6 et que V est un plongement
de P2IR dans IR6 (on pourra utiliser le fait que 1'application p : (x, y, z) i—>
[ ( x , y , z)\ de S2 dans P2IR est un diffeomorphisme local.)

d) Montrer que v(S2) = V(P21R) est inclus dans H C\ S5 , ou H est un hyperplan
(affine) de IR6 et S5 la sphere unite. * En deduire qu'il existe un plongement
de P2IR dans IR5 et meme dans IR4.
** Par centre, il n'existe pas de plongement de P2IR dans IR3. En effet, toute
hypersurface compacte de IRn est orientable (voir [Hirsch]), alors que P2IR ne
Test pas (voir VI pour cette notion et ce resultat). II existe par centre une
foule d'1 immersions du plan projectif dans IR3. On trouvera dans [Apery] des
exemples explicites et des beaux dessins.**
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14. On definit une application p de SO(n + 1) dans Sn en posant

ou eo designe le premier vecteur de la base canonique de IRn+ .
a) Montrer que p est lisse, et que 1'image reciproque d'un point est une sous-variete

de SO(n + 1) diffeomorphe a SO(n).
* b) Montrer que p est une fibration.

15. Une surjection du projectif sur la sphere de meme dimension
a) Montrer que le sous-ensemble des points de PnIR dont une coordonnee ho-

mogene (la premiere par exemple) est nulle forme une sous-variete diffeomorphe
a P"-1®,.

b) On considere 1'application de IRn+1 \ {0} dans Mn+1 definie par

ou Ton a pose

Montrer que cette application definit par passage au quotient une application
p de PnIR dans Sn, et que p est lisse. Quelle est 1'image reciproque du pole
Nord N = (0, • • • , 0,1) ? du pole Sud (0, • • • , 0, -1) ?

c) En utilisant la projection stereographique de pole JV, montrer que p induit un
diffeomorphisme de Pn~SR\p-l(N) sur Sn \ {N}.

d) Que peut-on dire de p pour n = 1 ?
e) Montrer que 1'ensemble des points de PnIR dont une coordonnee homogene

(la premiere par exemple) est non nulle est connexe. En admettant le fait que
le complementaire dans S2 d'une courbe fermee simple a deux composantes
connexes, en deduire que P2IR n'est pas homeomorphe a S2.

f) On considere maintenant 1'application de Cn+1 \ {0} dans Cn x IR definie par

ou 1'on a pose

En imitant ce qui precede, montrer qu'on peut definir ainsi une application
lisse q de PnC dans S2n, qui induit un diffeomorphisme entre PnC \ Pn~lC
et 52n \ {N}. Que se passe-t-il pour n = 1 ?
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* 16. Compactification conforme de IRn, groupe de Mobius *
a) L'espace IRn etant muni de la norme euclidienne habituelle, on definit une

application p de IRn dans Pn+1IR par la formule

Montrer que p est un diffeomorphisme de lRn sur la "quadrique" Qn de Pn+1IR
d'equation

privee du point [(1,0,. . . , 0)].
b) Montrer que Qn est diffeomorphe a Sn.
c) On appelle O(l,n + 1) le sous-groupe de Gl(n + 2,IR) qui laisse la forme

quadratique

(de signature (1, n + 1)!) invariante, et PO(l, n + 1) le sous-groupe correspon-
dant de PGl(n + 2,IR) (voir 1'exercice 5). Montrer que PO(l,n + 1) est le
sous-groupe de PGl(n + 2,IR) qui laisse Qn globalement invariante. En utili-
sant le transport par p donne par a), montrer que les transformations suivantes
se prolongent d'une fagon unique en des transformations de PO(l,n + 1) que
1'on explicitera :

i) les isometrics lineaires;
ii) les homotheties;
iii) les translations;

x
iv) 1'inversion x —> -—^.

TI I - H I
Inversement, soit r € (9(1, n + 1) une reflexion. (Rappelons qu'on entend
par la que r2 = 1, r =4 /, et que r laisse un hyperplan invariant point par
point). Montrer que la transformation projective associee a r est obtenue en
prolongeant une inversion.

* 17. Eclatement
Soit E le sous-ensemble de P1^ x M2 donne par 1'equation

(On a designe par (x,y) les coordonnees d'un point de H2, et par (X, Y) les
coordonnees homogenes d'un point de J^IR. Autrement dit, E est 1'ensemble
des couples (p, D} formes d'un point p 6 IR2 et d'une droite D passant par
1'origine tels que p £ D).

a) Montrer que E est sous-variete de dimension 2 de P:H x IR2 (E s'appelle
1'eclate de IR en 0; les questions c) et d) donnent le pourquoi de cette
terminologie).

* Get exercice s'adresse de preference aux lecteurs ayant quelques notions de "geometrie
elementaire", telles qu'elles sont exposees dans [Berger] par exemple.
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b) Montrer que les restrictions a E des projections de P1TR x IR2 sur les espaces
facteurs sont des applications lisses.

c) Soit TT la restriction a E de la deuxieme projection. Montrer que 7r~1(0) est
diffeomorphe a P1^. Montrer que TT induit un diffeomorphisme de E \ 7r~1(0)
sur IR2 \ {0}.

d) Notons r le diffeomorphisme reciproque du diffeomorphisme vu en c). Soit alors
c une application lisse de I =] — e, e[ dans IR2 telle que

Montrer que 1'application

se prolonge d'une maniere unique en une application continue c : I >-> E.
Montrer que c est lisse (utiliser le lemme de Hadamard, cf. III. 14).
Application : si par exemple F est le "folium de Descartes" d'equation

dans IR2 (que 1'on dessinera), il existe une unique sous-variete lisse F de E
telle que F D 7r~1(0) soit forme de deux points et que la restriction de TT a
F \ F n 7r~1(0) soit un diffeomorphisme sur son image.

e) Montrer que E est diffeomorphe a la variete des droites M vue en A.
f) Si (f> est un diffeomorphisme d'un ouvert U de IR2 contenant 0, tel que 0(0) = 0,

montrer qu'il existe un unique diffeomorphisme 0 de 7r~1(C7) tel que 7ro0 = ^OTT.
En deduire une definition de Feclate en un point d'une variete de dimension 2
quelconque.

18. Soit F un groupe agissant sur un ensemble X, et soit F0 le noyau du morphisme
de groupes 7 i—> (x H-> 7 • x) de F dans le groupe des bijections de X. Montrer
que 1'on a une action "naturelle" du groupe quotient F/ro sur X, et que cette
action est effective. Comparer a 1'exercice 5.
L'action de SO(n + 1) sur X = PnIR obtenue par passage au quotient de
Faction naturelle sur IRn+1 est-elle effective?

19. Montrer que Faction de ZZ sur IR2 definie par

n'est pas propre, et que Faction induite sur IR2 \ {0} ne Fest pas non plus.
Montrer que 1'on obtient une action propre si Fon se restreint au demi-plan
y>Q.

20. On fait operer F = TLjnTL sur IR2 ~ C par rotations d'angle 2A;7r/n par rapport
a Forigine. Montrer que Fespace quotient est une variete (diffeomorphe a IR2),
que 1'application de passage au quotient est lisse mais n'est pas une submersion.

21. Le ruban de Mobius
On prend F = 2Z, X = IR x IR, et on pose
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Montrer que c'est une action propre et libre, et que IR2/r est diffeomorphe au
quotient de Sl x IR par 1'action du groupe a deux elements engendre par la
transformation

( u , y ) -> (-u,-y).

Soit M la variete ainsi obtenue. Montrer que M est diffeomorphe a la variete
des droites du plan vue en II. 7, ainsi qu'a P2IR prive d'un point.

22. Espaces lenticulaires
a) Montrer que le seul sous-groupe (non reduit a 1'element neutre) de O(2n + 1)

operant librement sur S2n (pour 1'action induite par 1'action lineaire sur IR2n+1

est le groupe a deux elements {Id, —Id}.
b) On considere 53 comme 1'ensemble des

Soit p entier positif, et u une racine primitive p-ieme de 1'unite dans <C. Montrer
qu'en posant

on definit une action libre du groupe T = TLjipTL sur S3 , et done que 53/T est
une variete.

23. Suspension d'un diffeomorphisme
a) Si X est une variete et </> un diffeomorphisme de X, on definit une action propre

et libre de 7L sur IR x X en posant

Montrer que cette action est propre et libre.
* b) Montrer que la variete quotient est un espace fibre dont la base est Sl et la

fibre type X.

* 24. a) Soit / : X —» Y un diffeomorphisme local. Montrer que si X est compacte
et Y connexe, / est un revetement.

* b) Donner un exemple d'un diffeomorphisme local surjectif d'une variete connexe
sur une variete compacte qui n'est pas un revetement.

25. Essayer de reprendre la demonstration du theoreme de d'Alembert pour les
polynomes a coefficients reels. Qu'est-ce qui ne marche pas ?

26. Supposons les structures differentielles de M et N donnees par des atlas
maximaux (U^(pi)i^i et (Vj,tJ)j)j£j. L'atlas

sur M x N est-il maximal ?

27. Structures diffeomorphes distinctes
Montrer que P atlas (IR, \/£) definit sur IR une structure de variete differentielle
diffeomorphe a la structure canonique donnee par (IR, t), mais differente de
cette derniere.
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** 28. Somme connexe
Solent MI et M2 deux varietes lisses de dimension n, et (£/i, </>i) (resp. (f/2, ^2))
une carte de MI (resp. M^} telle que (j>i soit un diffeomorphisme de Ui sur la
boule ouverte B(0,2) (IRn etant muni de la norme euclidienne canonique). Soit
C la couronne {x € IRn, | < |x|| < 2}.

a) Montrer que x *—> n-^- est un diffeomorphisme de C (comparer a I. 11).\\x\\
b) On considere 1'espace topologique X obtenu a partir de la somme disjointe

en identifiant 0} l(C] et </>2
 l(C] au moyen du diffeomorphisme 02°/°</>i * (au-

trement dit, on quotiente cette somme disjointe par la relation d'equivalence :
x et y sont equivalents s'ils sont egaux, ou si 1'un (disons x) est dans 0]~1(C),
1'autre dans 0^"1(C) et si y = (02 o / o 0]"1)(x).

Montrer que Mj \ 0j X (-8(0,1/2)) est homeomorphe a son image par 1'applica-
tion de passage au quotient.
Soit Vi cette image, munie de la structure differentielle transported par cet
homeomorphisme (c'est-a-dire 1'unique structure differentielle telle que cet
homeomorphisme soit un diffeomorphisme). Montrer qu'il existe sur X une
structure differentielle (et une seule) telle que les inclusions Vi —>• X soient des
diffeomorphismes sur leur image dans X. L'espace X, muni de cette structure
differentielle, est la somme connexe de MI et M2, et se note MijjM2.

c) Montrer que M$Sn est diffeomorphe a M, et que T2$T2 est diffeomorphe au
"tore a deux trous" de 1'exercice 21 de I.

** d) Montrer que IR2$P2H est diffeomorphe a 1'eclate de IR2 en 0 (cf. exercice 17).
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* 29. Theoreme de transversalite faible
Solent X, T et Y trois varietes, et / : X x T —> Y une application lisse. On
suppose / transverse a une sous-variete M de Y. Montrer que pour presque
tout t € T, 1'application f t ' . X — + Y est transverse a M (utiliser le theoreme
de Sard dans le cas ou la dimension de la source est superieure a celle du but).



CHAPITREHI

DU LOCAL AU GLOBAL

Dans ce chapitre, nous exploitons le parti que Ton peut tirer, pour 1'etude des varietes,
de 1'existence de fonctions plateau sur IRn, c'est-a-dire de fonctions lisses a support
compact et egales a 1 sur un ouvert. L'utilisation de ces fonctions permet de montrer
que sur toute variete il y a "beaucoup" de fonctions lisses (assez par exemple pour
plonger toute variete dans un espace euclidien).
Nous construisons ensuite le fibre tangent a une variete, qui est la reunion disjointe de
tous les espaces tangents. C'est un cas particulier de fibre vectoriel : un fibre vectoriel
est, grosso modo, une famille d'espaces vectoriels dependant differentiablement d'un
parametre.
Le fibre tangent permet de generaliser aux varietes la notion bien connue de champ
de vecteurs sur un ouvert de IRn. Le theoreme d'existence des courbes integrates des
champs de vecteurs, essentiellement le meme dans ces deux cas, permet de voir les
champs de vecteurs comme les versions infinitesimales des diffeomorphismes. Bien plus,
1'integration des champs de vecteurs est un moyen efficace d'obtenir des diffeomor-
phismes ayant telle ou telle propriete. Nous en donnons plusieurs exemples.
Enfin, nous revenons au theoreme de plongement, pour en deduire que toute variete
(denombrable a 1'infini) de dimension 1 est diffeomorphe au cercle ou a la droite. La
surprise, s'agissant d'un resultat aussi naturel, est la relative difficulte de la peuve.

A. FONCTIONS PLATEAU, PLONGEMENTS DE VARIETES
II n'est pas evident a priori que toute variete lisse admet des fonctions lisses. En fait,
on en obtient assez facilement en transportant a 1'aide de cartes des fonctions sur IRn

convenablenient choisies.

/. DEFINITION — Une fonction plateau sur une variete M est une fonction lisse a
valeurs dans [0,1] pour laquelle il existe deux ouverts relativement compacts U et V,
avec U C V, tels que

(Rappelons que le support d'une fonction continue est 1'adherence de 1'ensemble des
points ou elle est non nulle.)
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2. PROPOSITION — Si U et V sont deux boules ouvertes de IRn de meme centre, avec
U C V, il existe une fonction lisse egale a 1 sur U et a support inclus dans V.

Preuve — On commence par remarquer que la fonction fa d'une variable reelle definie
par

est lisse. II en est de meme de

qui est nulle pour t < —a, et egale a 1 pour t > a. Alors si b > a, la fonction ga(b — t}
vaut 1 sur [0, b — a] et 0 si t > a + b. Sur IRn, il suffit alors de prendre une fonction de
la forme ga(b - \\x \ 2 ) •

Donnons tout de suite un exemple spectaculaire de 1'utilisation des fonctions plateau : la
demonstration du theoreme de Borel, qui assure que 1'on peut prescrire arbitrairement
la suite des derivees d'une fonction lisse en un point donne. Ce resultat n'etant pas
utilise dans la suite, nous nous contenterons d'un resume de la preuve.

3. THEOREMS — Soit (an)n>o une suite de nombres reels. Alors il existe une fonctioL
lisse f 6 C°°(IR) telle que

quel que soit n.

Preuve — Soit p une fonction plateau sur IR telle que

On pose



Ill - DU LOCAL AU GLOBAL 89

On verifie que / est lisse, et que

Pour obtenir 1'existence de fonctions lisses sur une variete quelconque, nous utiliserons
de fagon repetee la propriete suivante, elementaire mais fondamentale.

4. PROPOSITION - Solent U et V deux ouverts d'une variete M, tels que M = U U V,
et soient f : U —> N et g : V —> N deux applications lisses dans une variete N, dont
les restrictions a U n V sont egales. II existe alors une fonction lisse h : M —> N telle
que

En particulier, si U est un ouvert de M, et si N — IR, toute fonction lisse a support
dans U se prolonge a M en une fonction lisse nulle en dehors de U : il suffit d'appliquer
ce qui precede a U et M \ supp/.

5. COROLLAIRE

i) Soit U un ouvert d'une variete M. Alors pour tout a e U, il existe un ouvert
relativement compact V contenant a tel que V C U, et une fonction plateau egale a I
sur V et a support dans U.
ii) Si K est un compact de M, et U D K un ouvert, il existe une fonction plateau a
support dans U et valant 1 sur K.

Preuve
i) Soit ([/',</?) une carte de domaine inclus dans U telle que (p(o) = 0. On peut alors
trouver deux reels strictement positifs r\ et r-2 tels que

B(0,ri}cB(Q,r2}cv(U'},

et g une fonction plateau sur IRn valant 1 sur £?(0,ri) et 0 hors de 5(0,^). La
fonction g o (p n'est a priori definie que sur U. Mais comme son support est inclus
dans (p~l (5(0,^2)) , elle se prolonge done d'apres ce qui precede en une fonction lisse

sur M nulle hors de U. Par construction, elle vaut 1 sur </? l (£?(0,ri)j .

ii) Tout point x e K est contenu dans un ouvert de carte Vx C U auquel on peut
appliquer i). On obtient pour chaque x un ouvert Wx 9 x tels que Wx C Vx, et une
fonction plateau fx valant 1 sur Wx, et a support contenu dans Vx. Les ouverts Wx

ferment un recouvrement de K, dont on extrait un sous-recouvrement fini (WXi)l<i<k .
Alors la fonction

vaut 1 sur la reunion des (WXJ, et
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Pour utiliser pleinement ce resultat, nous aurons besoin de la propriete suivante,
purement topologique.

6. LEMME — Soit (Ui)i£i un recouvrement ouvert fini d'une variete compacte M. II
existe alors un recouvrement ouvert (V^)^/ tel que Vi C Ui pour tout i.

Preuve — Pour tout x € M il existe un ouvert Wx contenant x et un indice i(x] 6 I
tels que

(Dans une variete comme dans IRn, tout point admet un systeme fondamental de
voisinages fermes.) Alors les (WX}X^M forment un recouvrement ouvert de M, dont on
extrait un sous-recouvrement fini (WXk)\<k<p. Le resultat s'ensuit, en prenant

Ces outils somme toute assez frustes nous permettent de montrer que toute variete est
en fait une sous-variete d'un espace IR convenable. Ce resultat sera peu utilise, mais
son importance conceptuelle se passe de commentaire.

7. THEOREMS — Toute variete compacte admet un plongement dans un espace
vectoriel.

Preuve— Soit (Ui, <£I)I<-K./V un atlas fini de M. D'apres 5 et 6 il existe un recouvrement
ouvert (Vi)i<i<w ^el que ̂  C Ui pour tout i, et pour chaque i une fonction plateau /j
a support dans Ui et valant 1 sur V^. D'apres 4, la fonction

prolongee par 0 hors de C7j, donne une application lisse de M dans Mn, ou n = dim M.
En posant

on obtient une application lisse de M dans IRAr^n+1^. C'est une immersion. En effet,
chaque x appartient a un ouvert V^ , et le z-ieme bloc de TXF est alors egal a Tx(fi, qui
est bijective, ce qui montre que TXF est injective.
Montrons maintenant que F est injective. Soient x et y deux points de M tels que
F(x) = F ( y } . En particulier,

Les Vi recouvrant M, il existe un i tel que fi(x) ^ 0. Alors x et y sont dans [7^, et pour
cet i, 1'egalite

donne tpi(x) = <pi(y}, puis x = y puisque ip est bijective. On conclut en appliquant
II. 39 : une immersion injective d'une variete compacte est un plongement. •
En utilisant des techniques completement differentes, on peut ameliorer ce resultat.

8. COROLLAIRE (theoreme de Whitney "facile") — Toute variete compacte lisse
de dimension n se plonge dans IR2n+1.
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Preuve — On part du plongement / de X dans un IR^. On va voir qu'en composant
/ avec une projection bien choisie, on obtient un plongement dans IR^"1. Pour ce
faire, on munit IR^ d'un produit scalaire euclidien, et on introduit, pour tout vecteur
unitaire v € SN~l, la projection pv sur 1'orthogonal de v dans IRn.
Posons Y = f ( X ) . Pour que la restriction de pv &Y soit injective, il faut et suffit que,
quels que soient x et y distincts dans Y, le vecteur

soit different de v, ou encore que v n'appartienne pas a 1'image de 1'application

ou 1'on a designe par A la diagonale de Y. D'apres le theoreme de Sard (cf. II. 55), et
meme la version elementaire de I. 44, il existe de tels v des que In < N — 1.

Pour que pv\Y soit une immersion, il faut et suffit que v n'appartienne a aucun sous-
espace tangent a Y (remarquons que c'est la version infinitesimale de la condition
precedente). Introduisons

On verifie que Z est une sous-variete de dimension In—I de X x SN l (voir 1'exercice 15
du chapitre I). En particulier pri(Z} est de mesure nulle des que In < N.
En iterant ce precede, on voit que X admet une immersion dans IR2n et un plongement
dans IR2n+1 •

9. REMARQUES

a) La meme propriete reste vraie pour les varietes denombrables a 1'infini, et la preuve
est essentiellement la meme (voir [Hirsch]).
b) On peut montrer de plus (voir encore [Hirsch]) que les immersions dans IR2n (resp. les
plongements dans IR n ) sont denses, pour une topologie convenable, dans 1'ensemble
des applications lisses de X dans IR2n (resp. dans IR2n+1).
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c) Avec beaucoup plus de travail et des techniques completement differentes, Whitney
a demontre que toute variete compacte lisse de dimension n se plonge dans IR2n (voir
[Adashi]). Ce resultat est optimal, mais on peut faire mieux dans certains cas : par
exemple F2IR n'est pas plongeable dans R3, mais toute surface orientable 2 Test,
comme on le voit en utilisant la classification des surfaces (cf. VII. K).

B. DERIVATIONS

Nous allons maintenant revenir sur 1'espace tangent d'un point de vue different, en
exploitant le fait, deja utilise en 4, que la lissite est une propriete locale.

10. DEFINITION — Soit X un espace topologique et x £ X. Deux fonctions definies
chacune sur un ouvert contenant x sont dites avoir meme germe en x s'il existe un
sous-ouvert contenant x sur lequel elles sont egales.

Autrement dit, on introduit sur 1'ensemble des fonctions definies sur un voisinage de x
la relation d'equivalence

si et seulement si il existe un ouvert W contenant £,

L'ensemble des germes est 1'ensemble quotient de cette relation d'equivalence. La
continuite en x, par exemple, ne depend que du germe. Si / est une fonction definie
sur un ouvert U contenant x, nous noterons / son germe. Mais nous ferons souvent
1'abus de noter un germe par 1'un de ses representants. L'ensemble des germes est muni
naturellement d'une structure d'anneau : on definit 1'addition et la multiplication par
Pintermediaire des representants.
Nous nous interesserons au cas des varietes, et designerons par J-mM 1'ensemble des
germes en ra des fonctions lisses sur la variete M. C'est evidemment un sous-anneau
de 1'anneau des germes.

//. REMARQUES
a) Cette notion de germe presente aussi un interet pour les fonctions continues, Cp, ou
analytiques. Par exemple, 1'anneau des germes en 0 des fonctions holomorphes d'une
variable complexe s'identifie a 1'anneau des series entieres a rayon de convergence non
nul. Pour les fonctions lisses, la situation est bien sur plus compliquee : si m € IRn, le
developpement de Taylor en m d'une fonction lisse au voisinage de m ne depend que
du germe de /, mais la connaissance de ce developpement ne determine pas le germe.
Temoin la fonction fa de la Proposition 2, dont toutes les derivees en a sont nulles.
b) Pour toute variete M et tout point m € M, 1'espace Fm,M est isomorphe a FolR71.
Prenons en effet une carte (U,ip) avec m € M et </?(m) = 0, et associons a toute
fonction /, definie sur un ouvert V contenant m, la fonction / o </?~1, definie sur
(f>(U n V). L'application / —> / o y>~1 passe au quotient et donne un isomorphisme
(parmi bien d'autres!) entre TmM et f0lR

n.
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Soit v un vecteur de IRn. Si / est une fonction lisse sur un ouvert contenant 0, la derivee
directionnelle de / par rapport a i>, c'est-a-dire le nombre

ne depend bien sur que du germe de / en 0. Nous aliens utiliser les proprietes algebriques
de 1'application / i-> f ' ( 0 ) - v pour donner une definition de 1'espace tangent a une variete
qui n'utilise ni cartes, ni meme coordonnees sur IRn.

12. DEFINITION — Une derivation ponctuelle en un point m de M est une application
lineaire 8 : fmM —> 1R telle que pour f , g £ TmM on ait

Le nom de derivation est justifie par le resultat suivant :

13. THEOREMS — II existe une bijection naturelle entre IRn et les derivations de .FmIRn.
Plus precisement, pour une telle derivation 8, il existe un unique vecteur v € IRn tel
que

Nous utiliserons le lemme suivant, qui presente un interet en lui-meme.

14. LEMME (lemme de Hadamard) — Toute fonction Cp (I < p < +00) definie sur
une boule ouverte de centre 0 dans Hn peut se mettre sous la forme

ou les hj sont Cp l. De plus,

Preuve - On a

et 1'existence des hj resulte alors du theoreme de derivation sous le signe somme. Un
calcul direct montre que necessairement hj(Q) = djf(0). (Notons que les hj ne sont pas
uniques, meme si notre demonstration donne un choix explicite possible).

Preuve du theoreme - Soient / e ^mIRn, et / un representant de /. On a
<5(/) = 6(f — /(m)), puisque d'apres la definition
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D'apres le lemme,

II est clair que 1'application

ne depend que de /, et qu'elle est elle-meme une derivation •
Ce resultat s'etend directement aux varietes, et permet de donner une nouvelle
definition de 1'espace tangent, qui ne fait pas appel aux cartes.

15. THEOREMS — Si M est une variete lisse et m 6 M, 1'ensemble des derivations sur
J-mM est isomorphe a TmM : pour touts derivation 6, il existe un unique £ E TmM
tel que

Preuve — Soit (U,(f>] une carte telle que m e U et <p(m] = 0. Si 6 est une derivation
de TmM. 1'application

est une derivation de T^^1'. Soit done v le vecteur tel que 6(g o y?) = g'(0).v. Alors, si
/ = g o </?, on a

oiif = 0~1(v) (cf. II. 30) •

Nous aliens maintenant "globaliser" la situation precedente.

16. DEFINITION — Une derivation (on dira parfois derivation globale si on veut insister
sur la difference avec ce qui precede) sur une variete lisse M est une application lineaire
8 de C°°(M] dans lui-meme telle que

Cette definition d'apparence purement algebrique permet de "localiser" les derivations.

17. THEOREME
i) Soient f et g deux fonctions lisses dont les restrictions a un ouvert U C M sont
egales. Alors, si 6 est une derivation sur M, on a

ii) Pour tout ouvert U C M, il existe une unique derivation sur U, notee 8\u, telle que
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Preuve
i) En raison de la linearite, il suffit de montrer que si / s'annule sur [7, il en est de
meme de 8f. Pour chaque x e U, prenons un ouvert V contenant x tel que V C U et
une fonction plateau h a support dans U, egale a 1 sur V. Alors / = (1 — h)f et par
suite

Done 6f est nulle sur tous les ouverts V, c'est-a-dire sur U.
ii) II y a une (petite!) difficulte qui vient de ce qu'une fonction lisse sur U ne se prolonge
pas en general a M. Pour tout x de C7, on prend un ouvert V et une fonction h comme
dans i). Alors, si / € C°°(U), d'apres 4 la fonction fh est definie et lisse sur tout M, et
pour y € V on pose (8\uf)(y) = (fi(fh})(y). D'apres i), la fonction 8\uf est ainsi definie
sans ambiguite, et on obtient bien une derivation ayant les proprietes stipulees •
Venons-en a la caracterisation des derivations sur les ouverts U C IRn. II est clair que
pour i e [l,n], 1'application / t-> dif est une derivation, et que plus generalement, si
Xi, • • • , Xn sont des fonctions lisses,

est une derivation. Mieux :

18. THEOREMS — L'espace vectoriel des derivations sur un ouvert U de IRn est
isomorphe aC°°(U,TRn}.

Preuve — AX dans C°°(U, IRn) on associe la derivation LX donnee par la formule
ci-dessus. L'application X i—> LX est injective : si X ne s'annule pas en a E L7", il existe
une fonction lisse / telle que (L/xf) (a) — /'(a) • X ( a ) ^ 0.
Montrons maintenant la surjectivite dans le cas de IRn. Si 6 est un derivation,
remarquons d'abord que comme dans le cas des derivations ponctuelles, 8 s'annule
pour les fonctions constantes. Pour y 6 IRn, ecrivons la decomposition

du lemme 14. Alors

Le meme argument s'applique tel que a un ouvert convexe : c'est la convexite qui
permet d'appliquer le lemme de Hadamard a la fonction x i-> f(x] — f(y). On passe au
cas general en appliquant 17 aux boules ouvertes de U •
Ce resultat, confronte au resultat analogue sur les derivations ponctuelles, nous conduit
a 1'adoption d'une nouvelle terminologie.

19. DEFINITION — Un champ de vecteurs X sur un ouvert U de IRn est une application
lisse X de U dans IRn. L'application LX de C°°(U, IR) dans lui-meme introduite ci-
dessus est la derivation associee a X.
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Nous venons de voir que si 6 est une derivation sur U C Hn, 1'application X : U —> IRn

qui lui est associee dans 18 s'interprete comme attachant a x e U un vecteur X(x] de
TXU ~ Mn, et cela de fagon lisse, ce qui justifie le nom de champ de vecteurs. Nous
allons voir que les derivations sur une variete quelconque admettent une caracterisation
analogue a celle du Theoreme 18. Cela necessite quelques developpements sur les
derivations et les champs de vecteurs sur les ouverts de IRn, qui s'etendront facilement
au cas general.

C. IMAGE D'UN CHAMP DE VECTEURS, CROCHET

Si X € C°°(U, IRn) est un champ de vecteurs sur un ouvert U de IRn, nous noterons
desormais Xx sa valeur en un point x. Ainsi, la derivation associee est donnee par

La derivation associee au champ constant egal au z-ieme vecteur de la base canonique
de IRn etant tout simplement / i-» dif, nous designerons par di (ou parfois par ^7,
il faut bien faire des concessions aux usages) ce champ de vecteur. Ainsi, X pourra
s'ecrire

sont des fonctions lisses.

Si (p : U —> V est un diffeomorphisme, la composition g t—> g o (p est un isomorphisme
d'anneaux entre C°°(V) et C°°(U}. La conjugaison par cet isomorphisme permet de
passer d'une derivation sur U a une derivation sur V.

20. DEFINITIONS - Soit <p : U -> V un diffeomorphisme entre ouverts de lRn, et 6 une
derivation sur U. L'image de 6 par <p est la derivation

sur V. Si X est le champ de vecteurs associe a 6, nous noterons (p*X le champ associe
a 1'image de 6, et dirons aussi que ce champ est 1'image de X par </?.

Par definition,

21. PROPOSITION - On a

Preuve — D'apres le theoreme des fonctions composees,

d'ou le resultat en remplagant x par (p l(y)
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Exemples — L'image par translation du champ di est le champ lui-meme. L'image par
1'homothetie h\ : x i—> Xx du champ

est le champ

L'image par 1'exponentielle du champ — sur IR est le champ x— sur IR+.
(jjtLi (JLJu

22. REMARQUE — Le lecteur verifiera facilement que pour une application lisse
(f> : U H-> V on peut definir 1'image d'une derivation ponctuelle 6m par

et que si 6m est donnee par un vecteur tangent v e TmU, alors 6^m-) est donnee par
Tmip • v. Par centre, pour definir 1'image d'une derivation globale, on est en general
oblige de "remonter" de V a C7, done de supposer que (p est inversible, et meme que
t/?"1 est lisse. On verifiera par exemple que si (p est 1'application t i—> £3 de IR dans IR,
il n'existe pas de champ de vecteur X sur IR tel que X^t) = Tt(p • (d/dt)t-

Si ^i et 62 sont deux derivations, leur composee ne sera pas une derivation, puisque

Par contre une consequence directe de cette formule est le lemme suivant.

23. LEMME — Si 61 and 62 sont deux derivations, alors

est une derivation.

24. DEFINITION — Le crochet de deux champs de vecteurs X et Y, note [X, Y], est le
champ de vecteurs correspondant a la derivation LxLy — LyLx-

25. PROPOSITION — Si X et Y sont donnes sur un ouvert U de IRn par

alors
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Preuve — Si / est une fonction lisse,

En intervertissant les roles de X et Y et en appliquant le theoreme de Schwarz, on
obtient le resultat cherche •

Remarques
a) II est souvent commode, pour eviter les erreurs de calcul, d'utiliser la definition du
crochet plutot que la formule ci-dessus. On voit ainsi beaucoup plus vite, par exemple,
que

b) Le crochet a un caractere local : si V est un sous-ouvert de C7, et si X et Y sont
deux champs de vecteurs sur £/, [X\v, Y\v] = [X,Y]\V. Cette propriete peut se voir en
utilisant la formule explicite, mais il est plus instructif de remarquer qu'elle resulte de
17.

26. EXEMPLE — Soit A le champ de vecteurs x i—» Ax sur IRn, ou A est une matrice
(n,n). (Un tel champ est dit lineaire). En coordonnees,

Alors

(Attention au signe!)

27. LEMME (identite de Jacobi) — Si X, Y, Z sont trois champs de vecteurs sur M,
alors

[X, [Y, Z}} + [Y, [Z, X]} + [Z, [X, Y}} = 0.

Preuve — Sur les derivations correspondantes, la verification algebrique est imme-
diate •
Ce meme point de vue reduit la preuve du resultat suivant a une verification fastidieuse,
mais facile.

28. PROPOSITION — Si X et Y sont deux champs de vecteurs sur U et si (p est un
diffeomorphisme de U sur V, alors
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D. LE FIBRE TANGENT

Sur une variete, comme nous Taverns vu, la notion de derivation garde un sens. Dans
ces conditions, on aimerait bien avoir un resultat analogue a celui obtenu en 13 pour
les derivations ponctuelles : une derivation sur une variete M devrait pouvoir nous
permettre d'associer a chaque point m de M un vecteur tangent Xm de TmM, cette
correspondance etant lisse en un sens a preciser. Pour ce faire, nous allons montrer
que 1'ensemble des vecteurs tangents est lui-meme une variete d'une fagon naturelle.
Posons tout d'abord

Pour le moment, TM est la somme ensembliste des differents espaces vectoriels tangents
a M, sans aucune topologie. Pour chaque carte (£/, </?), 1'application

est une bijection de TU sur (p(U} x Hn.
Un atlas (t/i,</2j) i e / de M etant donne, on munit TM d'une topologie en imposant les
conditions suivantes :
a) les TUi sont des ouverts de TM.
b) les applications <&^ sont des homeomorphismes.
Autrement dit, fi C TM est ouvert si et seulement si 3^(0 fl TUi) est pour tout i un
ouvert de (p(Ui) x IRn. Pour voir que ces conditions sont coherentes, on remarque que,
d'apres la definition meme de 1'espace tangent, si Ui fl Uj 7^ 0, 1'application

donnee par

est un homeomorphisme, et meme un diffeomorphisme. On a done defini une topologie
sur TM qui en fait une variete topologique munie de 1'atlas (TUi,3>i)i£i. Get atlas
etant lisse, TM est une variete lisse de dimension 2dimM (a ce stade, il est bon de
remarquer que si M est une variete Cp - avec p > 0 -, alors TM est une variete Cp~1}.
Cette variete s'appelle le fibre tangent a M. Justifions ce nom.

29. PROPOSITION — La projection canonique p de TM sur M est une Gbration.

Preuve — II suffit d'introduire 1'application

On peut dire mieux : la restriction de ̂  a la fibre TXM de x est un isomorphisme
d'espaces vectoriels de TXM sur IRn. Si maintenant MI et M2 sont deux varietes,
et si / : TMi —> TM2 une application lisse, en considerant tous les ( T x f ) x € M
simultanement, on trouve une application que nous noterons Tf de TM dans TN, qui
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est lisse (et Cp l si / est Cp] et dont la restriction a chaque fibre TXM est 1'application
lineaire T x f . Cela se traduit par le diagramme commutatif

De plus, si MS est une troisieme variete, et g : M% —> MS une application lisse, d'apres
le theoreme des fonctions composees dans la version de II. 34, T(g o /) = Tg o T f .

Cette situation est le prototype d'une situation plus generale qui merite d'etre degagee.

30. DEFINITION — Un fibre vectoriel reel (resp. complexe) de rang k sur une variete
B est un espace fibre (E,p,B,F) tel que

a) la fibre type F et les fibres p~l(b),b € B sont des espaces vectoriels reels (resp.
complexes) de dimension k;

b) pour touts trivialisation locale (p, la restriction de ip a p~l(b) (qui envoie p~1(b)
dans {b} x F) induit un isomorphisme d 'espaces vectoriels sur F.

La fibre p ~ l ( b ] est notee Eb.

31. EXEMPLES

a) Le fibre produit M x IR , dit fibre trivial de rang k sur M.
b) Le fibre tangent a une variete de dimension n est un fibre vectoriel reel de rang n.
c) Si M est une sous-variete plongee dans un espace euclidien E, le fibre normal a M,
note 7V(M), est 1'ensemble des couples ( x , v ) de M x E tels que v soit orthogonal a
TXM; la projection sur M est la restriction a M x E de pr\. Ce fibre a pour rang la
codimension de M dans E. Voir 1'exercice 20.
Les definitions suivantes sont a mettre en parallele avec celles que nous avons vues en
II. D pour les fibres.

32. DEFINITIONS
a) Un morphisme entre deux fibres vectoriels (Ei,pi,Bi] et (E^^p^^B^) (n'ayant pas
necessairement le meme rang) est une application lisse f : E\ —> E? qui f envoie
fibre sur fibre fee qui veut dire qu'il existe une application g : BI —> _B2 rendant le
diagramme

commutatif), et dont la restriction a chaque fibre (Ei)b est une application lineaire de
(Ei)b dans (E2)g(b).
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b) Si / est un diffeomorphisme (auquel cas les applications fibre sur fibre seront
des isomorphismes d'espaces vectoriels), on dit que f est un isomorphisme de fibres
vectoriels.

c) Un fibre est trivialisable s'il est isomorphe a un fibre trivial. Une variete dont le fibre
tangent est trivialisable est dite parallelisable.

33. EXEMPLE — Le cercle Sl est parallelisable, comme le montre par exemple le dessin
suivant.

Pour d'autres exemples, voir 1'exercice 12, ainsi que 36 infra et le chapitre IV. Cette
situation est assez exceptionnelle. La notion suivante est une notion cle pour mieux
comprendre le fibre tangent, et plus generalement les fibres vectoriels.

34. DEFINITIONS
a) Une section d'un fibre vectoriel E de base B est une application lisse s de B dans
E telle que p o s = Ids fee qui revient a dire que s(x) E Ex pour tout x de B).

b) Un champ de vecteurs sur une variete est une section du fibre tangent.

On notera T(E) 1'ensemble des sections de E, et done F(TM) 1'ensemble des champs de
vecteurs sur M. II existe sur T(E) une structure naturelle d'espace vectoriel, obtenue
en posant

(s -f t)(x) = s(x] + t(x) (addition dans la fibre Ex).

La section nulle definit un plongement de B dans E.
Si E = TM, une section s'appelle un champ de vecteurs sur M.

Les sections d'un fibre trivial B x IR sont de la forme x i—> (x,/(x)), et s'identifient
done aux fonctions definies sur B a valeurs dans Hfc. En particulier, si U est un ouvert
de IRn, Y(TU) s'identifie a C°°(f/,lRn). Comme dans le cas des ouverts de Rn, nous
noterons desormais Xx au lieu de X(x] la valeur en x d'un champ X.
Si (Ui,ipi) est un atlas de M, on voit en utilisant 1'atlas correspondant de TM qu'un
champ de vecteurs peut etre donne par une famille d'applications Xi € C°°(t/i,IRn)
telle que
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On peut aussi se donner les fonctions Xi — Xi o (pi
 l. Pour chaque z, on a ainsi un

champ de vecteurs sur <f>i(Ui), et la condition ci-dessus equivaut a

(Cela exprime simplement que sur Ui, <f>i*X = X ^ . }

35. PROPOSITION — Pour qu'un fibre vectoriel E de rang k sur une variete B soit
trivialisable, il faut et sufEt qu'il existe k sections dont les valeurs en tout point x 6 B
forment une base de Ex.

Preuve — Si (e.i}i<i<k est la base canonique de IRfc, et si <p est une trivialisation de E,
on introduit les k sections

Inversement, soient (sa)i<a<fc k sections partout lineairement independantes. Decom-
posons ex e E suivant la base sa(x), autrement dit posons

Nous laissons au lecteur le soin de verifier, en utilisant la propriete de trivialite locale,
que les fonctions AQ sont lisses sur E. On en deduit une trivialisation </? en posant

Nous venons de voir que ip est lisse; il en est de meme de son inverse, donnee
explicitement par

36. EXEMPLES

a) Pour qu'un fibre vectoriel de rang 1 soit trivialisable, il faut et suffit qu'il admette
une section partout non nulle. Un exemple important de fibre de rang 1 non trivialisable
est le ruban de Mobius, vu comme fibre sur S1 (voir 1'exercice 21).
b) Nous verrons au chapitre VII que pour tout champ de vecteurs sur S2n, il existe
un point x tel que Xx = Ox (un tel point s'appelle un zero du champ de vecteurs
considere). A fortiori, les spheres de dimension paire ne sont pas parallelisables. Par
centre, la sphere de dimension 3 est parallelisable : elle est diffeomorphe a SU(2) (cf.II,
ex. 4), ainsi qu'au groupe multiplicatif des quaternions de norme 1, et nous verrons au
prochain chapitre que tout groupe de Lie est parallelisable.
c) ** Pour des raisons algebriques analogues, mais plus subtiles, S7 est parallelisable
(voir [Steenrood] par exemple). Inversement, les seules spheres parallelisables sont S1,
S3 et S7. C'est un resultat profond du a Bold (voir [Bott-Milnor]).**
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Comme dans le cas des ouverts de lRn, on associe a tout champ de vecteurs 1'application
/ H-> Lxf de C°°(M) dans lui meme definie par

et 1'on a la meme caracterisation des derivations.

37. THEOREMS -L'application L : X >-» LX est une bijection de F(TM) sur 1'ensemble
des derivations de M.

Preuve — Notons d'abord que L est injective. Soit en effet a € M tel que Xa -^ 0. Alors,
si (U,(p) est une carte dont le domaine contient a, il existe une fonction / 6 C°°(U}
telle que Lxf (a) ^ 0 : le vecteur Ta(p-Xa a au moins une coordonnee non nulle, disons
la fc-ieme, et on prend pour / la fc-ieme composante de la carte (p. Si V est un ouvert
contenant a tel que VcU.il existe d'apres 5 une fonction lisse / egale a 1 sur V et a
support contenu dans U. Alors fg <E C°°(IRn) et L x ( f g ) ( a } = L x ( f ) ( a ) .
Montrons maintenant que L est surjective. Soit (t/i,<^) un atlas de M, et soit 6 une
derivation. D'apres 17, pour tout ouvert U C M, 8 induit une derivation de C°°(U).
Alors 1'application

est une derivation de C°° (tpi ( U i ) } . On sait deja dans ce cas (cf. 18) qu'il existe
y1 € X((pi (Ui)} tel que 6(h o (p~l) = LYih. Alors, si X1 — (p^l*Yl, bien evidemment
6jji = LXi- Done si UiC\Uj ^ 0, les derivations LXi et LXJ induisent la meme derivation
sur Ui n Uj, et d'apres la premiere partie les champs X1 et X^ ont meme restriction a
Ui n Uj •

IL RESULTE IMMEDIATEMENT DE CE THEOREMS QUE LES DEFINITIONS
ET LES PROPRIETES DE LTMAGE DIRECTE ET DU CROCHET DES CHAMPS
DE VECTEURS SUR LES OUVERTS DE IT S'ETENDENT AUX VARIETES.

(Cela peut se voir aussi d'une fagon plus pedestre, mais instructive, en utilisant les
conditions de compatibility donnees a la fin de 34.)

38. REMARQUE — Le point de vue des derivations permet aussi de justifier un abus
de notation tres commode : si (Z7, (p) est une carte locale de M, on notera encore di ou
-jjj-r le champ sur U qui est 1'image par (p~l du champ de vecteurs di sur (p(U}. Une
telle ecriture sous-entend bien entendu le choix d'une carte. Un champ de vecteurs sur
U s'ecrit alors d'une maniere unique sous la forme

E. LE FLOTD'UN CHAMP DE VECTEURS

II est temps d'aborder un aspect plus geometrique des champs de vecteurs : pour un
champ de vecteurs x \-* Vx du plan, le simple trace des vecteurs Vx vus comme vecteurs
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d'origine x (mais cela n'est-il pas lie au fibre tangent) permet de voir une famille de
courbes auxquelles ces vecteurs sont tangents.

39. DEFINITION — On appelle trajectoire ou courbe integrate d'un champ de vecteurs
X sur une variete M toute courbe t i—> c(t), definie sur un intervalle ouvert I C IR et
a valeurs dans M, de classe Cl, et telle que

Pour un ouvert U de Mn, si X = £)™=1 -^^ ce^a revient a dire que les composantes
de c sont solutions du systeme differentiel du premier ordre

Les fonctions X1 etant lisses, on peut appliquer les resultats classiques d'existence et
d'unicite pour les systemes differentiels (voir [Demailly], [Lang], [Berger-Gostiaux] ou
meme I.G).



Ill - DU LOCAL AU GLOBAL 105

40. THEOREMS — Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert U de IRn et x im point
de U. Alors il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et une trajectoire c : I —> U de
X telle que c(0) = x; si c\ : I\ —> U est une autre trajectoire ayant la meme propriete,
c et c\ coincident sur I n /i.

En utilisant la terminologie du paragraphe B, cela signifie que le germe de c est unique.
On demontre ensuite qu'il existe un unique intervalle de definition maximal de c. Nous
noterons cx la trajectoire correspondante. On peut alors preciser 1'enonce precedent
("dependance des conditions initiales") :
Si Ix est 1'intervalle de definition (maximal) de cx, la reunion des Ix x {x}, quand x
parcourt U, est un ouvert Q de IR x U, contenant {0} x U, pour lequel 1 'application

(x,t) ->cx(t)

est lisse.

41. EXEMPLES (pour memoire). Si U = IR, Xx = x, on a cx(t) = xe*, et 17 = IR x IR.
Si X(x) = x2, alors

(Les trajectoires ne sont pas forcement definies sur tout IR.)
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Revenons au cas general. Le systeme differentiel donne par 39 est un systeme auto-
nome (c'est-a-dire que la variable t n'intervient pas dans le membre de droite). Par
consequent, si t \—> c(t) est une trajectoire, il en est de meme de t i—> c(t + a) pour
n'importe quel reel a. Tenant compte de 1'unicite, on obtient 1'identite

Nous allons reecrire cette relation (valable sous la seule condition que les deux membres
aient un sens) en mettant 1'accent sur la variable "espace" plutot que la variable
"temps". Autrement dit, on pose

En particulier (px (x) = x, et 1'identite ci-dessus donne

C'est un abus d'ecriture pour 1'assertion suivante : si le membre de droite est defini
(c'est-a-dire si (t',x) et ( t , ( p x ( x } } sont dans fi) le membre de gauche Test aussi, et ils
sont egaux. On ecrit alors, avec un abus evident

42. DEFINITION - L'application (px : n -> U s'appelle le not du champ de vecteurs
X.

Les (px sont des diffeomorphismes sur leur image (mais attention : leur domaine de
definition peut etre different de U si t 7^ 0; cf. 41). En raison de 1'identite ci-dessus, on
appelle aussi <px le groupe local a un parametre de diffeomorphismes associe au champ
X. Ce n'est pas un groupe! Le mot local est la pour rappeler les restrictions eventuelles
sur les domaines de definition de (px et des (f>x. Nous omettrons X dans cette notation
des qu'il n'y aura pas ambigui'te. Avant de poursuivre, donnons ou rappelons quelques
exemples typiques sur Mn.

Si X = Xir=i a*^ (champ constant), (pt(x) — x + ta; si X = £^=i xldi (champ radial),
(ft(x) — etx\ enfin, si A est le champ lineaire associe a 1'endomorphisme A, defini par
Ax = Ax, on a <f>t(x] = (expi^l).a;. Notons que la discussion qui precede fournit en
prime une demonstration du fait que

La propriete suivante, tres utile en pratique, permet le passage inverse du flot au champ.

43. LEMME — Soit h une application lisse definie sur un ouvert de I x U contenant
{0} x U et a valeurs dans U telle que
i) h(t, h(tf, x ) ) = h(t + t', x) des que les deux membres ont un sens,
ii) /i(0, x) = x.

iii) -£h(t,x)\t=o = XX.

Alors h(t,x) = y>x(x} partout ou h est definie.
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Preuve — II suffit de remarquer que

44. DEFINITION — Une application h satisfaisant aux conditions de 43 est un groupe
local a un parametre, et le champ de vecteurs

est le generateur infinitesimal de h.

Etudions maintenant le flot de Fimage d'un champ de vecteurs.

45. PROPOSITION — Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert U C IRn un champ
de vecteurs, et if) : U *-> V un diffeomorphisme. Si (ft est le Hot de X, celui du champ
image ijj*X est

Preuve — D'apres 43 applique a h(t, x) = -0 o pt o ijj 1(x), il suffit de remarquer que

46. EXEMPLE — Reprenons le champ lineaire A associe a A £ .End(IRn), et considerons
le diffeomorphisme donne par une matrice inversible P. Alors

et on retrouve le fait que exp PAP l = P(exp A)P l.
Si de plus la matrice P est elle-meme de la forme exptJ5, alors

(exptB)(expA)(exp-£5) = (1 + tB + O(t2))A(l - tB + O(t2))

- A + t(BA-AB) + O(t2},

et par suite

— (exp tB)(exp A] (exp -tB} • x = (BA - AB} • x.
CiC

D'apres 26, cela s'ecrit aussi

|((exptB,l)x)t=0 = p,Slx.

Cette derniere propriete est vraie dans un contexte bien plus general.

47. THEOREME — Soient X et Y deux champs de vecteurs sur un ouvert U C IRn, et
soit if% le not de Y. Alors
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Preuve — Nous utiliserons la propriete suivante, qui est une version "a parametres"
du lemme de Hadamard (cf. 14).
Soit f : [—e, e] x U —»1R une application lisse telle que /(O, x) = 0. Alors f pent s'ecrire

f ( t , x ] =tg(t,x)

oil g est lisse et

Nous aliens raisonner sur les derivations, et regarder 1'effet de (pt*X sur une fonction
/. Soit done f ( t , x ) = /(<^ t(x)) — f ( x ) , et posons gt = g(t,.) avec go = Lyf. Alors

La derivee par rapport a t du premier terme pour t = 0 est —Ly(Lxf,) celle du second
Lx9o = L/xLyf •

48. REMARQUE — Soient X, Y et Z trois champs de vecteurs, et (f>t le flot de Z. En
derivant par rapport a t 1'identite

on obtient
[[x,y],z] = [[x,z],y] + [x,[z,y]],

retrouvant ainsi 1'identite de Jacobi.

TOUT CE QUE NOUS AVONS VU DANS CE PARAGRAPHE S'APPLIQUE AUX
VARIETES.

Le seul endroit ou nous utilisons un resultat specifique (en apparence) aux ouverts de
IRn est 40, qui fait appel a la theorie classique des equations differentielles. Mais si X
est un champ de vecteurs sur une variete M munie d'un atlas (C/j,^), et si Oitt est le
flot du champ (pi*X sur ipi(Ui), alors

est un groupe a un parametre de diffeomorphismes de t/j, et par construction son
generateur infinitesimal est X. On en deduit que

sur Ui n Uj, puisqu'un groupe a un parametre est determine par son generateur
infinitesimal.
De plus, pour 1'etude des flots de champs de vecteurs, les varietes compactes sont un
cadre plus naturel et plus agreable que les ouverts de Mn, en raison de la propriete
suivante.
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49. THEOREMS — Si X est un champ de vecteurs sur une variete M compacte, alors le
Hot de X est defini sur IR x M. En particulier, <pt est pour tout t un diffeomorphisme
deM.

Preuve — A priori, le domaine de definition du not </? est un ouvert O C IR x M,
contenant {0} x M, et le domaine de definition de la trajectoire cx est 1'intervalle
Ix = Q n IR x {x}. Posons Ix =]a,/3[, et supposons par exemple que (3 < +00. Si (tn)
est une suite de reels qui tend en croissant vers /?, en raison de la compacite de M, la
suite (cx(£n)) admet une valeur d'adherence y. II existe alors un e > 0 et un ouvert U
contenant M tels que ]e,e[xU C fi. Soit alors tn tel que \tn — (3\ < e et cx(tn) € C7.
La trajectoire s ^—> d(s) satisfaisant a la condition initiale d(0) = Ca;(£n) est definie sur
1'intervalle ]e, e[, et d'apres 40, d(s) = cx(tn + s) si in + s e Ix. En posant

on obtient une trajectoire qui prolonge cx strictement au dela de 1'extremite (3 de 7X,
contrairement a 1'hypothese de maximalite de Ix. La relation

est maintenant verifiee quels que soient t, t1 et x. En particulier, (pt est un diffeomor-
phisme d'inverse (p-t •

Remarques
a) Ce resultat est encore vrai pour les champs de vecteurs a support compact sur une
variete non compacte : il suffit de remarquer que les trajectoires non constantes d'un
champ de vecteurs sont contenues dans son support.
b) On en deduit qu'une variete lisse, compacte ou non, admet "beaucoup" de diffeomor-
phismes. II suffit de voir, en utilisant une carte et une fonction plateau a support dans
1'ouvert de carte, qu'une variete admet toujours des champs de vecteurs non triviaux
a support compact.
Le resultat suivant, dont nous ne ferons qu'esquisser la preuve, montre combien il est
utile de pouvoir construire ainsi des diffeomorphismes.

50. THEOREME — Soit f une fonction lisse a valeurs reelles sur une variete compacte
M. Pour tout reel a, on pose

Si a < b et si f x([a, 6]) ne contient aucun point critique, il existe un diffeomorphisme
de M envoyant Ma sur Mb.

Preuve — Supposons M plongee dans un espace euclidien IR^, ce qui est possible
d'apres 7. Alors on va envoyer M° sur Mb en "tirant" le long des trajectoires
orthogonales aux sous-varietes / = cte.
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Plus precisement, on definit a partir de / un champ de vecteurs V/ en imposant la
relation

ou 1'on a designe par ( ,} le produit scalaire euclidien de TRN. L'ensemble des points
critiques de / est ferme, done /-1([a,6]) est contenu dans un ouvert U sans points
critiques. Soit alors g une fonction plateau, egale a 1 sur f ~ 1 ( [ a , b]) et a support contenu
dans U. On definit un champ de vecteurs sur M en posant

Si (ft est son flot, on a

et

II en resulte que

Remarques
** a) Le plongement de M dans un 1RN n'a rien d'essentiel. En realite, nous avons
pris le gradient de / par rapport a la metrique riemannienne ( , } | M > niais toute autre
metrique riemannienne aurait aussi bien fait 1'affaire.**
b) Si Ton dispose de la notion de variete a bord, on peut dire que Ma et Mb sont
diffeomorphes.
c) Le meme resultat subsiste si M n'est pas compacte, pourvu que f ~ l ( [ a , b}) le soit.
Cette derniere hypothese est par centre essentielle, comme on s'en rend compte en
enlevant un point a /~1([a, b}).
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F. CHAMPS DE VECTEURS DEPENDANT DU TEMPS
Chercher les trajectoires d'un champ de vecteurs sur un ouvert de IRn, ou meme sur une
variete, revient comme nous 1'avons vu a resoudre un systeme differentiel autonome. Par
ailleurs, un systeme differentiel sur un ouvert de IRn a priori non autonome, c'est-a-dire
de la forme

se ramene au systeme autonome sur IR x U donne par

Ce precede s'etend sans difficulte aux varietes.

57. DEFINITION — Si M est une variete et I C IR un intervalle, on appelle champ de
vecteurs sur M dependant du temps une application lisse X de I x M dans TM telle
que p ( X ( t , x)) = x (on a designe par p la projection de TM sur M).

On s'empresse bien sur d'associer a X le champ de vecteurs X e T(I x M) defini par

On adapte la definition 39, et on appelle trajectoire de X toute courbe c : J >—>• M,
ou J C /, telle que c'(t) = Xc^(t). Les trajectoires de X sont alors les projections sur
M des trajectoires de X sur J x M. Le theoreme d'existence et d'unicite locales des
trajectoires s'etend alors immediatement : ce n'est pas plus difficile que de passer des
systemes differentiels autonomes aux systemes non autonomes. Du point de vue des
flots, notons que si c est la trajectoire telle que

c'(s) = X(s,c(s)) et c(t) = x,

on a

Si la variete M est compacte, on a une version affaiblie (il n'y a plus de groupe a un
parametre de diffeomorphismes), mais tres utile, du resultat vu en 49.

52. THEOREMS — Soit X un champ de vecteurs dependant du temps sur une variete
compacte M. On suppose X defini sur ]a,/3[xM (— oo < a < (3 < +00). Alors
a) les trajectoires de X sont definies pour tout t e I;
b) si s i—> F s ( t , x ) est la position a Pinstant t + s de la trajectoire qui passe par x a
Pinstant t, alors x t—> Fs(t, x) est pour tout s e]a — t,/3 — t[ un diffeomorphisme de M.
c) Inversement, soit s t—> Gs un chemin de diffeomorphismes de M (autrement dit,
(s,x) H-» Gs(x) est une application lisse de J x M dans M et x i—>• Gs(x) est un
diffeomorphisme pour tout s e J). On suppose que 0 € J et que GO = Idu- Alors

est un champ de vecteurs sur M dependant du temps, dont s i—> Gs(x) est la trajectoire
qui passe par x a Pinstant 0.
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Preuve
a) II suffit de reprendre 1'argument de 50, qui n'utilisait nulle part le fait que 1'equation
differentielle considered etait alors autonome.
b) Soit alors (pa le fiot de ( l , X ) sur / x M. On a

En lisant sur la composante en M la propriete de groupe a un parametre, on obtient

F3l+at(t,x)=Fai(t + s 2 , F a 2 ( t , x ) ) .

On voit en particulier que pour t ejo:, (3[ et s e]a — t,(3 — t[ fixes, x H-> Fs(t,x) est un
diffeomorphisme ayant pour inverse x \—> F-s(s + t,x).
c) Recipro quernent, soit s <—> Gs un chemin lisse de diffeomorphismes, et

le champ dependant du temps associe. Alors

ce qui montre que la courbe t i—>• Gt(x] est une trajectoire du champ Y. C'est done
d'apres 1'hypothese la trajectoire qui passe par x a 1'instant 0 •
Ainsi, de meme qu'un champ de vecteurs engendre un groupe a un parametre de dif-
feomorphismes, un champ de vecteurs dependant du temps engendre une famille a un
parametre de diffeomorphismes. Cela justifie la definition suivante.

53. DEFINITION — Le champ de vecteurs dependant du temps defini dans 52. c)
s'appelle le generateur infinitesimal de la famille de diffeomorphismes s H-> Gs.

La construction de families de diffeomorphismes a partir de leur generateur infinitesimal
est un outil tres efficace, appele methode du chemin. A titre d'exemple, nous allons en
tirer une demonstration du lemme de Morse (comparer a I, exercice 11).

54. THEOREMS — Soit f : U i—> IR une application lisse definie sur un ouvet de IRn, et
soit a £ U un point critique non degenere. Alors il existe des ouverts V et W contenant
a et contenus dans U, et un diffeomorphisme (p de W sur V tel que v?(a) = a et

Preuve — On peut toujours supposer que a = 0 et /(a) = 0. Une double application
du lemme de Hadamard permet de mettre / sous la forme



Ill - DU LOCAL AU GLOBAL 113

avec hij = hji et foij(O) = c^-/(0), les fonctions hij etant lisses. Dans une boule de
centre 0 contenue dans U on pose, pour t € [0,1],

Ainsi, /i = /, alors que /o est le modele local cherche. Nous allons montrer qu'il existe
un chemin de diffeomorphismes 1t—»• </?<, tel que

Soit f't(x) la derivee partielle par rapport a t de la fonction (t, x] i-> /t(x). En derivant
par rapport a t la relation precedente, on voit que le generateur infinitesimal X de y?f

verifie

II faut done trouver un champ dependant du temps tel que

La difficulte vient de ce que (dft)o = 0. Mais sachant que

et

on est assure de trouve un tel champ si ses coordonnees Xk sont solutions du systeme
lineaire

II resulte de 1'hypothese de non degenerescence du point critique 0 que le determinant
de la matrice (^fcz(0))1<fc i<n est non nul. II en sera done de meme du determinant du
systeme lineaire que nous venons d'ecrire si y est assez proche de 0, disons si \\y\\ < r.
Pour etre assure que le champ dependant du temps ainsi obtenu est le generateur
infinitesimal d'un chemin de diffeomorphismes defini jusqu'au temps 1, on emploie un
precede maintes fois eprouve dans ce chapitre : on le multiplie par une fonction plateau
a support dans -6(0, r) et valant 1 sur .6(0, r/2) •

Remarque — En particulier, la forme reduite obtenue montre que les points critiques
non degeneres sont isoles.

G. VARIETES DE DIMENSION UN

Nous allons utiliser le theoreme de plongement vu dans ce chapitre pour montrer le
resultat suivant.
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55. THEOREMS — Une variete connexe et denombrable a 1'infini de dimension I est
diffeomorphe a 51 si elle est compacte, a IR si elle n'est pas compacte.
La demonstration de ce resultat tout a fait "intuitif" est assez delicate. D'apres 7, une
telle variete C admet un plongement dans un espace IRn (on pourrait meme dire dans
]R3, mais cela ne servirait strictement a rien). On part d'un tel plongement. Donnons
quelques preliminaries sur les parametrisations des courbes.

56. DEFINITION — Soit (p :]a,6[—> C une parametrisation d'une sous-variete de
dimension 1 d'un espace euclidien. On dit que (p est une parametrisation par longueur
d'arc si pour tout t de ]a, b[ le vecteur vitesse <f>'(t) est de norme I.

De telles parametrisations existent toujours, et on a unicite, a changement de sens et
d'origine pres. Plus precisement :

57. LEMME — Soit ip : J —> C une parametrisation de C. II existe alors une pa-
rametrisation par longueur d'arc de meme image if)(J). De plus, si tpi : I\ —> C et
ip-2 : /2 —> C sont deux telles parametrisations, il existe un c tel que ^(t) = <£>i(c + t)
ou v?2(t) = <pi(c-t).

Preuve — On choisit un t0 € J et on pose

La fonction S est lisse et sa derivee est partout non nulle. Si / = S(J), la fonction
i/j o S~l : I —> C donne une parametrisation par longueur d'arc. Soient maintenant
ipi et 9?2 deux parametrisations d'image ifj(J), definies sur des intervalles ouverts I\ et
/2. La fonction ip^1 o ̂ 2 est un diffeomorphisme de /2 sur /i. De plus, en derivant la
relation

on voit que \ip1
 l o (^2) /(t)| = 1, done que la derivee (ip1

 l o (p2)'(t)\ est une constante
egale a 1 ou — 1 •

Demonstration du theoreme — Soit (p :]a, 6[i—> C une parametrisation par longueur
d'arc. On peut la supposer maximale (eventuellement a = —oo ou b = —oo). Nous
aliens voir que (p est surjective en montrant que son image </?(]o, &[) est ouverte et
fermee dans C. D'abord y?(]a,6[) est ouverte car (p :]a,b[—> C est un diffeomorphisme
local. Soit maintenant

On a x = limn,_++00 <p(tn), ou (tn) est une suite de points de ]a,6[. Apres extraction
d'une sous-suite, on peut supposer que (tn) converge. La limite est soit un point de ]a, &[,
soit a, soit b. Le premier cas est exclus, puisque nous avons suppose que x n'appartient
pas a 1'image de (p. Supposons par exemple que la limite est 6, et soit i/j :] — e, e[—* C
une parametrisation par longueur d'arc d'un voisinage de x dans C, telle que ̂ (0) = x.
Alors <p(tn) € ^(J) pour n assez grand. Plus precisement, on a <p(tn] = ^(r]n), pour
un unique ryn qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini. D'apres le lemme,
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Pour n assez grand, le membre de droite fournit un prolongement de (p au dela de 6,
contrairement a 1'hypothese de maximalite.
Si (p est injective, on a une immersion injective d'un intervalle ]a, b[ dans E, dont 1'image
est une sous-variete. Une telle immersion est un plongement (nous laissons au lecteur
de dernier point, qui n'est pas tout a fait evident), et realise un diffeomorphisme entre
]a, b[ et C, ce qui prouve que C est diffeomorphe a IR.
Supposons maintenant que (p ne soit pas injective, et considerons t\ et ti tels que
(p(i\) = ipfa}- Apres translation du parametre t, on peut supposer que t\ est nul et
t-2 = c > 0. Les vecteurs (p'(0) et ip'(c) sont deux vecteurs de norme 1 tangents a C en
un meme point, done v?'(0) = ±</?'(c). Le second cas est exclus : le lemme, applique aux
deux parametrisations ip(t) et (p(c — t) sur [0,c], donne ip(t) = ip(c — t ) , soit en derivant
(/?'(£) = —(p'(c — £), puis <//(c/2) = 0, ce qui est impossible.
Done <p'(Q) = ^'(c)- Le lemme donne alors </?(£) = (p(c +1) tant que c + t e]a, b[; mais
si ]o, b[^ IR, cette relation donne aussi un prolongement de (p au dela de ]a,b[. Done
]o, 6[= IR et (£? est periodique. Soit T sa plus petite periode. Si <f(t\) = ^(^2), d'apres le
raisonnement precedent (p(t-2 —ti+t] = </?(t) quel que soit t, et ^2 — ̂ i egt un multiple
entier de T. Ainsi, par passage au quotient, (p donne une immersion injective de IR/T2Z
sur C, done un plongement •

Remarque — On a done une caracterisation "intrinseque" tres simple des varietes
de dimension 1. Par centre leurs plongements dans IR3 peuvent etre beaucoup plus
compliques que le plongement "standard" t i—> (cost,sint,0). Ce plongement se
prolonge en un plongement du disque ferme. II n'en est pas de meme pour le noeud de
trefie

£ H-> ((2 + cos 3t) cos 2t, (2 + cos 3t) sin 2t, sin 3t)

(cette assertion n'a rien d'evident, malgre le dessin).

Pour un avant-gout de la theorie des nceuds, qui est en pleine explosion aujourd'hui,
voir la fin de [Gramain]; pour plus de details et des informations recentes, voir [Adams].
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H. COMMENTAIRES

A PROPOS DBS IMMERSIONS ETDES PLONGEMENTS

La demonstration du theoreme de Whitney fait pressentir que les immersions et
les plongements d'une variete donnee, une fois qu'ils existent, sont assez nombreux.
Par exemple on demontre (cf.[Hirsch, ch. 2]) que si M est compacte 1'ensemble des
immersions d'une variete M dans IR2dimM

 est un ouvert dense de C°°(M,IR2diinM)**
pour la topologie compacte-ouverte.**
D'ou la question de la classification de ces immersions. On introduit pour y repondre
la notion d'isotopie. Deux immersions /, g de M dans N sont isotopes s'il existe une
application lisse H : [0,1] x M —>• N telle que H(Q,x) = f ( x ) , H(l,x) = g(x), et que
1'application partielle x \—> H(t,x) soit une immersion pour tout t. II est facile de voir
par exemple que 2 immersions suffisamment C1-proches d'une variete compacte sont
isotopes. La classification des immersions a isotopie pres est abordee par exemple dans
[Adashi].
Bornons-nous a decrire ce qui se passe pour M = S1. C'est moins difficile qu'en
dimension superieure, mais deja interessant.
a) Deux immersions de Sl dans Hn sont toujours isotopes si n > 3 (nous invitons le
lecteur a le demontrer en imitant la preuve du theoreme de Whitney).
b) Deux immersions / et g de Sl dans ]R sont isotopes si et seulement si leurs
"hodographes" t H-> f ' ( t } / \ \ f ' ( t ) \ \ et 11-> g'(t)/\\g'(t)\\ sont homotopes (autrement dit si
les tangentes orientees font "le meme nombre de tours"). C'est le theoreme de Whitney-
Grauenstein, montre par exemple dans [Adashi] ou [Berger-Gostiaux].
Si maintenant dans la definition d'une isotopie on remplace immersion par plongement,
on montre (ibidem) qu'il y a deux classes d'isotopie de plongements de S1 dans IR2

(le sens trigonometrique et le sens des aiguilles d'une montre). Et si on remplace IR2

par IR , le probleme de la classification des isotopies de plongement de S1 est a peu de
choses pres le probleme de la classification des nceuds evoque au paragraphe precedent.

THEORIEDE MORSE
Nous avons vu dans ce chapitre que le type topologique d'un "sous-niveau" {/ < a}
d'une fonction lisse sur une variete ne change pas tant qu'on ne franchit pas de niveau
critique (c'est-a-dire contenant un point critique). Que se passe-t-il quand on rencontre
un point critique? Le cas le plus simple est celui ou il y a seulement deux points
critiques (le nombre minimum sur une variete compacte, une fonction non constante
ayant un maximum et un minimum distincts). La reponse est fournie par le theoreme
de Reeb :
S'il existe sur une variete compacte M une fonction admettant deux points critiques,
alors M est homeomorphe a une sphere.
On ne peut pas conclure que M est diffeomorphe a Sn (on pressent pourquoi en faisant
1'exercice 25, ou il s'agit de montrer le theoreme de Reeb dans le cas plus facile ou les
points critiques sont non degeneres).
Dans le cas general, si p € M est un point critique non degenere (et done isole d'apres
54), le lemme de Morse permet de controler le changement de topologie quand on passe
du sous-niveau / < f(p) — e au sous-niveau / < f(p) + e, en fonction de Findice du
point critique p, defini comme le nombre de carres negatifs intervenant dans le lemme
de Morse (voir [Milnor 2] et [Hirsch] pour des enonces precis et des dessins suggestifs).
On en deduit par exemple les inegalites de Morse faibles (ibidem) :
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Si f est une fonction sur M n'ayant que des points critiques non degeneres, et si c^(f]
est le nombre de points critiques d'indice k, on a

dimtffc(M,IR) <c f e(/)

et

Les espaces de cohomologie dimHk(M, IR) seront definis au chapitre VII. ** Mais il
se trouve que le point de vue des formes differentielles que nous utilisons est assez mal
adapte a la demonstration des inegalites de Morse, qui sont par contre faciles a montrer
avec un peu de topologie algebrique.**

SYSTEMES DYNAMIQUES
On entend par la 1'etude globale des trajectoires des champs de vecteurs (et plus
generalement 1'etude des iteres d'un diffeomorphisme, qu'il soit obtenu a 1'aide d'un
not ou non).
Les exercices 6, 7 et 10 traitent de quelques uns des rares cas ou la structure des
trajectoires est bien comprise. Un autre exemple "trivial" est celui du champ dx + ady

sur T2 = IR2 JTI? : si a est rationnel les trajectoires sont toutes des courbes fermees,
si o; est irrationnel ce sont toutes des sous-varietes strictement immergees et partout
denses (comparer a II. 39).
Dans le cas general, il est hors de question, meme pour un champ de vecteurs sur
IR2 a coefficients polynomiaux *, d'esperer une expression explicite des trajectoires.
D'ou 1'importance, deja vue par Poincare, d'une etude qualitative : comportement
des trajectoires quand t tend vers 1'infini, stabilite, existence d'orbites denses, ou
periodiques, etc... Pour ces questions, voir [Godbillon 2], [Demazure], [Arnold 1] et
[Arnold 2].

EXERCICES

1. Montrer que si M est une variete lisse compacte, 1'ensemble des fonctions lisses
est dense dans C°(M) pour la topologie de la convergence uniforme (utiliser le
theoreme de Stone-Weierstrass).

* 2. Theoreme de Whitney
a) Montrer que tout ouvert de ]Rn est une reunion denombrable de boules

ouvertes.
b) Soit done F une partie fermee de IRn. On peut done ecrire, pour des points xp

et des nombres positifs rp convenables,

Soit fp une fonction non-negative et lisse, strictement positive sur B(xp^rp}
et a support egal a B(xp,rp) (on donnera un exemple explicite d'une telle
fonction.) Soit

* Get exemple n'est pas donne au hasard : le fait qu'il n'existe alors qu'un nombre fini de
trajectoires fermees est un resultat recent(~ 1987) et difficile.
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Montrer que la fonction

est lisse, et que / 1(0) = F. (Autrement dit, tout ferme de lRn est 1'ensemble
des zeros d'une fonction lisse).

3. Soit / une fonction lisse sur IR telle que /(^) = 0 pour tout entier n. (D'apres
1'exercice precedent, il existe de telles fonctions dont la restriction a tout
voisinage de zero est non identiquement nulle). Montrer que toutes les derivees
de / sont nulles a 1'origine.

4. Montrer que 1'anneau des germes en 0 de fonctions continues sur IRn n'admet
pas de derivations non nulles.

5. Montrer que 1'anneau des germes en 0 de fonctions lisses n'est pas integre. *
Qu'en est-il de 1'anneau des germes de fonctions analytiques ?

6. Le produit vectoriel vu comme un crochet.
On se donne sur IR les champs de vecteurs

a) Montrer qu'ils sont lineairement independants sur IR. Soit E 1'espace vectoriel
sur IR qu'ils engendrent. Montrer que E est stable par le crochet.

b) Soit (p : E i—> IR donnee par

Montrer que (/? est un isomorphisme, et que

ou A designe le produit vectoriel.
c) Quel est le flot de aX + bY + cZ ?

7. On considere la sphere 52 plongee dans IR3 de la fagon habituelle. On designe
par ijv la projection stereographique de pole Nord, et par ht 1'homothetie de
centre (0,0,0) et de rapport e* du plan z — 0.

a) Montrer que i^1 o ht o IN se prolonge d'une maniere unique en un diffeomor-
phisme gt de S2 , et que gt o gt> = gt+t>.

b) Montrer que les seuls points fixes de gt sont les poles Nord et Sud. Verifier que
pour tout x e S2 on a

c) Verifier que le generateur infinitesimal du groupe a un parametre gt est donne
pour tout x E 52 par la projection orthogonale sur TX52 du vecteur (0,0,1).
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* d) En s'inspirant de la construction faite en a), donner un exemple de champ de
vecteurs sur 52 ayant un seul zero, et dessiner ses trajectoires.

8. Solent X et Y deux champs de vecteurs sur une variete, (p et i/> leurs flots.
Montrer que (ps et tyt commutent quels que soient s et i assez petits si et
seulement si [X, Y] = 0.

9. Soit X un champ de vecteurs sur une variete tel que [X, Y] = 0 quel que soit
le champ Y. Montrer que X — 0.

10. Donner un exemple de champ de vecteurs sur S'2n~l qui ne s'annule nulle part.
(Remarquer que

et utiliser le groupe a un parametre vt(z} — (eltzi, • • • , eltzn}.}
N.B. On verra plus tard que sur les spheres de dimension paire tout champ de
vecteurs a au moins un zero.

* 11. Montrer que TSn~l est diffeomorphe a la sous-variete de Cn definie par
Pequation

12. Exemples de varietes parallelisables
* a) Expliciter trois champs de vecteurs partout independants sur S3.

** b) Montrer que la variete 51 x Sn est parallelisable.

13. Soient </? : M i—> TV et ifj : N H-» P des diffeomorphismes. Montrer que

* 14. Demontrer le theoreme d'inversion locale par la methode du chemin.

* 15. Transitivite du groupe des diffeomorphismes
a) Montrer que quels que soient les reels positifs r et r' (avec r' > r), et les points

x et y dans la boule ouverte B(Q, r), il existe un diffeomorphisme v de lRn tel
que v(x) = y et v(z) — z si \\z\\ > r'. (Utiliser le flot d'un champ de vecteurs
adequat.)

b) Soit M une variete. Montrer que tout point x € M admet un voisinage V
satisfaisant a la propriete suivante :
pour tout y € V, il existe un diffeomorphisme j de M tel que j(x) = y (on
pourra se ramener a a) en utilisant des cartes convenables).

c) Montrer que si M est connexe, le groupe des diffeomorphismes opere transiti-
vement sur M.

d) Montrer que si dimM > 1, ce groupe est k-transitif quel que soit fc, autrement
dit que si ( x i , . . . , Xk) et (7 /1 , . . . , yk) sont deux fc-uples de points deux a deux
distincts, il existe un diffeomorphisme (p de M tel que (p(xi) = yi pour tout
z < E [ l , fe] .
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* 16. Theoreme de redressement d'un champ de vecteurs
a) Soit X — XlILi Xldi un champ de vecteurs sur un ouvert U de lRn contenant

1'origine. On suppose que ^(O) ^ 0. Soit (pt le flot local de X. Montrer que
1'application

est un diffeomorphisme local au voisinage de 0.
b) Montrer que F~1X = d\. Indication : utiliser 45.
c) Soit M une variete lisse, et X € F(TM). Montrer que pour tout point a tel

que Xa 7^ 0, il existe une carte (£/,<£>), ou U contient a, telle que X\u = d\.
** La classification locale des champs de vecteurs ayant un zero isole est loin
d'etre aussi elementaire. Elle fait intervenir des conditions arithmetiques sur la
differentielle de X au zero. Voir [Demazure].**

* 17. Reduction simultanee d'un systeme de champs de vecteurs commutant entre
eux
Soient p champs de vecteurs sur une variete M, notes I / i . . . ,L p , partout
lineairement independants, et tels que

On se propose de demontrer que pour tout m € M, il existe un ouvert U
contenant m et un systeme de coordonnees locales sur U tel que L^u — -j^ si
1 < i < P-
L'exercice precedent montre que cette propriete est vraie pour p = 1, et on va
proceder par recurrence.

a) La propriete etant supposee vraie pour p, soient LI, ... ,LP+i p + 1 champs
de vecteurs independants et commutant entre eux. Montrer qu'il existe au
voisinage de tout point m des coordonnees locales (re, y ] , ou x — (x1,... xp) et
y = (yl... yn~p) telles que

b) En utilisant 1'exercice precedent, montrer que 1'on peut prendre ce systeme
(x, y) de fagon que

c) Conclure, a 1'aide d'un changement de coordonnees de la forme

* 18. Theoreme de Frobenius
Un systeme de p champs de vecteurs LI, . . . , Lp partout independants sur une
variete M est dit completement integrable si pour tout m € M il existe un
ouvert U contenant M et une sous-variete Y de dimension p (dite variete
integrate], contenue dans U, contenant m, et telle que Li(y] € TyY pour tout
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y 6 Y et pour tout i € [l,p]- (L'adverbe completement exprime qu'on peut
trouver des sous-varietes tangentes au "champ de p-plans" engendre par les Li
dont la dimension soit la plus grande possible.)
On va montrer qu'un systeme de p vecteurs est completement integrable si et
seulement si il existe p3 fonctions lisses c^k telle que

(Cette condition est banale pour p = I : on a vu en 40 qu'un champ de vecteurs
non nul est un "systeme" completement integrable.)

a) Soit LI ..., L'p un second systeme de champs de vecteurs tel que pour tout
ra € M les vecteurs L'^m) engendrent le meme sous-espace vectoriel que les
Li(m) (ce qui fait que ce systeme est completement integrable si et seulement
si le premier Test). Montrer que

ou les a? sont des fonctions lisses. En deduire que les systemes Z / i , . . . ,LP et
LI . . . , L'p satisfont simultanement a la condition (F).

b) Montrer que la condition est necessaire.
c) Pour montrer que la condition est suffisante, on se ramene a 1'exercice

precedent, en montrant que si le systeme LI, . . . , Lp satisfait a (F), tout point
de M est contenu dans un ouvert U sur lequel il existe un systeme L( ... ,L'p
tel que :

i) les L'^x) sont independants pour tout x € U.
ii)^ = ELi^]fc,oiiaf eC°°(Z7).
iii) Quels que soient i et j dans [l,p], [L^,L'-j = 0.

La question etant locale, il suffit de travailler sur un ouvert de IRn. Quitte a
effectuer un changement lineaire de variable, on peut supposer que 1/^(0) = di
quel que soit i e [l,p]. Si

il existe done un ouvert contenant 0 ou la matrice

est inversible. Soit (6]) la matrice inverse, et soit

cl) Montrer que

c2) En utilisant (F), montrer que [L'^L'j] = 0.
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* 19. Geometrie des systemes completement integrables
Soit M une variete munie d'un systeme completement integrable. On dira que
deux point x, y e M sont equivalents s'il existe une suite finie YI, . . . , Y^ de
sous-varietes integrales telles que x e YI, y 6 Yjt et Yi n Y^+i 7^ 0 pour
1 < i < k — 1. Montrer que les classes d'equivalence sont des sous-varietes
strictement immergees.
N.B. Ces classes d'equivalence s'appellent les integrales maximales du systeme.

20. Fibre normal
a) Soit / une immersion, pas necessairement injective, d'une variete M dans

un espace euclidien E. Montrer que 1'ensemble des couples ( x , v ) de M x E
tels que v soit orthogonal a Txf(TxM) est un fibre vectoriel sur M de rang
dimF/ — dimM (la projection est bien sur la restriction de pri). Ce fibre
s'appelle le fibre normal, comme dans le cas des sous-varietes.

b) Montrer que le fibre normal a Sn vue comme 1'ensemble des vecteurs de norme 1
dans un espace euclidien de dimension n + 1 est trivialisable.

c) Meme question pour une sous-variete de X de IRn de la forme /~1(0), ou / est
une submersion de IRn dans IRP.

* 21. Fibre tautologique
a) On definit un fibre vectoriel de rang 1 sur PnIR, dit fibre tautologique, et note

7n, comme suit. L'espace total £ est la partie de PnIR x IRn+1 formee des
couples (x, v) tels que v appartient a la droite definie par x, la projection est
la restriction de pr\. II revient au meme de dire que, si x = (x°, • • • , xn] est un
systeme de coordonnees homogenes de [x] G PnIR, 1'espace total est caracterise
par les equations

(comparer a la premiere question de 1'exercice 17 du chapitre II).
b) Montrer que pour n = 1 1'espace total est diffeomorphe a la variete des droites

affines du plan, et que la projection consiste a associer a chaque droite sa
direction (non orientee!!).

** c) Montrer que 7n n'est pas trivialisable.

* 22. Quelques constructions de fibres vectoriels
a) Produit cartesien.

Si £1 = (Ei,pi,Bi) et £2 = (^2,^2,^2) sont deux fibres vectoriels, montrer
qu'il en est de meme de

(E2 xE<2,pl xp2,5i x B2),

chaque fibre
(Pi xp 2 )~ 1 (&i ,&2) = (Ei}bl x (E2)b2

etant munie de la stucture vectorielle produit. Ce fibre se note £1 x £2-
b) Image reciproque.

Si £ = (E,p, B) est un fibre vectoriel et / : B' —> B une application lisse,

E' = {(b',e)£B'xE, /(6')=P(e)},

muni de la restriction de la premiere projection, est 1'espace total d'un fibre
vectoriel sur B', note /*£. La restriction de la deuxieme projection donne un
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morphisme de fibres. Exemple idiot mais important : si M est une sous-variete
de IRn, ou plus generalement si / : M —> IRn est une immersion, 1'image
reciproque de TIRn par / est le fibre trivial M x IRn.

c) Somme directe, ou somme de Whitney.
Si £1 = (Ei,pi,B) et £2 — (EiiPi, B] sont deux fibres vectoriels de meme base
B, c'est le fibre A*(£i x £2)5 °u A : B —> B x B est 1'application diagonale. II
est note £1 © £2 •
Exemple : la somme de Whitney du fibre tangent et du fibre normal a une
sous-variete de IRn est le fibre trivial.

** 23. Fibre tangent a PnR
a) On identifie TSn a I'ensemble des (x,v) 6 Hn+1 x Rn+1 tels que \\x \ = 1

et (x, v) = 0. Montrer que TPnIR s'identifie au quotient de TSn obtenu en
identifiant (x,v] et (—x, —f) , et que 1'application de passage au quotient est
un morphisme de fibres vectoriels.

b) On definit un fibre de rang n sur PnIR, note 7^, dont 1'espace total est

Ainsi, la somme de Whitney 7n 07^; (voir 1'exercice 21) est le fibre trivial de
rang (n + 1) sur Pn]R.
Montrer que TPn]R est isomorphe a Hom(^n^^}.

* 24. Voisinage tubulaire d'une sous-variete
Soit M une sous-variete compacte d'un espace euclidien E, et N(M) le fibre
normal a M. On definit une application / : N(M] -^ E en posant

a) Montrer que / est etale en (x,0).
b) Pour r > 0, on pose

7Vr(M) = {(x,v) € N(M), \\v\\ < r}.

Montrer qu'il existe un c > 0 tel que / soit un diffeomorphisme de Nr(M) sur
son image si r < e (s'inspirer de la preuve de 6. 16)

L'image f(Nr(M}} s'appelle alors un voisinage tubulaire de M, et se note
Vr(M).
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On montrera au passage que si y est dans un voisinage tubulaire, et si
y = f ( x , v ] , alors dist(y, M) = ||i;||.

* 25. Theoreme de Reeb : le cas facile
Soit M une variete compacte de dimension n et f une fonction lisse sur M a
valeurs reelles, admettant exactement deux points critiques, ces points critiques
etant 11012 degeneres. Montrer que M est homeomorphe a Sn.
Indication : en utilisant 50 et 54), on decompose M en trois morceaux,
dont deux sont homeomorphes au disque ferme Dn, et le troisieme a un
produit / x Sn~l. On peut recoller ces homeomorphismes et obtenir un
homeomorphisme de M sur Sn en remarquant que tout homeomorphisme de
Sn~l peut se prolonger en un homeomorphisme de Dn.



CHAPITREIV

AUTOUR DBS GROUPES DE LlE

La notion de groupe de Lie a ete degagee dans le courant du XlXieme siecle, done
bien avant celle de variete, par le mathematicien norvegien Sophus Lie, a 1'occasion de
1'etude des transformations laissant invariant 1'ensemble des solutions d'une equation
differentielle *. On donnait jadis a ces groupes le nom delicieux de "groupes finis et
continus", ce qui signifie dans le langage d'aujourd'hui que ce sont a la fois des groupes
et des varietes C°.
En fait, il a ete demontre (la preuve occupe un livre entier, [Montgomery-Zippin]) que
toute variete C° munie d'une loi de groupe continue est un groupe de Lie, c'est-a-dire
une variete lisse munie d'une loi de groupe lisse. II n'est done pas etonnant que tous les
groupes qui interviennent en geometric ou en physique soient des groupes de Lie (les
groupes discrets etant de dimension zero!).
Les nombreux exemples que nous allons voir sont tous des sous-groupes d'un groupe
lineaire G/(n,IR), et inversement on demontre que tout groupe de Lie est localement
isomorphe a un tel sous-groupe. La theorie generale n'en garde pas moins toute sa
pertinence : c'est elle qui permet d'aboutir au resultat que nous venons de citer, qui
est loin d'etre evident. Et meme au niveau elementaire ou nous nous plagons, elle
met mieux en lumiere le phenomene essentiel qui intervient, a savoir le lien entre les
proprietes du groupe et celle d'une structure algebrique ad hoc sur 1'espace tangent a
1'element neutre, appelee structure d'algebre de Lie.

A. CHAMPS INVARIANTS A GAUCHE

1. DEFINITION — Un groupe de Lie est un groupe G muni d'une structure de variete
lisse telle que les applications

(g, h) —> gh de G x G dans G

et
g —>• g~l de G dans G

soient lisses.

II revient au meme bien sur de supposer que 1'application

(g, h) -» gh'1 deGxG dans G

est lisse.

* Signalons a ce propos 1'exemple interessant de 1'equation de Ricatti, cf. [Berger], 6.8.7.
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2. EXEMPLES

a) Le groupe additif IRn est un groupe de Lie.
b) Le groupe lineaire Gl(n, H) des automorphismes de 1'espace vectoriel IRn est un
groupe de Lie : nous avons vu en I. 7 que c'est un ouvert de Endi^C1}, done une
variete de dimension n2, et la lissite des operations de groupe se voit sur les formules
explicites.
c) Si G et H sont deux groupes de Lie, G x H, muni de la structure de groupe produit
et de la structure de variete produit, est un groupe de Lie.
d) Le cercle S1, vu comme le groupe multiplicatif des complexes de module 1, est un
groupe de Lie. Le groupe de Lie produit (Sl}n s'appelle le tore de dimension n (par
analogic avec le cas n — 2). Nous verrons que c'est, a isomorphisme pres, le seul groupe
de Lie compact connexe abelien de dimension n.
e) II resulte de 1.29 et II. 14 que O(n] est un groupe de Lie, et de II, ex. 4 que U(n]
et SU(n) sont des groupes de Lie.
f) Le groupe A(n, H) des automorphismes afEnes de ]Rn, c'est-a-dire des transforma-
tions

est un groupe de Lie. En effet, A(n,IR) s'identifie a G^(n,IR) x IRn muni de la loi de
composition

En particulier,

II est commode de voir ^4(n,IR) comme le sous-groupe de Gl(n + 1,IR) forme des
matrices

g) Citons encore le groupe de Heisenberg H (voir 1'exercice 15 pour une justification
de ce nom) forme des matrices

et le groupe de Galilee Q de 1'espace temps de la mecanique classique. L'action d'un
element de Q sur 1'espace temps parametre par (x, t) e H3 x 1R est definie par

(A ,6 , c , r )« (x,i) = (Ax + bt + c,t + r}, ou A e 5O(3), 6,ceIR3 , r e IR.

D'une fagon analogue a f), Q peut etre considere comme le sous-groupe de 6^(5, ]R)
forme des matrices

h) Donnons enfin 1'exemple du groupe de Lorentz O(3,1) des automorphismes de la
forme quadratique
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(voir 1'exercice I. 19 pour une justification). Le groupe affine correspondant se construit
comme dans f), et se realise a 1'instar du groupe de Galilee comme un sous-groupe de
G/(5,IR). C'est le groupe de Poincare de la relativite restreinte.

3. DEFINITIONS
a) Un morphisme entre deux groupes de Lie G et H est une application f : G —> H
qui est a la fois un morphisme de groupes et une application lisse.

b) Les groupes de Lie G et H seront dits isomorphes si f est a la fois un isomorphisme
de groupes et un diffeomorphisme.

c) Un sous-groupe de Lie de G est une sous-variete qui est aussi un sous-groupe.

4. EXEMPLES

a) Bien entendu, O(n) est un sous-groupe de Lie de G^(n,IR). Le groupe SO(n] (dit
groupe special orthogonal) des tranformations orthogonales de determinant 1 est un
sous-groupe de Lie de O(n), car c'est un sous-groupe et une partie ouverte de SO(n) :
on a une partition

b) La composante connexe de 1'element neutre d'un groupe de Lie G est un sous-groupe
de Lie de G (de meme dimension puisqu'elle est ouverte dans G; nous verrons en C
pourquoi c'est un sous-groupe). On 1'appelle la composante neutre de G. On la note
G0. On verra par exemple en 37 que 0(n)0 = SO(n).

A tout element g d'un groupe de Lie G, on associe les translations a droite et a gauche,
notees respectivement Rg et Lg, definies par

Un mot sur ces conventions : L comme "left" et R comme "right", un hasard
malheureux faisant que les mots "gauche" et "groupe" ont la meme initiale en frangais!
En vertu de 1'associativite de la loi de groupe, on a

En particulier, Rg et Lg sont des diffeomorphismes de G. De plus, toujours a cause de
1'associativite, Rg et Lh commutent, puisque h(xg) = (hx)g\
D'apres III. C, si X est un champ de vecteurs sur G, on peut definir pour tout g € G
les champs Lg*X et Rg*X.

5. DEFINITION — Un champ de vecteurs X € T(TG) est invariant a gauche (resp. a
droite) si

Nous designerons par J le diffeomorphisme x i—> x 1 de G.
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6. PROPOSITION
i) Si X et Y sont deux champs invariants a gauche sur un groupe de Lie G, il en est
de meme de leur somme et de leur crochet.
ii) Si X est invariant a gauche (resp. a droite), alors Z*X est invariant a droite (resp.
a gauche).
Hi) Si X est invariant a gauche (resp. a droite), il en est de meme de Rg*X (resp.
Lg*X).

Preuve — i) est une consequence directe de III. 28. Pour ii), il suffit de remarquer que
la relation

s'ecrit

Enfin, les translations a droite commutant avec les translations a gauche, si X est
invariant a gauche, on a

On deduit evidemment de ii) les proprietes analogues pour les champs invariants a
droite •

Reste a s'assurer de 1'existence de champs invariants a gauche. C'est chose facile, grace
au resultat suivant.

7. PROPOSITION — Si G est un groupe de Lie, 1'application X H-» Xe est un
isomorphisms entre 1'espace vectoriel des champs de vecteurs invariants a gauche sur
G et 1'espace tangent TeG.

Preuve — Si X E T(TG} est invariant a gauche, necessairement

ce qui montre Pinjectivite. Inversement, un vecteur v 6 TeG etant donne, il faut verifier
que Papplication de G dans TG donnee par

est un champ de vecteurs (qui sera alors invariant a gauche par construction). II suffit
de verifier que cette application definit une derivation. Pour / € C°°G, designons par
Lvf la fonction

II est clair que Lv(fg) = (Lvf)g + f ( L v g ) , et il reste a montrer que la fonction Lvf est
lisse.
Soit c :} — e, e[i—> G une courbe lisse telle que c(0) — e et c'(0) = v. Alors, d'apres le
theoreme des fonctions composees,
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Mais la fonction ( t , g ) >-> f(gc(i}) etant lisse sur ] — e,e[x<7, il en est de meme de sa
derivee partielle par rapport a t •

8. COROLLAIRE — Tout groupe de Lie est une variete parallelisable.

Preuve — II suffit de prendre les champs de vecteurs associes par la proposition
precedente a une base de TeG, et d'appliquer III. 35 •
En particulier, T(TG) est engendre (en tant que module sur C°°(G}) par les champs
invariants a gauche (ou a droite).

Examinons maintenant les trajectoires d'un champ de vecteurs invariant a gauche.

9. DEFINITION — Un sous-groupe a un parametre d'un groupe de Lie G est un
morphisme de (IR, +) dans G, autrement dit une application lisse h de IR dans G
telle que

quels que soient t, s 6 IR.

Exemples
a) Si A G Mn(lR), alors t i—> exptA est un sous-groupe a un parametre de G7(n,IR)
d'apres I. 38. Si A est antisymetrique (resp. a trace nulle) on obtient des sous-groupes
a un parametre de O(ri) (resp. S7(n,IR)).
b) Si G est un sous-groupe de Lie de 6?£(n,]R) et <j) est un homomorphisme continu de
(IR, +) dans G, alors <f> est un sous-groupe a un parametre de G, et il existe un unique
A e T/G C End(lRn} tel que 0(t) = exp(tA). En effet nous savons d'apres 1.41 que
<p(t) = ex.p(tA) pour un A de J5nd(IRn). Alors t H-» <f)(t) est une courbe lisse contenue
dans G, et A = 0'(0) 6 T/G.

Un sous-groupe a un parametre de G etant donne, on peut lui associer le groupe a un
parametre de diffeomorphismes de G defini par

Autrement dit, (pt est la translation a droite Rh(t)-

10. THEOREMS — Si h est un sous-groupe a un parametre d'un groupe de Lie G, le
generateur infinitesimal de

est un champ de vecteurs invariant a gauche. Inversement, le not (j) d'un champ de
vecteurs X invariant a gauche sur G est defini sur IR x G, et il existe un unique sous-
groupe a un parametre hx tel que

quels que soient t 6 IR et g e G. De plus, hx(t] = </>t(e).

Preuve — Si X est le generateur infinitesimal de (f)t. D'apres III. 45, le flot de Lg*X
est Lg o cj)t o (Lg}~1. Mais
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ce qui prouve que Lg*X — X.
Inversement, si X est invariant a gauche et si </>t est son flot, le meme argument montre
que

<t>t(9) = £<Me).

Le domaine de definition de <j) contient done un ouvert de la forme ] — e, e[xG. De la
relation

on tire que dans les memes conditions

Posant hx(t} = 0t(e), le meme argument que celui de III. 49 permet alors de prolonger
hx en un homomorphisme de IR dans G, et done 0 a IR x G tout entier •

B. L'ALGEBRE DE LIE D'UN GROUPE DE LIE

Nous venons done de voir qu'il revient au meme de se donner
- un champ de vecteur sur G invariant a gauche;
- un vecteur de 1'espace tangent TeG;
- un sous-groupe a un parametre de G.

En particulier, toute operation algebrique definie sur 1'un de ces ensembles, comme ici
le crochet pour les champs de vecteurs invariants a gauche, se transporte aux deux
autres.

11. DEFINITION — Une algebre de Lie sur un corps K est un espace vectoriel L sur
K, muni d'une application bilineaire de L x L dans L, appelee le crochet et notee [,],
telle que

12. EXEMPLES

a) N'importe quel espace vectoriel muni du crochet nul est une algebre de Lie. C'est
le seul cas (du moins en caracteristique differente de 2) ou une algebre de Lie est
commutative, le calcul de [X + Y, X + Y] montrant que [X, Y] + [Y, X] = 0.
b) Les resultats de III.E se reformulent en disant que pour toute variete lisse M,
1'espace vectoriel F(TM) muni du crochet est une algebre de Lie (de dimension infinie,
puisque C°°(M) Test deja).
c) En particulier, d'apres 6, les champs de vecteurs invariants a gauche (ou a droite)
sur un groupe de Lie forment une algebre de Lie.

13. DEFINITION — Un morphisme d'algebres de Lie L et L' sur un meme corps K est
une application lineaire f de L dans L' telle que
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Si / est inversible, il est clair que / 1 est aussi un morphisme. On dit alors que / est
un isomorphisms d'algebres de Lie.

Exemple — Toujours d'apres 6, J^ est isomorphisme entre 1'algebre de Lie des champs
invariants a gauche sur G, et celle des champs invariants a droite.
Par transport de structure, 1'espace tangent a Pelement neutre d'un groupe de Lie est
muni d'une structure d'algebre de Lie.

14. DEFINITION — L'algebre de Lie d'un groupe de Lie G, notee 6, est TeG muni du
crochet ci-dessus.

Dans la suite, nous utiliserons librement Pidentification entre TeG et les champs
invariants a gauche.

Remarque — Un groupe de Lie et sa composante neutre ont meme algebre de Lie,
puisque d'apres 4, TeG — TeG0.

15. DEFINITION — Etant donne un groupe de Lie G d'algebre de Lie 6, Vapplication
qui a X e 0 associe la valeur au temps I du groupe a un parametre associe a X
s'appelle 1'application exponentielle, et se note exp.

Si par exemple G = G/(n,IR), TeG/(n,IR) = £nd(IRn), et X e £nd(IRn) = 0 donne
naissance au champ dont la valeur en A est AX (avec les identifications d'usage quand
on travaille avec des ouverts de IRn). L'exponentielle s'obtient en integrant 1'equation
differentielle

A'(t) = A(t)X avec la condition initiale A(0) = I.

On retrouve 1'exponentielle des matrices vue au chapitre I. II est immediat, mais
quelque peu pedestre, de verifier que dans ce cas [A, B] = AB — BA. Nous en verrons
bientot une demonstration plus "conceptuelle". Revenant au cas general, on verifie
facilement que les principales proprietes de 1'exponentielle des matrices subsistent.

16. PROPOSITION — exp est une application lisse de 0 dans G, et un diffeomorphisme
local d'un voisinage de 0 G 0 sur un voisinage de e & G.

Preuve — Le fait que exp est lisse vient de la lissite des solutions d'une famille
d'equations differentielles dependant de fagon lisse d'un parametre (ici 1'espace des
parametres est (5!). D'apres la definition meme de exp, on a

La differentielle de exp en 0 est done 1'identite, et on applique le theoreme d'inversion
locale •
Nous avons vu que si X e T(TG] est invariant a gauche, il en de meme de Rg*X. La
question se pose d'interpreter cette propriete en termes de vecteurs tangents a e, et en
termes de sous-groupes a un parametre.

77. PROPOSITION - On a
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Preuve — Le flot de X est donne par <j>t(x) = xexptX, et d'apres III.45 celui de
Rg*X par

Le sous-groupe a un parametre de G associe a Rg*X est done

Nous poserons

Alors, pour X, Y € (5 on a

Adg.[X,Y} = [A.dg'X,Adg.Y}.

De plus
Ad#i#2 = Ad#i o Ad #2.

(C'est cette relation qui explique le choix de Rg-i plutot que de Rg.) Autrement dit,
Ad est un homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes de 1'algebre de
Lie <3.

18. DEFINITION — L'application Ad s'appelle la representation adjointe de G.

Quand on fait du calcul differentiel sur un groupe de Lie, il est tres commode de tout
ramener a 1'element neutre, et la representation adjointe est faite pour cela.

19. PROPOSITION - Pour X, Y e 0, on a

En particulier, si G est commutatif, le crochet est identiquement nul.

Preuve — Ce resultat est un cas particulier de III. 47 •

20. EXEMPLE - Si G = G/(n,IR), nous avons vu que TeG s'identifie a End(lRn}, et
exp a 1'exponentielle des endomorphismes. Alors

et

Nous sommes maintenant en mesure d'enoncer 1'un des resultats de base de la theorie,
qui fait esperer 1'existence d'un dictionnaire entre les proprietes des groupes de Lie et
celles de leurs algebres de Lie.

21. THEOREMS — Soient G et H deux groupes de Lie, et f : G —> H un morphisme.
Alors Tef : 6 i—> ft est un morphisme d'algebres de Lie. De plus, si f est un
isomorphisme, Tef est un isomorphisme.
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Preuve — Le point de depart est la remarque - evidente - que 1'image par / d'un
sous-groupe a un parametre t H-> h(t] de G est un sous-groupe a un parametre de H.
Done si Y E TeG, il existe un unique Z e TeH tel que

et en prenant la derivee par rapport a t des deux membres pour t = 0 on voit que
Z — Tef • Y. Maintenant, pour g 6 G fixe,

D'apres la definition meme de Ad, on a aussi

En prenant la derivee en t = 0 des deux membres de Pegalite

on trouve

II suffit maintenant d'ecrire cette egalite pour g — exp tY, et de prendre la derivee en
t = 0 tout en appliquant la proposition precedente. Enfin, si / est un isomorphisme,
Tef est bijective •

22. EXEMPLE: determinant et trace
Considerons le morphisme det : G/(n,IR) i—» IR*. On a Te det = tr (voir 1.7). D'autre
part, Palgebre de Lie de IR* est IR avec le crochet nul. On deduit done de 21 que, pour
A,B e End(Sln),

Ce resultat est bien connu, mais 1'argument ci-dessus en donne une raison conceptuelle.

23. REMARQUE — L'exemple de Gl(n, H) permet de se rendre compte que 1'application
exponentielle n'a aucune raison d'etre un homomorphisme de groupes, ni d'etre
injective ou surjective. Elle est surjective pour les groupes de Lie compacts et connexes.
La preuve generale la plus simple utilise de la geometric riemannienne (cf. [Spivak] ou
[Gallot-Hulin-Lafontaine]), c'est pourquoi nous ne la donnons pas ici. Voir 1'exercice 7
pour differents exemples et contre-exemples.
Une autre application de 21 est le resultat suivant.

24. PROPOSITION - Si H est un sous-groupe de Lie de G, 1'algebre de Lie de H est
une sous-algebre de Lie de celle de G.

Preuve — C'est immediat : si i est 1'injection canonique de TeH = 9) dans TeG — 6,
d'apres21 i[X,Y] = [iX,iY].
L'utilisation des algebres de Lie permet de montrer le resultat suivant, qui est une belle
generalisation de I. 41.
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25. THEOREMS — Tout homomorphisme continu d'un groupe de Lie dans un autre est
necessairement lisse. En particulier, un groupe topologique a au plus une structure de
groupe de Lie.

Preuve — C'est une consequence des trois resultats suivants, qui ont leur importance
en eux-memes.

26. PROPOSITION — Si h est un homomorphisme continu de IR dans un groupe de Lie
G, il existe un X 6 & et un seul tel que h(t) = exptX.

Preuve — Le fait que exp soit etale en 0 permet de reprendre les arguments de I. 41
tels quels •

27. LEMME - Soit ( X i , - - • ,Xn) une base de 6. Alors 1'application de lRn dans G
donnee par

est un diffeomorphisme local au voisinage de 0.

Preuve — C'est une application lisse, et Pimage par la differentielle en 0 du z-ieme
vecteur de la base canonique de IRn est evidemment Xi •

28. LEMME

i) Soit f : G —> H un morphisme de groupes de Lie. Pour que f soit lisse, il sumt qu'il
le soit au voisinage de 1'element neutre de la source.
ii) Pour que f , suppose lisse, soit un diffeomorphisme local (resp. une immersion, une
submersion), il sumt que sa differentielle en Pelement neutre soit un isomorphisme
(resp. une injection, une surjection).

Preuve — Nous ne nous servirons dans 1'immediat que de i), mais nous avons regroupe
ces deux resultats, en raison de la similitude de leurs preuves. II suffit d'exprimer le
fait que / est un homomorphisme sous la forme

Cela montre que si / est lisse sur un ouvert U contenant e, elle 1'est aussi sur gU quel
que soit g, done sur tout le groupe.
ii) s'obtient de la meme fagon, puisque sous les hypothese faites / est deja un diffeo-
morphisme local (resp. une immersion, une submersion) au voisinage de e G G •

Fin de la preuve de 25. - Soit X^---,Xn une base de (3. Pour chaque i G [1, n],
1'application

est un sous-groupe a un parametre de H, et il existe un Yi 6 ft tel que

quel que soit t. Par consequent,
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Posant

cela signifie que / o 0 est lisse. D'apres le premier lemme, / est alors lisse au voisinage
de e, done partout d'apres le second •

La question essentielle qui se pose maintenant est de remonter des algebres de Lie aux
groupes de Lie. Plus precisement :
a) une algebre de Lie 0 donnee est-elle 1'algebre de Lie d'un groupe de Lie ?
b) une sous-algebre ft de 1'algebre de Lie (5 de G etant donnee, existe-t-il un sous-groupe
de Lie H de G dont 1'algebre de Lie soit ft ?
c) deux groupes de Lie GI et G<2 etant donnes, ainsi qu'un homomorphisme d'algebres
de Lie 0 : (3i i—>• 62, existe-t-il un homomorphisme de groupes jP : G\ H-> G2 tel que
TeF = (p?
La reponse a la question a) est positive. Elle est connue sous le nom de troisieme
theorems de Lie. La preuve en est longue et difficile. La question c) peut en principe
se ramener a b) : si F existe, son graphe sera un sous-groupe de Lie de GI x G% dont
1'algebre de Lie sera le graphe de </>. D'autre part, F etant continue, son graphe sera
ferine. Et la les choses se gatent : il y a des sous-algebres de Lie qui ne peuvent etre
1'algebre de Lie d'un sous-groupe ferme. La reponse aux questions b) et c) est done en
general negative.

29. CONTRE-EXEMPLES

Pour b), il suffit de prendre GI = G2 = S1, et 1'homomorphisme (d'algebres de Lie
commutatives!) x i—» ax de H dans H, ou a ^ 2Z. Les morphismes de Sl etant de
la forme t i—» ifc, ou k € 7L (cf. exercice 8), il est impossible de remonter </» en un
homomorphisme de Sl.
Pour a), on prend G = Sl x S"1 et pour ft une droite de pente irrationnelle a dans IR2.
Comme le sous-groupe a un parametre

est tangent a fj en 1'element neutre, le seul candidat possible pour H est 1'image de
ce sous-groupe a un parametre, qui n'est pas une sous-variete comme nous 1'avons vu
en I. 32, mais seulement une sous-variete strictement immergee. Et la reponse a la
question a) est donnee par le resultat suivant, dont nous nous contenterons d'esquisser
la demonstration (les resultats de cette fin de paragraphe ne seront pas utilises dans la
suite).

30. THEOREMS — Soit G un groupe de Lie et soit ft une sous-algebre de Lie de 1'algebre
de Lie (5 de G. II existe un groupe de Lie H et une immersion injective stricte de H
dans G dont 1'image est le sous-groupe de G engendre par expf).

Preuve — Si Xi , . . . X^ (ou d = dim ft) est une base de ft, d'apres la definition meme
d'une sous-algebre de Lie, le systeme de champs de vecteurs associe, que 1'on note de la
meme fagon, satisfait a la condition de Frobenius. II est done completement integrable
(cf. Ill, exercice 18). Par ailleurs, en raison de 1'invariance a gauche des champs Xi,
si Y est une variete integrale ou une integrale maximale (cf. 1'exercice 19 du meme
chapitre), gY aussi.
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Soit alors H 1'integrale maximale passant par 1'element neutre. Si g € H, alors
H n gH 7^ 0, done H = gH, ce qui montre que H est un sous-groupe de G, qui
est connexe d'apres les proprietes des integrates maximales. On conclut en utililisant
encore 1'exercice 19 de III, et 40 ci-dessous, qui assure que H est engendre par exp fj •

Remarque — Cette propriete Justine la terminologie employee dans le cas ou 1'image
de H n'est pas un sous-groupe de Lie. La donnee d'une immersion injective de H dans
G est appelee sous-groupe de Lie immerge ou encore de sous-groupe integral.
On peut tirer de ce resultat une reponse partielle (et optimale au vu de 29) a la question
de savoir si 1'on peut "remonter" aux groupes les morphismes d'algebres de Lie.

31. COROLLAIRE — Solent G et H deux groupes de Lie, et f : 0 —> ft un morphisme
d'algebres de Lie. Alors il existe des voisinages U et V des elements neutres de G et
H, et une application lisse F de U dans V telle que
a)TeF = f ;
b) Si xi, x-2 et xix-2 sont dans U, alors F(xi}F(x-2) ~ F(x\X'2).
De plus le germe de F en e est determine de fagon unique par ces proprietes.

Preuve — Le graphe de / est une sous-algebre de Lie de (5 x f>, a laquelle on applique la
premiere partie de 30. Soit Y une sous-variete integrale passant par 1'element neutre
de G x H. Quitte a restreindre Y, on peut supposer que c'est un graphe : en effet, la
projection sur G, restreinte a Y, a pour differentielle en e la projection du graphe de
/ sur (J5, qui est un isomorphisme. Cette projection est done localement inversible, et
1'inverse est de la forme x i—> (x, -F(x)), ou F est une application lisse d'un ouvert U de
G contenant e dans un ouvert analogue V de H. Toujours d'apres 30, si x\ et £2 sont
dans U, le produit (xi,F(xi)(x2,F(x2) — (xiX2,F(xi)F(x2)} est dans Y, et comme
Y est le graphe de F, on a bien F(xiX2) = jP(xi)F(x2). L'unicite du germe de F vient
de 1'unicite du germe de la variete integrale du graphe de / •

Remarque — ** II est des situations ou 1'on peut dire mieux : si G est simplement
connexe, toute sous-algebre de Lie de 0 est 1'algebre d'un sous-groupe de Lie de G, et
tout morphisme d'algebres de Lie de (3 dans 1'algebre de Lie f) d'un groupe de Lie H
se releve en un morphisme de G dans H (voir [Onishschik-Vinberg], page 30).**

Les difficultes que nous venons de rencontrer justifient quelques complements de
topologie.

C. DIGRESSION SUR LES GROUPES TOPOLOGIQUES
Rappelons qu'un groupe topologique est un groupe muni d'une topologie pour laquelle
la multiplication et 1'inverse sont continues. En particulier, les translations a droite et
a gauche sont des homeomorphismes, ainsi que 1'application inverse.
Pour deux parties A et B, on pose
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Alors, si U C G est ouvert, AU et UA sont toujours ouverts : ce sont visiblement des
reunions d'ouverts. De plus, la continuite de la multiplication et de 1'inverse s'expriment
de la fagon suivante :

32. LEMME — Pour tout ouvert U contenant e, il existe un ouvert V contenant e tel
que V2 C U, et un ouvert W contenant e tel que W~l C U. En particulier, les ouverts
symetriques (tels quell = U~l) forment une base de voisinages de e •
Par consequent :

33. THEOREMS — Pour un groupe topologique G, les conditions suivantes sont
equivalentes :
i) G est separe.
U) L'ensemble {e} reduit a 1'element neutre est ferine.
Hi) Pour tout g € G, {g} est ferine.

Preuve — II est clair que i) implique U). De plus, les translations etant des homeo-
morphismes, les proprietes ii) et Hi) sont equivalentes, et il suffit, pour prouver que ii)
implique Hi), de separer 1'element neutre d'un g ̂  e.
Soit done V un ouvert contenant e mais pas g. En vertu de la continuite de la
multiplication, il existe un ouvert W contenant e tel que W • W C V, ouvert que
1'on peut supposer symetrique en utilisant la continuite de x i—» x~l. Alors W et g • W
sont deux ouverts disjoints contenant e et g respectivement •

Pour etudier les sous-groupes d'un groupe topologique, il est utile de reprendre la
meme demarche qu'en algebre, c'est-a-dire de faire operer le sous-groupe sur le groupe.
Rappelons que G opere sur lui-rneme a gauche et a droite (au moyen des translations
a gauche et a droite respectivement), et que ces actions sont transitives. Les actions
d'un sous-groupe H C G n'ont aucune raison d'etre transitives. On introduit alors la
relation d'equivalence

Les classes d'equivalence sont de la forme gH; ce sont les orbites de Faction par
translation a droite de H sur G. On les appelle aussi classes a gauche de G modulo H,
ce qui est naturel puisque chacune d'elles est de la forme LgH. L'ensemble quotient
est note G/H (G est ecrit a gauche et H a, droite, pour rappeler la situation que nous
venons de decrire).
Les translates a gauche de deux elements equivalents sont equivalents, done les
translations a gauche passent au quotient. Si Ton continue noter Lg les transformations
de G/H ainsi obtenues, on a encore

Lgi ° L92 = Lgig2.

Autrement dit, G opere a gauche sur G/H. Cette action est transitive. En effet, si
x,y e G/H sont represented par x,y E G, on a

y = yx~lx et par suite y = Lyx-ix.
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Notons enfin que Lg laisse fixe la classe de Pelement neutre (ce qui revient a dire au
niveau du groupe que H est globalement invariant) si et seulement si g e H.

34. EXEMPLE — Prenons pour G le groupe SO(n + 1) et pour H le sous-groupe forme
des matrices

ou A G SO(n). Alors g et g' sont equivalents modulo H si et seulement les matrices qui
les representent ont meme premiere colonne. G/H est en bijection avec Sn, et 1'action
de G sur G/H est tout simplement 1'action habituelle de SO(n + 1) sur Sn (comparer
a 1'exercice 14 du chapitre II).
Si maintenant on etudie la situation du point de vue topologique, on munit G/H de la
topologie quotient : si p : G i—> G/H est 1'application canonique, U C G/H est ouvert
si et seulement si p~l(U) est ouvert dans G. Alors, toute application continue de G
dans un espace topologique X, qui est constante sur les classes d'equivalence, passe au
quotient en une application continue de G/H dans X.

35. THEOREMS

i) L 'application p est ouverte.
ii) Pour que G/H soit separe, il faut et sufRt que H soit un sous-groupe ferine de G.
Hi) Si H est ouvert, G/H est muni de la topologie discrete. En particulier, tout sous-
groupe ouvert d'un groupe topologique est ferme.

Preuve
i) Si U est ouvert, il en est de meme de UH. Mais

ii) Si G/H est separe, tout point est ferme, done les classes d'equivalence sont des
fermes de G. Supposons inversement H ferme. Soient x,y deux points distincts de
G/H, et x, y G G tels que p(x) =xet p(y) = y. Alors x et y ne sont pas equivalents :
x n'appartient pas au ferme yH. II existe un ouvert U contenant & tel que

et un ouvert V contenant e tel que V2 C U. On a

Alors p(VxH] et p(VyH] contiennent respectivement x et y, sont ouverts d'apres i),
et disjoints par construction.
iii) Si H est ouvert, toute classe d'equivalence est ouverte, et les points de G/H sont
ouverts d'apres i) •

36. EXEMPLE — L'espace SO(n+ l)/SO(n) (notation abusive pour designer 1'exemple
de 34) est homeomorphe a Sn, 1'homeomorphisme etant donne par 1'application de
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SO(n+ 1) dans Sn qui, a une matrice orthogonale, associe sa premiere colonne. On en
deduit le resultat suivant.

37. THEOREMS — SO(n) est connexe pour tout n.

Preuve — On precede par recurrence sur n. D'abord SO(1) est le groupe a un element,
et SO(2) ~ Sl. La recurrence est mise en ceuvre en appliquant le lemme suivant,
important en lui-meme.

38. LEMME — Soit H un sous-groupe d'un groupe topologique G. Si G/H et H sont
connexes, G 1'est aussi.

Preuve — II suffit de verifier que toute application continue / de G dans un ensemble
discret a deux elements D est constante. D'abord, H etant connexe, toutes les classes
d'equivalence de G modulo H le sont, done / est constante sur les classes d'equivalence,
et passe au quotient en une application continue / : G/H —> D. Mais G/H etant
connexe, / est constante, ainsi que / = / o p •

Remarque — Le lecteur demontrera sans peine, suivant la meme idee, que 1'espace total
d'une fibration est connexe, des que la base et la fibre sont connexes. En fait, le lemme
38 n'est qu'un cas particulier de ce dernier resultat : nous verrons que p : G H-» G/H
est une fibration. L'enonce suivant, par contre, est specifique aux groupes.

39. PROPOSITION — Soit V contenant e un ouvert connexe symetrique (V~l = V) et
GQ la composante connexe de 1 'element neutre de G. Alors

et GQ est un sous-groupe distingue de G.

Preuve — Tout d'abord, U^cl1V
n est un sous-groupe de (7, ouvert puisque c'est une

reunion d'ouverts, done ferme d'apres 35. C'est aussi une partie connexe de G : en
effet, Vn est 1'image du connexe

n fois

V x • • • V par 1'application continue (#1, #2, • • • , 9n) -> 9i92 • • • 9n

de Gn dans G. On a done une reunion de connexes dont 1'intersection contient e.
Finalement, (J^L^V71, est ouvert, ferme et connexe, c'est done la composante connexe
deG.
De plus, quel que soit g e G, le conjugue gGog~l de G0 est connexe et contient e (c'est
un sous-groupe!), done est inclus dans GQ •

40. COROLLAIRE — Si G est un groupe de Lie, GQ est engendre par exp (5. En
particulier, GQ est denombrable a 1'infini.

Preuve — On applique ce qui precede a V = exp U, ou U C 0 est un ouvert symetrique
contenant 0, sur lequel exp est un diffeomorphisme.
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Donnons maintenant quelques informations sur les sous-groupes discrets des groupes
topologiques et des groupes de Lie.

41. DEFINITION — Un sous-groupe F d'un groupe topologique G est discret si la
topologie induite par G sur T est la topologie discrete.

Commengons par une propriete elementaire.

42. PROPOSITION — Dans un groupe topologique separe, tout sous-groupe discret est
ferine.

Preuve — Soit F un sous-groupe discret de G, et x € F \ F. Pour tout ouvert
symetrique contenant e, 1'ouvert xV rencontre F. Soit 7 6 xV r\T. D'apres 1'hypothese
de separation, il existe un ouvert symetrique W contenant e, tel que 7 ^ xW. Mais
xW contient lui aussi un 7' de F. Alors 7~17/ € V2. Mais 7 ^ 7', et F est discret : cela
est impossible pour un bon choix de V •

Pour en dire un peu plus, il est naturel de supposer le groupe ambient connexe : sinon,
en prenant le produit d'un groupe par un autre muni de la topologie discrete, on peut
realiser n'importe quel groupe comme sous-groupe discret d'un groupe de Lie.

43. PROPOSITION — Soit G un groupe connexe, et F un sous-groupe distingue et discret.
Alors F est inclus dans le centre de G.

Preuve — Pour 7 dans F fixe, 1'application 2; H-+ xjx~l envoie G dans F puisque F est
distingue. C'est une application continue, done son image est connexe. Comme elle est
aussi discrete, elle est reduite a un point. En prenant x — e, on voit que ce point est
7 .

De tels groupes jouent un role important quand on considere les revetements de groupes
topologiques. Nous ne parlerons ici (un peu) que des revetements de groupes de Lie,
laissant les generalisations (faciles) au lecteur.

44. DEFINITION — Un revetement de groupes de Lie est un morphisme p : G —> H qui
est un revetement des varietes sous-jacentes.

Leur caracterisation est tres simple.

45. THEOREMS — Soit F un sous-groupe distingue et discret d'un groupe de Lie G.
Alors il existe sur le quotient G/T une unique structure de groupe de Lie telle que
1'application canonique TT : G —> G/T soit un revetement de groupes de Lie.
Inversement, pour tout revetement de groupes de Lie p : G —» H, le noyau p~l (e) est un
sous-groupe distingue et discret, et p donne par passage au quotient un isomorphisme
de groupes de Lie entre G/p~1(e] et H.

Preuve — L'action de F = p~l(e) par translations (disons a droite) est evidemment
libre, elle est aussi propre : si A et B sont deux compacts de G, 1'ensemble des 7 € F
tels que j(A) rencontre B est egal a F D AB~l. C'est 1'intersection d'un compact avec
une partie discrete, done un ensemble fini. D'apres II. 49, le quotient G/T admet une
unique structure de variete telle que TT : G —> G/T soit un revetement.
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Par ailleurs, TT est un morphisme de groupe car F est distingue. Reste a verifier que
G/T est un groupe de Lie. II suffit de remarquer que 1'action de F x F sur G x G
obtenue en posant (7,7/)(o:, y) — (l(x),l'(y)) est encore propre et libre. L'application
(x, y) i—> ir(xy) donne par passage au quotient une application lisse qui est justement
la multiplication dans G/T.
Inversement, si p : G —> H est un revetement de groupes de Lie, p~l(e) est un sous-
groupe distingue (parce que p est un morphisme de groupes) et discret (parce que p
est un revetement). Soit ?r : G —> G/p~l(e) le revetement obtenu plus haut. On a un
diagramme commutatif

de morphismes de groupes et d'applications lisses. Comme TT et p sont des diffeo-
morphismes locaux, p aussi. Par ailleurs, pour des raisons algebriques, p est un
isomorphisme de groupes. C'est done bien un isomorphisme de groupes de Lie •

46. REMARQUES
a) Le fait que dans cette situation p~1(e) so it abelien et meme contenu dans le centre
n'a pas servi. ** Mais cette propriete a son importance, elle montre que le groupe
fondamental d'un groupe de Lie est abelien.**
b) Le debut de la demonstration n'utilise pas le fait que F est distingue. On en deduit
que si F est un sous-groupe discret d'un groupe de Lie G, il existe sur le quotient G/T
une unique structure de variete telle que TT : G —* G/T soit un revetement. On peut
en principe construire ainsi une foule de variete. Mais il est en general tres difficile
de construire des sous-groupes discrets "assez gros" (c'est-a-dire par exemple tels que
G/T soit compact) d'un groupe de Lie donne. Pour quelques idees sur ce probleme,
voir [Vinberg].
c) Des exemples de la situation de 45 sont donnes dans les exercices 5 et 9. II faut noter
aussi que si p : G —> H est un revetement de groupes de Lie, Tep est un isomorphisme
d'algebres de Lie. II y a done peu d'espoir de caracteriser un groupe de Lie, meme
connexe, par son algebre de Lie. On peut cependant preciser le "troisieme theoreme de
Lie" (appele aussi theoreme de Cartan) de la fagon suivante.

47. THEOREMS — Soit & une algebre de Lie de dimension finie. II existe, a isomorphisme
pres, un unique groupe de Lie simplement connexe G dont (J5 est 1'algebre de Lie. De
plus, tout groupe de Lie connexe d'algebre de Lie (5 est isomorphe au quotient de G
par un sous-groupe distingue et discret.

Pour la preuve, qui utilise de longs developpements de la theorie, voir par exemple
[Postnikov].
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D. GROUPES DE LIE COMMUTATIFS
Nous aliens maintenant voir un exemple simple, mais important, ou Ton peut decrire a
1'aide des techniques ci-dessus tous les groupes de Lie connexes d'algebre de Lie donnee.

48. THEOREMS — L'algebre de Lie G5 d'un groupe de Lie commutatif est abelienne.
Inversement, un groupe de Lie connexe dont 1'algebre de Lie est abelienne est commu-
tatif. Plus precisement, un tel groupe est isomorphe au quotient de son algebre de Lie
(vue comme groupe additif) par un sous-groupe discret.

Preuve — Si G est commutatif, en particulier gexptXg~1 = exptX quels que soient
g e G et X e 0, et en derivant par rapport a t il vient pour t = 0 :

Adg-X = X.

En ecrivant cette relation pour g = exptY et en rederivant par rapport a t, on trouve
que [X, Y] — 0. Inversement, on a le

49. LEMME — Si deux elements X et Y de 1'algebre de Lie d'un groupe G commutent,
alors expX et expy commutent, et exp(JY" -\- Y) = ( e x p X ) ( e x p Y ) .

PreilVC — II suffit de "remonter" le raisonnement precedent. Posant /(£) = AdexpiX,
on voit d'abord que

puis que

Ainsi, AdexptX • Y = Y pour tout t, ce qui veut dire que les sous-groupes a un
parametre

s H-» exp sY et s i—>• exp tX exp sY exp — tX

ont meme generateur infinitesimal, et done sont egaux. Pour prouver la deuxieme
assertion, il suffit de remarquer que dans ces conditions, t h-> (exptX)(ex.ptY) est
encore un sous-groupe a un parametre. On a done

Fin de la preuve de 48 — Nous venons de voir que exp est un morphisme du groupe
additif de (J5 dans G. C'est un diffeomorphisme local en 0, done partout d'apres 28. Par
consequent, exp 0 est un sous-groupe ouvert de G0, done ferme d'apres 35, et egal a G
tout entier puisque G est connexe. De plus, exp est un revetement d'apres 1'exercice 4.
D'apres 45, G est done isomorphe, en tant que groupe de Lie, au quotient de (J5 par le
sous-groupe discret Ker(exp) •

Reste a determiner la structure des sous-groupes discrets d'un espace vectoriel reel.
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50. THEOREMS — Si F est un sous-groupe discret d'un espace vectoriel reel de
dimension n, il existe k vecteurs independants i > i , . . . , Vk tels que

Preuve — On precede par recurrence sur n. II resulte de 1'hypothese que tout voisinage
compact de 0 ne contient qu'un nombre fini d'elements de F. Si n = 1 et F ^ {0},
il existe alors un v € F non nul et de valeur absolue minimale, qu'on peut supposer
positif. Pour x € F, on ecrit

Alors r = x — nv G F, ce qui n'est possible que si r = 0.
Supposons maintenant le resultat vrai pour n, et montrons qu'il est vrai pour n + I.
Comme F est discret, il contient, s'il n'est pas reduit a {0}, un element non nul VQ de
norme minimale. Alors la distance de F \ TLvo a la droite IRfo est strictement positive.
Sinon il existerait une suite (wk) de points de F \ TZiVo, et une suite A^ de reels telles
que

Alors pour k assez grand 1'element w^ — [\k]vo) de F \ TLvQ a une norme strictement
inferieure a celle de VQ, ce qui est contraire a 1'hypothese.
Si p designe 1'application de passage au quotient de E dans E/TRvo, le sous-groupe p(F)
de E/lRvQ est alors discret. D'apres 1'hypothese de recurrence, il existe des vecteurs
/ i , . . . , fk de EfSHvQ tels que

Soient v i , . . . , Vk & F tels que p(vi) = fi- Alors, si x E F, on a

et par suite
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57. DEFINITIONS — L'entier k, qui ne depend pas du choix des Vi puisque c'est la
dimension de 1'espace vectoriel engendre par F, est le rang de F. Un sous-groupe discret
de rang maximum d'un espace vectoriel s'appelle un reseau.

L'utilisation simultanee des deux theoremes ci-dessus donne le resultat suivant.

52. COROLLAIRE — Tout groupe de Lie commutatif connexe est isomorphe a IRP x (51)9,
et a (Sl)q s'il est compact.
En souvenir de la dimension 2, il est d'usage d'appeler tores les groupes de Lie compacts
connexes commutatifs, et de noter Tq le tore de dimension q.

Remarques
** a) Ces resultats ne touchent pas a la classification metrique des reseaux, qui est un
probleme arithmetique pro fond.
b) Au vu de 52 on appelle reseau d'un groupe de Lie G tout sous-groupe discret F
tel que le quotient G/T soit compact. L'existence d'un reseau est presque toujours une
question difficile. Pour un avant-gout d'une theorie passionnante, voir [Vinberg]. **

E. ESPACES HOMOGENES

Nous avons vu que si G est un groupe topologique et H C G un sous-groupe ferme,
1'espace quotient G/H des classes a gauche de G modulo H est un espace topologique
separe, et que les translations a gauche de G passent au quotient, en donnant une
action a gauche transitive de G sur G/H. Si on suppose de plus que G est un groupe de
Lie, beaucoup plus peut etre dit. Notons d'abord que H est automatiquement un sous-
groupe de Lie, en vertu du resultat suivant, que nous admettrons (voir par exemple
[Mneime-Testard]).

53. THEOREMS — Tout sous-groupe ferme d'un groupe de Lie est un sous-groupe de
Lie.

Exemples
a) Le groupe des automorphismes d'une algebre de Lie <& de dimension finie est un
groupe de Lie : c'est evidemment un sous-groupe ferme de Gl(<&}.
b) Ce resultat nous dispense apparemment de demontrer que SO(n), C/(n), SU(n],
sont des groupes de Lie, puisque ce sont des sous-groupes fermes du groupe lineaire
reel ou complexe. II ne nous dispense pas de determiner 1'algebre de Lie si nous voulons
en savoir plus sur le groupe etudie (ne fut-ce que la dimension).

54. THEOREMS — Si H est un sous-groupe ferme d'un groupe de Lie G, il existe sur
1'espace quotient G/H une unique structure de variete lisse telle que ]'application de
passage au quotient

p:G^ G/H

soit une submersion.
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L'idee, comme toujours avec les varietes, est de se laisser guider par 1'algebre lineaire,
et plus precisement ici, par le fait que 1'espace vectoriel quotient 0/f) est isomorphe a
un supplementaire de fy dans (J5.

55. LEMME — Soit 9ft C 0 un supplementaire de f). Alors il existe des ouverts U C 9Jt
et V C fj, contenant 0, tels que I'application f definie par

f ( X , Y ) = (expX}(expY]

soit un diffeomorphisme de U x V sur son image dans G.

Preuve — C'est immediat d'apres le theoreme d'inversion locale, la differentielle de /
en 0 etant I'application

56. LEMME — Avec les memes hypotheses, il existe un ouvert U contenant 0 dans 9Jt
tel que pour tout g G G, I'application <f)g donnee

soit un homeomorphisme de U sur son image.

Preuve — II suffit d'etudier le cas g — e. Choisissons £/, V comme dans le lemme
precedent, avec la condition supplementaire que, si W = f ( U x V), W3 est encore
contenu dans un ouvert auquel ce lemme s'applique. Alors si X,X' ont meme image
par 0, on a

et en appliquant 54 a W3, on voit que X = X' et h = e. De plus, </> est ouverte, car si
U' est un sous-ouvert de 17, alors f(U' x V) est ouvert dans G, et done son image par
p Test aussi d'apres 35. Mais

Demonstration du theoreme — Choisissons un ouvert U contenant 0 dans 9JI comme
dans le lemme precedent. Ce lemme dit precisement que G/H est une variete C° de
cartes

Si nous voulons que p soit une submersion pour une structure C°°, il faut que les <pg

soient des diffeomorphismes. Cela donne 1'unicite de la structure lisse, et pour montrer
son existence, il suffit de verifier la condition de compatibilite.
Soient g et g' tels que

Un x G T s'ecrit d'une fagon unique sous la forme ^(^expJ^) ou p(g'ex.pX'), et
nous devons verifier que I'application X i—> X' de 0~1(T) dans (j)~,l(T) est lisse. Pour
XQ € </>~1(T), il existe un (unique) h 6 H tel que
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La translation a droite Rh est un diffeomorphisme, et on peut done trouver des sous-
ouverts Wi et W{ de gexpW et g' expW respectivement, contenant respectivement
gexpX0 et g'expXb, tels que RhWi = W[. Mais si X est tel que gexpX G Wi,
le lemme 55 et le theoreme des fonctions composees nous disent que gexpXh s'ecrit
gr exp X' exp Y, 1'application X i—» X' etant lisse, et d'autre part

57. COROLLAIRE — Sous Jes memes hypotheses :
a) p admet des sections locales, autrement dit pour tout x G G/H il existe un ouvert
U contenant x et une application lisse

b) en particulier, p est une fibration de fibre type H;
c) Si X est une variete et f une application de G/H dans X, alors f est lisse si et
seulement si f o p : G —> X est lisse.

Preuve — D'apres la preuve qui precede, et avec les memes notations, 1'application
a : p(gexpU] i—» G qui a x G gexpU associe ^exp0~1(x), (ou moins formellement,
qui a p(gexpX) associe gexpX] est une section lisse au dessus de p(exp U}. Dans ces
conditions, on a un diffeomorphisme explicite entre p~l (p(expt/)) et p(exp(C7) x H,
donne par

Enfin, si / : G/H \—> X est telle que f o p so it lisse, et si U est un ouvert de G/H au
dessus duquel p admet une section,

est bien lisse •

Nous aliens voir maintenant que toute variete lisse sur laquelle un groupe de Lie opere
transitivement est de la forme decrite en 54.

58. THEOREME — Soit X une variete munie d'une action lisse et transitive d'un groupe
de Lie G ayant un nombre fini de composantes connexes. Pour a € X, le stabilisateur

de a est un sous-groupe de Lie, et 1'application F : g —> g • a passe au quotient en un
diffeomorphisme de G/Ga sur X.

59. LEMME — F est une submersion.

Preuve — Du fait que les applications x H-> g • x sont des diffeomorphismes de X, le
rang r de F est constant. Posons n = dim (2, p = dimX. D'apres le theoreme du rang
constant (voir 1'exercice 10 du chapitre I), il existe pour tout g e G un ouvert U de G
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contenant g, un ouvert V de X contenant g • a, et des diffeomorphismes 0, ifj de U et
V sur des ouverts de IRn et IRP respectivement tels que

Cette formule montre que F(U) est une sous-variete de X de dimension p — r, done
une partie negligeable de X si r < p. Mais les ouverts U forment un recouvrement
de G, dont on peut extraire un sous-recouvrement denombrable d'apres IV. 40. Done
F(G) est une partie negligeable de X. Comme d'autre part F(G] = X en raison de la
transitivite, on aboutit a une contradiction •

Preuve du theoreme — D'apres le lemme, Ga = F~1(a) est une sous-variete de
dimension n — p (notons que 1'utilisation du theoreme du rang constant rend inutile
1'utilisation du resultat general sur les sous-groupes fermes des groupes de Lie). Si
h 6 Ga, on a

done F passe au quotient, et donne une application lisse / de G/Ga dans X d'apres
57 c). Comme

on voit que / est une submersion, done un diffeomorphisme local pour des raisons de
dimension, et enfin du diffeomorphisme, puisque c'est une bijection •

Remarque — Si b est un autre point de X, et si g € G est tel que g • a — b, alors la
conjugaison

donne un isomorphisme entre Ga et Gj>, et aussi par passages aux quotients un diffeo-
morphisme de G/Ga sur G/GV

60. DEFINITION — On appelle espace homogene differentiel (ce dernier adjectif sera le
plus souvent omis) de groupe G (mention facultative) une variete lisse sur laquelle un
groupe de Lie G opere transitivement.

II est important de noter qu'il peut tres bien exister plusieurs actions transitives sur la
meme variete (pour des exemples, voir 1'exercice 14).

61. EXEMPLE: grassmanniennes
La p-grassmannienne d'un espace vectoriel E, notee GP(E), est 1'ensemble de ses sous-
espaces vectoriels de dimension p. Si E = IRn, on ecrit GHtp . II est clair que 1'action
naturelle de G/(n,IR) sur IRn donne une action transitive sur Gnjp. Le sous-groupe
rU)p, forme des applications lineaires qui laissent stable le plan PQ engendre par les p
premiers vecteurs de la base canonique, est donne par les matrices de la forme

ou A et C sont des matrices inversibles d'ordres respectifs p et n — p, et B une matrice
a p lignes et n — p colonnes. Ainsi, Gn;p est en bijection avec G/(n, IR)/Tn)p, et en herite
une structure de variete lisse.
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On peut aussi munir IRn du produit scalaire naturel et faire operer le groupe orthogonal
sur Gn,p. L'action est toujours transitive, puisque tout systeme orthonorme de vecteurs
peut etre complete en une base orthonormee. Un g e O(n) qui laisse PQ stable laisse
aussi stable PQ- , et est done de la forme

ou A e O(p) et C 6 O(n—p). Ainsi, Gn>p apparait egalement comme 1'espace homogene
O(n)/O(p) x O(n — p]. Le lecteur est invite a verifier a 1'aide de 54 que ces deux
representations donnent la meme structure de variete. Au passage, il est utile de noter
que Gn,i = Pn-1IR et que dim(7n,p = p(n - p).

F. COMMENTAIRES

Pour aller plus loin, une etude approfondie des algebres de Lie est necessaire. Par
exemple, le resultat annonce dans 1'introduction, suivant lequel tout groupe de Lie
est localement isomorphe a un sous-groupe du groupe lineaire, s'obtient en combinant
le resultat analogue sur les algebres de Lie (theoreme d'Ado, voir [Postnikov]) et le
troisieme theoreme de Lie.
On trouvera dans [Doubrovine-Novikov-Fomenko] (tome 2, chap. I, §3) un exemple
explicite de groupe de Lie qui n'est isomorphe a aucun sous-groupe d'un groupe
lineaire : il s'agit du revetement universel de 57(2, IR), qui peut etre decrit de fagon
tres geometrique.
L'un des aboutissements de la theorie est la classification des algebres de Lie simples
(c'est-a-dire sans ideal non trivial), d'ou 1'on deduit entre autres la classification des
groupes compacts presque simples (c'est-a-dire sans sous-groupe distingue non discret).
Modulo des revetements finis, ou des quotients par un groupe fini, on obtient la liste
suivante :

(ce dernier groupe est defini dans le corrige de 1'exercice 13), et cinq groupes dits ex-
ceptionnels (voir [Onishschik-Vinberg]). On trouvera dans [Berger] une demonstration
purement geometrique de la simplicite de SO(n) pour n = 3 ou n > 4; pour la non
simplicite de $0(4), voir la derniere question de 1'exercice 5.
Nous verrons encore dans les exercices du chapitre VI une propriete elementaire (et
importante) des groupes de Lie : 1'existence d'une mesure invariante par translation.
Cette mesure, appelee mesure de Haar, existe pour tout groupe localement compact,
mais le cas des groupes de Lie est sensiblement plus facile a traiter.
Nous terminons ce chapitre en mettant en garde le lecteur centre une analogic
trompeuse. Un champ de vecteurs X sur une variete compacte M donnant naissance
a un groupe a un parametre de diffeomorphismes, il est tres tentant de dire que le
groupe Diff(M) des diffeomorphismes de M est un groupe de Lie, son algebre de Lie
etant F(TM). Apres tout, F(TM) est bel et bien une algebre de Lie, et on peut definir
1'exponentielle comme dans le cas classique, en posant expA" = 0*. Helas, meme pour
la variete compacte la plus simple qui soit, le cercle 51, il existe des diffeomorphismes
arbitrairement proches de 1'identite qui ne sont pas la valeur au temps 1 d'un flot (pour
un exemple, voir [Pressley-Segal], 3.3).
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L'application exponentielle n'est done pas un diffeomorphisme local en 0, ce qui est
tres genant. Cela n'empeche pas les groupes des diffeomorphismes des varietes d'etre
tres activement etudies, mais c'est une autre histoire. Pour deux aspects tres differents
de 1'etude de Diff(5'1), voir [Hector-Hirsch] (pour 1'aspect "systemes dynamiques") et
[Pressley-Segal] (pour 1'aspect "theorie des representations").

EXERCICES

• 1. a) Montrer que les matrices de la forme

forment un groupe de Lie isomorphe a IR.
b) Montrer que ce groupe est la composante neutre du groupe 0(1, 1) des matrices

qui conservent la forme quadratique x2 — y2.
c) Montrer que 0(1,1) a quatre composantes connexes.

2. Le corps des quaternions
a) Montrer que les matrices complexes de la forme

forment un sous-anneau de M^G] dont tout element non nul est inversible, done
un corps. Ce corps s'appelle corps des quaternions et se note H.

b) II est traditionnel (et commode) de poser

(NB. Ces matrices sont appelees matrices de Pauli par les physiciens; ces
matrices, ainsi que le revetement de 50(3) par SU(2) de 1'exercice 5, jouent
un role fondamental en mecanique quantique, cf. par exemple [Feynmann]). En
designant par E la matrice unite (2,2), montrer que tout quaternion q s'ecrit
d'une maniere unique sous la forme aE + bl + cJ + dK, ou a, b, c, d sont reels,
et que

J2 = J2 = K2 = -E, IJ = -JI = K, JK= -KJ = /, KI = -IK = J.

) On ecrit desormais les quaternions sous cette derniere forme. On remplace alors
E, /, J et K par les minuscules correspondantes. Le sous-ensemble IRE1 de H
est un sous-anneau isomorphe a M, et on 1'identifiera a IR. On pose

Verifier que
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(ce qui redemontre que tout element non mil de 1H est inversible), et que

On verifiera aussi que ]e centre de H (c'est-a-dire 1'ensemble des elements de
H qui commutent avec tout autre) est egal a IR. On pose

Un quaternion est dit reel si Im(g) = 0, (ce qui equivaut a,q = g), imaginaire
pur, ou plus brievement pur si Re(g) = 0 (ce qui equivaut a q + q — 0).

d) On pose enfin \\q\\ = \/^. C'est une norme sur H vu comme IR-espace vectoriel
d'apres c).
Montrer que

3. Le groupe multiplicatif des quaternions
a) Montrer que le groupe multiplicatif H* de H est un groupe de Lie.
b) Pour tout quaternion q, on pose

Montrer que le second membre est une serie normalement convergente, et que
si q et q' commutent, on a

c) Montrer que tout sous-groupe a un parametre du groupe multiplicatif H* est
de la forme

En deduire que 1'algebre de Lie de H* est H muni de sa structure d'espace
vectoriel sur IR et du crochet

d) Montrer que le groupe multiplicatif des quaternions de norme 1 est isomorphe a
SU(2}. Enoncer et demontrer le resultat correspondant au niveau des algebres
de Lie.

4. Montrer qu'un morphisme etale de groupes de Lie est un revetement.

5. Quaternions et rotations
a) On identifie lR3(en tant qu'espace vectoriel) aux quaternions purs. Si s est un

quaternion de norme 1 et h un quaternion pur, on pose

Montrer que p(s].h est encore un quaternion pur, et que 1'application lineaire
p(s) est dans 0(3).
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b) Montrer que p(s) G 5O(3) (utiliser un argument de connexite).
c) Montrer que

Calculer la differentielle de p en e, et en deduire que p est un diffeomorphisme
local.

d) Montrer que p est surjective, et que Ker(p) = ±e. En deduire que SO (3) est
isomorphe a S3/ ± e, ou encore a SU(1}/ ± /.

e) Montrer que 1'axe de la rotation p(s) est donne par la partie pure du quaternion
s. Pour determiner 1'angle on precede comme suit :
1) Montrer que deux rotations conjuguees ont meme angle.
2) Montrer que pour tout quaternion pur t de norme 1, il existe un quaternion
q de norme 1 tel que qtq = ^(utiliser la question d)).
3) Tout quaternion s de norme 1 s'ecrit d'une fagon unique sous la forme ae+(3t,
ou t est un quaternion pur de norme 1, a et J3 etant des reels tels que o2+j3'2 = 1.
Montrer que Tangle de la rotation p(s) ne depend que de a et (3 et le calculer.
4) Application numerique : soient R\ et #2 les rotations d'angle 2?r/3 d'axes
respectifs (1,1,1) et (1,1,—1). Determiner la rotation R\ o R2.

f) On considere de meme Papplication pi de S3 x S3 dans G7(IR4) definie par

En imitant ce qui precede, montrer que p\ est un homomorphisme surjectif de
groupes de Lie de S3 x S3 sur 50(4), et en deduire que SO(4) est isomorphe a
S3 x S3/ ± I.

6. Ideaux et sous-groupes distingues
Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe de Lie distingue de G. Montrer,
en imitant 24, que 1'algebre de Lie 5^ de H est un ideal de 1'algebre de lie 0
de G. Montrer qu'inversement, un sous-groupe de Lie connexe dont 1'algebre de
Lie est un ideal est distingue.

7. Exemples d'exponentielles
* a) Verifier que exp est surjective pour les groupes suivants :

G/(n, C); SO(n); U(n); le groupe des transformations affines x —> ax + b de la
droite reelle telles que a > 0.

b) Montrer que le sous-ensemble N C GI(3,IR) des matrices de la forme

est un sous-groupe de Lie, pour lequel 1'application exponentielle est un diffeo-
morphisme.

c) Montrer que si A € 57(2, IR), on a

(Utiliser le theoreme de Hamilton-Cayley). En deduire que pour 57(2, IR)
1'exponentielle n'est pas surjective. Determiner son image.
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8. Montrer que tout morphisme de 51, vu comme 1'ensemble des complexes de
module 1, est de la forme t i—> tk, ou k £ ZZ.

9. a) Montrer que sur 1'espace vectoriel Sym(2] des matrices symetriques d'ordre 2,
le determinant definit une forme quadratique de type (1,2).

b) Pour A e 5/(2,IR), et M e S on pose

Montrer que p definit un morphisme entre S7(2,IR) et O(l, 2).
c) Montrer que Kerp — {±Id}, et que p est un revetement. En deduire 1'isomor-

phisme

* d) Donner une autre demonstration de cet isomorphisme en utilisant 1'exercice 16
du chapitre II.

10. Soit N le groupe de la question 7 b). Montrer que le sous-groupe N^ de N
forme par matrices a coefficients entiers est discret, et que la variete N/N^ est
compacte.

1 11. Combien le groupe pseudo-orthogonal O(p,q) a-t-il de composantes connexes?
Indication : faire operer O(p, q) sur la sous-variete de IRP+9 d'equation

12. a) Soit

Montrer que la restriction a U(ri) de la premiere projection est un revetement
de groupes de Lie, de base C/(n), et de noyau / x TL.

* b) Montrer que U(n) est isomorphe a SU(n) x M.
** Cela montre que U(n] est le revetement universel de U(n}.**

13. a) Montrer les homeomorphismes suivants :

En deduire que les groupes SU(n) et U(n) sont connexes quel que soit n.
b) Montrer que 1'ensemble des matrices de la forme

ou A € O(n) forment un sous-groupe de SO(n + 1) isomorphe a O(n). Notant
abusivement O(n] ce sous-groupe, etablir 1'homeomorphisme

c) Avec des notations analogues que 1'on expliquera, etablir Phomeomorphisme
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d) Montrer que tous ces homeomorphismes sont des diffeomorphismes.

* 14. Orbites de raction d'un groupe compact
Soit G un groupe de Lie compact agissant differentiablement sur une variete
lisse M. Montrer que les orbites de G (c'est-a-dire les parties de M de la forme
G • x, ou x 6 M est fixe) sont des sous-varietes de M (indication : utiliser le
theoreme du rang constant et IV. 58).
On prend pour G le stabilisateur d'un point pour 1'action naturelle de SO(n + l )
sur PnIR. A quelles varietes les orbites de G dans Pn]R sont-elles diffeomorphes ?
Meme question en remplagant PnIR par Pn€ et SO(n + 1) par SU(n + I).

15. Montrer que sur 1'espace vectoriel des polynomes (ou des fonctions a decroissance
rapide), les operateurs lineaires

engendrent une algebre de Lie isomorphe a celle du groupe de Heisenberg vu
en 2 (il s'agit la, sous une forme a peine simplifiee, la relation de commutation
satisfaite par les operateurs position - multiplication par x - et impulsion -
derivee - en mecanique quantique).

* 16. Variete des matrices de rang donne
Etudier les orbites de 1'action de Gl(p, IR) x Gl(q,1R) sur MP)9(IR) donnee par

17. ** Un groupe de Lie complexe est une variete analytique complexe (cf. II. 24)
munie d'une structure de groupe telle que 1'application (g, h] i—>• gh~l soit ana-
lytique complexe (c'est le cas de Gl(n, C) et 57(n, C)). Montrer que tout groupe
de Lie complexe compact et connexe est commutatif (utiliser la representation
adjointe).**
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CHAPITRE V

FORMES DIFFERENTIELLES

Existe-t-il une theorie de 1'integration disons par exemple pour les sous-varietes de
dimension p de 1'espace euclidien? On peut partir de ce que 1'on appelait autrefois
1'integrale curviligne, c'est-a-dire la circulation d'un champ de vecteurs V le long d'une
courbe. Celle-ci est definie classiquement comme 1'integrale

Ici, c — [a, b] i—» IRn est une parametrisation de la courbe - en fait d'un morceau de
la courbe, puisque nous avons restreint le parametrage a un intervalle [a, 6] -, et {,} le
produit scalaire euclidien sur IRn. Le remplacement des vecteurs Vc^ par des formes
lineaires cxc(t) a 1'avantage de ne plus faire intervenir de produit scalaire. On peut alors
integrer, pour des courbes d'une variete quelconque, les "champs de formes lineaires"
x i—» ax, ou ax est pour tout x G X une forme lineaire sur le tangent TXX, en posant

II nous faudra bien sur preciser la regularite par rapport a x de la famille ax. Cette
question sera resolue de la meme fagon que pour les champs de vecteurs.
Le passage aux sous-varietes de dimension p > I se fait en deux temps. Pour x fixe, c'est-
a-dire du point de vue infinitesimal, on est ramene a un probleme algebrique : definir
un element de volume, pour tous les espaces vectoriels de dimension p (les differents
TXY possibles) d'un espace vectoriel de dimension n (en 1'occurrence ]Rn c± TxlR

n ou
T X X , si X est la variete de dimension n ambiante). L'algebre exterieure, qui fait 1'objet
du premier paragraphe de ce chapitre, repond parfaitement a la question. Une fois cette
construction faite, le probleme de donner un sens a la dependance par rapport a x e X
n'est pas vraiment plus difficile que pour p = 1. On construit les formes differentielles
de degre p, qui ont vocation a etre integrees sur les sous-varietes de dimension p de
X, ou plutot, comme nous 1'avons deja vu en dimension 1, sur des parties compactes
de ces sous-varietes. Notons au passage que les formes de degre zero sont les fonctions
lisses, et que 1'integration se ramene alors a 1'evaluation d'une fonction sur des points,
puisqu'une variete compacte de dimension zero est tout simplement un ensemble fini
de points (mais attention : il y a une question de signe qui sera discutee au prochain
chapitre).
L'integration des formes differentielles fera 1'objet du chapitre VI. II nous faut aupara-
vant, c'est 1'objet de ce chapitre, etudier les proprietes de base des formes differentielles.
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La principale est 1'existence d'un operateur lineaire nature! (c'est-a-dire "commutant
avec toutes les applications lisses", cf. 26 pour un enonce precis) qui associe a toute
forme de degre p une forme de degre p + I . Get operateur est la generalisation de la
differentielle des fonctions (cas ou p = 0).
Le lecteur que cette introduction longue et neanmoins incomplete laisserait sur sa faim
est fortement incite a lire 1'introduction (au moins) de [Whitney].

A. ALGEBRE TENSORIELLE

Rappelons que si E est un espace vectoriel sur un corps K, 1'espace dual £(E, K] — E*
est 1'espace vectoriel des applications J<"-lineaires de E dans K, appelees aussi formes
lineaires. Supposons E de dimension finie n, et soit (e.i)i<i<n une base. Si

est la decomposition d'un vecteur dans cette base, on note el* la forme lineaire v i—> v\
qui a tout vecteur associe sa z-ieme coordonnee. Alors, si a E E*, on a

quel que soit v. Autrement dit la forme lineaire a apparait comme la combinaison
lineaire

En particulier, (e**)i<j<n est une base de E*, appelee base duale de (ei)i<i<n.

1. CONVENTIOND'ElNSTEIN— Quand on indexe une famille de vecteurs ou de champs
de vecteurs, on ecrit 1'indice en bas (moyen mnemotechnique : penser au champ
di); quand on indexe des formes, on place 1'indice en haut, qu'il s'agisse de formes
proprement dites comme les el*, ou de leurs valeurs sur un vecteur comme les nombres
vl. Quand on decompose un vecteur (resp. une forme) dans une base, on place les
indices des coefficients en position superieure (resp. inferieure), comme nous venons de
le faire. Les physiciens en profitent pour convenir qu'une expression ou un meme indice
figure en position superieure et inferieure est une somme par rapport a cet indice.
Nous n'omettrons jamais pour notre part les signes de sommation, mais adopterons
la convention que nous venons de decrire pour 1'emplacement des indices. Cet usage
permet de rappeler brievement au lecteur a quel type d'etre mathematique, vecteur ou
forme, on a affaire.

2. DEFINITION — On appelle forme A;-lineaire sur E toute application
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telle que les applications partielles

soient des formes lineaires sur E.

Les formes fc-lineaires forment un espace vectoriel sur K. De plus, si on exprime
les vecteurs (£r)i<r<fc par rapport a une base (er)i<r<fc donnee, on voit que L est
determinee par la donnee des nk nombres

done que les formes fc-lineaires constituent un espace vectoriel de dimension nh.

3. DEFINITION — Le produit tensoriel d'une forme k-lineaire f et d'une forme l-lineaire
g est la forme k + l-lineaire donnee par

Par exemple, si a et (3 sont deux formes lineaires,

ce qui montre au passage que a®(3 ^ j3® a des que a et (3 ne sont pas proportionnelles.
La formule de definition montre que <E> definit, quels que soient k et /, une application
bilineaire de £k(E,K) x £l(E,K) dans £k+l(E,K), et que Ton a toujours

la valeur des deux membres pour le systeme (x i , . . . ,Xfc+/+ m) etant

Une base de E et la base duale de E* etant donnees, cette propriete d'associativite
permet d'introduire les nk produits tensoriels

Si k vecteurs Xi s'ecrivent

alors

Ainsi, comme dans le cas plus simple de E* = £(E,K), les en* (g) • • • elk* forment
une base de Ck(E,K}. Nous appellerons done aussi cet espace la puissance tensorielle
k-ieme de E*, et le noterons 0fc E*.
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4. DEFINITION — On appelle algebre tensorielle de E*, et 1'on designe par T(E*), la
somme directe

munie du produit obtenu en prolongeant <8> par linearite.

C'est une algebre associative. ** Le lecteur verifiera a titre d'exercice que la propriete
suivante, dite "universelle", caracterise T(E*} : toute application lineaire de E* dans
une algebre associative A se prolonge d'une maniere unique en un morphisme d'algebres
deT(E*} dans A.**

5. DEFINITION — Une forme k-lineaire f sera dite alternee si pour toute permutation
a de [1, k] on a

ou 1'on a designe par e(cr) la signature de a. L'entier k est le degre de /.

Exemple — Toute forme lineaire est alternee. Une 2-forme / est alternee si et seulement
si

II revient au meme de dire (si K n'est pas de caracteristique 2, par exemple si K — IR
ou C, ce que nous supposerons desormais] que /(x, x) = 0 quel que soit x. En effet,
dans ce cas

En utilisant le fait que toute permutation est un produit de transposition, on en deduit
la propriete importante suivante.

6. PROPOSITION
a) Une forme k-lineaire est alternee si et seulement si

b) Si les vecteurs x i , . . . , x^ sent lineairement dependants,

Preuve
a) est une consequence directe de ce qui precede.
Pour b), notons que si les x$ ne sont pas tous nuls Tun au moins est combinaison lineaire
des autres. Quitte a effectuer une permutation entre les variables (/ est alternee!) on
peut supposer que c'est xi. Alors
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done

L'espace vectoriel des formes Ar-lineaires alternees est note f\ E*. On a

et on convient que

Un cas important est celui ou k = dim E : la theorie des determinants dit exactement
que dim An E* = 1, et plus precisement que

Plus generalement

7. PROPOSITION - Si f e A^ E* et si (ei)i<i<n est une base de E, on a

Preuve — La multilinearite donne d'abord

Si de plus / est alternee, d'apres 6 seuls subsistent les termes ou les indices ir sont
deux a deux distincts, et la formule cherchee s'obtient en regroupant les suites ii,... ,ik
correspondant a une meme partie a k elements de [l,n], et en appliquant la formule
qui donne le developpement d'un determinant •

8. COROLLAIRE - dim /\k E* = (J). En particulier, /\k E* = 0 si k > n.

L'exemple de deux formes de degre 1 montre que le produit tensoriel de deux formes
alternees n'est pas une forme alternee. Un peu de travail permet neanmoins de munir
1'ensemble des formes alternees d'une structure multiplicative.

9. DEFINITION — L'antisymetrisee d'une forme k-lineaire f , notee Alt/, est donnee
par
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ou 1'on a designs par Sjt le groupe des permutations de {1, 2, • • • k}, et par e(a] la
signature de la permutation a.

Attention — Cette definition n'a un sens que si 1'on peut diviser par k\, c'est-a-dire si
le corps K est de caracteristique 0.
On verifie facilement que / = Alt / si et seulement si / est alternee.

Exemple - Si / e A2 #*,

10. DEFINITION - Le produit exterieur de f £ f\k E* et g e A' E*, not^ f ^ 9, est la
(k + I)-forme

Exemple - Si k = I = 1, ( /A g)(x, y] = f(x}g(y} ~ f(y}g(x).

Ce produit a les proprietes suivantes, que nous admettrons, et dont la preuve (pour
laquelle on pourra consulter 1'appendice de [Dieudonne 1]) utilise essentiellement des
proprietes des groupes de permutations,
a) Anticommutativite :

b) Associativite :

En particulier / A / = 0 si / est d'ordre impair. Cette propriete est fausse pour les
formes d'ordre pair : si a, /?, 7 et 6 sont des formes lineaires lineairement independantes,
et si w = a A j3 + 7 A 6, on a

u}/\u} = 2a/\/3Aj/\8^Q.

(Voir les exercices 1 et 2 pour plus de details sur ces questions).
Un autre cas important est celui du produit de k formes de degre 1. Les proprietes
ci-dessus, ou une verification directe par recurrence, montrent que

Cela permet de reinterpreter la Proposition 7 en ecrivant
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En particulier, le determinant par rapport a la base (ej)i<j<n est la forme alternee de
degre n donnee par e1* A ... A en*.

11. DEFINITION — L'algebre exterieure de E* est 1'espace vectoriel

muni du produit obtenu en prolongeant A par linearite.

Le fait que /\ E* = 0 si k > dim E etait deja une consequence de 6 b). Mais la premiere
ecriture de f\ E* a 1'interet de ne pas faire intervenir la dimension explicitement. Notons
aussi que dim/\E* — 2n, et que les formes de degre pair commutent entre elles.
** Autrement dit, elles engendrent une sous-algebre commutative de /\E*. **

12. DEFINITION — Soient E et F deux espaces vectoriels, et f : E *—> F une application
lineaire. La transposed de f , notee t f , est 1'application de F* dans E* donnee par

II est immediat que */ est lineaire, et que 1'application / > — > * / est elle aussi lineaire.
De plus, si E,F,G sont trois espaces vectoriels et si / e £(E,F), g € £(F, G), une
application directe de la definition montre que

La definition s'etend immediatement au cas ou L est une application multilineaire, en
posant de meme

Notons que

et que t f ( S ) est alternee des que S 1'est. On a encore

Si / € £(E, -E), la transposed */ donne ainsi pour tout k un endomorphisme de /\ " E*.
Pour k = dimE1, c'est un endomorphisme entre espaces de dimension 1, qui doit done
etre de la forme uj ^—> ecu, ou c est un scalaire. Si (e,i)\<i<dimE est une base de E, ce
scalaire est d'apres 7 le determinant des f(&i] par rapport aux e^, qui ne depend done
pas de la base choisie. Nous retrouvons ainsi le determinant d'un endomorphisme. Ici,
la formule *(/ o g] = ig o */ exprime que

13. REMARQUE — II est bon de signaler, en conclusion de cet expose algebrique
volontairement nai'f *, qu'il n'est nullement necessaire pour definir 1'algebre tensorielle

* II est par exemple possible, et preferable si on veut travailler en caracteristique quelconque,
de donner une definition "sans denominateurs" du produit exterieur.
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oil 1'algebre exterieure, d'avoir affaire a un espace vectoriel considere comme un espace
dual. La remarque qui suit la definition 4 permet de definir directement 1'algebre
tensorielle, puis 1'algebre exterieure d'un espace vectoriel. D'une fagon plus terre a
terre, il suffit de reprendre tout ce qui precede en supprimant les etoiles : si (e,i)i<i<n

est une base d'un espace vectoriel de dimension n, une base de T(E) sera fournie par
les nk symboles

et on pose

L'algebre exterieure f\E se definit de la meme fagon. II faut bien sur prouver dans les
deux cas, ce qui n'est pas difficile, que la structure algebrique obtenue ne depend pas
du choix de la base qui a servi a la definir. Une solution de facilite est de se ramener
au point de vue du debut de cette section : en dimension finie E c± (E*)*. Notons enfin
que toute application lineaire de E dans F se prolonge en une application f® de (§Q E
dans 0 F et en une application /A de f\ E dans /\ F; on a

14. EXEMPLE: la grassmannienne des 2-plans en dimension 4

Soit E un espace vectoriel de dimension 4, et a; un element non nul de /\4 E. On definit
une forme bilineaire B sur f\ E en posant

Nous aliens montrer que B est symetrique, non degeneree et de signature (3,3), et en
deduire que 1'ensemble des 2-plans de E est en bijection avec 1'hypersurface de P5(IR)
d'equation

en coordonnees homogenes.
Soit (a, b, c, d) une base de E telle que a A 6 A c A d = ^uj. On introduit une base

w i , U 2 , U s , v i , V 2 , v% de /\ E en posant

En utilisant la commutativite du produit exterieur pour les formes de degre pair, et
des relations du genre

on voit que

ce qui prouve not re premiere assertion.
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Si maintenant P C E un 2-plan, et (e, /) une base de E, on introduit le 2-vecteur e A/.
Si (e',f) est une autre base, on a

On associe ainsi a tout 2-plan Pelement [e A /] de 1'espace projectif associe a /\ E.
De plus, d'apres 1'exercice 2, un 2-vecteur w est de la forme e A / si et seulement si
w A w = 0. Le resultat s'en deduit, en ecrivant w sous la forme

xiui + X2u2 + Xzu3 + yivi + y2U2 + 2/3^3-

On peut demontrer que la variete en question est diffeomorphe a S2 x S2/{I, cr}, ou
<r(x,y) = (-x,-y).

B. FORMES DIFFERENTIELLES SUR UN OUVERT
D'UNESPACE VECTORIEL

Nous avons vu au chapitre I pourquoi la differentielle d'une fonction / € C°°(U") (ou
U est un ouvert de IRn, ou plus generalement d'un espace vectoriel de dimension n)
s'ecrivait sous la forme

Si on s'interesse a la dependance en fonction de x G U, on obtient une application lisse
de U dans E* = £(E,TR}. Plus generalement, on a la definition suivante.

75. DEFINITION — Une forme differentielle de degre 1 sur un ouvert U d'un espace
vectoriel est une application lisse de U dans E*.

On notera £ll(U) 1'ensemble de ces formes. Une forme a s'ecrit

&i 6 C°°(U) pour tout i. Nous noterons ax la valeur de a en x. Une premiere
justification de ce point de vue est la possibilite d'une definition de 1'integrale curviligne
qui ne fait pas appel aux coordonnees.

16. DEFINITION — Soit I C IR, un intervalle ferine, et c : 11—>• U une courbe parametree
x —> C1. L'integrale d'une forme differentielle a le long de c est 1'expression

(Pour tout t on applique la forme lineaire ac(t) au vecteur c'(t}.]
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17. REMARQUE: passage des champs de vecteurs aux formes differentielles
dans un espace euclidien, gradient

Si E est muni d'un produit scalaire {,}, c'est-a-dire si E un espace euclidien, et si X
un champ de vecteurs sur E, on definit la circulation de X le long de c comme

Le produit scalaire definit un isomorphisme entre E et E*, note v H-» v9 (parce qu'il
fait descendre les indices des coordonnees, voir 1). L'isomorphisme reciproque est note
a i—> a". Ces isomorphismes sont definis par les relations

On en deduit un isomorphisme entre les champs de vecteurs et les formes differentielles
de degre 1, qui se note de la meme fagon. Ainsi, dans un espace euclidien, la circulation
d'un champ de vecteurs et 1'integrale d'une forme differentielle de degre 1 le long d'une
courbe sont deux notions equivalentes. Mais seule cette derniere peut etre definie dans
le cas ou E est simplement un espace vectoriel. Elle sera la seule a s'etendre directement
aux varietes, ** alors que la circulation d'un champ de vecteurs se definit a 1'aide de
la donnee supplementaire d'une metrique riemannienne.**
Profitons de 1'occasion pour definir le gradient d'une fonction / sur un espace euclidien.
C'est le champ de vecteurs, note V/, defini par V/ = df$.

L'integrale des formes differentielles permet d'aborder le probleme suivant, qui, comme
nous le verrons systematiquement plus tard, met en jeu des proprietes topologiques :
une forme differentielle a € ^(U) etant donnee, a quelle condition existe-t-il une
fonction / e C°°(U) telle que a = dfl
En vertu du theoreme de Schwarz sur 1'interversion des derivees, une condition
necessaire est

Mais cette condition n'est nullement suffisante.

18. THEOREME - Sur IR2 \ {0}, il n'existe pas de fonction f de classe Cl telle que la
forme differentielle

soit egale a df.

C'est une consequence du lemme suivant.

19. L,EMME — Pour toute courbe parametree c : [a, 6] —> U telle que c(a) = c(b) et
toute fonction f e Cfl([a, 6], U) on a
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Preuve — II suffit de remarquer que

Demonstration du theoreme - II suffit d'integrer a le long de c : [0,2yr] -> IR2 \ {0}
defini par c(t) = (cosi,sint). On trouve que fca — 2?r •
Nous n'allons pas plus loin pour le moment : tant 1'integration definie en 16. que le
probleme de mettre o; sous la forme df se generalisent a des objets plus generaux que
les formes de degre 1, que nous aliens definir maintenant.

20. DEFINITION — Une forme differentielle de degre p sur un ouvert U d'un espace
vectoriel E est une application lisse de U dans /\p E*.

L'espace vectoriel des formes de degre p sur U est note Q,P(U}.
Ainsi, E etant rapporte a une base (ej)i<^<n, si a e £lp(U], on a pour tout x € U une
forme alternee ax de degre p, qui s'ecrit

Nous rappelant que la forme lineaire e1* est la differentielle de la fonction x i—> x\ on
ecrit

Les operations algebriques definies en A pour les formes alternees s'etendent naturel-
lement : pour a e £lp(U) et j3 € £lq(U), on definit a A J3 comme la forme de degre p + q
dont la valeur en x est

Notons que, puisque par convention f\ E* — IR, les formes de degre 0 sont tout sim-
plement les fonctions lisses, et que la definition du produit d'une forme de degre p par
une fonction rentre dans le cadre ci-dessus. Enfin, les proprietes d'anticommutativite
et d'associativite restent bien entendu valables.
De fagon analogue a 11, on pose

Une forme qui appartient a une composante de cette somme directe est dite homogene.
Notons enfin une propriete evidente, dont nous ferons constamment usage dans la suite.

21. LEMME — £l(U) est engendre, en tant qu'algebre, par les fonctions et leurs diffe-
rentielles.

Remarque — On peut dire un peu mieux, puisque fi(C7) est visiblement engendre par
les fonctions lisses et les dxl. Mais la formulation du lemme, qui ne fait pas jouer de
role particulier aux coordonnees, se generalisera directement au cas des varietes.
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22. DEFINITION - Soient U etV des ouverts d'espaces vectoriels, et f e C°°(U, V).
L'image reciproque par f de a G f£(V), notee f*a, est la forme sur U definie par

Autrement dit, si a est de degre p, d'apres la definition meme de la transposition

Ou encore, si dim y = m, si f1,..., fm sont les coordonnees de / et si

nous aurons

(On a remplace y par f(x) et dyl par df\}

Exemples
a) Prenons U = IR, V - IR+ et /(*) = expi. Alors f * ( d x / x ) = dt.
b) Si U = V = IR2, et /(r, fl) = (r cos0, r sin0), on a

c) Plus generalement, si U et V sont deux ouverts de meme dimension n, alors

d) D'apres la definition de 1'integrale curviligne, si c : [a, 6] —> C7 est une courbe
parametree,

Les proprietes algebriques de la transposition s'etendent a /*.

23. PROPOSITION

a) Si f € C°°(C7, F) et si a, /? e fi(F), ators

b) Si / € C00^, ̂ ) et p e C°°(V, W), alors
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Preuve
a) est une consequence immediate des proprietes algebriques de la transposition vues
en A.
Pour montrer b), nous inaugurons une methode qui sera employee systematiquement
dans ce chapitre, et s'appuie sur le lemme 21.
La propriete est vraie pour les fonctions : si a G C°°(W}, on a

Elle Test aussi pour les formes de degre 1, d'apres le theoreme des fonctions composees.
En effet si a e O1(VF) et si /3 = g*a, on a

puis

D'apres a), b) est alors vrai pour tout degre

C. DIFFERENTIELLE DES FORMES

La definition de 1'image reciproque que nous avons vue au paragraphe precedent
s'applique parfaitement aux tenseurs covariants, c'est-a-dire aux applications lisses d'un
ouvert U de IRn dans T(IRn*). Par centre, une propriete specifique des formes diffe-
rentielles est la possibilite de leur etendre la differentielle des fonctions.

24. THEOREME — II existe une application lineaire d : Q(£7) H-* 0(C7) et une seule ayant
les proprietes suivantes :

a) deg da — p+l si deg a = p.

b) Sur fi°(C7), d est la differentielle des fonctions.

c) Si a est homogene, d(a A 0) = da A (3 + (-l)degaa A 0.

d) dod = Q.

Preuve — Montrons d'abord 1'unicite. On doit avoir d(dx1} = 0 quel que soit i E [1, n],
et en utilisant c) on voit par recurrence sur k que

En utilisant b), et c) a nouveau, on voit que necessairement
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Par consequent, si a est une forme differentielle de degre p, s'ecrivant

nous devons avoir

II s'agit maintenant de verifier qu'une telle formule convient. Les proprietes a) et b)
sont evidentes. Pour prouver c), il suffit, en utilisant la linearite, d'examiner le cas ou

Alors

Mais d'apres les proprietes de la differentielle des fonctions, d(fg) = gdf + f d g . Le
second membre de la premiere egalite se decompose ainsi en deux termes. Le premier est
le second membre de la deuxieme egalite, et compte tenu des proprietes de commutation
du produit exterieur vues en A., le second est le second membre de la troisieme egalite,
multiplie par (—l)p .
Reste a prouver que d o d = 0. On voit d'abord en utilisant (*) que les formes a
coefficients constants ont une differentielle nulle. Done, en utilisant a nouveau (*), on
est ramene a prouver que d(df) = 0 pour toute fonction. Mais

en raison de la symetrie des derivees secondes •

25. DEFINITION — L'operateur d s'appelle la differentielle exterieure, ou plus
brievement la differentielle.

Exemple — Pour un ouvert de IR3, il est facile d'expliciter d : si a = Adx + Bdy + Cdz,
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Avec les conventions que nous avons choisies, ces formules evoquent le rotationnel et
la divergence. Nous y reviendrons plus loin. Voir aussi 1'exercice 4.

26. PROPOSITION — La differentielle et 1'image reciproque commutent. Autrement dit,
si U et V sont des ouverts d'espaces vectoriels et si <p 6 C°°(U, V], on a

Preuve — tp*d et d(p* sont des applications lineaires de fi(V) dans O(t/), qui augmen-
tent le degre de 1. Elles sont egales sur les fonctions : en degre 0,1'egalite d(ipof] = (p*df
equivaut au theoreme des fonctions composees pour les fonctions / et (p. Elles sont aussi
egales pour les formes de degre 1 : en raison de la linearite il suffit de faire la verification
pour f d g , oil f , g e C°°(V). Mais

De plus, si a est de degre p, on a

Cela permet de proceder par recurrence sur le degre

27. EXEMPLE: forme angulaire

a) Ce point de vue permet de donner une autre demonstration du fait que la forme

n'est pas exacte sur IR2 \ {0}. Soit Sl le cercle d'equation x2 + y2 = 1, et i : Sl —> IR2

Pinjection canonique. D'apres 26, si a etait exacte, i*ot le serait aussi. Mais il ne peut
exister de fonction / e C°°(S1} telle que i*a = df : la differentielle d'une fonction lisse
sur une variete compacte s'annule en un point de la variete (la ou disons le maximum
est atteint), alors que i*a ne s'annule jamais sur Sl : un vecteur tangent a 51 au point
(cos#, sin9} est de la forme a(— sin^,cos^), et sur ce vecteur a vaut a. Bien sur on
a tres envie de passer en coordonnees polaires. En posant f ( r , 6 ) — (r cos 9, r sin 0), il
vient

/*(xdy - ydx) — r cos 0(sin Odr + r cos OdO) - r sin #(cos 9dr + r cos OdO] — r2d9.

Ainsi f*a = d9. Helas / n'est pas un diffeomorphisme mais seulement un diffeomor-
phisme local de IR^ xIR sur H2\{0}. Le fait que a ne soit pas exacte signifie precisement
qu'il n'y a pas de "fonction angle" definie sur IR2 \ {0}. L'ecriture d9 se justifie par le
fait qu'il existe des determinations locales de I'angle, donnees par les inverses locales
de /, et que deux d'entre elles, restreintes a un ouvert connexe ou elles sont definies,
different d'une constante.
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b) II existe une generalisation en dimension superieure de la forme a. C'est la forme
angle solide an e ft""1^" \ {0}), definie par

On peut verifier directement que dan — 0. Esquissons une demonstration plus
instructive. Si R € SO(n), R*an = an; et si ht est 1'homothetie de centre 0 et de
rapport £, h*an = an pour t > 0. D'apres 26, la forme dan jouit des memes proprietes.
Mais en s'inspirant des techniques employees dans 1'exercice 6, on peut montrer qu'il
n'existe pas de forme de degre n sur IRn \ {0} qui soit invariante par homotheties et
par rotations de centre 0. II en resulte que an est fermee.
On peut generaliser 18 : il n'existe pas de forme (3 e ftn~2(IRn \ {0}) telle que
d(3 = otn. La demonstration utilise une procedure d'integration qui generalise 1'integrale
curviligne, et fera 1'objet du chapitre suivant.

Une autre interpretation des formes differentielles est possible, dont nous deduirons
une expression de la differentielle d ne faisant pas intervenir les coordonnees. A une
forme a G £lp(U), et a p champs de vecteurs Xi,.. .Xp sur C7, on associe la fonction
a(Xi,..., Xp) definie par

Autrement dit, pour chaque x on prend la valeur de la forme p-lineaire alternee ax

pour les vecteurs (Xi)x,..., ( X p ) x .
Si a - ̂ =1 aidx1 et X = j^=i X*di, alors

Plus generalement, si

et

on obtient

en appliquant 7. En particulier, le coefficient a^,...,^, est egal a a(dil,..., dip).

28. PROPOSITION — Si a est une forme differentielle de degre p, 1'application

(Xi,...,Xp) ^ a(Xi,...,Xp)
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est une forme p-lineaire alternee sur T(T(U}} considere comme module sur 1'anneau
C°°(U). Inversement, si T est une telle forme, il existe une unique forme differentielle
de degre p telle que

(T(Xi,... ,Xp))(z) = a*(Xi(a:),... ,Xp(x)).

Preuve — La premiere affirmation est une consequence directe des definitions. Inver-
sement, si Xk = Y^i=i ^k^ii la linearite par rapport a C°°(U) donne

et la forme cherchee est

Ainsi, si a G fip(C7), la question se pose d'exprimer da en tant que forme p + 1-lineaire
alternee sur T(TU).

29. THEOREMS -Si at ttp(U], on a

ou le symbols ^signale que le terme correspondant est omis.

Exemple - Pour p = 1, on a

En particulier, si a = df, cette formule redonne la definition du crochet.

Preuve — Le second membre de la formule de 1'enonce est C°°(t/)-lineaire, en vertu
de la relation

( f X , Y } = f [ X , Y ] - ( Y . f ) X .

II suffit alors de verifier la formule pour les champs <%. Mais



172 INTRODUCTION AUX VARIETES DIFFERENTIELLES

D. PRODUIT INTERIEUR, DERIVEE DE LIE

On peut definir une action des champs de vecteurs sur les formes differentielles, qui est
une version "infinitesimale" de 1'image reciproque.

30. DEFINITION — La derivee de Lie associee a un champ de vecteurs X (pour le
moment sur un ouvert de IRnj est I'application lineaire

qui a a associe la forme differentielle

ou (ft est le groupe local a un parametre associe a X.

II est facile de verifier qu'on obtient bien ainsi une forme differentielle : pour x e U
fixe, ((pla}x est une forme p-lineaire alternee dependant differentiablement de t, done la
derivee par rapport a t est encore p-lineaire alternee. Pour voir que cette forme depend
de fagon lisse de x, il suffit d'ecrire ses coefficients. Mais

est visiblement lisse.

Exemple — Pour X = di, on a bien sur

En pratique, pour calculer explicitement des derivees de Lie, il est tres commod
d'utiliser la caracterisation suivante.

31. THEOREMS — L'operateur LX est caracterise par les proprietes suivantes :

a) Si f € C°°(U), Lxf = df(X) = X.f,

b) LX ° d — d o LX, autrement dit LX et d commutent.

c) Quelles que soient les formes differentielles a et /3, on a

(Autrement dit, LX est une derivation de 1'algebre £l(U)).

Preuve — Ces proprietes sont bien satisfaites par LX- Pour a), c'est evident. On obtient
b) en derivant par rapport a t 1'identite
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obtenue en appliquant 23 au flot (pt de X. De meme, c) s'obtient en derivant par
rapport a t 1'identite

Inversement, la condition a) determine LX sur les formes de degre 0, c'est-a-dire les
fonctions, b) et c) determinent LX sur les formes de degre 1, puis c) determine LX en
tout degre •

32. COROLLAIRE — Si X et Y sont deux champs de vecteurs, on a

Preuve — Les deux membres coincident sur C°°(U) par definition du crochet et
commutent tous deux avec d. Tous deux verifient la propriete c) du theoreme precedent,
puisque d'apres III.23 le crochet de deux derivations est une derivation •

33. EXEMPLE: divergence d 'un champ de vecteurs

Calculons Lx(dxl A • • • dxn] pour un champ de vecteurs X sur IRn. Tout d'abord

(partir de 31 c) et penser a la derivee d'un produit de n facteurs). Ensuite

Dans le i-ieme terme de la somme ci-dessus, seul le coefficient de dx"1 dans dX'1

intervient. Ainsi

La fonction ^ILi ®iX'1 s'appelle la divergence du champ de vecteurs X.
Vu la fagon dont nous 1'avons obtenue, elle mesure la variation infinitesimale du volume
par le flot de X. Cela explique son intervention dans les equations de la Physique
qui expriment des lois de conservation. Par exemple en mecanique des fluides la
conservation de la masse s'exprime par 1'equation

ou p(x, y, z, t) est la masse volumique au point (x, y, z) au temps £, et V la vitesse de
ce meme point.
Le theoreme 31 sert aussi a donner une autre expression de LX-, qui sera parti-,
culierement utile par la suite. Pour cela, nous avons (encore!) besoin d'une definition.
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34. DEFINITION — Le produit interieur d'une forme differentielle a de degre p > 0 par
un champ de vecteurs X est la forme de degre p — 1, notee ix®-, donnee par

Si f e ft°(Z7) = C°°(U), on pose ixf = 0.

Exemple - Si X est le champ radial £?=i xid^

35. EXEMPLE: rotationnel d'un champ de vecteurs

Soit E un espace euclidien oriente, et u = dx/\dy/\dz, ou (x,y, z) sont les coordonnees
par rapport a une base orthonormee directe. Le rotationnel d'un champ de vecteurs X
sur E est defini par 1'equation

II resulte du calcul qui suit 25 que

Son nom vient de 1'exemple suivant. Le champ de vecteurs forme a un instant donne par
les vitesses d'un solide en mouvement dans 1'espace euclidien est donne par la formule

ou (une fois n'est pas coutume) A designe le produit vectoriel. Rappelons que le vecteur
fi s'appelle la rotation instantanee. II est immediat de verifier que rot V = fi.
Notons que pour definir la divergence on a besoin seulement de la donnee au signe
pres d'une forme alternee de degre maximum; pour definir le gradient, on a besoin
d'une metrique euclidienne; pour definir le rotationnel, on a besoin d'une metrique
euclidienne et d'une orientation (cf. VI) sur un espace de dimension 3 (les physiciens
expriment cela en disant que le gradient est un vecteur polaire, et le rotationnel un
vecteur axial).

Les trois operateurs que nous venons de definir sur les formes differentielles sont relies
par la formule suivante, qui sera tres utilisee dans la suite.

36. THEOREMS (formule de Cartan) — Si X est un champ de vecteurs sur U, et LJ
une forme differentielle, on a :

autrement dit
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Preuve — Posons

Nous aliens verifier directement que PX a toutes les proprietes caracteristiques de LX •
Tout d'abord,

Ensuite,

puisque dod = 0. Enfin, d'apres les proprietes du produit exterieur, si dega = p, on a

Done

alors que

En faisant la somme, on trouve que

Done d'apres 31, PX = LX

On peut aussi s'interesser a la derivee de tp*uj pour un t quelconque (on a designe par
V?t est le not du champ X}. II vient immediatement

On a souvent besoin egalement d'evaluer la derivee en t de <p*u dans le cas ou (ft est
une famille de diffeomorphismes telle que </?0 = Id, ne provenant pas necessairement
d'un not. La formule de Cartan subsiste telle que.

36 bis. THEOREMS — Si s i—> <ps est une famille a un parametre de diffeomorphismes
telle que <PQ = /, de generateur infinitesimal X, et si Xt designe le champ de vecteurs
sur M obtenu en fixant t, on a

Preuve — Considerons d'abord le cas t — 0. L'application lineaire LI : a i—> -^^P*sa
de O(M) dans lui-meme est une derivation. Elle coincide avec LXO sur les fonctions,
puisque
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D'autre part, comme d((p*a) — (p*(da), on voit en derivant par rapport a s que LI et d
commutent (nous utilisons la une propriete naturelle des families de formes dependant
d'un parametre, qui sera justifiee dans la section suivante). Les derivations LXO et LI,
qui coincident sur les fonctions et les differentielles de fonctions, sont egales sur tout
Q(M).
Pour passer au cas general, on introduit le flot t/js du champ (1, X) sur IR x M. D'apres
III. F il est de la forme

avec <pa(x) — jFs(0,x), et 1'on remarque que d'apres III. 52

Le resultat s'obtient en derivant les deux membres par rapport a h en h — 0, puisque
d'apres la premiere partie, appliquee a la famille Fh(t,x) (t fixe), on a

E. LE LEMME DE POINCARE
Nous sommes maintenant en mesure de repondre a une question posee dans la section
B : une forme a = Y^i=i &idxl de degre 1 telle que diOtj — djOn etant donnee, existe-
t-il une fonction / telle que a — dfl Introduisons d'abord un peu de vocabulaire pour
poser ce probleme dans un cadre plus general.

37. DEFINITIONS — Une forme differentielle de degre p sur un ouvert de IRn est dite
fermee si da — 0, exacte s'il existe une forme (3 de degre p — I telle que dfl = a. On
dira alors que J3 est une primitive de a.

D'apres 24, toute forme exacte est fermee, et nous avons vu en 18 un exemple de
forme fermee de degre 1 qui n'est pas exacte. Nous allons maintenant montrer que sur
certains ouverts, on peut expliciter une primitive de toute forme fermee. Commengons
par un exemple simple.

38. PROPOSITION -Sia = ]T™=1 ondxi est une forme fermee sur IRn, la fonction

admet a pour differentielle.

Preuve — Un calcul direct donne

Le coefficient de dx^ dans le second terme est
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ou encore, en integrant par parties,

L'examen de cette preuve met en evidence le role joue par la propriete suivante.

39. DEFINITION — Un ouvert U C Hn est dit etoile s'il existe un a <E U tel que pour
tout x € U, le segment [a,x] est contenu dans U.

II revient au meme de dire que U est stable par les homotheties positives de centre a
et de rapport inferieur a 1.

Exemples — Un ouvert convexe est etoile (ici n'importe quel a € U convient d'apres
la definition meme de la convexite). Par centre, IRn \ {0} n'est pas etoile. La figure
ci-dessous represente deux ouverts de IR2 diffeomorphes a la boule ouverte, 1'un etant
etoile, 1'autre non.

II peut paraitre curieux d'introduire une propriete qui n'est pas invariante par diffeo-
morphisme. L'explication vient de la preuve du theoreme ci-dessous : sur un ouvert
etoile, on dispose d'une formule explicite, qui a toute forme fermee associe une primi-
tive. Bien entendu, une fois cette propriete prouvee, on saura d'apres 26 que sur tout
ouvert diffeomorphe a un ouvert etoile (par exemple a une boule), les formes fermees
sont exactes.

40. THEOREMS(lemme de Poincare) — Si U C Hn est un ouvert etoile, toute forme
fermee sur U est exacte.

Preuve — Elle s'appuie sur la propriete suivante, qui a un interet en elle-meme.

41. LEMME — Soit X un champ de vecteurs sur U, dont le not local <pt est defini sur
tout U pour t € /, ou / designe un intervalle. Alors, pour toute forme a fermee sur U,
la forme

est exacte, quels que soient to,ti G /.
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Preuve — On ecrit que

et on remarque que

En appliquant la formule de Cartan (cf. 36), et en utilisant le fait que 1'image reciproque
d'une forme fermee est fermee, on obtient

et par consequent

Remarque— Ce resultat subsiste (cf. VII infra) en remplagant tpt par une famille d'ap-
plications lisses dependant differentiablement (** et meme seulement continument**)
de*.

Preuve du theoreme — Quitte a effectuer une translation, on peut supposer U etoile
par rapport a 1'origine. En reprenant les calculs du lemme pour le champ de vecteurs
X — x, de flot (pt(x) = etx, on obtient, pour tout to < 0 :

ou

II sera commode de poser et = w, et h\(x) — \x. On voit alors que a — h^a = d(3\, ou

En faisant tendre A vers 0, on voit que a = d0, avec

Remarque — II est parfaitement possible bien entendu de verifier directement que
df3 = a en partant de la formule ci-dessus. C'est d'ailleurs ce que nous avons fait pour
p = 1. La preuve que nous venons de presenter explique 1'origine de cette formule.
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42. EXEMPLE — Sur un ouvert etoile par rapport a 0, la primitive de fdx1 A ... A dxr

donnee par la preuve ci-dessus est

Nous avons utilise implicitement la notion de forme differentielle dependant d'un
parametre, qui vaut la peine d'etre degagee.

43. DEFINITION — Une famille a un parametre de formes differentielles sur un ouvert
U C IRn est la donnee d'une application lisse de I x U, ou I C 1R est un intervalle,
dans APIRn*.

Autrement dit, on a pour tout t G / une forme differentielle

les coefficients etant des fonctions lisses sur I x U. On peut faire sur une telle famille
les operations suivantes :
a) derivation par rapport au parametre.
On pose

En coordonnees, les coefficients de —a(t) sont obtenus en derivant par rapport a t
at

ceux de a(t). En particulier, on obtient encore une famille a un parametre.
b) integration par rapport au parametre.
Pour a, b G /, on pose

Autrement dit, les coefficients de cette forme sont obtenus en integrant sur [a, b] par
rapport a t ceux de a(t). D'apres les resultats classiques de derivation sous le signe
somme, on voit que I^a € Qp(t/).
La propriete la plus importante de ces operations est la commutation avec d, qui a ete
utilisee au cours de la demonstration du lemme de Poincare.

44. LEMME — Si t >—> a(t] est une famille a un parametre de formes differentielles, les
operations de derivation et d'integration par rapport au parametre t commutent avec
d. En d'autres termes

Preuve — Par linearite, il suffit de faire la preuve pour a = a(x, t)dx*1 A ... A dxlp. La
premiere assertion vient du theoreme de Schwarz applique aux variables t et xl. II est
plus elegant de proceder ainsi.
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Notons que a definit une forme sur I x U. On a alors

ou du designe la differentielle sur U. En iterant, il vient

Comme d o d = 0 et du o du — 0, il vient

soit (duot(t)} = dua'(t), ce que Ton voulait montrer. Notons aussi que nous en avons
deja vu un cas particulier : si X est un champ de vecteurs, la derivee de Lie LX
commute avec d.
La deuxieme assertion vient du theoreme de derivation sous le signe integrale, applique
aux variables xl •

F. FORMES DIFFERENTIELLES SUR UNE VARIETE

Si M est une sous-variete de dimension m de ]Rn, et si a. € Qp(IRn), on peut definir
naturellement la restriction de a a M : pour chaque a; € M, la restriction a TXM de
la forme p-lineaire alternee ax est encore p-lineaire alternee. On peut definir les formes
differentielles sur une variete lisse en s'inspirant de cette remarque : on se donne pour
tout x e M une forme p-lineaire alternee sur TXM. Si nous voulons etendre a ce cadre
les constructions faites pour les ouverts de IRn, il faut pouvoir dire d'une fagon ou
d'une autre que ax depend de x de fagon lisse. Nous avons deja rencontre ce probleme
pour les champs de vecteurs. On precede de meme.
Pour une variete lisse M, on designe par /\PT*M la reunion disjointe

En imitant ce que nous avons fait en III. D, nous allons munir /\p T*M d'une structure
de fibre vectoriel sur M. On introduit, pour chaque carte (U,p), 1'ensemble

et la bijection

Un atlas (Ui, ^>i)^i de M etant donne, on demontre exactement comme en III. D qu'ii
existe une unique topologie sur /\PT*M telle que les f\pT*Ui soient des ouverts et let
(fi des homeomorphismes. On voit de meme que (Ui,y>i)i£i est un atlas lisse.
La seule modification est le calcul de (pi o <^~1 . On est amene a prendre les transposes
des inverses des applications du diagramme
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Pour (y»^) e^(A pT*^nA pT* c^), on trouve ainsi

On a encore un fibre vectoriel, de rang ("), muni des trivialisations locales

avec i>i(ax) = (x,'(T^*) l • ax).

45. DEFINITIONS
a) On appelle /\p T*M le fibre des formes alternees sur M; pour p — 1, le fibre obtenu,
note T*M, s'appelle le fibre cotangent.

b) Une forme differentielle de degre p sur une variete Hsse M est une section de TT, c'est-
a-dire une application Hsse a : M —> /\PT*M telle que pour tout x, a(x) <G /\PT*M.

Comme pour les champs de vecteurs, on s'empresse de noter ax la forme p-lineaire sur
TXM ainsi obtenue.
Comme dans le cas des ouverts de IRn, 1'ensemble des formes differentielles de degre p
sur M se note OP(M), et Ton pose de meme

Le produit exterieur de deux formes a et j3 de degres respectifs p et q est la forme de
degre p + q definie par

(a A/3)z = ax f \ ( 3 x .

On a bien une section lisse : en utilisant des cartes de la forme (U, (p) et (TC/, </?), tout
vient de ce que la transposition respecte le produit exterieur.
L'exemple cle de formes differentielles est celui des differentielles de fonctions. Si / est
lisse, il faut verifier que Papplication df : x H-> Txf de M dans T*M est lisse. Mais si
(£/, (p) est une carte et (T*Z7, </?) la carte associee de T*M, on a

En particulier, si / est 1'une des fonctions cordonnees </?$, on retombe tout simplement
sur dyl.
Cette remarque permet d'exprimer les formes differentielles sur des domaines de cartes.

46. PROPOSITION — Si a est une forme differentielle de degre p sur M et (U, v?1, • • • , Vn)
une carte, il existe des fonctions lisses a^...^ (avec 1 < i\ < 1-2 < • • • ip) sur U,
determinees de maniere unique, telles que
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Preuve — Avec les memes notations </? l o a o <p l(y] est de la forme (y,w), ou
w eOp(Wt/)). Ainsi,

Alors aili2...ip = a;ili2...ip o p 1 •

Remarque — Les fonctions <// ne presentant aucun interet particulier, il peut etre
preferable de dire que sur le domaine de carte U, 1'anneau des formes differentielles
est engendre par les fonctions et les differentielles de fonctions. La meme propriete
reste vraie pour la variete M tout entiere (sauf que 1'on ne pourra plus se contenter
des differentielles de n fonctions comme pour un domaine de carte). Nous invitons le
lecteur a le demontrer, a 1'aide d'une partition de 1'unite (cf. le chapitre suivant).
L'image reciproque d'une forme par une application lisse se definit egalement sans
difficulte.

47. THEOREMS - Soit f : M i-» N une application lisse, et a e Q,P(N) une forme
differentielle. Alors la famille indexee par x € M de formes p-lineaires alternees donnee
par

est une forme differentielle sur M.

Preuve — On remarque que 1'operation definie dans 1'enonce respecte le produit
exterieur fibre par fibre. D'apres la proposition precedente, il suffit d'examiner le cas
des differentielles de fonctions. Mais si a = du, alors /3 = d(u o /) d'apres le theoreme
des fonctions composees •

48. DEFINITION — La forme differentielle dont le theoreme ci-dessus donne 1'existence
est 1'image reciproque de a par /, et se note f*a.

Exemple — Si M est une sous-variete d'une variete N, par exemple une sous-variete
de 1'espace euclidien, et si i : M —> N est Pinjection canonique, pour a 6 £l(N) la
forme i*a s'appelle, pour des raisons evidentes, la restriction de a a N.
En particulier, la preuve du fait que (f ° g)* — 9* ° f* reste valable dans le cas des
varietes, puisqu'elle ne fait appel qu'au theoreme des fonctions composees.

De meme, pour definir la differentielle exterieure, il suffit de voir que le theoreme 24
est valable dans le cas des varietes. Vu son importance, reformulons 1'enonce.

49. THEOREME — Si M est une variete lisse, il existe une application lineaire
d : fi(M) H-» O(M) et une seule ayant les proprietes suivantes :

a) deg da = p + I si deg a = p.

b) Sur $1°(M), d est la differentielle des fonctions.

c) Si a est homogene, d(a A /?) = da A 0 + (-l)degQo; A d(3.

d) dod = 0.
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Preuve — Les arguments de la preuve donnee en 24 sont valables tels que, en
remplagant bien sur les coordonnees euclidiennes xl par des coordonnees locales, grace
a la propriete suivante.

50. LEMME — Si d satisfait les hypotheses de 49, si U est un ouvert de M et si a et f3
sont des formes differentielle telles que a\u = P\u, alors da\u = d@\u-

Preuve — Solent a un point de U, V un ouvert contenant a tel que V C U, et /
une fonction lisse a support contenu dans U, egale a 1 sur V. Alors f(a — (3) = 0, et
d ( f ( a — /?)) = 0 a cause de la linearite. Mais

d(f(a - /?)) = fd(a - /5) + df A (a - 0).

En a, on a df = 0 d'apres b) et le choix de /, et /(a) = 1. On en deduit que
(da)a — (d(3)a, et le choix de a etant arbitraire, on en deduit que da\u — dj3\u comme
annonce •
Maintenant, nous pouvons conclure que toutes les proprietes de la differentielle des
formes sur les ouverts de IRn que nous avons vues s'etendent aux formes sur les varietes,
puisque les demonstrations utilisent uniquement la caracterisation axiomatique de d
vue en 24 et en 49. Ainsi, si / : M i— > N est une application lisse, on a encore

La derivee de Lie et le produit interieur par un champ de vecteurs se definissent
exactement comme dans le cas euclidien, et

LX — d o ix + ix ° d.

Donnons enfin la version "varietes" du lemme de Poincare.

51. THEOREMS — Si M est une variete lisse, tout point x E M est contenu dans un
ouvert U ayant la propriete suivante : si a E QP(U) est fermee, il existe une forme
(3 E £lp~l(U] telle que dj3 = a.

Preuve — II suffit de choisir U diffeomorphe a une boule.

Nous allons voir dans les chapitres qui suivent comment le meme probleme, non plus
local comme dans ce lemme mais global, c'est-a-dire sur M, met en jeu la topologie de
la variete. D'ailleurs, nous avons deja vu des exemples de cette situation : il resulte de
27 et 18 que IR2 \ {0} n'est diffeomorphe a aucun ouvert etoile.

52. REMARQUE — Une methode possible pour 1'etude des formes differentielles sur les
varietes aurait ete de partir de la proposition 28, et de definir les formes differentielles
de degre p sur M comme les formes p-lineaires alternees sur F(TM) considere comme
module sur 1'anneau C°°(M). II n'est pas difficile de verifier, en utilisant des fonctions
plateau, que cette definition equivaut a la notre. Pour definir d, on peut alors soit
reprendre notre point de vue axiomatique, soit persister et definir da, en s'inspirant de
29, par la formule
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Ce point de vue est conceptuellement satisfaisant (et peut rendre de grands services
si on veut developper une theorie des formes differentielles en dimension infinie) mais
techniquement plus complique. Pour s'en convaincre, le lecteur est invite a verifier que
d o d = 0 en utilisant directement cette definition.

Un troisieme point de vue, plus terre a terre, est suggere par les expressions locales des
champs de vecteurs vues en III. D. Un atlas (Ui, (fi) sur une variete M etant donne, la
donnee d'une forme differentielle a sur M equivaut a celles d'une forme o^ sur chaque
ouvert <pi(Ui) C IR™, avec la condition de compatibility

L'inconvenient en est que chaque demonstration ou presque oblige a faire usage de
cartes.

G. EQUATIONS DE MAXWELL

Un des grands succes de 1'utilisation des formes differentielles est une formulation tres
simple des equations de Maxwell dans le cadre de la Relativite Restreinte. Rappelons
tout d'abord brievement la formulation "classique" (non relativiste). On rend compte
des phenomenes electro-magnetiques au moyen de deux champs de vecteurs, le champ
electrique E et le champ magnetique B. Le moment p d'une particule de charge q et
de vitesse v satisfait a Pequation

(ici A designe le produit vectoriel).

D'autre part, E et B satisfont au systeme d'equations

ou 1'on a designe par J et p la densite de courant et la densite de charge. Les premiere
et seconde lignes de ce systeme s'appellent respectivement premier et second groupe
des equations de Maxwell.
Nous aliens faire apparaitre les composantes de E et B comme les six composantes
d'une forme alternee de degre 2 sur 1'espace de Minkowski. Pour ce faire nous aliens
donner une breve description de ce dernier. Pour plus d'information, et surtout pour
une veritable discussion sur 1'aspect physique des choses, voir le cours de physique de
Feynman (surtout, mais pas seulement, le volume Electromagnetisme 2) et le debut de
Missner, Thorne, Wheeler, Gravitation, qui presente 1'avantage d'utiliser explicitement
les formes differentielles.

E SPACE DE MINKOWSKI

L'espace de Minkowski M est un espace vectoriel de dimension 4 muni d'une forme
quadratique q de type H— . Par analogic avec le cas euclidien, on definit sur M
des bases pseudo-orthonormees ou lorentziennes (ei)o<i<s par la condition
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ou (f> est la forme bilineaire associee a q. Si (t, x, y, z) designent les coordonnees d'un
vecteur w dans une telle base, alors

De meme

Faisant des calculs sur des vecteurs vitesse, done des vecteurs tangents, on est conduit
a changer legerement de point de vue : en utilisant le parallelisme canonique d'un
espace vectoriel, on considere 1'espace de Minkowski comme un espace vectoriel reel de
dimension 4 muni d'une forme differentielle quadratique a coefficients constants. Une
base lorentzienne etant donnee, cette forme quadratique s'ecrit bien sur

La forme bilineaire associee definit un isomorphisme entre les champs de vecteurs et les
formes differentielles de degre 1, que nous noterons b comme dans 17 : cet isomorphisme
est defini de la meme fagon, en remplagant le produit scalaire euclidien par (p. Si
(£,£,?/,£) sont les coordonnees par rapport a un repere lorentzien

LE CHAMP ELECTROMAGNETIQUE VU COMME UNE FORME DIFFERENTIELLE

A partir du champ electrique E, et du champ magnetique B, exprimes en coordonnees
euclidiennes, on definit une forme de degre 2 en posant

(la lettre F est traditionnelle : F comme "field", ou mieux, F comme Faraday).
Un calcul direct montre que le premier groupe des equations de Maxwell est equivalent
a la condition

dF = 0

(la nullite de la partie comportant dt en facteur donne la premiere equation, et la nullite
du coefficient de dx A dy A dz la seconde).
Le second groupe s'exprime d'une fagon analogue, moyennant quelques developpements
algebriques supplementaires. On introduit sur les formes de degre 2 1'operateur * au
moyen des relations

(bien entendu * peut etre defini intrinsequement : il existe une extension "naturelle"
de (p aux p-formes telle que,
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ou (jj est la forme volume qui vaut 1 sur les bases lorentziennes). On a alors

Le second groupe des equations de Maxwell s'ecrit alors

dans le vide, et

en presence de charges electriques. On a designe par J la forme de courant-charge,
definie par

J = Jxdx + Jydy + Jzdz + pdt.

Notons que puisque d"2 — 0, la 3-forme *J est fermee. Cela peut s'ecrire sous la forme

Cette relation exprime la conservation de la charge electrique.

CHAMP ELECTROMAGNETIQUE ET GROUPS DE LORENTZ
Pour qu'une formulation independante des coordonnees il faut bien sur proceder a
1'inverse. Le tenseur de Faraday est une forme de degre 2 sur M, assujettie (disons
dans le vide) aux conditions

qui, d'apres leur formulation meme, ne font intervenir ni repere ni coordonnees
particulieres.
Par centre les champs electriques et magnetiques ne sont definis que par rapport a un
repere lorentzien 72. donne; on les recupere en ecrivant F sous la forme (*), par rapport
aux coordonnees dans ce repere. On en deduit la fagon dont E et B se transforment
par changement de repere. Soient (£', #', t/, z'} les coordonnees dans un nouveau repere
lorentzien 72.', et supposons pour simplifier que (?/', z'} = (y, z). Alors d'apres 1'exercice
1 de IV,

II est commode d'introduire v = — thu : a 1'ordre 1 par rapport a v, on a x' — x — vt, et
la situation galileenne correspondante est celle d'un mouvement de translation uniforme
de vitesse v. En comparant les expressions de F dans les deux reperes, on trouve

Voyons enfin comment on obtient directement les equations du mouvement d'une
particule chargee a partir du tenseur de Faraday. Par rapport a un repere 72, le
mouvement est donne par une fonction



V - FORMES DIFFERENTIELLES 187

On exprime les coordonnees spatiales x, y, z en fonction du temps lie au repere. La
vitesse "classique" lue dans ce repere doit etre inferieure a la vitesse de la lumiere,
autrement dit

II revient au meme de dire que <?(c'(£)) > 0.
Alors le produit interieur de F par c'(t) est donne par

Revenant au vecteur correspondant, on obtient

ou les produits scalaire et vectoriel ont ete calcules dans le repere (euclidien!) forme
par ^, -J-, -j^. On recupere ainsi non seulement la derivee du moment, mais aussi la
derivee de 1'energie.
Cette formulation n'est pas encore satisfaisante, car elle depend d'un repere specifique
(un physicien dirait d'un observateur). Sans faire appel a un repere, le mouvement
d'une particule est donne par une courbe dans 1'espace de Minkowski, tout parametrage
u i—> 7(14) de cette courbe satisfaisant a la condition q(^'(u)} > 0. Dans un repere
lorentzien J^, ^, ^-, -J^, cette condition s'ecrit

Elle permet le choix d'un parametre tel que t'(u) = 1. C'est le temps par rapport au
repere, a une constante additive pres.
Mais il existe un parametrage qui ne depend que de la courbe, et nom d'un repere,
obtenu par la condition

Ce parametre, qui rappelle 1'abscisse curviligne dans le cas euclidien, s'appelle le temps
propre de la particule. Par rapport au temps donne par le repere 72. precedent, on a

Le vecteur 7x(r) s'appelle le quadri-vecteur vitesse, et 7717'(r), analogue a la quantite
de mouvement classique, Penergie-moment. L'equation du mouvement s'ecrit alors

Cela n'est bien sur que le debut d'une longue histoire, pour laquelle nous renvoyons
aux livres que nous venons de citer.
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H. COMMENTAIRES

FORMES DIFFERENTIELLES ET TENSEURS
Le plupart des constructions de ce chapitre s'appliquent telles que aux tenseurs
covariants. A Pinstar de 20, un tenseur covariant d'ordre p sur un ouvert U d'un espace
vectoriel E est une application lisse de U dans E*. De meme, la construction faite au
debut de ce paragraphe permet de definir pour toute variete M le fibre 0PT*M et les
tenseurs covariants d'ordre p comme sections de ce fibre.
On definit de meme 1'image reciproque 0* par une application lisse 0, et la derivee de
Lie par rapport a un champ de vecteurs. On a encore

De meme, pour deux tenseurs S et T sur M,

Par centre, on peut montrer que la differentielle d n'a pas d'analogue (meme si on
exige simplement d'avoir un operateur lineaire sur les tenseurs, qui commute avec les
</>*). Cela explique le role preponderant des formes differentielles et de 1'operateur d,
quand on etudie les varietes sans se donner de structure supplementaire par rapport a
la structure differentielle.

METRIQUES RIEMANNIENNES
Cela etant dit, les 2-tenseurs symetriques, c'est-a-dire les sections du fibre S2T*M des
formes bilineaires symetriques sur M, jouent un role tres important. Une metrique
riemannienne sur une variete M est la donnee d'un tenseur symetrique g, tel que la
forme quadratique associee a gx soit definie positive. L'exemple de base est bien sur
celui d'un espace euclidien. On a alors

les xl etant les coordonnees dans une base orthonormee. Toute sous-variete d'un espace
euclidien est elle-meme munie d'une metrique riemannienne : il suffit pour le voir
de remarquer que la restriction d'une forme quadratique definie positive a un sous-
espace vectoriel reste definie positive. D'une fagon plus formelle, si 0 : M —> M' est
un plongement, et si g est une metrique riemannienne sur M', </>*# est une metrique
riemannienne sur M. En appliquant le theoreme de plongement de Whitney, on voit
alors que toute variete peut etre munie d'une metrique riemannienne.
Le mot metrique se justifie par le fait que g definit automatiquement une distance : on
commence par definir la longueur d'une courbe c : [a, 6] —> M par 1'integrale

puis la distance entre deux points comme la borne inferieure des longueurs des courbes
qui les joignent. Attention : meme dans le cas des sous-varietes de 1'espace euclidien,
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cette distance n'est pas en general la distance induite par la distance sur 1'espace
ambiant.
De meme que les varietes lisses sont les generalisations naturelles des courbes et sur-
faces de IR3, on peut dire que les varietes riemanniennes, c'est-a-dire les varietes munies
d'une metrique riemannienne, generalisent les courbes et surfaces de 1'espace euclidien.
La difference fondamentale est la suivante. Alors que toute variete est localement diffeo-
morphe a IRn, une variete riemannienne n'est pas en general localement isometrique
a 1'espace euclidien. La geometric riemannienne traite notamment des relations entre
les proprietes metriques d'une variete riemannienne et les proprietes topologiques de
la variete differentielle sous-jacente.
** De plus, en supposant M orientee (ce qui n'est pas indispensable mais simplifie
1'expose), on associe a g une forme volume canonique u)g, caracterisee par le fait qu'elle
vaut 1 sur tous les reperes orthonormes directs (cela sera explicite en VI. pour les
sous-varietes de 1'espace euclidien, munies de leur metrique riemannienne induite). On
peut alors definir comme en 33 un operateur de divergence divff : F(TM) —> C°°(M]
au moyen de la formule

L'operateur differentiel d'ordre deux A5 = div5(V9) est une generalisation naturelle
du Laplacien A = £^=1 d?. L'etude du Laplacien est un autre aspect de la geometric
riemannienne, plus tourne vers 1'analyse (cf. la bibliographie commentee a la fin du
livre).**

VARIETES LORENTZIENNES
Une variete lorentzienne est une variete munie d'un tenseur symetrique g tel que la
forme quadratique gx soit en tout point de type (dimM — 1,1). L'exemple le plus
simple est 1'espace de Minkowski rencontre en G. Leur importance vient de ce qu'elles
modelisent 1'espace-temps de la relativite generale.
II y a des differences importantes avec le cas riemannien : une variete donnee n'a pas
forcement de structure lorentzienne; la restriction du tenseur g a une sous-variete est
suivant les cas riemannienne, lorentzienne ou singuliere.
Par centre, les varietes riemanniennes, lorentziennes et plus generalement les varietes
pseudo-riemanniennes (c'est-a-dire telles que la forme quadratique gx soit non degene-
ree pour tout x] ont en commun trois proprietes importantes.
a) Le tenseur g definit une mesure (plus precisement une densite, cf. VI. F) sur la
variete.
b) II definit un isomorphisme de fibres entre TM et T*M, qui permet d'identifier
formes differentielles et champs de vecteurs. Nous avons deja utilise cet isomorphisme
dans le cas euclidien pour definir le gradient d'une fonction. Le gradient se definit plus
generalement dans le cadre pseudo-riemannien.
c) ** Le tenseur g permet enfin de definir une connexion sur TM, c'est-a-dire une
derivee directionnelle des champs de vecteurs. De fagon imagee, on a la possibilite de
comparer des vecteurs tangents en des points differents de la variete.**
Pour plus de details sur la geometric pseudo-riemannienne, voir [Doubrovine-Novikov-
Fomenko].
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VARIETES SYMPLECTIQUES
Une variete symplectique est une variete munie d'une forme differentielle uo de degre
deux, de rang maximum en tout point (ce qui implique deja que la dimension est paire)
et fermee. L'exemple standard est celui de IR2n, muni de la forme

A toute fonction H sur une variete symplectique (M,a;), on associe son hamiltonien.
C'est le champ de vecteur XH defini par

L'existence et 1'unicite de XH viennent bien sur de 1'hypothese sur le rang de u>. De
plus, comme dw = 0, la formule de Cartan donne

II en resulte que XH a des proprietes dynamiques tres particulieres (theoreme du
retour de Poincare, cf. [Arnold 1], chap. 3). A contrario, nous laissons au lecteur le
plaisir (facile) de montrer que, sur la sphere ronde S2 plongee dans IR3, le gradient
(riemannien!) d'une fonction coordonnee n'est un hamiltonien pour aucune forme
symplectique sur S2 (cf. Ill, ex.7).
L'interet pour les varietes symplectiques a d'abord ete suscite par la mecanique :
beaucoup de problemes de mecanique classique, par exemple le probleme de Kepler, le
probleme des trois corps, ou plus generalement 1'etude des systemes sans frottement, se
ramenent a 1'etude des trajectoires d'un champ hamiltonien (voir encore [Arnold 1]).
Attention : le theoreme de Darboux (cf. les exercices 14 et 17), qui assure que
toute forme symplectique s'ecrit localement X)iLi dx1 A dxl+n dans un systeme de
coordonnees convenables, n'est pas d'un grand secours pour 1'etude globale des varietes
symplectiques et des champs de vecteurs hamiltoniens.

EXERCICES

1. Formes alternees decomposables et indecomposables
Une forme p-lineaire alternee sur un espace vectoriel E de dimension n sera dite
decomposable si elle peut s'ecrire comme le produit exterieur de p formes lineaires,
indecomposable sinon.

a) Montrer que toute forme de degre n ou n — 1 est decomposable. Indication : si
uj G /\n~ E*, introduire Papplication

de£* dans A"^*-
b) Soit 9 E E*. Montrer qu'une p-forme a peut s'ecrire sous la forme
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si, et seulement si, 9 A a = 0 (on dit alors que a est divisible par 6).
c) Montrer que si a,/3,7,<5 sont des formes lineaires independantes, la 2-forme

est indecomposable.

2. Formes de degre 2, groupe symplectique
E est un espace vectoriel reel de dimension finie n, muni d'une forme bilineaire
alternee uj.

a) Montrer qu'il existe une base B = (6l,62, ...,#n) de E* et un entier p < f tels
que

et 1'entier p ne depend que de u (on pourra montrer que si uj est non nulle, il existe
deux vecteurs a et b et un sous-espace E' de E tels que E = E' ® Ha 0IR6,
avec a;(a, b) = 1 et u>(a,x) = u(b,x) = 0 pour tout x e E'}.

b) Montrer que la codimension de 1'espace vectoriel

est egale a 2p. Pour cette raison, 1'entier 2p s'appelle le rang de u.
c) Montrer que p est le plus petit entier tel que UJP ^ 0. En particulier une 2-forme

(jj est decomposable si et seulement si u A a; = 0.
d) Soit u un automorphisme de E. Montrer que u laisse LJ invariante, c'est-a-dire

que

si, et seulement si la matrice A de u dans la base duale de B verifie AtSA = S,
ou S est la matrice

En deduire une caracterisation des elements du groupe symplectique 5P(n,IR),
defini comme le groupe des automorphismes de IR2n laissant invariante la forme
(jj definie par

Montrer que 5P(n, IR) est un sous-groupe de Lie de dimension 2n2 + n de
(j.L(2n,IR), et determiner son algebre de Lie.

* 3. Une application de 1'algebre exterieure aux groupes de Lie
On note E = f\ (H4*) . Une 4-forme non nulle uj sur IR4, etant donnee, on
considere la forme bilineaire B sur E definie en 14.

a) Montrer que tout element de GI/(4, IR) laissant invariante la forme u definit un
automorphisme de E respectant B .

b) En deduire un morphisme de groupes de Lie
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dont 1'image est la composante neutre de 0(3,3), et le noyau TLJ1TL.
c) En deduire de meme, en partant de C4 au lieu de 1R4, un morphisme **de groupes

de Lie complexes** de SJ(4, C) sur SO(6, C).
d) Munissant C d'un produit hermitien, montrer que

4. Gradient, divergence, rotationnel
a) Retrouver les proprietes suivantes en utilisant les proprietes de la differentielle

exterieure :

b) Montrer que le flot local d'un champ de vecteurs V sur Hn laisse la forme volume
(jj = dx1 A . . . A dxn invariante si et seulement si div V = 0.

5. Formes homogenes
Une forme differentielle uj sur IRn sera dite homogene de degre a si

ou Ton a designe par ht 1'homothetie de rapport t (t > 0). Montrer que si a; est
de degre fc, cela revient a dire que les coefficients sont homogenes de degre n — a.
Montrer que la differentielle d'une forme homogene est homogene de meme degre.

* 6. Formes invariantes par un groupe
a) Soit (jj la forme differentielle sur IRn+ egale a

(le signe " signifiant que le terme correspondant est omis).
Montrer que si <j> € Sl(n +1, H), alors uj est invariante par </>, et est (a un facteur
constant pres) la seule forme de degre n ayant cette propriete.

b) Soit (jj une forme differentielle de degre k sur Sn telle que 0 * u> = w quel que so it
4> € SO(n + 1). Montrer que si 0 < k < n, alors u; = 0.

7. Expliciter la primitive d'une forme fermee donnee dans la preuve du lemme de
Poincare dans le cas d'une forme fermee de degre 2 sur ]Rn.

8. Formes invariantes sur un groupe de Lie
a) Si G est un groupe de Lie de dimension n, montrer que les formes de degre p

invariantes par les translations a gauche (on parlera plus brievement de formes
invariantes a gauche) forment un espace vectoriel de dimension (n)

b) Montrer, sans utiliser le theoreme de structure des groupes de Lie commutatifs,
que si G est commutatif, toute forme invariante a gauche est fermee.
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c) On prend G = G/(n,IR). Montrer que les coefficients de la matrice X 1dX, ou
X = (Xi)i<i,j<m sont des formes invariantes a gauche. Retrouver 1'expression du
crochet de 0 en differentiant X~ldX et en utilisant 28.

d) On considere le groupe G forme des matrices de la forme

Montrer que c'est un groupe de Lie. Determiner les formes differentielles de degre
1 sur G, puis les formes de degre 2, qui sont invariantes a gauche. Meme question
pour les formes invariantes a droite. Que peut-on en conclure ?

9. Produit interieur et derivee de Lie
Demontrer 1'identite suivante, concernant les operateurs ix et LX agissant sur
les formes differentielles sur une variete M :

* 10. Formes complexes
Une forme differentielle complexe de degre k sur un ouvert U C IRn est une
application lisse de U dans AlRn <g> C, ou Ton a designe par AKn <g> C le C-espace
vectoriel des applications p-lineaires alternees de IRn dans C. On pose

o />

Si df est la differentielle d'une fonction lisse a valeurs complexes, on definit ——r
ozk

o f

et ——r par la formule
&ZK

Exprimer ̂  et ̂  en fonction de ̂  et ̂

Montrer qu'une application (disons C1 ) de C = IR2 dans C est holomorphe si et
seulement si -jjjr = 0. En deduire que le jacobien de / vue comme application de
IR dans IR est egal a |/'(2)|2 (remarquer que dz A dz = —2idx A dy).
Soit P le demi-plan forme des nombres complexes a partie imaginaire strictement
positive. Montrer que les applications T de la forme

sont des diffeomorphismes de P, qui laissent invariante la forme differentielle
dx A dy

(jj =
y*

11. Soit (jj une forme differentielle de degre p sur Hn , avec p < n. On suppose que sa
restriction a tout hyperplan de la forme xk = cte (1 < k < n) est nulle. Montrer
que u! = 0.
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12. Formes invariantes par rotation
a) Montrer que les formes differentielles

sur IR2 sont invariantes par le groupe des rotations SO(2}. (On peut bien sur le
verifier par un calcul direct. Mais il existe des demonstrations plus elegantes),

b) Montrer que toute forme differentielle de degre 1 sur IR2 \ {0} invariante par
50(2) est de la forme

ou r = >/:E2 + y2, / et g etant des fonctions lisses sur IR2 \ {0}.
Quelles sont les formes de degre 1 sur IR2 invariantes par SO(2} ?

c) On travaille maintenant en dimension 3. On pose

et on designe par X le champ de vecteurs

On se propose de montrer que toute forme de degre 1 sur IR3 \ {0} invariante
sous 1'action de 50(3) est de la forme f(r}dr.
cl) Montrer que si a est 50(3)-invariante, ixa 1'est aussi.
c2) Montrer que Papplication

est un diffeomorphisme.
c3) Soit a e fi(!R3 \ {0}) telle que ix®- — 0, et dont la restriction a toute sphere
de centre 0 est nulle. Montrer que a = 0.
c4) Montrer que toute 1-forme sur S2 qui est 50(3)- invariante est nulle.
c5) Conclure.

d) Ce qui precede peut-il se generaliser aux dimensions superieures ?

13. On considere la sphere 52 plongee dans IR3. Soit X le champ de vecteurs

Montrer que la restriction a la sphere de la 2-forme ix(dx A dy A dz) n'est jamais
nulle (autrement dit, c'est une forme volume sur 52, cf. VI). On designera par a
cette forme.
Montrer que sur le complementaire de 1'equateur 2: = 0,

Soit / la projection stereographique de pole N = (0,0,1) de 52 \ {N} sur le plan
2 = 0.
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Expliciter / et I l (pour plus de clarte, il est recommande de designer par (it, v)
les coordonnees de IR2 x {0}), et calculer I~l*a.

* 14. Theoreme de Darboux
Sur une variete M deux champs de vecteurs X\ et X% commutent. On rappelle
(voir 1'exercice 17 de III) que si en un point a 6 M, X\ et X? sont lineairement
independants, a admet un voisinage ouvert U muni de coordonnees locales
(x1,...,:rn) telles que Xi\u = g|r pour i = 1,2.

Une variete M de dimension 2n est munie d'une 2- forme w de rang en tout point
egal a 2n et fermee (forme symplectique). On se propose de montrer que tout
point a e M admet un voisinage C7 muni de coordonnees locales (x1, ...,x2n)
telles que

(theoreme de Darboux symplectique).

On suppose dans la suite, ce qui n'est pas une restriction mais simplifie les choses,
que les coordonnees considerees en a sont toutes nulles en a.

a) On suppose tout d'abord n — 1. Montrer que si (y1,?/2) est un systeme de
coordonnees locales arbitraire en a, on peut trouver une fonction differentiable
h definie au voisinage de a telle que (y1,^) soit un systeme de coordonnees
repondant a la question sur un voisinage de a.

b) On etudie maintenant le cas general. Si / est une fonction differentiable telle que
/ (a) = 0 et dfa 7^ 0, montrer qu'il existe un unique champ de vecteurs X<2 sur
M tel que i\^ = df et une fonction differentiable g telle que X^g = 1 sur un
voisinage de a. Montrer que si X\ est le champ de vecteurs defini par ix^ = dg,
on a les relations

On considere alors un systeme de coordonnees locales (y1,..., y2n) sur un voisinage
V de a telles que X\ = ?pr en tout point de V. Montrer que

est un systeme de coordonnees sur un ouvert U' 3 a tel que

Conclure.

* 15. Theoreme de Darboux pour les formes de contact
Soit M une variete de dimension 2n + 1 munie d'une 1-forme 9 telle que
9 A (d6}n 7^ 0 en tout point (forme de contact). On se propose de montrer que
tout point o admet un voisinage U muni d'un systeme de coordonnees locales
(z°,..., z2n) tel que 0]t/ = dx° + xldxn+l + • • • + xndx2n.

a) Montrer qu'il existe un unique champ de vecteurs .R sur M tel que %R9 = 1
et iRdO = 0. (On pourra considerer 1'application de TM dans T*M definie par
X ^ix0.e + ixd9).
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b) Si (y°,..., ?/2n) est un systeme de coordonnees locales en a tel que R = ^-, mon-
trer que dO definit sur la sous-variete d'equation y° = 0 une forme symplectique.
Conclure en utilisant 1'exercice precedent, et en modifiant aii besoin la coordonnee
y°-

* 16. Formes differentielles sur PnIR
Soit p : IRn+1 \ {0} —> PnIR la projection canonique.

a) Montrer que

est injective.
b) Montrer que Pimage de p* est 1'ensemble des formes u € 0(IRn+1 \ {0}) telles

que

* 17. Le theoreme de Darboux par la methode du chemin
Le theoreme de Darboux etant purement local, on peut se ramener au cas d'une
forme symplectique sur un ouvert U de Hn.

a) Soit a e U. Montrer qu'apres un changement lineaire de coordonnees, on peut se
ramener au cas ou

b) On pose

Montrer qu'il existe un r > 0 tel que la restriction des ut a la boule ouverte
B(a,r] soit non degeneree, et par consequent symplectique.

c) En imitant la technique de III. 54, montrer 1'existence d'une famille (0t)o<t<i
de diffeomorphismes de B(a,r] tels que

et conclure.



CHAPITRE VI

INTEGRATION ET APPLICATIONS

Si / est une fonction d'une variable reelle a derivee continue, fa f'(t)dt = /(&) — /(a).
Curieusement, ce resultat ne porte pas de nom dans les livres franc, ais. Les Anglo-
Saxons 1'appellent avec raison "fundamental theorem of calculus", et les Russes ont
eu la bonne idee de rendre hommage aux deux peres du calcul differentiel et integral
en 1'appelant "formule de Leibniz-Newton". La formule de Stokes, qui est le resultat
pivot de ce chapitre, en est une generalisation aux dimensions superieures. Elle donne
un exemple typique de situation ou 1'elaboration d'un bon enonce est plus difficile que
la demonstration elle-meme.
Le point de depart de formule de Leibniz-Newton est la convention

Cela revient a integrer non sur un intervalle, mais sur un intervalle oriente, c'est-a-dire
un intervalle ou 1'on a choisi une origine et une extremite. Si / = [a,/?], il y a deux
orientations possibles, suivant que 1'on prenne a ou f3 comme origine.
C'est cette demarche - passage de 1'integrale vue comme mesure a 1'integrale sur
un objet "oriente" - qu'il s'agit de generalises Helas, nous sommes partis d'une
situation trompeuse. Sur IR il y a une orientation naturelle, donnee par 1'ordre. Ce
n'est plus le cas des courbes dans IR2, meme quand ce sont des droites. Ce n'est
plus le cas des espaces vectoriels (nous ne nous referons ici qu'a la notion "naive"
d'orientation, les precisions seront donnees en A). Les references telles que "le sens
inverse des aiguilles d'une montre" pour orienter les cercles, la "regie des trois doigts"
(de la main droite!!) qui donne les reperes dits directs de 1'espace a trois dimensions
illustrent cette difficulte (pour une discussion tres detaillee de cette question, voir par
exemple [J. Sivardiere]). Tout ce que 1'on peut faire est comparer des orientations. Cela
est illustre par 1'existence de varietes pour lesquelles un choix coherent d'orientation
est impossible. Cette impossibility peut se voir "experimentalement" sur le ruban de
Mobius. En effet, en anticipant un peu sur ce qui sera expose plus formellement dans
la section A, sur toute surface orientee de 1'espace usuel, suppose oriente, on peut
definir un champ de vecteurs normal de la fagon suivante : si p est un point de la
surface et Rp un repere orthonorme direct du plan tangent en p, np est 1'unique vecteur
unitaire normal en p a la surface tel que le repere (Rp,np) soit direct dans IR3. Cela
est impossible pour le ruban de Mobius, comme 1'illustre la figure ci-dessous.
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Nous commengons par la discussion de ces problemes d'orientation, avant de passer a
la theorie de 1'integration proprement dite.
Un role important y est joue par les domaines reguliers d'une variete. Ce sont grosso
modo les parties compactes dont la frontiere est une sous-variete de codimension 1
(eventuellement non connexe, comme dans le cas d'un intervalle compact de M). La
formule de Leibniz-Newton se generalise en remplagant [a, 6] par un domaine regulier
D de dimension n, {a, b} par son bord dD, et / par une forme differentielle a. de degre
n — 1. On a

le gros du travail consistant a definir ces deux termes. Cette generalisation englobe la
formule de Green-Riemann, la formule d'Ostrogradski, et bien entendu la formule de
Stokes traditionnelle, celle qui concerne les surfaces a bord de 1'espace de dimension 3
ou, semble-t-il, nous vivons.
L'integration sur les varietes et la formule de Stokes ne servent pas seulement a voir
de fagon plus conceptuelle les formules que nous venons de citer. Pour illustrer ce fait,
nous terminons ce chapitre par deux applications topologiques : le "theoreme de la
boule chevelue" (la sphere S2 n'est pas peignable sans epi, autrement dit tout champ
de vecteurs sur S2 s'annule quelque part), et le theoreme de Brouwer (toute application
continue d'une boule fermee dans elle-meme a un point fixe), qui se demontre ainsi sans
utiliser de topologie algebrique.

A. ORIENTATION : DBS ESPACES VECTORIELS AUX VARIETES
On dit que deux bases (ei)i<i<n et (eQi<i<n d'un espace vectoriel reel E de dimension
n definissent la meme orientation si le determinant de (e.i)i<i<n par rapport a (e^)i<j<n

est positif. On obtient ainsi une relation d'equivalence sur 1'ensemble des bases de £", et
une orientation de E est par definition la donnee d'une des deux classes d'equivalence
de cette relation.
L'algebre exterieure permet d'exprimer les choses intrinsequement : 1'espace vectoriel
yydimS g* egt de dimengion l Soit ^ e fidimE E* ^ ̂  ̂ ^ base de ̂  egpace Alorg

les bases (ei)i<i<n et (e^)i<j<n definissent la meme orientation si et seulement si
o;(ei, . . . , en) et uj(e^ . . . , e'n) ont meme signe. En effet d'apres V.7
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Choisir une orientation revient done a choisir un generateur u de /\ Im E*, et la classe
d'equivalence formee des bases (e\,..., en) telles que c j ( e i , . . . , en) > 0. Si on remplace
uj par tu, ou t est un reel strictement positif, 1'orientation ne change pas.
Ainsi, la donnee d'une orientation equivaut a celle de 1'une des deux composantes
connexesde AdimB£*\{0}.
Pour etendre la notion d'orientation aux varietes, il faut pouvoir parler d'orientation
des espaces tangents TXM variant differentiablement avec x. La discussion qui suit est
parallele a celle que nous venons de faire dans le cas des espaces vectoriels.

1. DEFINITIONS
a) On appelle atlas d'orientation d'une variete M tout atlas (Ui,(pi)i£i tel que les
changements de cartes </?j o </?7x aient un jacobien positif.

b) Une variete orientable est une variete pour laquelle il existe des atlas d'orientation.

Par exemple 1'atlas de la sphere S2 constitue par les projections stereographiques de
poles Nord et Sud n'est pas un atlas d'orientation : le changement de carte est 1'inversion
x i—>• TTTT2-5 Qui renverse 1'orientation d'apres I. 11. Si on remplace 1'une des cartes par

' "sa composee avec une symetrie par rapport a une droite, on obtient bien sur un atlas
d'orientation. Cela montre que S2 est une variete orientable. Nous verrons bientot une
preuve plus elegante.
Ces definitions sont inspirees directement par la discussion sur 1'orientation des bases
d'un espace vectoriel : on veut orienter TXM au moyen de la base T^)^"1 • 6k, ou
(e/c)i<fc<n est la base canonique de ]Rn. Les atlas d'orientation sont faits pour rendre
le resultat coherent.
Deux atlas d'orientation (Ui,(pi}i&i et (V;-,'0j)jej etant donnes, on leur associe une
application s de M dans {±1} de la fagon suivante. Un x G M appartient a un Ui et
a un Vj au moins, et le signe du jacobien de (f>i o ip~ ne depend pas du choix de i et
j. En effet, si x e Ui> n Vj>, on a

L'application s (comme signe!) est localement constante, done constante si M est
connexe. On dira que les atlas (f/i,^)ie/ et ( V j ^ j ) j ^ j donnent la meme orientation
si s = 1. On obtient ainsi une relation d'equivalence entre atlas d'orientation.
Cette discussion montre aussi que si M est connexe il y a exactement deux classes
d'equivalence.

2. DEFINITIONS
a) Une orientation d'une variete orientable est la donnee d'une classe d'equivalence
d'atlas d'orientation.

b) Une variete orientee est une variete munie d'une orientation.

c) Soient M et N deux varietes orientees respectivement par les atlas d'orientation
(Ui,(pi) et (Vjjipj). Un diffeomorphisme local f : M —> JV conserve (resp. renversej
1'orientation si le jacobien de ipj o / o (p~l est positif (resp. negatif) la ou il est defini.

II resulte de la discussion qui precede que cette condition ne depend pas du choix d'un
atlas dans une meme classe d'equivalence. On notera aussi 1'analogie avec les conditions
de signe du determinant en algebre lineaire.
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Les atlas d'orientation jouent un peii le meme role pour les varietes que les bases pour
les espaces vectoriels dans la discussion du debut. Mais il y a une difference importante :
comme nous le verrons bientot, pour une variete donnee, un atlas d'orientation n'existe
pas necessairement.
Poursuivant 1'analogie avec 1'algebre lineaire, on s'attend a pouvoir definir 1'orientation
au moyen de formes differentielles de degre dimM.

3. DEFINITION — Une forme volume sur une variete M est une forme differentielle sur
M de degre maximum dim M partout non nulle.
II revient au meme de dire que LJX(VI,. .. ,vn] ^ 0 pour tout x 6 M et toute base
(vi,...,vn) deTxM.

4. LEMME
a) Si (f> : M —> N est un diffeomorphisme local et si u> e £ln(N} est une forme volume
sur N, alors (p*u est une forme volume sur M.
b) Si uj € J7n(M) est une forme volume, alors toute forme a de degre n peut s'ecrire
d'une facon unique sous la forme fu, ou f € C°°(M).

Preuve
a) Si x € M et vi,..., vn 6 TXM, d'apres la definition de 1'image reciproque,

Si v i , . . . , vn sont lineairement independants, leurs images par Tx(p le sont aussi par
hypothese, le second membre est alors non nul puisque u; est une forme volume, done
le premier aussi.
b) Le resultat est vrai pour tout ouvert de carte t/j, puisqu'il est vrai pour les formes
<f~l*uj et (p~^l*a. II existe done une fonction fa E C°°(Ui) telle que

Si Ui H Uj ^ 0, les restrictions de fa et fj a C/j n Uj coincident : si x G Ui n Uj et si
Vi,... ,vn sont n vecteurs independants de TXM, alors

Par hypothese ax(vi,..., vn) ^ 0, done fa et fj coincident sur Ui n Uj, ce qui montre
qu'il existe une fonction / £ C°°(M) telle que /[[/. = fa, unique puisque les fa sont
uniquement determinees •

Remarque — On peut reformuler b) en disant que si uj est une forme volume,
1'application

/ -> /w

est un isomorphisme d'espaces vectoriels entre C°°(M) et On(M).

5. THEOREMS — Une variete compacte est orientable si et seulement si elle admet une
forme volume.
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Preuve — Soit uj e iln(M) une forme volume et soit (t/i,<£i)i€/ un atlas fini de M,
D'apres le lemme,

ou /j e C°°((pi(Ui}} est partout non nulle. Quitte a echanger deux coordonnees, on
peut supposer que /; > 0. Alors (Z7i,<£>i)ie/ est un atlas d'orientation. En effet, de la
relation

on deduit que le Jacobien en u e <f>i(Ui D Uj) de </?j o (pi
 1 est le nombre strictement

positif

Inversement, si M est orientable, il existe un atlas d'orientation fini (Ui,ipi)i£i. Pour
chaque i € /, on definit u^ 6 f2n(t/i) par

Pour construire a partir des Wi une forme volume sur toute la variete, on utilise la
technique des fonctions plateau.
D'apres le lemme 6 du chapitre III, il existe un recouvrement ouvert (Vi)i£i tel que
Vi C Ui quel que soit i, et d'apres III. 5 il existe pour chaque i une fonction plateau
fi a support inclus dans Ui et egale a 1 sur V^. On en deduit une n-forme o^ sur M,
donnee par

Alors

est une forme volume. En effet, tout x G M appartient a un Vio au moins, et sur
<pi0(Vio) la forme

est partout non nulle, puisque les changements de cartes ont un determinant positif •

Remarques
a) Avec 1'orientation donnee par o>, les bases (fi, • • • , vn) directes de TXM sont celles
qui verifient

Ux(vi,--,vn) > 0.

b) Ce resultat est encore vrai pour les varietes non compactes qui sont denombrables
a 1'infini, c'est-a-dire, comme nous 1'avons dit au chapitre II, toutes les varietes
raisonnables. La demonstration de ce que 1'existence d'une forme volume implique
1'orientabilite n'utilise aucune hypothese topologique sur la variete. Pour 1'implication
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reciproque, il faut utiliser un argument un peu plus raffine de partitions de 1'unite (voir
[Spivak]).
c) Une forme volume est une section partout non nulle du fibre vectoriel f\nT*M.
Ce dernier etant de rang 1, on peut reformuler le theoreme 5 en disant qu'une
variete (denombrable a 1'infini) est orientable si et seulement si le fibre f\nT*M est
trivialisable.

Ce resultat est a la base de la plupart des demonstrations de (non)-orientabilite.

Exemple — La sphere Sn est orientable : la restriction a Sn de la forme u e On(IRn+1)
definie par

est partout non nulle, puisque, si (vi, • • • , vn) est une base de TxS
n,

Le lecteur verifiera qu'en restriction a 1'ouvert Uk = {x e 5n, xk ^ 0}, on a

Par centre :

6. THEOREMS — L'espace projectif PnlR est orientable si et seulement si n est impair.

Preuve — On considere PnIR comme le quotient de Sn par le groupe {/d, cr}, ou
a(x) = —x. On note p : Sn —> PnIR le revetement correspondant. Si ct € Qn(PnIR) est
une forme volume, alors u; = p*a est une forme volume sur Sn. Ainsi

U = /£J0,

ou (jjQ est la forme volume de Sn de Pexemple ci-dessus, et / e C°°(Sn} ne s'annule
nulle part.
Puisque p oa = p, on a a*uj = u). D'autre part, cr*o>o — (—l)n+1o;o = — UQ si n est pair.
Mais on a aussi

a*ijj - cr*(/W0) = -(/ ° O-)UQ.

Par consequent, / prend les deux signes 4- et — sur Sn, et doit done s'annuler quelque
part, ce qui est impossible, d'ou la non-orientabilie de PnIR si n est pair.

On peut voir par contre que les projectifs reels de dimension impaire sont orientables, en
examinant les cartes donnees par les coordonnees homogenes. Mais il est plus simple et
plus instructif de montrer que la forme volume (Jo de 5n, qui est cette fois cr-invariante,
se redescend en une forme volume sur PnIR, en vertu de la

7. PROPOSITION — Soient T un groupe discret agissant proprement et differentiable-
ment sur une variete X, et p : X —> X/Y 1'application de revetement sur la variete
quotient. Si uj est une forme differentielle sur X telle que



VI - INTEGRATION ET APPLICATIONS 203

alors il existe sur la variete X/T une unique forme differentielle a telle que p*a = u).
De plus, si (jj est une forme volume, a 1'est aussi.

Preuve — On se rappelle que Papplication lineaire tangente a p est inversible, et pour
x 6 X/r et vi,..., Vk on pose

Avec notre hypothese sur o>, le membre de droite ne depend pas du choix de y dans
p~l(x) : changer y revient a le remplacer par un 7(y), et d'apres les proprietes des
revetements

Pour voir que cette formule definit bien une forme differentielle, il suffit de le verifier en
restriction a tout ouvert U C X/T satisfaisant a la propriete qui definit les revetements,
autrement dit de la forme p(V), ou V est un ouvert de X tel que les j(V) soient deux
a deux disjoints. Alors p\y est un diffeomorphisme, et d'apres la definition meme de a,
on a

Cette formule montre aussi que a est une forme volume si ui en est une •

Exemple — Les espaces projectifs P2n+1IR sont orientables comme nous venons de le
voir; les tores sont orientables.

B. INTEGRATION SUR LES VARIETES, APPLICATION AUX CHAMPS DE
VECTEURS SUR LES SPHERES

II existe sur IRn une mesure "naturelle", la mesure de Lebesgue, qui est, a un facteur
multiplicatif pres, 1'unique mesure invariante par translation. Par centre, il n'y a pas
en general de mesure "naturelle" sur une variete. Mais nous avons vu en 11.53 une
notion naturelle d'ensemble negligeable. Cela est a mettre en relation avec 1'existence
sur toute variete d'une famille naturelle de mesures qui seront donnees par les formes
differentielles de degre maximum. Comme toujours quand il est question d'integration,
il est commode de faire des hypotheses qui permettent d'eviter les problemes de non-
compacite.

8. DEFINITION — On appelle support d'une forme differentielle a 1'adherence de
Pensemble des points x ou ax ^ 0.

On notera Qo(M) 1'ensemble des formes differentielles a support compact.
CommenQons par les ouverts de IRn. Une fois pour toutes, on les suppose orientes par
la forme dxl A ... A dxn, ce qui revient a dire que 1'on a oriente IRn au moyen de sa
base naturelle.

9. DEFINITION - Etant donne une forme a € Oft (U), ou U est un ouvert de JRn, on
appelle integrale de a et on note §v a 1'expression
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II semblerait que 1'on a fait un tour de passe passe! En realite, la propriete suivante
montre Pinteret de ce point de vue.

10. PROPOSITION - Soit </? : U —> V un diffeomorphisme, et soit a € £1%(V). Alors

suivant que (p conserve ou renverse ¥ orientation.

Preuve - On a a = / dx1 A . . . A dxn et

Mais d'apres la formule du changement de variables dans les integrates multiples,

Cette propriete d'invariance par diffeomorphisme ouvre la possibilite d'une generalisa-
tion aux varietes. L'idee est de decomposer une forme en somme de formes ayant leur
support dans des ouverts de cartes et d'integrer chacune d'elles. Cette decomposition
utilise la notion suivante.

11. DEFINITION — Etant donne un recouvrement (Ui)i€i d'une variete M, une
partition de 1'unite subordonnee au recouvrement est la donnee d'une famille (pi)i^i
de fonctions lisses non negatives telle que

12. PROPOSITION — Pour tout recouvrement ouvert fini d'une variete compacte, il
existe une partition de 1'unite subordonnee.

Preuve — On utilise encore III.6 : il existe un recouvrement ouvert (V^).je/ tel que
Vi C Ui quel que soit i, et pour chaque i une fonction plateau ^ valant 1 sur Vi et a
support contenu dans Ui. Alors la fonction

est partout strictement positive, et il suffit de prendre

Nous sommes maintenant en mesure d'integrer les formes differentielles sur une variete
compacte orientee.

13. THEOREMS — Si M est une variete compacte orientee de dimension n, il existe une
application lineaire INT et une seule de f2n(M) dans IR telle que, pour toute forme a
a support contenu dans un ouvert de carte (£/, <p), on ait

si c/? conserve 1'orientation.
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Preuve — Soit (C/i,<^i)ie/ un atlas (qu'on peut prendre fini puisque M est compacte)
compatible avec 1'orientation de M, et soit (pi)i^i line partition de 1'unite subordonnee.
Alors toute forme a € Qn(M) s'ecrit

ou Supper C Ui. Alors, necessairement

ce qui montre 1'unicite de INT.
Pour etablir son existence, il suffit de montrer que, pour toute carte (V, ip) telle que if)
conserve 1'orientation, on a bien

si ot est a support compact contenu dans V. D'apres (*), il suffit d'examiner le cas ou
Supp(a) C Ui n V. Alors, d'apres la definition de INT et les conditions de support,

D'autre part, comme ijj l o (pi conserve 1'orientation,

14. DEFINITION — INT(uj} s'appelle 1'integrale de u> sur la variete orientee M, et se
note fMu.

II resulte immediatement de la preuve de 13 que la Proposition 10 (invariance par
diffeomorphisme conservant 1'orientation) s'etend telle que aux varietes orientees.
Donnons une application spectaculaire de ce result at.

75. THEOREMS — Si n est pair, tout champ de vecteurs sur Sn admet un zero.

Preuve — On considere Sn 1'ensemble des vecteurs de norme 1 dans lRn+1 muni
du produit scalaire standard. Alors un champ de vecteurs sur Sn s'identifie a une
application X de Sn dans IRn+1 telle que ( x , X ( x ) ) = 0. Si X est partout non nul, on
peut, en le remplagant par X/||A"||, supposer que ||^(x)|| = 1 pour tout x. Posons

On definit ainsi une application lisse de Sn dans Sn(Vl + e2) (on a designe par Sn(r)
la sphere de centre 0 rayon r dans IRn+1).
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16. LEMME — II existe un GQ > 0 tel que /e soit un diffeomorphisme pour e < eg.

Preuve du lemme - Soit u e ^n(]Rn+1) donnee par

On fera Tabus de designer encore par LJ 1'une quelconque des restrictions u}\Sn^.
Orientons Sn(r) par u. La formule donnant fe montre que f*w est une forme
differentielle qui depend de fagon polynomiale du parametre e. D'une fagon plus precise,

ou a(e) est une forme qui depend de e de fagon polynomiale, done a fortiori continue.
D'apres les proprietes des formes volumes, on peut ecrire, avec les memes conditions
de regularite

ce qui montre que f*w est une forme volume si e est assez petit, done que f£ est une
immersion.
Montrons maintenant que fe est injective pour e assez petit. Dans le cas contraire, il
existerait une suite e^ tendant vers 0, et des points distincts Xk,yk € Sn tels que

et done

Mais le membre de gauche est de norme 1, alors que le membre de droite tend vers zero
d'apres le theoreme des accroissements finis (applique a la fonction x \-> X ( x / \ \ x \ \ ] sur
une couronne convenable).
Dans ces conditions, f€ est un diffeomorphisme local injectif de Sn(l) dans Sn(\/l + e2),
done un diffeomorphisme, puisque son image, necessairement ouverte et fermee, est
toute la sphere Sn(^/l + e2).

Fin de lapreuve du theoreme - Avec les notations et les conventions d'orientation
du lemme,

(Nous calculerons cn plus tard, sa valeur importe peu ici). D'autre part

Nous savons deja, d'apres la demonstration du lemme, que cette derniere expression
est un polynome P en e. On a done, pour e assez petit,

ce qui est evidemment impossible si n est pair



VI - INTEGRATION ET APPLICATIONS 207

Remarques
a) Get argument est du a J. Milnor. Nous verrons au chapitre suivant une preuve plus
classique de ce resultat, qui fait appel a la theorie du degre.
b) On aurait pu eviter le lemme ci-dessus, en invoquant 1'existence d'une topologie
naturelle sur 1'ensemble des applications Cl d'une variete compacte M dans elle-
meme pour laquelle Diff(M) est ouvert (voir [Hirsch], chapitre 2 pour les details).
Remarquons au passage que par centre 1'ensemble des homeomorphismes d'un espace
metrique compact K n'est pas ouvert dans C°(K,K), comme on le voit deja pour
K = [0,1] Q\\K = Sl.

C. THEOREME DE STOKES

Exactement comme dans le cas classique de la mesure de Lebesgue, nous allons
maintenant definir 1'integrale des formes differentielles de degre n sur une partie
compacte d'une variete compacte orientee de dimension n. Commengons par le cas
ou le compact K est inclus dans un ouvert de carte U. Si (p est la carte correspondante,
et si (f>~l*a = fdx1 A ... dxn, on pose bien entendu

D'apres 10, le resultat ne depend pas de la carte choisie.
Dans le cas general, si K est une partie compacte de M et si (Ui,(pi)i£i est un atlas
fini de M, on introduit une partition de 1'unite (fi)i^i subordonnee au recouvrement
(E/i)i€/, et on pose

17. DEFINITION — L 'expression ci-dessus est 1'integrale de la forme a sur le compact
K.

II faut verifier que le resultat obtenu ne depend ni de 1'atlas ni de la partition de
1'unite choisis. Soit (Vj,ipj)j£j un deuxieme atlas et (gj)j£j une partition de 1'unite
subordonnee. Posons K', = K n Supp^j. On a

Bien entendu, si K et L sont deux compacts disjoints, fKuL ot = JK a + fL a. Mieux :

18. PROPOSITION — Si K et L sont deux compacts d'intersection negligeable,
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Preuve — Si K U L est inclus dans un domaine de carte, c'est le meme resultat que
pour 1'integrale de Lebesgue dans IRn. Sinon, la discussion qui precede permet de se
ramener a ce cas en utilisant des partitions de 1'unite.

Ce resultat a pour consequence immediate 1'enonce suivant, un peu lourd mais tres
commode.

19. PROPOSITION — Solent M une variete compacte, (Di)iei une famille finie de
compacts de TRn, et pour chaque i une application lisse </?j a valeurs dans M, definie
sur un ouvert contenant Di} et dont la restriction a 'mt(Di) est une parametrisation
conservant 1'orientation. On suppose que

a) M\ (|Ji6/<^(int(A))J est negligeable.

b) ̂  (int(A)) n ipj (int(Dj)) = 0 si i ̂  j. Alors

Exemple — On considere 1'application

F : (0, (p) •—> (cos 9 cos </?, sin 9 cos </?, sin ip)

de IR dans S2 (coordonnees spheriques). Alors F est un diffeomorphisme du rectangle
]0, 2?r[x] - f , f [ sur S2 privee du "meridien d'origine" 0 = 0.
Pour 1'orientation de S2 donnee par F, si a € f22(S'2), on a

(voir les exercices 6 et 7 pour des exemples de calcul).

20. DEFINITION — Un compact D C M est un domaine regulier s'il est egal a
1'adherence de son interieur et si sa frontiere est soit vide soit une sous-variete plongee
de dimension n — I.
Cette sous-variete sera notee dD, et appelee le bord de D.

Exemples
a) Une variete compacte est un domaine regulier dont le bord est vide.
b) Une boule fermee est un domaine regulier de 1'espace euclidien; 1'hemisphere x° > 0
est un domaine regulier de la sphere.
c) Dans un espace euclidien E, la couronne fermee

est un domaine regulier dont le bord a deux composantes connexes, les spheres de
centre 0 et de rayons ri et r2. Plus generalement, pour tout entier k, il existe des
domaines reguliers dont le bord a k composantes connexes.
d) Un carre ou un demi-disque ferme dans le plan ne sont pas des domaines reguliers : ils
sont egaux a 1'adherence de leur interieur, mais leur frontiere n'est pas une sous-variete.

On peut preciser la structure des domaines reguliers.
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21. LEMME — Soit D C M un domaine regulier. Alors :
a) D a un nombre fini de composantes connexes, qui sont des domaines reguliers.
b) Pour tout p G dD, il existe un ouvert U contenant p et une carte < £ > : [ / — > IR™ telle
que

Preuve — Nous laissons a) au lecteur a titre d'exercice. Reste a prouver b). D'apres
la definition meme des sous-varietes, il existe un ouvert U contenant p et une carte (p
tels que

De plus on peut toujours choisir U et (f> de fagon que <p(U) soit une boule ouverte de
centre 0. Alors, 1'ouvert ip(mt(D) n U) de tp(U) \ {x1 = 0} a une frontiere vide. II est
done egal soit a <p(U) \ {x1 = 0} tout entier, soit a 1'une des composantes connexes
de cet ouvert. Mais la premiere alternative est exclue, puisque </?(int(Z}) n U} a une
frontiere non vide dans tp(U). Quitte a modifier (p en changeant x1 en —cc1, on peut
supposer que

En prenant P adherence, on en deduit que

22. THEOREMS — Si M est une variete orientable, le bord d'un domaine regulier est
orientable.

Preuve — Donnons-nous une orientation de M. Si p e dD, il existe un ouvert U
contenant p et une carte <p : U —> IRn satisfaisant aux conditions du lemme precedent.
De plus, en changeant au besoin x2 en —x2 , on peut supposer que la carte </? conserve
1'orientation.
Ces choix etant faits pour ip, on introduit P application </?i de U n dD dans IR""1

qui a p € U n dD associe les coordonnees x 2 , . . . ,x n . Nous aliens verifier que Pon
obtient ainsi un atlas d'orientation de dD. Soit en effet (V,VO une autre carte ayant
les memes proprietes, et designons par y 1 , . . . , yn les coordonnees de tp. En un point de
(p(U Pi V n dD), la matrice de la differentielle du changement de cartes if) o (p~l est de
la forme

(en effet, c'est la matrice d'une application lineaire qui transforme Phyperplan Xi = 0
dyl

en Phyperplan t/i =0) , avec -7—- > 0. Dans ces conditions, le determinant de la matrice
UXL

qui est la differentielle du changement de cartes i^iO(pl
l, est positif
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Remarque : orientation du bord
Nous avons dans cette demonstration donne une orientation a dD. On appelle le bord
oriente de D la variete dD munie de cette orientation. Cette orientation du bord peut
aussi etre definie en utilisant les reperes. Pour p 6 dD, soit np G TpD un vecteur non
tangent a dD. On dit que np est un vecteur sortant si pour toute courbe c : [0,1] —> D
telle que c(0) = p et c'(0) = np, c(t) ^ D pour t > 0 assez petit. II revient au meme
d'apres ce qui precede de dire que d(p^(np] > 0 pour une et done toutes les cartes (p
du theoreme 22. Alors un repere vi, • • • , fn-i de TpdD est direct si et seulement si le
repere np, v i, • • • , vn-i de TPD est direct.
Dans le cas d'un domaine regulier de 1'espace euclidien, ** et plus generalement d'une
variete riemannienne orientee **, il est facile de definir cette orientation du bord
au moyen d'une forme volume. On a en effet un choix naturel de np, en le prenant
orthogonal a TpdD. On definit ainsi un champ de vecteurs le long de dD, c'est-a-dire
une application lisse N de d dans TIRn telle que Np € TpdD pour tout p. Soit cj la forme
volume qui vaut 1 pour tous les reperes orthonormes directs (bien entendu si xl,..., xn

sont les coordonnees par rapport a une base orthonormee directe, LO = dxl A ... A dxn).
On definit une forme volume a sur dD posant

L'orientation de 3D est alors definie par a. Notons qu'avec un leger abus de notation
on peut ecrire a — iN(<^\do}-

23. EXEMPLES

a) Considerons le disque de centre 0 et de rayon a dans IR muni de sa norme euclidienne
naturelle. Son bord est le cercle de centre 0 et de rayon a. Au voisinage d'un point p du
cercle, prenons les coordonnees polaires (r, 9}. Dans ces coordonnees, la forme volume
dx/\dy s'ecrit rdrAdO, et avec les notations de 21, on peut prendre </?i = r — a,v?2 = @-
L'orientation du cercle est donnee par dO. Autrement dit, 9 i—> (a cos 9, a sin 9} conserve
1'orientation. On dit alors que le cercle est oriente dans le sens trigonometrique.
b) Reprenons cette discussion pour une couronne circulaire C(a, 6), ou a < b.
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II resulte de ce qui precede que le cercle de rayon b est oriente dans le sens trigonometri-
que. Par centre, au voisinage du cercle de rayon 6, on doit prendre (f>\ = a — r, done
(p-2 = —B. L'orientation est alors 1'orientation opposee a 1'orientation trigonometrique.
De meme, si D est une couronne fermee d'un espace euclidien, 3D a deux composantes
connexes, qui sont des spheres munies d'orientations opposees.
c) Le dessin suivant se deduit aussi de la discussion de b).

d) Soit M une sous-variete compacte de codimension 1 de IRn. Alors d'apres le theoreme
d'Alexander (cf. [Bredon]), IRn \ M a deux composantes connexes, dont une seule est
bornee. L'adherence de la composante bornee est un domaine regulier de bord M. En
particulier, M est orientable. Pour n — 2, ce resultat s'appelle le theoreme de Jordan.
II est deja non trivial (voir [Berger-Gostiaux]).
e) Le cas ou dimZ) = 1, ou la demonstration qui precede ne s'applique pas directement,
merite une mention particuliere. Alors dD se compose d'un nombre fini de points (2
en fait si D est connexe). Une "orientation" d'un point est le choix d'un signe ± (les
formes de degre 0 sont des fonctions, ici constantes). Un point frontiere p est affecte
du signe + si au voisinage de p, D est defini par x < 0, ou x est une coordonnee locale
compatible avec 1'orientation de D, le signe — dans le cas contraire. Ainsi, on note
{b} — {a} le bord oriente d'un intervalle [a, b] de IR.

24. THEOREME (formule de Stokes) — Solent D un domaine regulier d'une variete
orientee M de dimension n, dD son bord oriente, et soit a € nn~1(M). Alors

Exemple — Si D est 1'intervalle [a, b] C M, alors a est une fonction /, et avec la
convention qui precede on a

et on retrouve la formule de Leibniz-Newton :



212 INTRODUCTION AUX VARIETES DIFFERENTIELLES

Preuve — Tout d'abord, on peut recouvrir M par un nombre fini de domaines de cartes
Ui tels que, si Ui recontre 3D, alors Ui fl 3D = {x,xl = 0}, 1'orientation de 3D etant
donnee sur UiC\dD par </?*(d:r2 A . . . dxn). Si /j est une partition de 1'unite subordonnee
a ce recouvrement, on a a = X^e/ fia-> e^ ^ suffit de demontrer le theoreme pour les
en = fiOt, c'est-a-dire pour des formes a support dans un ouvert U{.
Soit done a telle que Suppa C Ui. Trois cas sont a distinguer :
a) si Suppo; C M \ D, alors a s'annule sur <9.D, et da s'annule sur D. La propriete est
evidente.
b) si Ui C D \ 3D, alors o; s'annule sur 3D, et

Puisque (pi
 :*Q; est a support compact, cette integrale est encore egale a

Mais (f>i
 l*a s'ecrit

et

Done

D'apres le theoreme de Fubini, le fc-ieme terme s'ecrit

Mais puisque fk est a support compact, on a

pour tout k, ce qui montre que fD da = 0 et prouve le theoreme dans ce cas.
c) Reste a examiner le cas ou Ui rencontre 3D. Dans ce cas,

Avec les notations de b) et 1'hypothese sur le support, cette integrale est egale a
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ou IR™ = {x <G IR71,^1 < 0}. On calcule cette integrale comme dans b) en integrant
d'abord le fc-ieme terme par rapport a xk. Si k > 2, on trouve 0 pour les memes raisons
que precedemment. Finalement

Comme (fi(dD n Ui) — <f>i(Ui) n {x, xl = 0}, avec le choix de 1'orientation de 3D cette
derniere integrale est egale a JdD a •

25. COROLLAIRE — Si a est une forme differentielle de degre n - I sur une variete
compacte orientee M de dimension n,

En particulier, une forme volume sur une variete compacte n'est jamais exacte.

Remarque — L'hypothese de compacite est essentielle pour cette derniere assertion.
Par exemple, sur Hn, on a

26. EXEMPLES — Un des interets de la formule de Stokes est de presenter dans un
cadre unifie un certain nombre de formules integrates en dimension 2 et 3.
a) Formule de Green-Riemann
C'est le cas ou D est un domaine regulier de IR , et a une forme differentielle de degre
1. On a

Le plan etant oriente par dx/\dy, nous avons allegrement remplace dx/\dy par la mesure
de Lebesgue dxdy. Nous n'insisterons pas davantage sur cet exemple elementaire, sauf
pour indiquer qu'il pose le probleme d'un affaiblissement des hypotheses faites sur D :
il est facile de verifier directement que la formule de Green-Riemann est vraie pour un
carre! Pour la formule de Stokes dans un cadre tres general, voir [Whitney], ch. 3.
b) Formule d'Ostrogradski
Ici D est un domaine regulier de IR3. Si u = dx A dy A dz et si X est un champ de
vecteurs sur IR3, rappelons (cf. V.33) que

Alors la formule de Stokes donne

ou encore, si X = Pdx + Qdy + Rdz,
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Telle qu'elle est ecrite, cette formule ne fait pas intervenir la structure euclidienne,
mais seulement la forme volume o>. Elle peut aussi se reinterpreter en termes de flux
(langage des physiciens) ou d'integrale de surface (langage des mathematiciens) d'un
champ de vecteurs. Pour ce faire, on introduit sur 6" = dD le champ normal sortant
N, et la forme volume a = IN^ vus en 22. d). Le flux du champ X a travers 5, note
fsX, est par definition 1'integrale

En remarquant que

X = (X, N)N + Y, oiiY est tangent a S,

on voit que
ixu\s = i(x,N)NV\s = (X, N)a .

La formule (*) ci-dessus donne alors

Dans le cas statique (champs ne dependant pas du temps) les equations de Maxwell
donnent

div E = p rot B = J
div£ = 0 div£ = 0.

La formule d'Ostrogradski appliquee au champs electrique E donne le theoreme de
Gauss :

I pdxdydz = charge electrique totale contenue dans D.
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c) Formule de Stokes "classique"
Celle-ci concerne les domaines reguliers des surfaces de IR3. Nous noterons encore S un
tel domaine, et supposerons son bord dS — C connexe. Alors pour a 6 fi1(IR3), on a

Cette formule peut se reecrire en termes de champs de vecteurs si on fait intervenir une
metrique euclidienne. Soit X un champ de vecteurs et a = X^ la forme differentielle
associee par la metrique (cf. V.17). Rappelons que le rotationnel de X est defini par

Compte tenu de b), la formule de Stokes s'ecrit alors

Appliquee au champ magnetique, la formule de Stokes donne le theoreme d'Ampere :

<z> B = I Ja = flux du courant traversant S telle que

D. FORME VOLUME CANONIQUE D'UNE SOUS-VARIETE
DE L'ESPACE EUCLIDIEN

Nous allons voir que contrairement a ce qui se passe pour les varietes abstraites, il existe
une mesure naturelle pour les sous-varietes de 1'espace euclidien. Rappelons d'abord ce
qui se passe pour 1'espace IRn lui-meme. La mesure de Lebesgue est caracterisee a un
facteur pres par son invariance par translations. Pour la determiner completement, il
sufHt de connaitre la mesure d'un ensemble de reference, par exemple un parallelepipede
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ou (ei)i<i<n est une base de IRn. Alors, si P est le parallelepipede construit sur n
vecteurs a i , . . . ,an, on a

Cette normalisation de la mesure sur IRn ne donne pas de normalisation sur les sous-
espaces vectoriels de dimension k < n. Pour nous en convaincre, prenons le cas n = 2,
k = 1. Imaginons que 1'aire determine une normalisation de la mesure de Lebesgue
des droites. Alors toute transformation lineaire de IR qui conserve 1'aire et laisse le
sous-espace IR x 0 invariant conserverait la mesure de Lebesgue de ce sous-espace. C'est
impossible, puisque ces tranformations lineaires sont de la forme

Tout change si IRn est muni d'un produit scalaire euclidien, par exemple le produit
scalaire canonique

Alors 1'ensemble de reference sera un parallelepipede construit sur une base ortho-
normee; et si E C IRn est un sous-espace vectoriel de dimension k, on peut aussi pren-
dre pour ensemble de reference pour la mesure de Lebesgue de E un parallelepipede
construit sur une base orthonormee de E. La propriete algebrique suivante permet des
calculs explicites.

27. LEMME (determinants de Gram) — Si e i , . . . , en est une base orthormee, quels
que soient les vecteurs a i , . . . an, on a

Preuve — On peut supposer que {,} est le produit scalaire canonique de IRn, et
e i , . . . , en la base canonique. Alors si

on a

Ainsi, la matrice
(aiiaj)l<i,j<n

est le produit de la matrice des coordonnees des a^ par sa transposee

II nous reste a transporter ces constructions aux sous-varietes de IRn.
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28. THEOREMS — Soit M une sous-variete orientee de IRn de dimension p. Alors il
existe une forme volume a sur M et une seule telle que, si v\,...,Vk est une base
orthonormee directe de TXM, alors

Si U est un ouvert de IRP et F : U —»IRn une parametrisation locale de M compatible
avec Vorientation, on a

Preuve — La condition de 1'enonce determine ax G /\nT*M d'une maniere unique,
d'ou 1'unicite de cr. Maintenant, si di,..., dp est la base canonique de TUIRP, et F une
parametrisation locale de M sur un ouvert U contenant w, d'apres le lemme 27 on a

avec le signe 4- si F conserve 1'orientation. Cela prouve la deuxieme partie de 1'enonce,
et aussi 1'existence de a, puisque nous avons obtenu des expressions locales lisses •

29. DEFINITION — La forme volume ci-dessus est la forme volume canonique de
M. Notons qu'elle depend de la donnee d'un produit scalaire sur IRn ainsi que de
1'orientation (elle change de signe si on change 1'orientation de M ou de IRn).

Exemple
a) Nous avons vu en III. F qu'une sous-variete de dimension 1 de IRn etait donnee par
un plongement c de IR ou de Sl. Un tel plongement determine une orientation de C et
la forme volume correspondante est egale au point c(t] a

b) Soit Sn la sphere unite de IRn+1. On peut decider d'orienter Sn en decidant qu'une
base i > i , . . . , vn de TxS

n est directe si et seulement si la base x, v\,..., vn de lRn+1 est
directe. La forme volume canonique est alors donnee par

oil le determinant est pris par rapport a une base orthonormee directe. Notons que a
est la restriction a Sn de

29 bis. REMARQUE: forme volume d'une variete riemannienne
** Plus generalement, si M est une variete orientee munie d'une metrique riemannienne
g, on associe a g une forme volume ujg en decidant que (wg)x(fi , • • • ,t>n) = 1 si
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(i>i, • • • , i>n) est un repere orthonorme direct de TXM. D'apres le meme argument que
dans 28, si F : U —» M est une parametrisation locale de M et si

alors

30. DEFINITION — Le volume d'une sous-variete compacte M de IRn est 1'integrale sur
M de "sa" forme volume canonique a.

Nous avons mis des guillemets puisque a depend des orientations de M et de ]Rn. Mais
il est clair que JM a n'en depend plus. Pour dim M = 1 on parle de longueur, et pour
dimM = 2 d'aire.

Remarque — On peut definir le volume (fini ou infini) d'une variete non compacte M
comme la borne superieure des integrates de a sur les domaines reguliers de M.

31. PROPOSITION — Le volume de la sphere unite de IRn+1 est egal a

Preuve — Nous aliens calculer de deux fagons differentes 1'integrale

D'une part, d'apres le theoreme de Fubini, cette integrate vaut 7n+1, ou

D'autre part, si F : IR+ x Sn —> IRn+1 est donnee par F(r, u] = ru, on a

ou a est la forme volume canonique de Sn (pour le voir, il suffit d'evaluer les deux
formes ci-dessus en (r, u) pour -j^ et une base orthonormee v±,..., vn deTuS

n). Cette
formule montre que F est un diffeomorphisme sur ]Rn+1 \ {0}. Alors

Mais
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Comme vo^S11) = fsl xdy — ydx = 2?r, pour n = 1 on obtient I — A/TT, d'ou le
resultat •

1-KP

En particulier, vol(S2p~1) — - rr. Notons aussi que d'apres la formule de Stokes
(P- 1)!

et done que

Le calcul precedent utilisait un resultat analogue au theoreme de Fubini, qui s'enonce
ainsi.

32. LEMME — Solent X et Y deux varietes compactes orientees, X x Y leur produit
muni de Forientation produit (voir I'exercice lj. Soientp:XxY —> X et q : XxY —» Y
les projections canoniques. Alors, si a £ OdimX(X) et j3 € Qdimy(Y), on a

Preuve — Soit (t/i,^)^/ (resp. (Vj,ipj)j£j] un atlas d'orientation fini de X (resp.
de Y). Alors (Ui x Vj,(pi x ^>j)ij)^ixJ est un atlas d'orientation de X x Y, qui par
definition donne 1'orientation produit des orientations definies par les atlas sur les
espaces facteurs. D'autre part, si (fi}i£i (resp. (pj)jgj) est une partition de 1'unite,
subordonnee au recouvrement (C/i)^/ (resp. (V^-)j6j), alors (fi9j)(i,j)£ixJ egt une

partition de 1'unite, subordonnee au recouvrement (C/^x Vj)^j) e /x j de Xx Y. II suffit de
demontrer la propriete pour les formes figjp*a/\q*/3. On est alors ramene au theoreme
de Fubini classique •

Terminons ce paragraphs par un enonce spectaculaire, rinegalite isoperimetrique.

33. THEOREMS — Soit D un domaine regulier d'un espace euclidien de dimension n.
Alors on a 1'inegalite

De plus 1'egalite a lieu si et seulement si D est une boule.

Par exemple pour n = 2, on a

1'egalite etant atteinte si et seulement si D est un disque. Pour la demonstration (difficile
quand n > 2) voir [Berger] ou [Berger-Gostiaux]. Le lecteur perspicace pensera que,
s'agissant d'une relation entre le volume d'un domaine et celui de son bord, la preuve
utilise le theoreme de Stokes. II existe effectivement une telle preuve, mais c'est la plus
recente de toutes. Elle est due a M. Gromov, et date des annees 1980.
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E. LE THEOREMS DU POINT FIXE DE BROUWER

Dans ce paragraphe, nous aliens voir une application topologique du theoreme de
Stokes.

34. THEOREMS - Soit U un ouvert de IRn contenant la boule unite fermee Bn. Alois
il n'existe pas d'application lisse de U dans dBn = Sn~l dont la restriction a Sn~1

soit 1'identite.

Preuve — Soit F = ( f 1 , . . . , /n) une telle application. Alors les restrictions a 5n-1 des
formes differentielles

coincident. En particulier,

Appliquons la formule de Stokes a chacun des deux membres. D'une part

D'autre part,

Mais par hypothese

ce qui conduit a une contradiction

Remarque — Des methodes de topologie algebrique permettent de demontrer une
version C° de ce resultat : il n'existe pas d'application continue de Sn~l dans Bn dont
la restriction a Sn~l soit 1'identite. Mais, comme nous aliens le voir, les methodes
differentielles permettent aussi de montrer des resultats purement topologiques, tels
que le suivant du a Brouwer.

35. THEOREME — Toute application continue d'une boule fermee de 1'espace euclidien
dans elle-meme admet un point fixe.

Preuve — Nous allons en fait nous ramener au resultat precedent. Tout d'abord, un
resultat d'approximation permet de se ramener au cas lisse.

Lemtne — Pour toute application continue de la boule unite fermee Bn dans elle-meme,
et pour tout e > 0, il existe des nombres r\ et r-2, avec r\ < 1 < r^ et et une application
lisse g de la boule ouverte B(r2) dans la boule ouverte B(r\) telle que
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Preuve du lemtne — D'apres le theoreme de Stone-Weierstrass applique aux compo-
santes de /, il existe une application P = (p1,... ,pn), ou les p1 sont des polynomes,
telle que

Alors g = P/(l + f ) satisfait aux conditions requises. Tout d'abord pour x € Bn on a

En vertu de la continuite uniforme de g (disons sur 5(3/2)), on peut alors trouver un
r-2 > 1 tel que g(x) < 1 — | si ||x|| < r2. De plus, si x € Bn on a

Preuve du theoreme — Raisonnons par 1'absurde. Soit h une application continue
sans point fixe de la boule fermee Bn dans elle- meme. Alors, en raison de la compacite
de la boule, le nombre

est strictement positif. Appliquons le lemme a h et a e = |, et soit g 1'application lisse
obtenue. Alors si x € Bn, on a

dont g(x) ^ x. Et si x € -B(r2) \ B
n, comme g(x) € -B(ri), on a encore g(x) ^ x. Cela

permet de construire une application k de B(r-2) dans 5'n""1 dont la restriction a Sn~l

soit 1'identite : la droite qui joint x et g(x) (bien definie puisque g(x) ^ x) coupe Sn~l

en deux points distincts, et on prend pour k(x) le point d'intersection tel que g(x) soit
exterieur au segment [x,k(x]}.
Explicitement, k(x] est de la forme

ce qui montre que t est 1'unique racine positive de 1'equation du second degre

et done que k est lisse. En appliquant 34, on aboutit a une contradiction •
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Remarque — ** II existe bien entendu une preuve purement topologique de ces resul-
tats, qui utilise la cohomologie de la boule et de la sphere. La preuve que nous venons
de presenter a 1'avantage d'etre beaucoup plus elementaire. En realite, elle n'est pas tel-
lement eloignee de 1'autre : nous verrons au pro chain chapitre comment la cohomologie
d'une variete en dimension maximum s'interprete en termes d'integration.**

F. COMMENTAIRES

VARIETES A BORD
Les varietes a bord de dimension n se definissent de la meme fagon que les varietes
dans II.A, en prenant des cartes a valeurs dans le demi-espace {(x1,..., xn)}, xl < 0.
Le seul probleme supplementaire est de pouvoir definir les fonctions lisses sur le demi-
espace. II suffit de remplacer les derivees partielles par rapport a xl en (0 ,x 2 , . . . ,xn)
par des derivees a gauche. L'interieur int(M) d'une variete a bord M est 1'ensemble des
points qui admettent un voisinage diffeomorphe a un ouvert de IRn. C'est evidemment
une variete lisse de dimension n. Le lecteur est invite a verifier que M\int(M] est une
variete lisse de dimension n — 1. On la note dM.
Comme exemples de varietes a bord, citons le demi-espace lui-meme, les boules fermees,
mais aussi et surtout les domaines reguliers. Le resultat vu en 21 s'etend tel que aux
varietes a bord : le bord d'une variete a bord orientee est orientable et herite d'une
orientation naturelle. Le theoreme de Stokes s'etend alors aux varietes a bord orientees.
La notion de variete a bord semble ne pas jouer un role important dans ce livre. Elle est
en fait incontournable, puisque c'est vraiment elle qui intervient dans le theoreme de
Stokes. Pour Pillustrer, nous aliens esquisser, dans 1'esprit de [Guillemin-Pollack] (bien
que ce resultat ne figure pas tel que dans ce livre), la preuve de ce que Ton pourrait
appeler a bon droit le "theoreme fondamental de la topologie differentielle" (pour la
definition d'une homotopie, voir le chapitre suivant).

Theoreme — Soit X une variete compacte. Alors rapplication identique de X dans X
n 'est pas homotope a une application constante.

Preuve — Soit H une telle homotopie, c'est-a-dire une application lisse de X x [0,1]
dans X telle que pour tout x E X, H(x,0) = x et H(x, 1) = a, ou a 6 X est fixe.
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D'apres le theoreme de Sard, H admet au moins une valeur reguliere y. Alors H 1(y)
est une sous-variete compacte de X x [0,1], de dimension 1, eventuellement a bord, et

D'apres la definition de H, on a

done dH l ( y ) = (^,0). Cela est impossible, car d'apres un raffinement de III. 55
(facile a montrer suivant les memes methodes, voir aussi [Guillemin-Pollack]) toute
variete compacte connexe de dimension 1 a bord non vide est un intervalle compact de
IR : en tout etat de cause, dH~l(y] doit avoir un nombre pair d'elements •

Remarques
a) Outre la classification des varietes a bord de dimension 1, ce resultat utilise une
extension aux varietes a bord des notions de point regulier et de valeur reguliere. Si
/ : M —»• M' est une application lisse d'une variete a bord dans un point x de M
est point regulier soit s'il appartient a 1'interieur M \ dM et s'il est regulier pour la
restriction de / a 1'interieur de M, soit s'il est regulier pour la restriction de / au bord.
Un point y du but est valeur reguliere si f ~ l ( y ) est formee de points reguliers au sens
precedent. On demontre alors sans difficulte (ibidem) la propriete utilisee plus haut :
f ~ 1 ( y ) est une sous-variete a bord de M, et df~l(y] — (dM} n f ~ l ( y } .
b) Dans cette preuve le theoreme de Sard "difficile" (cas ou la dimension de la variete
source est strictement superieure a celle de la variete but) joue un role cle. Nous verrons
au chapitre suivant une preuve du meme theoreme qui n'utilise que le cas facile, mais
n'est valable que pour les varietes orientables.

INTEGRATION SUE LES CHAINES : VERS LA TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

On peut bien entendu integrer les formes de degre p sur les domaines reguliers des
sous-varietes de dimension p. La formule de Stokes

se voit alors comme une formule de dualite entre les operateurs a H^ da et D >—> 3D.
Mais si on veut considerer d comme une application lineaire, il faut travailler dans un
cadre plus large que les domaines a bord : pour chaque p, on introduit 1'espace vectoriel
CP(M) des combinaisons lineaires formelles ̂  A^ (disons a coefficients reels) de sous-
varietes a bord de dimension p*. On definit alors d : CP(M] —^ Cp_i(M) en posant

On a d o d = 0 tout simplement parce que le bord d'une variete a bord est une variete
lisse (sans bord).
On est alors conduit a introduire en toute dimension les groupes d'homologie

* Ce resume comporte quelques tricheries.
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qui jouent un role dual des groupes de de Rham HP(X] definis au debut du prochain
chapitre. Plus precisement, d'apres le theoreme de Stokes, 1'application

ou c est une chaine de dimension p et a une forme de degre p, passe au quotient et
definit une application bilineaire de HP(X] x HP(X) dans IR, et si la variete X est
compacte on demontre que cette forme bilineaire est non degeneree.
Pour plus de details, voir [Greenberg], ou encore [Dieudonne 2].

VARIETES NON ORIENTABLES
Un ruban de Mobius, fabrique avec des ciseaux et de la colle, a bel et bien une aire! Pour
avoir une theorie de 1'integration valable sur les varietes non orientables, on introduit
la notion de densite. Une densite est une mesure 6 sur X telle que pour toute carte
(C7, (p, 1'image directe tp*6 soit de la forme /^/^ ou n designe la mesure de Lebesgue de
IRn) et fp une fonction lisse strictement positive en tout point, avec la condition de
compatibilite

si les domaines de (p et ip se rencontrent. En imitant la preuve de 5, on voit qu'il existe
toujours des densites sur une variete compacte. Pour definir 1'integration par rapport
a une densite, on reprend tout simplement le paragraphe B. Pour plus de details, voir
[Berger-Gostiaux].

EXERCICES

1. Orientabilite et atlas d 'orientation
* a) Montrer que pour toute variete M, le fibre tangent TM est orientable.

b) Montrer que le produit de deux varietes orientables est orientable.

2. Orientabilite et formes volume
a) Soit X une sous-variete de IRn de la forme /~1(0), ou / : Hn i—» IR est

une application lisse dont la differentielle en tout point x e X est surjective.
Montrer que X est orientable.

b) Meme question pour une sous-variete de X de Hn de la forme /-1(0), ou / est
une application lisse de IRn dans IRP ayant la meme propriete.

c) Une sous-variete d'une variete orientable est-elle orientable?
Une sous-variete orientable d'une variete orientee a-t-elle une orientation
"naturelle" (a 1'instar du bord d'un domaine regulier d'une variete orientee?

3. La bouteille de Klein
Montrer que le quotient K de T2 = Sl x S1 par le groupe a deux elements
{/,a}, ou

est une variete non orientable (cette variete s'appelle la bouteille de Klein).
Construire, en utilisant les coordonnees spheriques, une application lisse de X
sur S2.
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4. La sphere unite Sn C Hn+1 etant munie de la forme volume

calculer (en utilisant des valeurs convenables de la fonction F, et en s'inspirant
de la methode de calcul du volume de Sn) les integrates

5. Soit (jj une forme differentielle de degre maximum sur une variete compacte M,
et soit X € F(TM) un champ de vecteurs. Montrer que

6. Calculer le volume du domaine defini par 1'equation

(interieur d'un ellipsoi'de de revolution).

7. Formule d'Archimede
Soit LJ la forme volume xdy /\dz + ydz f\dx + zdx A dy sur la sphere S2 C IR3.

a) Expliciter, a 1'aide des coordonnees spheriques, une primitive de u sur S2 \
{S U N} qui soit invariante par les rotations d'axe NS (on a designe par N et
S les poles Nord et Sud).
Application : calculer 1'aire du "segment de sphere"

* b) Expliciter une primitive de u; sur S2 \ {S} invariante par les rotations autour
de NS.

* 8. Mesure de Haar d'un groupe de Lie
a) Montrer que sur un groupe de Lie G de dimension n, il existe une forme diffe-

rentielle de degre n invariante a gauche (resp. a droite) non nulle unique a un
facteur pres, et que cette forme est une forme volume. Par abus de langage, on
appelle la mesure definie par cette forme "la" mesure de Haar a gauche (ou a
droite) sur G.

b) Quelle est la mesure de Haar de R? de IR* ? de C ? de Tn ?
c) Montrer que la mesure de Haar (a gauche comme a droite) de Gl(n,JR) est

definie par la forme

* 9. Sous-groupes compacts du groupe Hneaire
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Soit G un sous-groupe compact de G^(n,IR). Montrer, en utilisant la mesure
de Haar sur £?, qu'il existe une forme quadratique definie positive q sur IRn

telle que

En deduire qu'il existe un g e Gl(n, IR) tel que

10. Module d'un groups de Lie
a) Soit G un groupe de Lie, u> une mesure de Haar a gauche sur G. Montrer

que R*g(jj est aussi une mesure de Haar a gauche. En deduire 1'existence d'une
fonction lisse (notee mod et appelee module de G), telle que

Montrer que mod est un morphisme de G dans IR*, et dans IR^ si G est
connexe.

b) Montrer que mod(g) = ±1 si G est compact.
c) Montrer que mod(g) = det(Ad^~1). Calculer mod pour G = A(1,IR).
d) Un groupe de Lie est dit unimodulaire si mod(g) = ±1, autrement dit si

les mesures de Haar a droite et a gauche coincident. On a vu en b) que
tout groupe compact est unimodulaire, et dans 1'exercice 8 que G7(n,IR) est
unimodulaire. Montrer qu'un groupe de Lie connexe G est unimodulaire si et
seulement si rendomorphisme Y H-> [X, Y] de (3 est de trace nulle pour tout
X e 0. Application : montrer que le groupe de Heisenberg et S7(n,IR) sont
unimodulaires.
** Plus generalement, les groupes nilpotents et les groupes semi-simples
connexes sont unimodulaires, et ce pour la meme raison (cf. par exemple
[Helgason, Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces].**

** 11. Formule de Cauchy-Crofton
a) On represente 1'ensemble des droites orientees du plan euclidien par S1 x IR,

en associant a chaque droite orientee son "equation d'Euler" (voir II. 7)

Montrer que pour 1'action naturelle du groupe des isometrics affines directes
du plan, la forme differentielle dp A dO est invariante.

b) Soit C une courbe fermee du plan, de longueur L, parametree par son abscisse
curviligne s. Soit F 1'application de [0, L] x [0,7r] dans Sl x IR qui a (s,<£>)
associe la droite qui passe par le point d'abcisse curviligne s et fait Tangle ip
avec la tangente (orientee) a la courbe en ce point. Montrer que

c) En deduire que pour presque toute droite D, 1'ensemble D n C est fini, et que
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** II existe une foule de formules de ce type, cf. [Santalo]).**

12. Centre de masse; theoreme de Guldin
a) Soit D un domaine regulier de IRn vu comme un espace affine. Choisissant une

origine, une metrique euclidienne et une orientation, on pose

ou u) est la forme volume definie par la structure euclidienne et 1'orientation.
Montrer que m(D] ne depend ni de 1'origine, ni de la metrique, ni de 1'orien-
tation.

b) Verifier que 1'application F de 5"1 x IR^_ x 1R dans 1R3 donnee par

est un diffeomorphisme sur IR2 \ {0} x IR. Si u> est la forme volume de IR pour
sa structure euclidienne canonique, calculer f*uj.

c) Soit D un domaine regulier de IR+ x IR, et a la distance de m(D] au second
axe de coordonnees. Montrer que

(on dit que f ( D ) est le "domaine de revolution" engendre par D}.

13. Theoreme d'Archimede
On considere le domaine regulier D comme un corps solide immerge dans un
liquide de masse volumique p. L'espace est rapporte a un repere orthonorme
(i,j,k), la surface du liquide etant le plan ( i , j ) et le champ de pesanteur
—gk . Alors, d'apres le principe fondamental de 1'hydrostatique, la poussee
infinitesimale en p 6 dD est —zgpna, ou a est la forme volume de 3D, z
la distance a la surface du liquide et n la normale unitaire sortante a dD. Alors
la resultante des forces de pressions et leur moment en m e IR3 sont donnes
par

ou pour une fois A designe le produit vectoriel. Montrer que

et

14. Soit D une domaine regulier de IRn. On appelle derivee normale d'une fonction
lisse (ou simplement C1) sur D et on note |£ la fonction sur dD donnee par
(V/ ,N} , ou N est le vecteur normal unitaire sortant.

a) Montrer que si / et g sont des fonctions C2 sur D, et si VQD designe la forme
volume canonique de <9D, on a
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(faire apparaitre le membre de gauche comme 1'integrale d'ime divergence),
b) Montrer que si / est une fonction harmonique sur D (c'est-a-dire si A/ = 0)

qui s'annule sur 3D, alors / = 0 partout. Meme question en supposant que ̂
s'annule sur dD.

15 * Voisinage tubulaire d'ime courbe
Get exercice utilise quelques resultats elementaires sur les courbes parametrees.
Soit c : 1R/L2Z —» E une courbe plongee de classe C2 dans un plan euclidien,
de longueur L, parametree par son abscisse curviligne.

a) Montrer que 1'aire d'un voisinage tubulaire Vr(c) (cf. III.24) est egale a 2rL.
b) Meme question pour une courbe de classe Cl.

** Plus generalement, si M est une sous-variete de dimension p de IRn muni
de sa norme euclidienne standard, on a

ou ao = vol(M) vol (Bn p(l)), les a^ ne dependant egalement que de la
geometrie riemannienne de M. Pour la signification de ces invariants, voir
[Berger-Gostiaux], 6.9.8 et les references qui y sont donnees.**



CHAPITRE VII

COHOMOLOGIE ET THEORIE DU DEGRE

Tres grossierement, le degre d'une application / d'une variete X dans une variete Y
de meme dimension est le nombre de solutions de 1'equation f(x] = y (X et Y etant
supposees compactes et connexes). On a tres envie de dire qu'un tel nombre depend
continument de y et de /. D'ailleurs, nous avons vu au chapitre II que sur les valeurs
regulieres de / le cardinal de f~l(y] est fini et localement constant. Mais ce point de
vue est quand meme naif : le dessin suivant du graphe d'une application de IR dans
IR (facilement prolongeable a 51 = P1!^), montre qu'il faut aussi tenir compte de
1'orientation (ici, du fait que / peut etre croissante ou decroissante). Comme le dessin
le suggere, le nombre de solutions de 1'equation f(x) — y ne depend pas de la valeur
reguliere y, a condition d'affecter du signe + les x ou / conserve 1'orientation, et du
signe — les x ou / renverse 1'orientation.

Tout cela est mis en forme dans la premiere partie de ce chapitre. La demonstration de
la continuite du degre par rapport a / passe ici par une expression du degre au moyen
de formes differentielles.
Les espaces de cohomologie de de Rham, definis au debut du chapitre, rendent compte
de la mise en defaut du lemme de Poincare. Ce sont les invariants les plus simples qui
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permettent de montrer que deux varietes ne sont pas diffeomorphes. Le calcul de la
cohomologie se fait essentiellement en combinant deux idees : remplacer 1'espace etudie
par un espace plus simple ayant les memes espaces de cohomologie (ainsi un ouvert
etoile par un point), en remarquant que la cohomologie ne depend en fait que du
"type d'homotopie" (cf. 41); utiliser une decomposition convenable de 1'espace etudie
en sous-espaces dont on connait la cohomologie. Un exemple de cette technique est
la suite de Mayer-Vietoris, exposee en G.** Signalons que les espaces de cohomologie
de de Rham sont en fait des invariants topologiques, c'est-a-dire des invariants par
homeomorphismes entre varietes differentielles (voir par exemple [Bott-Tu] pour un
enonce bien plus precis et une preuve).**

A. COHOMOLOGIE DE DE RHAM

Si X est une variete, on note Fk(X) 1'espace vectoriel des formes differentielles fermees
de degre k. L'espace vectoriel des formes exactes de degre k, soit d£lk~1(X), est un
sous-espace vectoriel de Fk(X}. L'espace vectoriel suivant rend compte du "defaut
d'exactitude" des formes fermees de degre k sur X.

1. DEFINITIONS

a) L'espace quotient

s'appelle le fc-ieme espace vectoriel de cohomologie de X et se note Hk(X).

b) Si a £ Fk(X), son image [a] par Papplication de passage au quotient s'appelle la
classe de cohomologie de a.

c) Deux formes fermees seront dites cohomologues si elles definissent la meme classe
de cohomologie, c'est-a-dire si leur difference est exacte.

Remarques
a) On demontre (voir par exemple [Bott-Tu]) que si X est compacte les espaces Hk (X)
sont de dimension finie.
b) II existe d'autres notions de cohomologie (voir [Greenberg]). Celle dont nous parlons
s'appelle la cohomologie de de Rham. Cette precision sera le plus souvent omise dans
la suite.

2. EXEMPLES

a) Comme il n'existe pas de formes de degre — 1, le groupe H°(X, IR) est egal a F°(X) :
il est forme des fonctions a differentielle nulle, c'est-a-dire des fonctions localement
constantes. Autrement dit, H°(X, IR) ~ IRC, ou c est le nombre de composantes
connexes de X.
b) Le lemme de Poincare dit exactement que si U est un ouvert etoile, on a HP(U] — 0
si p > 0.
c) Venons-en a la variete compacte la plus simple, le cercle S1, qu'il sera commode ici de
considerer comme JR/Z5. Ainsi, une forme differentielle f(t}dt sur IR passe au quotient
en une forme sur S1 si et seulement si f ( t + 1) = /(£), et sera exacte si et seulement
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si la fonction / a une primitive ayant la meme propriete. Mais, si / est periodique de
periode 1, 1'integrale

ne depend pas de t. En effet, si on la voit comme une fonction de t, sa derivee est
f ( t + 1) — /(£) = 0! La valeur de cette integrate est precisement 1'integrale sur Sl de
la forme quotient. Autrement dit :

3. THEOREMS — Une forme (jj e O1^1) est exacte si et seulement si elle est d'integrale
nulle, et I'application d'integration

induit un isomorphisme de H1(Sl) sur M. Cet isomorphisme ne depend que du choix
d'une orientation sur le cercle.

Cette propriete, que 1'on peut voir comme une reciproque du theoreme de Stokes pour
les varietes compactes (cf. VI. 25), s'etend telle que a toutes les varietes compactes
orientees. C'est ce que nous allons voir au paragraphe suivant.

B. COHOMOLOGIE EN DEGRE MAXIMUM
Nous commencerons par une propriete "elementaire", c'est-a-dire concernant 1'espace
IRn, analogue a la precedente.

4. THEOREME — Pour qu'une forme differentielle a € fin(IRn) a support compact
admette une primitive a support compact, il faut et suffit que

Preuve — On precede par recurrence sur n. Le result at est une consequence du lemme
suivant, qui est une version "a parametres" du theoreme, et permet de faire fonctionner
la recurrence.

5. LEMME — Soit u i—> a(u) une famille de formes differentielles de degre n a support
compact contenu dans ]0, l[n, dependant differentiablement du parametre u e U C IRfc.
Alors, si

il existe une famille u \—> fi(u) de formes a support compact de degre n — 1 telle que
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Preuve — On precede par recurrence sur n. Pour n = 1, c'est immediat : a(u) s'ecrit
f(x,u)dx, ou / <E C°°(]0, l[xC7). De plus, il existe un intervalle ferme [a(u},b(u}\ c]0,1[
tel que f ( x , u ) = 0 si x ^ [a(w),6(w)j, et par hypothese

Alors la fonction

donne une famille de primitives de a(u) satisfaisant aux conditions requises.
Supposons maintenant la propriete vraie pour n —1, et soit a(u) une famille de n-formes
sur ]0, l[n satisfaisant aux conditions du lemme. Alors

s'ecrit /5(a:n, u)Adxn, ou (3(xn, u) est une forme de degre n — 1 sur ]0, l[n l parametree
par (xn,u) e]0, l[xC7. Soit a e ^ln~1(}0: l[n~1} une forme a support compact telle que
/in i rn- i 0" = 1- PosonsJ J U , I [

Par construction, la forme /5(xn,u) — f3(xn,u] est a support compact dans ]0, l[n x et
d'integrale nulle, et d'apres 1'hypothese de recurrence,

ou 7(xn, u) est une famille de formes de degre n — 1, parametree par (xn, u).
Notons 7/(w) la famille de formes sur ]0, l[n (dependant du parametre u) dont la
restriction au plan xn — XQ est 7(^0, u). Autrement dit, jr(u) s'obtient a partir de
7(xn,u) en faisant passer xn du role de parametre a celui de variable. Alors, avec un
abus de notation evident pour le membre de gauche, on a

et par consequent (en omettant le parametre w),

Le premier terme peut s'ecrire cr A F(xn,u)dxn, ou la fonction F(.,u] est d'integrale
nulle. II est done de la forme a A dG, ou la fonction G est a support compact contenu
dans ]0,1[. C'est, au signe pres, la differentielle de la forme a support compact Ga
(puisque da = 0). De meme, le second terme est au signe pres la differentielle de xnd'y',
qui est aussi a support compact comme on le voit en remontant a sa definition •

Remarque — Le lecteur pointilleux pourra relever les nombreuses utilisations implicites
de la projection p : (xl,...,xn) i-» (xl... jX71"1), de 1'inclusion ixn de IR71"1 dans
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IRn l x xn, et d'images reciproques de formes par ces applications. Nous avons fait ces
omissions ail benefice de la clarte, sinon de la rigueur.

La propriete annoncee des varietes compactes se deduit de ce theoreme par des
corrections de proche en proche.

6. THEOREMS — Soit X une variete compacte connexe orientee de dimension n. Une
forme differentielle de degre n sur X est exacte si et seulement si elle est d'integrale
nulle.

Preuve — Le fait qu'une forme exacte de degre maximum sur une variete compacte
orientee est d'integrale nulle fait partie du theoreme de Stokes. Pour demontrer la
reciproque, nous aurons besoin de "formes de references" analogues aux formes a qui
interviennent dans 5.

7. LEMME — Pour tout ouvert U d'une variete orientee X, il existe une forme
<j G Qn(X] a support contenu dans U telle que fx a — 1.

Preuve — Soit <p : U H-> IRn une carte conservant 1'orientation, et / une fonction
lisse a support compact dans <p(U) telle que JRn fdx1... dxn = 1. II suffit alors
d'apres V. 45 de definir a comme la forme qui vaut (p*(fdxl A .. .dxn) sur U et 0
suTX\^-l(Supp(f)) .
La partie "seulement si" du Theoreme 6 est une consequence du resultat suivant, qui
a son utilite propre.

8. PROPOSITION - Sous les memes hypotheses qu'en 6, soient a et a e £ln(X}.
Supposons que Supp(cr) soit inclus dans un ouvert de carte, et que fx a = 1. Alors il
existe une forme {3 € Qn~1(X} et un reel t tels que

De plus, t = fx a.

Preuve — En recouvrant X par un nombre fini d'ouverts de cartes et en prenant une
partition de 1'unite subordonnee a ce recouvrement, on se ramene par additivite au
cas ou a a un support contenu dans un ouvert de carte. Si cet ouvert avait le bon
gout d'etre le meme que celui qui correspond a <r, tout serait fini en appliquant le
theoreme 4. II n'en est pas ainsi en general, et on va faire une suite de corrections pour
se ramener a ce cas.

9. LEMME — Soit X un espace topologique connexe, et (Vl)l^j un recouvrement ouvert
de X. Alors quels que soient x, y € X, il existe une suite finie VlQ,..., Vtp d'ouverts du
recouvrement tels que

Preuve — Pour x e X, appelons C(x) 1'ensemble des y e X pour lesquels la propriete
de Penonce est satisfaite pour le couple (x,y). II est clair que C(x) est un ouvert non
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vide, et que C(x) = C(x'} des que C(x) Pi C(x'} ^ 0. Ainsi, les C(x) ferment une
partition de X en ouverts, done C(x) — X •

Fin de lapreuve de 8 — D'apres le lemme, on est dans la situation suivante :
il existe une suite UQ, ..., Up d'ouverts de cartes, tels que

Nous noterons <pk les cartes correspondantes, supposerons qu'elles conservent 1'orien-
tation et que <pk(Uk) c]0, l[n. D'apres le lemme 7, il existe pour chaque k (0 < k < p
une forme differentielle a^ de degre n a support dans Uk n Uk+i telle que fx a^ = 1.
D'apres le theoreme 4, il existe une forme differentielle flo a support compact contenu
dans <PQ(UQ} telle que

ou

Posons (pQ
 l*fio = 70- La forme 70 € fin 1(C/o) est a support compact contenu dans UQ.

Elle se prolonge done en une forme sur X tout entiere nulle sur M \ Supp(7o) (toujours
V. 45) et on a encore

De meme, en appliquant le theoreme 4 a (f>k(Uk) pour 0 < A; < p, on voit qu'il existe
une forme (3k a support compact contenu dans y>k(Uk) telle que

puis par le meme argument que precedemment une forme 7^ € S7n l ( X ) telle que

Pour les memes raisons, on a aussi

Finalement, on trouve que

En mettant tout bout a bout, on arrive au resultat suivant.

10. THEOREME — Si X est une variete compacte connexe orientable de dimension n,
Hn(X] est de dimension 1; de plus, une orientation de X etant choisie, 1'application
d'integration

de £ln(X) dans IR donne par passage au quotient un isomorphisme entre Hn(X] et H.
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Preuve — II suffit de montrer la deuxieme partie. L'application a. i—» fx a passe au
quotient grace au theoreme de Stokes; le theoreme 6 dit exactement que 1'application
obtenue par passage au quotient est injective, et le lemme 7 qu'elle est surjective •

C. DEGRE D 'UNE APPLICATION
Pour tirer pleinement parti du resultat qui precede, il faut utiliser le fait que la
correspondance

variete —> espace vectoriel de cohomologie
est "fonctorielle", c'est-a-dire qu'a toute application lisse entre varietes on associe d'une
fagon naturelle une application lineaire entre espaces de cohomologie.

11. PROPOSITION — Solent X et Y deux varietes, et soit f : X —> Y une application
lisse. Alors, pour tout entier k, 1'application

envoie les formes fermees sur des formes fermees, les formes exactes sur des formes
exactes, et passe au quotient en une application lineaire

Si Z est une troisieme variete, et g : Y i—> Z une application lisse,

En particulier, si f est un diffeomorphisme, hk(f) est un isomorphisme d'espaces
vectoriels.

Preuve — Ces assertions sont des consequences immediates des relations

Cette propriete est particulierement agreable dans le cas de varietes de meme dimension
n, si on regarde le n-ieme espace de cohomologie.

12. COROLLAIRE — Soient X et Y deux varietes compactes orientees de meme
dimension n, et f : X —> Y une application lisse. Alors il existe un reel d(f) tel
que

Preuve - Soit a € fin(y) telle que /y a = I . II existe alors une forme (3 e ^^(Y)
telle que

Alors
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En integrant il vient

d'ou la propriete annoncee avec d(f) = fx f*cr •

Remarque — Cette propriete s'enonce evidemment de fagon plus conceptuelle au
niveau de la cohomologie de degre n. En notant fx (resp. f y ) les isomorphismes
entre Hn(X) (resp. Hn(Y}} et IR donnes par 1'integration des formes de degre n,
et a 1'application x H-* ax de IR dans IR, on a un diagramme commutatif

Ces espaces sont de dimension 1, et en utilisant les isomorphismes avec IR donnes
par 1'integration, h n ( f ) devient une application lineaire de IR dans IR, c'est-a-dire la
multiplication par un nombre reel, a savoir d(f).

13. DEFINITION - On appelle d(f] le degre de f , et on le note deg(/).

Remarque — Si X = V, et si on donne a la source et au but la meme orientation, le
degre de / : X —> Y ne depend pas du choix de cette orientation.
Nous allons voir qu'en fait deg(/) est entier.

14. THEOREMS — Soient X et Y deux varietes compactes orientees de meme dimension,
et f : X H-> Y une application lisse. Pour touts valeur reguliere y de f , on a :

ou 1'on a pose orxf = +1 si Txf conserve 1'orientation, oixf — —1 sinon.

Remarque — Nous avons deja vu en 11.21 que f ~ l ( y } est un ensemble fini.

Preuve — Soit y une valeur reguliere. Comme nous 1'avons vu en 11.21, il existe un
ouvert V contenant y tel que, si f ~ l ( y ) = {xi, • • • ,a?fc}, on ait

les Ui etant des ouverts deux a deux disjoints tels que xi 6 Ui et que /|{/. est un dif-
feomorphisme de Ui sur V. Soit alors a une forme differentielle de degre n — dim Y, a
support dans V et telle que

D'apres la definition du degre, deg(/) = fx f*a. Mais bien evidemment,
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et

suivant que le diffeomorphisme f\ui conserve oil renverse 1'orientation. Si y ^ f ( X ) , on
reprend ce qui precede avec une forme a a support dans 1'ouvert V = Y\f(X), auquel
cas f*(7 = 0 •

15. COROLLAIRE

a) deg(/) est un nombre entier, qui change de signe si on change 1'orientation de X ou
deY.
b) Si f n'est pas surjective, deg(/) = 0.
c) La parite de rentier card(/~1(y)) est la meme pour toute valeur reguliere y de f .

Preuve — Pour prouver a), il faut s'assurer de 1'existence d'au moins une valeur
reguliere. Cela resulte du theoreme de Sard (II. 55).

16. ExEMPLE — Pour X = Y = 511, vu comme 1'ensemble des complexes de module 1,
soit Papplication

Si a = xdy — ydx, on a f*cr = ncr, done deg(/n) = n. D'autre part, si on realise Sl

comme IR/27rZZ, alors

On voit ainsi que fn est un diffeomorphisme local qui conserve 1'orientation. Comme
f ~ l ( t ) a toujours n elements, on retrouve ainsi que deg(/n) = n.

Puisque le degre est un entier, on peut s'attendre a son invariance par deformation
continue. Nous aliens formaliser cette remarque.

17. DEFINITION — Deux applications lisses f et g d'une variete X dans une variete
Y sont dites homotopes s'il existe une application continue H : X x [0,1] H-» Y (dite
homotopie entre f et g) telle que

a) Vx e X, H(x, 0) - f ( x ) , H(x, 1) = g(x).

b) L 'application x >—> H(x,i] est lisse quel que soit t.

On peut demontrer (voir [Dieudonne 1]) que s'il existe une application H (continue
bien sur) satisfaisant a), il existe aussi une homotopie H' lisse sur X x [0,1].

18. EXEMPLES

a) Deux applications a valeur dans un ouvert convexe ou dans un ouvert etoile sont
toujours homotopes.
b) II est plus interessant de considerer deux applications lisses f et g d'une variete X
dans Sn telles que

(on a designe par || || la norme euclidienne de Hn+1, done tout revient a dire que f ( x )
et g(x) ne sont jamais diametralement opposes). Alors f et g sont homotopes. Comme
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le segment [f(x),g(x)] ne rencontre jamais 1'origine, on a 1'homotopie

** Remarque — Plus generalement, si X et Y sont deux varietes compactes, et si d
est une distance definissant la topologie de Y, on peut demontrer qu'il existe un r > 0
tel que deux applications /, g : X H-» Y verifiant d(f,g) < r soient homotopes. Si la
distance d est definie par une metrique riemannienne, r sera le rayon d'injectivite (cf.
[Gallot-Hulin-Lafontaine]). On trouvera dans [Dieudonne 1] une demonstration sans
geometric riemannienne de cette propriete remarquable.
** Elle signifie que les classes d'homotopie ferment des parties ouvertes de C°°(X, Y)
pour la topologie de la convergence uniforme. II ne sera done pas etonnant que Ton
puisse associer a une classe d'homotopie des invariants discrets.**

19. THEOREMS — Si f et g sont deux applications lisses homotopes entre deux varietes
compactes connexes orientees de meme dimension, alors deg(/) = deg(g).

Preuve — SiH est une homotopie entre / et g, posons ft(x) — H(x, t). Soit a € Sln(Y}
une forme de degre maximum et d'integrale 1. Alors la famille de formes /tV depend
continument du parametre reel t, et d'apres V.E. la fonction

est continue. D'autre part, sa valeur en t est deg(/t), c'est-a-dire un nombre entier.
Mais une fonction continue a valeurs entieres definie sur un intervalle est constante. En
particulier, deg(/) = deg(/0) = deg(/i) = deg(g) •

20. COROLLAIRE — Si X est une variete compacte orientable, 1 'application identique de
X dans X n 'est pas homotope a une application constante (ni meme a une application
non surjective).

Remarque — Cette propriete est encore vraie pour les varietes compactes non
orientables (et peut alors se montrer d'une fagon analogue, en utilisant le "degre
modulo 2", cf [Hirsch] et VI. F). Par centre, la compacite est essentielle, comme le
montre le contre-exemple de IRn.

Cette invariance du degre par homotopie a de nombreuses applications. Nous n'en
verrons que quelques-unes, parmi les principales.

21. THEOREME — Si n est pair, tout champ de vecteurs sur Sn a un zero.

Preuve — Comme dans VLB, on considere Sn comme plongee dans IRn+1. Un champ
de vecteurs s'identifie alors a une application X : Sn H-> Rn+1 telle que (x, , X ( x ) ) = 0.
Si X ne s'annule jamais, on peut en le remplagant par TT^TJ- trouver un champ de norme
egale a 1. Posons alors
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Comme ||ff(x,i)|| = 1, on a ainsi defini une homotopie entre H(x, 0) = x et
H(x, 1) = -x. L'application x i-» -x ayant pour degre (—l)n+1, il en resulte que

done que n est impair •

22. REMARQUE — ** Plus generalement, si x est un zero isole d'un champ de vecteurs
£, on definit 1'indice de x de la fagon suivante : on choisit une carte (U, ip) telle que
y?(0) = 0 et que x soit le seul zero de £ contenu dans U. L'indice de x, note indx £ est
alors le degre de 1'application

ou 77 = <£>*£, 5n 1(e) designant une petite sphere de centre 0 et de rayon e incluse
dans <p(U}. On demontre (c'est un bon exercice, qui utilise 1'exercice 3), que 1'indice
ne depend ni de (p ni de e.
Le theoreme de Poincare-Hopf (voir [Spivak]) assure que si X est une variete compacte,
et £ € T(TX) n'a que des zeros isoles,

ou x ( X ] est la caracteristique d'Euler-Poincare de X, definie par

Par consequent, le theoreme precedent est vrai plus generalement pour toute variete
compacte a caracteristique d'Euler-Poincare non nulle (nous verrons bientot que
X(S2P) = 2).**

D. RETOUR SUR LE THEOREMS DE D>ALEMBERT
On dispose de deux methodes (dont la difference n'est qu'apparente, cf. la demonstra-
tion de 14) pour calculer le degre : on peut soit utiliser directement la definition, soit
regarder 1'image reciproque d'un point regulier. Dans ce cas, il est important de savoir
si 1'orientation est conservee ou non. Un cas important est le suivant.

23. THEOREME — Soit f une fonction holomorphe definie sur un ouvert U C C. Au
voisinage de tout point z tel que f ' ( z ) ^ 0, / est un diffeomorphisme local qui conserve
1'orientation.

Preuve — Si / = P + iQ, la matrice jacobienne de / en tant qu'application d'un ouvert
de IR2 dans H2 est
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(d'apres les conditions de Cauchy-Riemann). Son determinant est done strictement
positif, et egal a \f'(z}\2 •

Remarque — Ce resultat s'etend facilement aux fonctions analytiques sur un ouvert
de Cn, a condition d'utiliser des arguments moins culinaires.
Nous aliens deduire de cette propriete deux demonstrations du theoreme de d'Alembert.
La premiere sera tres proche de celle vue en II, la deuxieme utilise franchement
1'invariance par homotopie.
On precede comme dans II. 11, en associant a un polynome P d'une variable complexe
1'application / : S2 i—> S2 definie par

24. THEOREMS — Si P est non constant, f et done P sont des applications surjectives.

Preuve — D'apres II.C, P et done / n'ont qu'un nombre fini de points singuliers
des que P est non constant. Soit done x une valeur reguliere de / telle que x ^ N
(1'argument ci-dessus dispense d'utiliser le theoreme de Sard; il se trouve par ailleurs
que N est valeur singuliere, mais peu importe ici). Alors / conserve 1'orientation en
tout point de f~~l(x] : il suffit pour le voir de lire / dans la carte i^. On est alors
ramene a montrer que P conserve 1'orientation, ce qui est vrai d'apres 19. II en resulte
que deg(/) > 0. En particulier f et P sont surjectives •

L'autre demonstration vient de la propriete suivante.

25. THEOREMS — Le degre de f est egal au degre du polynome P.

Preuve - Pour t e [0,1], on pose

et

Alors le calcul fait en II.C montre que H definit une homotopie entre / et 1'application
g definie d'une fagon analogue a partir du polynome Q(z) = zn. Pour calculer le degre
de g on procede comme dans 14. Mais cette fois, si on part d'une valeur reguliere,
x = i^l(l) par exemple, on sait que g~l(x] a n elements, puisque I a n racines n-iemes.
D'apres 19, deg(p) = n, et en raison de 1'invariance par homotopie, deg(/) = n •

26. COROLLAIRE — II existe des applications de S2 dans S2 de tout degre dans ZZ.

Preuve — L'application x i-> — x etant de degre — 1, il suffit d'utiliser le lemme suivant.

27. LEMME — Soient X,Y,Z trois varietes compactes connexes orientees de meme
dimension, f 6 C°°(X,Y) et g 6 C°°(Y,Z). Alors

deg(0o/) = (deg(0))(deg(/)).
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Preuve — Soit a une forme sur Z de degre maximum et d'integrale 1. Alors

27 bis. REMARQUES :
comparaison des differentes preuves du theoreme de d'Alembert

II est instructif de comparer ces demonstrations du theoreme de d'Alembert entre elles,
et aux autres demonstrations existantes. En derniere analyse, chacune d'elles met en
jeu une propriete tres simple de C, mais fondamentale.
Dans le chapitre II, ce role cle a ete joue par la connexite de C prive d'un ensemble
fini de points (propriete grossierement fausse pour IR).
Dans 24, c'est le fait que 1'application z i—» az de C dans C conserve 1'orientation (si
a 7^ 0) (propriete encore grossierement fausse pour H).
Dans 25, on s'est servi de la propriete precedente et d'un argument d'homotopie. Get
argument d'homotopie, utilise directement, montre que 1'application P a un degre non
nul, done est surjective. Le meme argument d'homotopie permet de montrer qu'un
polynome a coefficients reels, prolonge a 1'infini, est homotope a 1'application x \—> ±xn

prolongee de meme. Helas, cette application est de degre ±1 si n est impair (cas ou le
theoreme des valeurs intermediaries suffit largement), et 0 si n est pair.
Passons maintenant aux demonstrations qui utilisent la theorie des fonctions holo-
morphes. L'une d'entre elles part de la formule integrale de Cauchy : si / est une
fonction meromorphe sur le disque D(0,r), de bord oriente C(r), on montre que

ou Z(f] et P(f) designent le nombre de zeros et le nombre de poles de / dans D. Si /
est un polynome de degre n, on a P(f] = 0. D'autre part, si r est assez grand, on peut
ecrire

Pour r assez grand, on a

Done

puisque ces deux integrales sont des entiers. Get argument est essentiellement le meme
que 1'argument utilise pour prouver 1'invariance du degre par homotopie. Notons aussi
que la formule integrale de Cauchy met en jeu, de fagon tellement evidente qu'on n'y
pense pas forcement, la connexite de C \ {0}.
Une autre demonstration utilise le theoreme de Liouville sur les fonctions entieres : si P
n'avait pas de zero, la fonction -^ serait holomorphe et bornee sur C, done constante.
II est difficile de faire plus court. Mais la preuve du theoreme de Liouville repose
sur la formule integrale de Cauchy. Notons aussi que le fait que -p est bornee repose
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sur la comparaison de P(z] et de zn que nous avons utilisee dans la demonstration
precedente... ainsi que dans 25.
Passons enfin aux demonstrations "elementaires". L'une consiste a demontrer par
1'absurde que inf |P(z)| = 0. Un argument de compacite prouve que le minimum est
atteint, et apres changement de variable, on peut le supposer atteint en 0. Alors

ou Q(z], si P n'est pas constant, a une partie principale en czk quand z tend vers zero.
En prenant z suffisamment petit et tel que czk soit un reel negatif, on peut done rendre
|P(z)| inferieur a |an|, d'ou la contradiction. C'est la possiblilite de prendre des racines
n-iemes de nombres complexes qui a joue ici le role cle.
L'autre demonstration elementaire consiste au contraire a faire le maximum d'algebre.
On remplagant P par PP on voit qu'il suffit de faire la preuve pour les polynomes
a coefficients reels. On ecrit le degre du polynome sous la forme n = 2fcm, ou m est
impair, et un argument ingenieux fonde sur les fonctions symetriques permet de faire la
preuve par recurrence sur k. C'est seulement pour demarrer la recurrence (pour k = 0!)
que Ton a besoin d'un argument topologique.
Toutes ces demonstrations ont ainsi en commun un argument de connexite. Aucune
n'est due a d'Alembert (qui a tout de meme pressenti 1'enonce). Les quatre dernieres
preuves que nous avons esquissees sont dues a Gauss.
Plus generalement, montrer qu'une application a un degre non nul est un moyen
puissant de s'assurer qu'un systeme d'equations a des solutions (voir par exemple les
exercices 2 et 6). On peut proceder de meme en dimension infinie, grace a la theorie
du degre de Leray-Schauder (voir par exemple [M. S. Berger]).

E. ENLACEMENTDE DEUX COURSES DE UESPACE EUCLIDIEN
DE DIMENSION TROIS

L'objectif de ce paragraphe est en quelque sorte oppose a celui de C : il s'agit, plutot
que de donner des preuves mathematiques de phenomenes conformes a notre perception
de 1'espace, de "definir" (bien incompletement d'ailleurs, vu la difficulte du sujet) une
notion suggeree par cette perception.
II sera commode de definir une courbe comme une immersion injective de Sl dans
IR3, une paire de courbes disjointes comme la donnee de deux immersions injectives
/, g : Sl H-> IR2 telles que /(s) ^ g(t] quels que soient s et t dans S1.

28. DEFINITION — Deux paires de courbes disjointes (/i,/2) et (^1,^2) seront dites
homotopes s'il existe des applications lisses

Hi : S1 x [0,1] -> H3 (i = l,2)

telles que
Hi(u,Q) = /i(u), Hi(u, l )=5i (u) ,

et que pour tout t € [0,1] fixe les deux applications

u-*Hi(u,t) (i = l,2)

definissent une paire de courbes disjointes.
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Remarque — De fagon imagee, pour passer d'une paire a une autre par homotopie,
on s'autorise a deformer les deux courbes, mais pas a les couper. Le fait qu'a chaque
instant les courbes soient disjointes est bien sur essentiel.

29. DEFINITION — Une paire de courbes est dite triviale si elle est homotope a I'line
des paires

avec e,ef = ±1, autrement dit a une paire formee de deux cercles disjoints du plan
z = 0. Une paire non triviale est dite enlacee.

30. EXEMPLE — Nous allons voir que la paire /, g formee des deux cercles definis par

f(s] = (coss,sins,0), g(t] = (1 + cost, 0, sin t)

est enlacee.
Pour le voir, il suffit de distinguer cette paire des precedentes par une quantite
invariante par homotopie.

31. DEFINITION — L'enlacement E(f,g) d'une paire de courbes f,g est le degre de
Papplication F de 51 x S1 dans S2 donnee par

Par exemple, pour une des paires apparaissant dans 29, 1'enlacement est nul puisque
F n'est pas surjective. Notons que si on remplace / (par exemple) par / o </?, ou
(p G Diff(51), on a

suivant que (p conserve ou renverse 1'orientation. Notons aussi que

E ( f , g ) = E(gJ).

32. REMARQUE — Soient C et C' deux sous-varietes compactes orientees de dimension 1
de IR3. En utilisant le fait que ces varietes sont diffeomorphes a S1 (cf. 3. 55), on
definit 1'enlacement E(C,C'} de C et C' comme etant E ( f , g ) pour des parametrisa-
tions compatibles avec les orientations. Par abus de langage, nous appellerons encore
courbe une sous-variete compacte orientee de dimension 1. Mais attention : les para-
metrisations interviennent explicitement quand on fait des homotopies de paires de
courbes.
La propriete suivante est une consequence immediate des definitions qui precedent et
de 1'invariance du degre par homotopie.

33. PROPOSITION — Si les paires de courbes ( / ,g) et (/i,#i) sont homotopes, alors
E(f,g) = E(h,9l) .
On en deduit que la paire de 1'exemple 30 est enlacee. En effet,
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Posant t = ^r + i', on voit que la projection de F(s,t) sur le plan {z = 0} admet au
voisinage de (0, %j-) le developpement asymptotique

Cela montre que (0, ̂ L) est un point regulier de F, et que F conserve 1'orientation en
ce point (S2 etant orientee comme d'habitude au moyen de sa forme volume standard).
Ainsi, E ( f , g ) = 1.
On peut aussi comprendre 1'enlacement d'une fagon plus geometrique, en regardant les
intersections avec 1'une des courbes d'une surface s'appuyant sur 1'autre. Le premier
pas est le suivant.

34. THEOREMS — Si une courbe C est le bord oriente d'une surface E ne rencontrant
pas C', alors E(C, C'} = 0.

Preuve - Soit

(on a designe par A la diagonale), et soit uj la forme volume standard de S2. D'apres
la definition meme de 1'enlacement, on a

done d'apres le theoreme de Stokes



VII - COHOMOLOGIE ET THEORIE DU DEGRE 245

A contrario, si deux courbes sont enlacees, toute surface qui a pour bord 1'une d'elles
rencontre 1'autre. Cela peut etre precise de la fagon suivante.

35. THEOREMS — Solent C et C' deux courbes fermees de R3, et soit E une surface
de bord oriente C. On suppose que E Pi C' est fini, et que pour tout x de 1 'intersection

Alors

ou Fon a pose oix(E n C') = +1 si la reunion d'une base positive de TXE et d'une base
positive de TXC' est une base positive de IR3, orx(E n C") = —1 sinon.

Preuve (esquissee) — On precede exactement comme dans la preuve du theoreme
precedent, en enlevant a E, pour chaque x £ E n C", un petit disque Dx de bord 7^.
Alors, en utilisant les notations de 34, le theoreme de Stokes et le fait que duj = 0, il
vient

Done

Pour determiner E(^X,C'} on precede exactement comme dans 1'exemple qui suit la
proposition 33 : par homotopie, on peut se ramener au cas ou 7^ est un cercle, disons
horizontal, et ou C1 rencontre le plan du cercle orthogonalement en x. Alors, avec les
notations de 31, F~1(0, 0,1) n'a qu'un element si le rayon est assez petit, et on verifie
que le signe qu'on doit lui associer est bien orx(S n C'} •
Signalons pour terminer ce paragraphe que Penlacement intervient en magnetostatique.
Si C est un circuit electrique parcouru par un courant uniforme d'intensite i, la
circulation le long de C' du champ magnetique cree par le circuit est egale, a une
constante multiplicative pres determinee par les unites physiques, a

(voir 1'exercice 8), comme Gauss le savait deja.
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F. INVARIANCE PAR HOMOTOPIE

Nous aliens passer a 1'etude de la cohomologie de degre quelconque. Nous aurons besoin
de proprietes des formes differentielles sur une variete de la forme M x IR. Le lecteur
est invite a se reporter a la demonstration du lemme de Poincare en V.E, ou nous
avons introduit subrepticement des outils analogues.
Nous noterons p : M x IR —* M la projection canonique. Pour chaque reel t, on a une
injection jt : M —> M x IR definie par j t ( x ) — (x,t). Notons que

o u r w : M x I R — > M x I R est definie par ru(x,t) = (x,u). Nous designerons enfin par
r\

T le champ de vecteurs — sur M x IR.
(J Is

36. DEFINITIONS — Une forme differentielle a e £P(M x IR) est dite basique s'il existe
une forme j3 E £lk(M) telle que a — p*fl, semi-basique si ITOL — 0. Autrement dit
(voir plus has une mise en forme) une forme basique s'exprime sans t ni dt, une forme
semi-basique sans dt.

Exemple — Une forme basique est necessairement semi-basique (puisque T^x^p annule
les vecteurs tangents au facteur IR), la reciproque etant fausse. Si on prend par exemple
U = IR, la forme tdx est semi-basique mais non basique. Bien entendu, les formes semi-
basiques sur M x IR s'identifient tout simplement aux families a un parametre de formes
differentielles sur M vue en V. E.

37. LEMME

a) L'application p* : J7fc(M) i-> £lk(M x IR) est injective.
b) Une forme a G fifc(M x IR) est basique si et seulement si

Preuve
a) Pour que p*a = 0 il faut et suffit que, quels que soient x G M et t E IR,

ou encore, que pour tout A>uple vi... vk de vecteurs tangents a (x, t),

Cela permet de conclure, puisque 1'application lineaire tangente T(x,t)P est partout
surjective. Le meme raisonnement prouve bien sur que p* est injective des que p est
une submersion surjective.
b) S'agissant d'une propriete locale (sur M!) et invariante par diffeomorphisme, il suffit
d'examiner le cas des ouverts de IRn. Une forme a 6 $lk(U x IR) s'ecrit alors
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On a ITO. = 0 si et seulement si dt ne figure pas dans 1'ecriture ci-dessus, c'est-a-dire
si les fonctions gjlj2...jk sont nulles. Alors, d'apres la definition meme de la derivee de
Lie, LTCX s'obtient en derivant les fonctions /i^...^ par rapport a t, done si LTOL = 0
les ji^...ik ne dependent pas de t. La reciproque est evidente •
Une retombee de cette demonstration est la propriete suivante.

38. LEMME — Toute forme a € £2fc(M x IR) s'ecrit d'une fagon unique

ou (3 6 Ofc(M x IR) et 7 e fifc~1(M x R) sont semi-basiques.

Preuve — C'est immediat, puisqu'une forme sur M x IR est semi-basique si et seulement
si dt ne figure pas dans son ecriture en coordonnees locales. Intrinsequement, on peut
remarquer que 7 = ITCH •

La propriete suivante, qui utilise les notations de V. E, est a rapprocher de la formule
de Cartan.

39. PROPOSITION - Soit a € ftfc(M x H) ime forme fermee. Alors, pour a, b e IR, on

ou 1'on a pose

Preuve — Nous aliens d'abord montrer que pour a G fi(M x IR), on a

On remarque que les deux membres ne dependent que de la composante /3 du lemme
precedent. Autrement dit, il suffit de considerer le cas semi-basique. D'apres les
arguments de 37, on est ramene aux formes sur U x IR, ou U est un ouvert de IRn,
du type f(Xjt)dx11 A ... A dxtk. Mais alors les deux membres sont evidemment egaux
a ^(x,t)dxil /\...f\dxik.
Cette assertion etant prouvee, on a, en utilisant la formule de Cartan et les proprietes
des families de formes a un parametre montrees en V. E :

Une consequence immediate de 39 est la suivante.
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40. THEOREMS — Soient f et g deux applications lisses d'une variete M dans ime
variete N. Supposons qu'il existe une homotopie lisse entre f et g. Alors h k ( f ) = hk(g]
pour tout entier k.

Preuve — Soit F : M x [0,1] H-> N une homotopie, et a € Qk(N) une forme fermee.
Alors la proposition 39 dit exactement que f*a et g*a sont cohomologues •

Remarque — II y a un leger abus dans la demonstration precedente : les considerations
du lemme 3 ne s'appliquent pas directement a M x [0,1]. On peut s'en tirer par exemple
en remarquant que toute cette theorie est en fait C1, et que F peut se prolonger en
une homotopie FI : M x [a, 6] i—> TV, avec a < 0, b > 1, la fonction FI etant de plus
constante en t sur des intervalles [a, a — e] et [b — e, b]. **On peut aussi faire appel a la
theorie des varietes a bord.**

41. DEFINITION — Une application (lisse) f : M —> N est une equivalence d'homotopie
s'il existe une application (lisse) g : N i—> M telle que g o f soit homotope a Id^ et
f o g a Idtf. On dit aussi que M et N ont meme type d'homotopie.
Cette notion peut bien sur se definir dans un cadre purement topologique.

Exemples
a) L'application ju du paragraphe precedent (et son "inverse homotopique" p) sont des
equivalences d'homotopie.
b) Si U C IRn est un ouvert etoile par rapport a a € C/, Finclusion a i—> U est une
equivalence d'homotopie. Cette situation est suffisamment importante pour donner lieu
a une definition.

42. DEFINITION — Un espace topologique est dit contractile si 1'application identique
est homotope a une application constante (autrement dit si 1'application constante est
une equivalence d'homotopie).

Le resultat suivant est alors une consequence immediate de 40.

43. THEOREME — Si f : M —> N est une equivalence d'homotopie entre varietes, alors
hk(f] est un isomorphisme pour tout k. En particulier, si V est une variete contractile,
Hk(M x V) et Hk(M] sont isomorphes.

44. EXEMPLES
a) Le lemme de Poincare apparait maintenant comme un cas particulier de ce resultat.
b) La spere privee des deux poles, soit Sn \ {N, S}, est diffeomorphe a Sn~lx] — 1,1[
par le diffeomorphisme

(On a pose x° = t ,x = (x1 , . . . ,xn) ; rappelons au passage, bien que nous n'en ayons
pas besoin ici, que le resultat serait le meme avec deux points quelconques, voir III,
ex. 15). II en resulte que
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G. SUITE EXACTE DE MAYER-VIETORIS

En topologie algebrique, discipline dont cette section donne un avant-gout (cf. par
exemple [Godbillon 1] pour en savoir plus) la notion suivante intervient en permanence.

45. DEFINITION - Une suite

d'espaces vectoriels et d!applications lineaires est dite exacte si Ker/j = Im/i_i.

En particulier, fa o fa_l = 0 pour tout i, cette condition n'impliquant pas 1'exactitude.

Exemple fundamental — Soit M une variete de dimension n. Notons dk la differen-
tielle des formes de degre k. La suite

verifie df, o dfc_i = 0. Elle est exacte si M est contractile, mais ne Test pas en
general. C'est precisement la cohomologie de de Rham qui rend compte du "defaut
d'exactitude".
Les suites exactes jouent un role fondamental dans le calcul des groupes de cohomologie.
Les proprietes evidentes suivantes sont utilisees systematiquement.
La suite

E^->F—>0

est exacte si et seulement si / est surjective. De meme, la suite

0-^E-^G

est exacte si et seulement si g est injective. En combinant ces deux remarques, on voit
que la suite

0 —> E-^F —> 0
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est exacte si et seulement si / est un isomorphisme. Plus interessante, bien que pas
tres difficile, est la propriete suivante.

46. PROPOSITION - Si la suite

est exacte, et si les EI sont de dimension finie, on a

Preuve — On precede par recurrence sur n. Pour n = 1 c'est Pexemple ci-dessus. Si la
suite

est exacte, /2 est surjective, done

Alors

dim E<2 — dim E\ — dim Ker /2 = dim E\ — dim Im /i = dim E\ — dim EQ

puisque /i est injective. Dans le cas general, on decompose la suite

en

et

Nous savons que

et d'apres 1'hypothese de recurrence,

II suffit done de faire la somme ou la difference de ces deux inegalites suivant que n est
pair ou impair •

Soit maintenant M une variete, et £7, V deux ouverts tels que U U V = M. On definit
une application lineaire
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et une application lineaire

47. LEMME - La suite

est exacte.

Preuve — L'injectivite de r est evidente, ainsi que 1'egalite Imr = Kers (deux formes
sur des ouverts U et V se recollent en une forme sur la reunion si et seulement si elles
coincident sur 1'intersection). Pour voir que s est surjective, on introduit une partition
de 1'unite (/, g] sur M subordonnee au recouvrement (U,V}. On ecrit

et pour 7 e £lk(U n V) on peut definir a € Ofc(C/) par

(puisque #7 = 0 sur Ur\V\Suppg.} On definit de la meme fagon une forme J3 e fifc(V)
a partir de —/7- Par construction, s ((a,/?)) = 7 •
II est clair que si uj e Qfc(M) est fermee (resp. exacte) et si r(u) = ( a , / 3 ) , les formes
ex et /5 sont fermees (resp. exactes). Et si a 6 fifc(C/) et (3 e rifc(F) sont toutes deux
fermees ou exactes, il en est de meme de s ((a,/?)). Ainsi, r et s passent au quotient et
definissent des applications lineaires que nous noterons R et S en cohomologie.

48. PROPOSITION - La suite

est exacte.

Preuve — II resulte de la discussion precedente que SoR = 0, done que ImR C Ker 5".
Pour voir que Ker5 C ImR, il suffit de verifier que si (a,/3) G fifc(t/) 0fJ fc(V)
est un couple de formes fermees telles que s(a,/?) = cfy, il existe u; € fifc(M), et
(ai,/?i) e fife-1(E/)0ftfc-1(V) telles que r(w) = (a - da^/3 - d(3{). Mais d'apres
le lemme precedent, 7 est de la forme s(a\^(3i). Les formes a — doti e Qfc(t/) et
/? — d/5i G rjfc(y) ont meme restriction a U n V. En effet, en restriction a C7 n V, on a

par hypothese •

II n'est pas vrai par centre en general que R soit injective : si a = da' et (3 — dfl',
il n'y a aucune raison pour que les formes a' et j3' aient meme restriction a U n V.
De meme, S ne sera pas en general surjective : si 7 = s(a, /3), la demonstration de
47 met en evidence que a et /5 ne sont pas fermees en general. Mais ce phenomene va
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nous permettre, a 1'aide de la differentielle sur Qfc(C7 D V), d'envoyer Hk(U fl V] dans
Hk+l(M}.

49. THEOREMS - II existe une application lineaire d de Hk(U n V) dans Hk+1(M)
telle que la suite

soit exacts.

On en deduit, en appliquant ce resultat et le precedent en tout degre, et en omettant
abusivement le degre dans la designation de R, S, 9, une suite exacte "longue"

Preuve — Soit 7 e Fk(U n V). D'apres le lemme 47, il existe des formes a <G Ofc(f7) et
/? € ttk(V) telles que

Alors les restrictions de da et d(3 a U n V sont egales, et toujours d'apres 47 il existe
une forme o> e Ofc+1(M) telle que

Cela montre que cj est fermee.
Soit maintenant

un couple de formes tel que s(a/,/?/) soit cohomologue a 7, done de la forme 7 + d'j'.
Alors il existe S G Ofc(M), a" 6 ^fc(t/) et /?" e Ofc(^) telles que

avec

Ainsi les restricitions de a' et /?' a C7 n V sont les memes, et la forme sur M definie
par le couple (a', f3'} est uj + dS. Cela montre que la correspondance entre 7 et ui donne
une application bien definie au niveau de la cohomologie, que nous noterons d.
Reste a prouver 1'exactitude de la suite. II est immediat que doS = 0 et Rod = 0, c'est-
a-dire que ImS C Ker d et Im d C Ker R. Inversement, on a d [7] =0 si et seulement si
la construction ci-dessus faite au niveau des formes aboutit a une forme exacte. Cela
signifie que si 7 = s(a, /?), il existe une forme 8 6 £7fc(M) telle que

Mais alors , et par suite



VII - COHOMOLOGIE ET THEORIE DU DEGRE 253

L'egalite Ker R — Imd se prouve de la meme fagon. Si -R(M) = 0, on a w\u = da et
cjjy = d/3, la restriction a U n V de a — (3 est fermee, et d'apres la definition meme de
<9, on a [w] = d([a],[/?]) •

50. EXEMPLE — II est instmctif de calculer par cette methode la cohomologie de 5"1.
On prend deux points p,q distincts, et on pose U = Sl \ {p}, V = Sl \ {q}. Alors
U et V sont diffeomorphes a ]R, alors que U n V a deux composantes connexes, dont
chacune est diffeomorphe a IR. La suite exacte de Mayer-Vietoris se reduit a

Alors, le lemme 14 montre que dimH1(S1) = 1. Cela ne nous apprend rien de nouveau,
mais la methode se generalise a Sn.

51. THEOREME-SiO<k<n, Hk(Sn) = o, etdimHn(Sn) = l.

Preuve — On precede par recurrence sur n. Nous venons de voir que la propriete est
vraie pour n = 1. Choisissons deux points distincts de Sn (les poles Nord et Sud de la
sphere plongee si on veut mieux visualiser la situation, mais en realite le choix n'a pas
d'importance), et ecrivons la meme suite de Mayer-Vietoris que dans le paragraphe ci-
dessus. Pour 1 < k < n, le morceau

s'ecrit

D'apres 1'exemple 44, Hk l(Ur\V] est isomorphe a Hk l(Sn *), d'ou le resultat dans
ce cas en appliquant 1'hypothese de recurrence. Pour k = 1, on ecrit

En appliquant 46, on voit que Hl(Sn) — 0 si n > 1.

52. COROLLAIRE - Hk(^n \ {0}) est de dimension 1 si k = 0 ou n - 1, et s'annule
sinon.

Preuve — L'inclusion canonique de S""1 dans IRn \ {0} est une equivalence d'homo-
topie •

La meme methode permet de calculer la cohomologie des espaces projectifs. Nous allons
traiter le cas du projectif complexe, plus simple que celui du projectif reel.

53. THEOREMS - On a

Preuve — L'espace vectoriel Cn+ etant rapporte a sa base canonique, on considere le
point p de coordonnees homogenes (1,0, . . . , 0), et la partie E de Pn€ formee des points
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dont la premiere coordonnee homogene est nulle. C'est une sous-variete compacte de
PnC, diffeomorphe a P^C. La carte

est un diffeomorphisme de Pn€ \ E sur Cn ~ R2n. D'autre part :

54. LEMME - Le plongement j : P^C ̂  Pn€\ {p} donne par

est une equivalence d'homotopie.

Preuve - On definit p : PnC \ {p} H-> Pn~lC par

Alors hoj est 1'application identique de Pn 1C, alors que joh est homotope a 1'identite
de Pn€ grace a

Fin de lapreuve du theoreme - On pose U = PnC \ {p}, V = PnC \ E. Alors U n V
est diffeomorphe a IR2n \ {0}, et le lemme permet une demonstration par recurrence.
La propriete est vraie pour n = I d'apres ce qui precede, puisque Pl€ est diffeomorphe
a S2. Pour k < 2n, la suite exacte

donne

d'ou le resultat dans ce cas. Pour k — 2n, on ecrit la suite exacte

qui s'ecrit aussi

Remarque — Bien que nous n'en ayons pas eu besoin, il est peut-etre bon de preciser
comment la suite de Mayer-Vietoris se termine. ** En admettant le fait que si X est
une variete non compacte de dimension n, Hn(X) =0** (voir [Spivak]), les derniers
termes sont toujours

Signalons aussi que Hn(M) = 0 si M est connexe et non orientable (voir par exemple
[Berger-Gostiaux] ou [Spivak]). On peut traiter directement les cas de la bouteille de
Klein et des projectifs de dimension paire (voir 1'exercice 10).
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H. METHODES INTEGRALES

II serait possible de calculer la cohomologie des tores Tn par la methode precedente
(exercice 13). Nous allons proceder autrement, par une methode qui a son interet
propre, et utilise la structure de groupe de Lie du tore. Commengons par un cas
particulier important du theoreme 40 ci-dessus.

55. PROPOSITION - Soit M une variete compacte, X e F(TM) un champ de vecteurs
de Hot (pt. Alors pour toute forme a 6 Fk(M), les formes ̂ a et a sont cohomologues.

Preuve — II suffit d'utiliser 1'homotopie F(w,ra) = (f>tu(m}- Notons que d'apres la
demonstration de 39, une primitive explicite de (p*ta — a est donnee par

56. EXEMPLE — Soit M = Sn. Le lecteur verifiera, en utilisant les resultats classiques
sur la structure des matrices orthogonales (voir aussi IV, exercice 7), que tout
g e 5O(n+l) est de la forme expX, ou X e o(n+l). II en resulte que si a 6 Fk(Sn), les
formes g*a et a sont cohomologues. Notons aussi, pour mettre en lumiere 1'utilisation
du resultat ci-dessus, que cette propriete devient fausse si g e O(n + 1) : si a est
1'antipodie de S2p et si uj est une forme volume sur 52p, cr*w et u ne sont pas
cohomologues.
Venons en a Tn, c'est-a-dire, d'apres IV. D, au groupe de Lie compact connexe de
dimension n, qui est isomorphe a Mn/ZZn. Nous avons vu en VI. 7 que les formes
differentielles sur Tn s'identifient aux formes Sn-invariantes sur IRn, c'est-a-dire aux
formes du type

ou les fonctions fi^...ip
 sont periodiques de periode 1 par rapport aux x1. Un

cas important est celui ou les fonctions fi1i2...ip sont constantes. On notera encore
dxl1 A . . . dx*1' la p-forme obtenue sur Tn. C'est a peine un abus de notation : c'est
1'ecriture meme de cette forme dans les coordonnees locales associees au revetement
p : ]Rn i- .̂ IRn/ffin. Avec cette notation, une p—forme sur Tn s'ecrit encore

ou les fonctions fili2...i,, sont cette fois des fonctions (lisses) sur Tn. Si les ji^...ip

sont constantes, on dira que la forme est a coefficients constants. Notons que celles-
ci admettent une caracterisation intrinseque simple : ce sont les formes telles que
L*a = a pour toute translation Lu (le groupe etant commutatif, il n'y a pas lieu
de distinguer translations a droite et a gauche). C'est pourquoi nous designerons par
Qmv(Tn] 1'espace vectoriel des formes a coefficients constants. On a dimfifnv(Tn) = (n)
et dimQ inv(rn) = 2n.
En particulier, 0,fnv(T

n) est engendre par la forme volume u = dxl A . . ./\dxn. Notons
que
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57. DEFINITION — On appelle moyenne d'une p-forme

sur Tn la forme

II est clair que a est a coefficients constants. Cette propriete immediate peut se voir
du point de vue suivant. II peut paraitre inutilement complique, mais presente 1'interet
de s'appliquer a tous les groupes de Lie compacts (voir 1'exercice 17).
On part de la remarque banale suivante. Si / 6 C°(Tn), alors la moyenne de / vaut

Cela etant dit, on peut considerer les translatees L*ua de a comme une famille de formes
parametrees par u G Tn. On definit 1'integrale de cette famille par rapport a u comme
dans V. 33 et 34 en integrant les coefficients par rapport a la mesure dfj, definie par
du1 A ... Adun. Alors

La mesure d/j, est evidemment invariante par translation, done pour v 6 Tn on a

L'idee force, pour calculer la cohomologie des tores, est alors de remarquer qu'une forme
fermee est cohomologue non seulement a toutes ses translatees comme nous 1'avons vu,
mais encore a la moyenne de toutes ses translatees.

58. THEOREMS — L'application a —» a definit par passage au quotient un isomor-
phisme entre Hp(Tn) et Oinv(Tn). En particulier

La preuve repose sur la propriete cle suivante.

59. LEMME — Si a e Qp(Tn) est fermee, a eta sont cohomologues.

Preuve — Nous savons deja que L*ua et a sont cohomologues. Mieux, si u = expX,

Pour integrer par rapport a u une relation de ce type, il nous faut controler la
dependance de X par rapport a u. L'algebre de Lie de Tn est IRn avec le crochet
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nul, et expX = XmodZZn. L'application exponentielle est un diffeomorphisme de
] — i, i[n sur un ouvert U de Tn dont le complementaire est de mesure nulle. On note
exp"1 le diffeomorphisme reciproque, et pour u G U on pose

Alors la famille de formes (3(u), prolongee n'importe comment a tout Tn, est integrable,
et par integration sur Tn il vient

Fin de la preuve du theoreme - En integrant sur Tn 1'egalite L*uda = dL*ua, on
voit que

Ainsi, la moyenne d'une forme fermee est fermee, et la moyenne d'une forme exacte est
nulle, puisqu'elle est la differentielle d'une forme a coefficients constants. On en deduit
que Papplication a —* a passe au quotient en une application L : Hp(Tn] —> Qfnv(Tn).
Comme a = c5, L est surjective. D'autre part, le lemme nous dit que si a = 0, alors a
est cohomologue a 0, autrement dit que L est injective •
Cette methode s'applique aux spheres - ou elle n'apporte bien sur rien de nouveau -,
aux groupes de Lie compacts (voir les exercices 15 et 17), ** et plus generalement aux
espaces symetriques ** (voir par exemple [Greub-Halperin-Van Stone], tome 2).

60. REMARQUE — Contrairement a ce qui se passait avec les autres methodes, nous
avons obtenu un representant particulier de la forme a dans sa classe de cohomologie.
II en sera de meme plus generalement pour les groupes de Lie compacts, ou chaque
classe de cohomologie contient une unique forme differentielle bi-invariante.
** Le fait d'obtenir dans chaque classe de cohomologie un representant privilegie vient
de la geometric riemannienne. Une metrique riemannienne g sur une variete X peut
etre prolongee en un produit scalaire sur tous les fibres /\PT*X. Si X est compacte,
on en deduit une norme pre-hilbertienne sur QP(X), definie par

Le theoreme de Hodge-de Rham (voir [Booss-Bleecker]) assure alors 1'existence, dans
toute classe de cohomologie, d'une unique forme realisant le minimum de la norme.
Par exemple, si G est un groupe de Lie compact muni d'une metrique riemannienne
bi-invariante (il y a toujours de telles metriques d'apres un argument d'integration
analogue a celui de VI, ex. 9) les formes qui rninimisent la norme dans leur classe de
cohomologie sont precisement les formes bi-invariantes.**

K. COMMENTAIRES

Les seules varietes compactes pour lesquelles on a des resultats complets de classifica-
tion sont les varietes de dimension 1 et 2. Nous avons vu en III.35 que toute variete
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compacte connexe de dimension 1 est diffeomorphe a S1. En dimension 2, en utilisant
par exemple la theorie de Morse (cf. [Gramain] ou [Hirsch]), on demontre
a) que toute variete compacte connexe orientable est diffeomorphe a S'2 ou a une somme

connexe (cf. II, ex.28) de k tores;
b) que toute variete compacte connexe non orientable est diffeomorphe a la somme

connexe de k plans projectifs (le lecteur qui aura resolu 1'exercice 28 de II pourra
montrer que P2IR{jP2IR est diffeomorphe a la bouteille de Klein).

En particulier, toute variete compacte simplement connexe (cf. (fin de II.F)) de
dimension 2 est diffeomorphe a S2.
Les methodes de calcul d'espaces de cohomologie que nous avons vues permettent en
tous cas de voir que ces varietes sont deux a deux non diffeomorphes : on peut demontrer
a 1'aide d'une suite de Mayer-Vietoris convenable que

et

En dimension superieure, meme en se limitant aux varietes simplement connexes, la
situation est tres compliquee. Pour nous limiter a des cas ou la cohomologie de de
Rham donne des resultats facilement (c'est pourquoi nous ne parlerons pas du tout de
la dimension 3), notons que les varietes simplement connexes 54, S2 x S2 et P2C ne
sont pas diffeomorphes : les dimensions de leur deuxieme groupe de cohomologie sont
respectivement 0, 2 (voir 1'exercice 10 ci-dessous), et 1. Pour aller plus loin, on peut
remarquer que

a aussi une structure multiplicative, heritee de la multiplication des formes differen-
tielles : il suffit de remarquer que si a;, j3 et 7 sont trois formes homogenes fermees,
alors

Ainsi, le produit exterieur passe au quotient en une application bilineaire de

appellee le cup-produit.
Un exemple particulierement interessant est celui de la cohomologie de degre 2 en
dimension 4. En effet, si X est une variete compacte orientee, le cup-produit des classes
de degre 2 s'identifie a une forme bilineaire symetrique sur H2(X}. La signature de la
forme quadratique associee fournit ainsi un nouvel invariant differentiel, que 1'on appelle
bien sur la signature de la variete.
Mais on peut aller plus loin encore dans la realisation du vieux reve pythagoricien de
rendre compte des formes par des nombres entiers : ** on peut definir, par d'autres
methodes que celles utilisant les formes differentielles, une cohomologie a coefficients
entiers, et on obtient un invariant bien plus fin en considerant le cup-produit sur la
cohomologie entiere de degre 2 comme une forme quadratique a coefficients entiers. II a
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ete demontre en 1983 *qu'on ne pouvait pas obtenir ainsi n'importe quel type de forme
quadratique entiere (voir par exemple [Lawson]). La demonstration de ce resultat n'est
pas moins spectaculaire que son enonce. Elle consacre 1'irruption de methodes d'analyse
"dure" en topologie des varietes. Qu'en aurait pense Pythagore ? **

EXERCICES

* 1. Degre de 1'application q H-> qn de S3 dans S3

On utilise librement ce qu'on a deja vu sur les quaternions. On rappelle en
particulier que le produit scalaire est donne par

a) Montrer que si q est un quaternion pur de norme 1, q2 = —I. En deduire que si
q est un quaternion pur et n un entier, on a

b) Soit s un quaternion non nul. Montrer que pour n > 2 1'equation qn = s admet
n solutions distinctes si s n'est pas reel, et une infinite de solutions si s est reel.
Plus precisement, 1'ensemble des solutions est dans ce cas la reunion disjointe
de n sous-varietes diffeomorphes a S2 (si s est negatif), de {e} et de n — 1
sous-varietes diffeomorphes a S2 (si s est positif). Que se passe-t-il pour n = 2 ?

c) On se propose de montrer que tout point de S'3 different de ±e est une valeur
reguliere de Papplication / : q i—» qn de S3 dans elle-meme (on traitera d'abord
le cas des valeurs de la forme c 4- di, c,d reels).
cl) Calculer la differentielle de /.
c2) On se place en q = a + bi (a,b reels tous les deux non nuls). Alors
TqS

3 = JRiq (J) E, ou E est 1'espace vectoriel (reel) engendre par j et k. Montrer
que

(Remarquer que qx = xq si x € E). En deduire que tout quaternion de S3 de la
forme c + di (c, d reels, d ̂  0) est valeur reguliere de /.

d) En ecrivant q e S3 sous la forme ae + bs (a et b reels, et s etant un quaternion
pur de norme 1), montrer que TqS

3 admet une decomposition orthogonale de la
forme

ou q' commute avec q et uq = qu pour u G E. En deduire une generalisation
de c2), et conclure que tous les quaternions non reels de S3 sont des valeurs
regulieres de /.

e) Montrer que / est de degre n.

* Par S. Donaldson, a qui ce resultat a valu une raedaille Field.
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2. Polynomes quaternioniques
a) Imiter les constructions du cours, en identifiant H a IR et en associant a tout

polynome a coefficients dans IB une application lisse de 54 dans S"4.
b) Montrer que tout polynome non constant a coefficients dans H a un zero.

* 3. a) Soit / un diffeomorphisme de Kn, tel que /(O) = 0. Trouver une homotopie
H entre / et sa differentielle en 0, telle que les Ht soient encore des diffeomor-
phismes (une telle homotopie s'appelle une isotopie).

b) Montrer que tout diffeomorphisme de IRn conservant 1'orientation est isotope a
Pidentite.

c) Soit s une symetrie de 1'espace euclidien IRn par rapport a un hyperplan passant
par 1'origine. Montrer que le diffeomorphisme x i—» s( IT^TT) de IRn\{0} est isotope
a Pidentite.

** 4. Exemples d'enlacements
a) Utiliser 1'exercice precedent pour donner un sens a la notion d'enlacement de

courbes de S3.
b) Soit H la fibration de Hopf de S3 sur S2. Montrer que quels que soient a, b <E 52,

les courbes H~l(o) et H~l(b] sont enlacees, et que leur enlacement vaut 1.
c) On considere le ruban de Mobius a bord, image de [0,47r] x [0,3/4] par

1'application

Calculer 1'enlacement des courbes fermees obtenues en faisant r — 1/4 et
r = 3/4.

* 5. Existence d^applications de Sn dans Sn de tout degre
a) Soit / une application strictement croissante et C°° de [0,1[ sur [a,+oo[, ou

a > 0. Montrer que Papplication

defmit un diffeomorphisme lisse de la boule ouverte 5(0,1) sur Hn.
b) Avec un choix convenable de /, et en utilisant une projection stereographique,

montrer qu'il existe une application lisse g de IR dans Sn telle que
i) g soit un diffeomorphisme de .6(0,1) sur Sn \ {p};
ii) g(x) — p si \\x\\ > 1 (p est un point de la sphere donne une fois pour toutes).

c) Soit X une variete de dimension n. Montrer que pour tout m E X il existe un
ouvert U contenant m et une application lisse h de X dans Sn tels que
i) h est un diffeomorphisme de U sur Sn \ {p};
ii) h(x) = p si x e X \ U.

d) Deduire de c) que si X est compacte connexe et orientee, il existe des applications
lisses de X dans Sn de tout degre.

6. Soit G un groupe de Lie compact et connexe, et fk Papplication x i—> xk de G
dans G.

a) Pour tout g G G, on pose
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Montrer que Tgfk et Te(pg^ ont meme rang, et que

** b) Montrer qu'en tout point regulier Tgfk conserve 1'or lent at ion. En deduire que
fk est surjective.

c) Montrer que pour G = SO(2n) ou SO(2n + 1), le degre de / est egal a kn.

* 7. Montrer que toute application de Sn dans Sn de degre different de (—l)n+1 a
un point fixe.

* 8. Theoreme d'Ampere
Soient C et C' deux courbes fermees simples disjointes d'un espace euclidien
oriente E de dimension 3, donnees par des parametrisations par longueur d'arc
/ : IR/LZZ —> E et g : R/I//Z —» E. Si C est parcourue par un champ
magnetique d'intensite i, le champ magnetique correspondant est donne par

ou A designe le produit vectoriel.
a) Montrer que

b) En deduire que

9. Recapituler les differentes demonstrations du fait que H1(Sl) ~ 1R.

10. Cohomologie d'un quotient fini
Soient F un groupe fini operant librement sur une variete X,Y = X/T la variete
quotient, et p : X —> Y le revetement correspondant.

a) Montrer que

est injective.
b) Montrer que 1'image par hk(p) de Hk(Y) dans H k ( X ) est formee des classes de

cohomologie 7-invariantes pour tout 7 € F.
c) Application : calculer la cohomologie des projectifs reels, de la bouteille de Klein

(definie dans 1'exercice 3 de VI).

11. Cohomologie d'un produit
a) Soient X et Y deux varietes compactes connexes orientables de dimensions

respectives p et q. Montrer que les groupes HP(X x Y} et Hq(X x Y) sont
non nuls.

b) ** Plus generalement, la "formule de Kunneth" assure que

Verifier cette formule dans le cas d'un produit de spheres.
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* 12. Montrer que toute application lisse de Sn dans Tn (pour n > 1!) est de degre
mil. Essayer de generalise! cet enonce en changeant soit la variete source, soit
la variete but.

13. Calculer la cohomologie de T2, puis de Tn en utilisant une suite de Mayer-
Vietoris convenable.

* 14. Invariant de Hopf
a) Soit / une application lisse de S3 dans S2, et a € £12(S2}. Montrer que la forme

f*a est exacte.
b) On suppose S2 et S3 munies d'orientations donnees une fois pour toutes. Soit

a € Q2(S2), et soit (3 une primitive de f*a. Montrer que 1'integrale

ne depend pas du choix de (3.
c) Montrer que cette integrale est nulle si a est exacte.
d) Soit a € £12(S2} telle que fg2 a = I . Montrer que

ne depend pas non plus du choix de a satisfaisant a cette condition,
e) Ce qui precede montre que cette integrale ne depend que de /. On la note #(/),

et on 1'appelle 1'invariant de Hopf de f . Si </? est une application lisse de S3 dans
53, montrer que

f) Si g est une application lisse de S2 dans S2, montrer que

g) Montrer que H(f) = 0 si / n'est pas surjective. Calculer H(f] quand / est la
fibration de Hopf.
Montrer que H ( f i ) = H(fz} si f\ et /2 sont homotopes, et en deduire que la
fibration de Hopf n'est pas homotope a une application constante.

* 15. Formes invariantes et cohomologie
a) Montrer, en imitant la methode du paragraphe C, que toute forme fermee sur

Sn est cohomologue a une forme SO(n + l)-invariante.
b) Montrer que si 0 < k < n, toute forme o: e ilfc(5n) invariante par SO(n+ 1) est

nulle. En deduire une autre methode de calcul des espaces de cohomologie des
spheres.

16. Le projectif quaternionien
a) En reprenant les constructions de II.D, definir 1'espace projectif Pn3H comme

un quotient convenable de Hn+1 \ {0}, et le munir d'une structure de variete
lisse. Attention : il y a deux fagons de proceder, avec la multiplication a droite
et la multiplication a gauche, mais elles donnent des varietes diffeomorphes.

b) Montrer de meme 1'existence d'une fibration
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dont les fibres sont diffeomorphes a S3, et en deduire que P11B. est diffeomorphe
aS4.

c) En reprenant les arguments de 53, montrer que la cohomologie de PnH est nulle
en degre non multiple de 4, et que #4fc(Pn]H) ~ IR pour 0 < k < n.

17. Formes bi-invariantes sur un groupe de Lie
a) Soit G un groupe de Lie. On designe J 1'application x —> x~l. Quelle est la

differentielle de J en 1'element neutre ?
b) Une forme differentielle a sur G est dite bi-invariante si

quel que soit g G G.
Montrer que si a est bi-invariante, il en est de meme de da et Z*o;.

c) Montrer que si a est bi-invariante, ou meme seulement invariante a gauche ou
a droite, et si ae — 0, alors a = 0.

d) Montrer que pour toute forme a € fi fc(G), on a

En deduire que si a. est bi-invariante et d'ordre k. on a

En deduire que toute forme bi-invariante sur un groupe de Lie est fermee.
e) En utilisant les techniques de C, montrer que pour un groupe de Lie compact

connexe G,

oil Ton a designe par ti?nv(G} 1'espace vectoriel des formes bi-invariantes de
degre p (on utilisera le fait que pour un groupe de Lie compact 1'exponentielle
est surjective).
Montrer que Ton a un isomorphisme d'algebres entre Oinv(G) et Palgebre
Invc A ̂ * des formes alternees sur 0 qui sont Ad(g)-invariantes.

f) Exemple : on prend G = SO(n). Montrer que

est une forme trilineaire alternee sur so(n), Ad(G)-invariante, et non triviale si
n > 3. En deduire que H3(SO(n)) ^ 0 pour n > 3.

* 18. Cohomologie du tore a deux trous
a) Montrer que la somme connexe de deux varietes orientables est orientable.
b) A 1'aide d'une suite de Mayer-Vietoris convenable, montrer que
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* 19. Theoreme de Moser
Solent UJQ et ui deux formes volume sur une variete compacte M de dimension
n, telles que fM^o = /jvf^1' Nous aliens montrer qu'il existe un diffeomor-
phisme 0 de M tel que 0*wi = CJQ. Cela resultera de 1'existence d'une famille de
diffeomorphismes 1 1 — > < / > t ( 0 < t < l ) telle que <po — Id et

Pour montrer 1'existence d'une telle famille, on utilise la methode du chemin
(comparer a 3.54.)

a) Montrer que ut est une forme volume pour tout t € [0,1].
b) En deduire que si a € Q,n~l(M) il existe un unique champ de vecteurs dependant

du temps Xt tel que ixt^t — &•
c) Montrer, en utilisant 5.36 bis, qu'il existe un champ de vecteurs dependant du

temps Xt qui engendre une famille de diffeomorphismes </>$ ayant les proprietes
voulues.
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CHAPITREI
2. Laplacien et isometries
b) En testant la propriete sur les fonctions f(x} = xkxl, on voit que A doit etre

orthogonale. Un calcul direct montre alors que cette condition est suffisante.
c) Notons que

ou Ton a designe par Tk la fc-ieme composante de T. En testant la propriete
sur les formes lineaires et sur les fonctions xkxl, on verifie que la jacobienne
de T en chaque point est une matrice orthogonale.
II en resulte que T conserve les longueurs des courbes, et par suite la distance
euclidienne. C'est done une isometrie affine.

3. On trouve

7. a) On obtient encore une courbe fermee simple.
b) On obtient une courbe avec un point double.
c) II y a un rebroussement a 1'origine.

* 8. Decomposition de Cartan du groupe lineaire
a) Si (ei)i<i<n est une base orthonormee de vecteurs propres de 5, les valeurs

propres associees, egales aux (S(ei),ei) sont strictement positives. II en resulte
que

b) L'unicite de T vient de ce que si 5 = T2, alors S et T commutent. Notant
Sym+(n) 1'ouvert de Sym(n) forme par les endomorphismes symetriques
strictement positifs, on verifie que Papplication 5 i—> 52 est une bijection de
Sym(n) dont la differentielle est inversible : si S € Sym+(n)) et si ST+TS = 0,
on voit que T = 0 en prenant une base qui diagonalise S.

* 9. La differentielle de fs en surjective en A = I. II suffit done d'appliquer I. 24.
Autrement dit, si T est suffisamment proche de S, la forme quadratique QT est
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equivalente a q$ modulo un changement de base qui depend differentiablement
deT.
On peut montrer elementairement qu'une forme quadratique associee a une
matrice T assez proche de S, cette derniere etant supposee non degeneree, a la
meme signature que celle qui est associee a S. Elle lui est equivalente d'apres
la loi d'inertie de Sylvester (cf. [Berger], ch. 13). Mais le calcul differentiel a
permis de preciser notablement ce resultat. Sous cette forme, il joue cle dans
la preuve du lemme de Morse.

* 10. Theorems du rang constant
Voir [Demazure], ch. IV.

* 11. Lemme de Morse
La premiere partie est elementaire. En utilisant 1'application g de 1'exercice 9,
on voit que

done que

La differentielle de u en 0 est 1'application identique, et le theoreme d'inversion
locale s'applique. Si y H-» v(y] est 1'inverse locale de w, on a

13. On trouve
(x2 + y2 + z2 + a2- r2}2 - 4a2(x2 + y2} = 0 ;

une parametrisation commode est donnee par

15. On verifie que la differentielle de 1'application

au point (x, v) est surjective des que dfx 1'est.

16. L'ensemble de ces droites est la surface d'equation

appelee helicoide. ** Son interet, entre autres, est d'etre la seule surface
minima reglee de IR3 (voir par exemple [Spivak], tome 3).**

* 18. Appelons C cette intersection. En regardant le rang de la matrice

on voit que C \ (1,0,0) est une sous-variete de dimension 1. Si C elle-meme
etait une sous-variete de dimension 1, la tangente en (1,0,0) serait parallele
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au plan x — 0, et done la projection de C sur ce plan au parallelement a la
droite y — z = Q serait une sous-variete au voisinage de (0,0). L'equation de
cette projection, obtenue en eliminant x, s'ecrit

Ce n'est pas une sous-variete, puisque les vecteurs tangents en 0 sont multiples
de (1,1) et (1,-1).

19. Groups pseudo-orthogonal
Soit Jp,q la matrice

La condition de 1'enonce est equivalente a

et 1'on precede comme dans le cas du groupe orthogonal, en utilisant 1'appli-
cation A i — » i A J p j q A , de Mn(IR) dans Sym(n).

* 22. Position d'une hypersurface par rapport a un plan tangent
b) II suffit d'appliquer la formule de Taylor.
c) D'apres 1'exercice 11, il existe des fonctions lisses c/?1, . . . , cpn, dont les

differentielles en 0 sont independantes, definies sur un voisinage de 0 et telles
que pour x dans ce voisinage

On voit aussi que Pinter section 6" D ToS avec un voisinage de 0 convenable
s'envoie par un diffeomorphisme sur un ouvert du cone n — 1 dimensionnel
d'equation

CHAPITREII
2. Si a a pour coordonnees (XQ, ?/o)> et d pour equation ux+vy+w = 0, rappelons

que

II suffit alors d'utiliser les cartes de II. 7.

4. a) On precede comme dans I. 29 en montrant que 1'application A H-> iAA. de
Mn(C) dans 1'ensemble des matrices hermitiennes est une submersion pour
les A tels que tAA = I. Attention : 1'ensemble des matrices hermitiennes
d'ordre n est un espace vectoriel reel de dimension n2.
L'application exponentielle donne, en imitant I. 43, une parametrisation
definie sur un voisinage de 0 dans 1'espace vectoriel des matrices antiher-
mitiennes, lui aussi de dimension n2.
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b) On utilise par exemple Papplication

apres avoir note qu'une matrice unitaire a un determinant de module 1.
c) Un calcul direct montre que les matrices speciales unitaires d'ordre 2 s'ecrivent

ou bien entendu |a|2 + \b\2 = 1.

5. On peut soit utiliser directement II. 28, soit conjuguer par la projection
stereographique IN 1'homographie t \—> ^fij. On trouve 1'application de S1

dans 51 definie par

II est bien clair qu'il est preferable dans ce cas (et plus naturel!) de considerer
Sl comme la droite projective.

6. Quadriques projectives
b) Pour une base convenable de IR4, la quadrique Q est 1'ensemble des points

dont les coordonnees homogenes verifient

La derniere coordonnee homogene d'un point de Q est done non nulle, et 1'on
conclut en envoyant Q dans IR3 avec la carte

c) L'equation de Q en coordonnees homogenes peut se mettre sous la forme

x2 + y1 - z2 - t2 = 0, mais aussi XY - ZT = 0.

Notant que ^ = y et ^ = ^, on definit alors une application lisse
/ = (/i, h) de Q dans PXIR x P1^ en posant

et

d) Si la forme quadratique est de type (r, s) (avec rs ^ 0 si 1'on veut que Q soit
non vide), on verifie que Q est diffeomorphe au quotient de Sr~l x 5s"1 par
la "double antipodie" (x,?/) i—> (—x,—y).
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* 8. Pour plonger T3 dans IR4, 1'idee est "d'epaissir" le plongement standard
(9,(p] ^ (eie,ei(f>] de T2 dans C2 ~ IR4. On prend par exemple

Le produit par lui-meme du plongement standard donne un plongement
S2 x S2 dans IR6, dont 1'image est incluse dans une sphere 55. II suffit alors
de faire une projection stereographique convenable.

11. b) Soit X 1'hyperbole d'equation xy = 1 dans IR2, et / la restriction a X de la
premiere projection. C'est une submersion (et meme un diffeomorphisme
local) en tout point qui n'est pas surjective.

c) II suffit de remarquer que la fibration de Hopf est trivialisable au-dessus de
S"2 privee d'un point.

13. Surface de Veronese
d) On remarque que V(P2IR) est inclu dans une sphere 54, et on fait une

projection stereographique par rapport a un point qui n'est pas dans 1'image.
L'explication de cette formule apparemment parachutee est la suivante. On
associe a toute droite v Poperateur pv de projection orthogonale sur v. Dans
une base orthonormee ou un vecteur unitaire porte par v a pour coordonnees
(x, y, z), la matrice de pv est

On peut de la meme fagon associer a un fc-plan P de IRn muni de sa structure
euclidienne Poperateur de projection orthogonale sur P, obtenant ainsi un
plongement de la grassmannienne Gk,n des /c-plans de Mn dans un espace
euclidien.

14. b) Tout vecteur unitaire v peut etre complete en une base orthonormee
dependant differentiablement de v, pourvu que v soit non colineaire a un
vecteur donne VQ. Cela vient du precede d'orthonormalisation de Schmidt.

16. Compactification conforme de IRn, groupe de Mobius.
Les transformations respectivement associees a Pisometrie x i—> Ax, Pho-
mothetie x \-+ \x et la translation x i—> x + a sont les applications projectives
definies par les matrices

De meme, on associe a Pinversion x i—> T^ Papplication projective definie par
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* 17. Eclatement
c) Le diffeomorphisme reciproque est donne par r ( x , y ] = ([#,?/], ( x , y ) ) .
d) II suffit d'appliquer a c le lemme de Hadamard.
e) On obtient un diffeomorphisme de M sur E en procedant par exemple comme

suit : a une droite d de IR on associe la droite orthogonale qui passe
par 1'origine, et 1'intersection de cette derniere avec d. Explicitement, cette
application est donnee par

f) L'application (p est necessairement donnee par

II faut montrer que cette application est lisse. Designons par f et g les
coordonnees de c/?, et partons par exemple de la parametrisation

Pour x 7^ 0, on a

D'apres le lemme de Hadamard, il existe des fonctions lisses /i, /2, g\, g?,
egales en 0 aux derivees partielles de / et g, telle que

Alors

Mais d'apres 1'hypothese faite sur </?,

est non nul quel que soit t si x est assez proche de 0. La suite est laissee au
lecteur.

18. Dans 1'exercice 5, F = Gl(n + 1,H) et F0 = IR*/. L'action naturelle de
SO(n + 1) sur X = PnIR est effective si et seulement si n est pair.

20. L'application z H-> zn passe au quotient et donne une application continue
et bijective de C/T dans C; la bijection reciproque, elle aussi continue est
1'application qui a z associe 1'une quelconque de ses racines n-iemes, identifiees
modulo F. Cela permet de transporter a C/F la structure differentielle de C.
L'application de passage au quotient est alors lisse, mais sa differentielle en 0
est nulle.
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22. Espaces lenticulaires
a) Cela vient du fait que 1 est valeur propre de toute matrice A £ SO (In +1).
b) Plus generalement, on peut considerer Faction de TLjpTL sur 53 donnee par

ou r est un entier premier avec p. Notons Lr^p la variete ainsi obtenue.
On demontre, et c'est un resultat difficile, que £1,5 et £2,5 ne sont pas
homeomorphes. Pour plus de details sur ces varietes, qui ont des proprietes
topologiques subtiles, voir J.A. Wolf, Spaces of Constant Curvature, Publish
or Perish, et J. Milnor, Whitehead torsion, Bull. Amer. Math. Soc. 72 (1966),
351-326.

* 24. a) II est clair que g(X) est ouvert (car g est un diffeomorphisme local) et
ferme (c'est une partie compacte de Y), ce qui montre que g est surjective.
A partir de la, il suffit d'utiliser II. 21.

* b) Par exemple on restreint le revetement du projectif par la sphere a la sphere
privee d'un point.

25. S1 prive d'un ensemble fini n'est pas connexe, des qu'il y a plus de deux
points!

26. Non. On peut par exemple restreindre ipi x ipj a un ouvert de Ui x Vj qui n'est
pas un produit d'ouverts.

* 28. Somme connexe
b) Nous avons ete tres discrets sur la question de 1'unicite de la somme connexe.

La seule reference que nous connaissons pour cette question un peu subtile
est une serie d'exercices de [Dieudonne 1] (XVI. 26, problemes 12 a 15).

** d) II suffit de remarquer que IR2{|P2IR est diffeomorphe a P2IR prive d'un point
et d'utiliser 1'exercice 17 (question e)).

CHAPITREIII
1. Le theoreme de Stone-Weierstrass s'applique car d'apres 5 1'algebre des

fonctions lisses separe les points.

3. On raisonne par 1'absurde en utilisant la formule de Taylor.

4. Soit / une fonction continue positive ou nulle dans un voisinage de 0 et nulle
en zero, et soit g = v7- Alors

dont 6f = 0. On en deduit par linearite que 6 s'annule pour tous les germes
nuls en zero (en ecrivant / = sup(/, 0) +inf(/, 0)), puis pour tous les germes.

5. Soit / la fonction d'une variable reelle definie par f ( x ) = exp(—1/rc) si x > 0
et f ( x ) — 0 si x < 0, et soit g la fonction x H-» / (—x). Alors / et g sont
lisses, ont des germes non nuls en 0 alors que fg = 0. Par centre, 1'anneau
des germes de fonctions analytiques est un sous-anneau de 1'anneau IR[[X]]
des series formelles, qui est integre.
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7. a) II suffit, comme dans II. 11, de lire iN
l ohtoiN dans la carte (S2 \ S, is]

II vient

* d) II suffit de partir d'un groupe a un parametre de translations.
Remarque. Verifier sur ces exemples le theoreme de Poincare-Hopf (cf.
VII.22) est facile, mais instructif.

* 8. On part du fait, evident mais fondamental, qu'un champ de vecteurs est
invariant par son propre flot. Si [X, Y] = 0, d'apres 47

Mais on a aussi

et

Done (ps*Y = Y quel que soit s. Mais le flot de (ps*Y est ipsoi^to (p_s d'apres
45. Dans 1'autre sens, c'est elementaire.

9. II suffit de faire la preuve pour les ouverts de IRn. En prenant pour Y les
champs c^, on voit que les coefficients de X sont (localement) constants. On
prend alors pour champs test les champs xtd{.

* 12. Exemples de varietes parallelisables
a) On utilise 1'exercice 10 en remarquant qu'il y a plus d'une fagon de voir la

sphere unite de IR comme

** b) Soit T le champ z i—> iz sur S1 vu comme 1'ensemble des complexes z de
module 1. D'autre part, sur Sn plongee de fagon standard dans IRn+1, on
introduit les (n+1) champs X1 dont la valeur en x est la projection orthogonale
sur TxS

n du i-ieme vecteur de base e^. Explicitement,

On introduit les n + 1 champs de vecteurs sur S1 x Sn definis par

et on verifie que leurs valeurs en tout point (z, x) de S1 x Sn sont des vecteurs
independants.

* 15. Transitivite du groupe des diffeomorphismes
a) II suffit d'utiliser le flot d'un champ de vecteurs de la forme f ( b — a), ou / est

une fonction plateau a support contenu dans JB(0, r') et valant 1 sur 5(0, r)
(r < r' bien sur!).
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c) Bisons que deux points de M sont equivalents s'ils se correspondent par un
diffeomorphisme. On obtient une relation d'equivalence dont les classes sont
ouvertes d'apres b).

d) Un argument analogue a celui de a) permet de raisonner par recurrence sur
k. Noter que le resultat est grossierement faux en dimension 1, des que k > 3.

* 16. Theoreme de redressement d'un champ de vecteurs
a) La matrice jacobienne de F en 0 est

b) On a

et on applique 45.

20. Fibre normal
c) Soient /i,... fp les composantes scalaires de /. II resulte de 1'hypothese que

les differentielles dfi sont lineairement independantes en tout point. Le fibre
normal admet done p sections NI,. .. Np partout lineairement independantes,
donnees par

* 21. Fibre tautologique
a) Au dessus de 1'ouvert Ui — {[x] e PnIR, Xj ^ 0}, on prend la trivialisation

b) Voir la question e) de 1'exercice 17 du chapitre II.
** c) Le fibre vectoriel 7n est de rang 1. II est done trivialisable si et seulement si il

admet une section partout non nulle. On peut alors supposer cette section de
norme 1 partout (pour la norme sur les fibres induite par la norme euclidienne
de Hn+1). On obtient alors une inverse a droite s de la projection canonique
p : Sn i—> PnIR. Cela est impossible : 1'application s serait surjective car elle est
ouverte et Sn est compacte. On en deduirait que p est injective, contradiction.

* 22. Quelques constructions de fibres vectoriels
Voir par exemple [Hirsch], chapitre 4. En fait toute construction "fonctorielle"
sur les espaces vectoriels (dual, produit tensoriel, etc...) a un sens sur les fibres
vectoriels.

** 23. Fibre tangent a PnIR
b) A la classe d'equivalence de ( x , v ) on associe 1'application lineaire de (7n)[zi

dans (7^)[x] qui a Ax associe Xv. On obtient ainsi un morphisme de fibres
vectoriels de TPnIR dans Hom(7n, 7^) qui est injectif sur les fibres. C'est un
isomorphisme puisque les deux fibres ont meme rang.
On peut aussi montrer que la somme de Whitney de TPnIR et du fibre trivial
de rang 1 est isomorphe a la somme de Whitney de n + 1 exemplaires de jn
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(voir [Milnor-Stasheff], Characteristic classes, p. 45), ce qui, sans etre vraiment
difficile, demande un peu plus d'agilite dans le maniement des fibres vectoriels.

* 24. Voisinage tubulaire d'une sous-variete
Voir [Berger-Gostiaux], 2.7, ou [Hirsch], 4.5.

CHAPITREIV
3. Le groupe multiplicatif des quaternions
b) On imite les demonstrations de I. E..
d) II suffit de reprendre la presentation de 1'exercice 2. a). Notons au passage

que 1'algebre de Lie du groupe des quaternions de norme 1 est formee des
quaternions purs.

4. Soit p : G —» H un morphisme etale. D'apres le theoreme d'inversion locale, il
existe un ouvert U de G contenant 1'element neutre tel que U n Kerp = {e},
done Kerp est un sous-groupe discret de G. On voit alors facilement que p
donne par passage au quotient un isomorphisme de groupes de Lie de G/ Ker p
sur H.

* 5. Quaternions et rotations.
1) a) On remarque que

D'autre part,

b) D'apres a), det (p(s)) = ±1. Mais comme s parcourt un espace connexe,
les valeurs prises par le determinant forment une partie connexe de IR.
c) L'application lineaire tangente a p en e associe au quaternion pur a
1'application lineaire Tep(a] definie par

II en resulte que Tep est injective d'apres d) de 1'exercice 2.
d) L'image de p est ouverte et fermee. Le fait que Ker(p) = ±e resulte encore
de 1'exercice 2.
e) Ecrivons s = 9£(s) + a, ou a est pur. Alors p(s) • a = a.

2) Cela vient de la transitivite de 1'action de SO(3) sur la sphere unite et de la
surjectivite de p.

3) Le quaternion s = a + /3t est done conjugue dans H a a + i/3. Pour calculer
Tangle on peut done se ramener a ce dernier cas. L'axe de la rotation p(s) est
alors porte par i. Pour trouver Tangle, il suffit de calculer le transforme d'un
vecteur orthogonal a i, par exemple j. On obtient

Si 1'axe de la rotation est oriente par i, Tangle 6 verifie done les relations
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7. c) L'image de 1'exponentielle de ©1(2, IR) est 1'ensemble des matrices de
57(2, IR) dont les valeurs propres sont positives.

8. Soit h un tel morphisme. Alors u i—» h(elu] est un morphisme de IR dans S1,
qui doit etre de la forme u \—>• exau d'apres 26. Comme ce morphisme doit etre
periodique de periode 2?r, a est entier.

9. b), c) Les arguments sont essentiellement les memes que ceux de 1'exercice 5.
* d) Regarder dans 1'exercice cite ce qui se passe en dimension 1.

* 11. Deux si inf(p, q) > 2, quatre sinon.

13. a) II suffit une fois de plus de remarquer que

On verifie alors que U(n+l) et SU(n+l) operent transitivement sur 52n+1,
le stabilisateur de (1,0, • • • , 0) etant forme des matrices

ou A appartient a U(n) ou SU(n] suivant les cas.
** Remarque. De meme, le groupe

opere transitivement sur

et Ton a un dirfeomorphisme

c) Le plongement analogue de U(ri) dans SU(n + 1) est donne par

* 14. Orbites de 1'action d'un groupe compact
Dans le cas de PnIR, les orbites de G ~ O(n) autres que 1'orbite formee par le
point fixe sont diffeomorphes a 5'n~1, a 1'exception de 1'une d'entre elles qui
est diffeomorphe a P"""1 .̂.
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Dans le cas de PnC, les orbites de G ~ U(n) autres que 1'orbite formee par le
point fixe sont diffeomorphes a 6'2n~1, a 1'exception de 1'ime d'entre elles qui
est diffeomorphe a Pn~1C.
La structure des orbites d'un groupe de Lie compact agissant differentiable-
ment sur une variete est bien comprise. Voir par exemple [Audin].

* 16. Variete des matrices de rang donne
Les matrices M et PMQ~l ont meme rang. Inversement, si M est de rang
r, il existe des matrices P et Q appartenant respectivement a Gl(p,HR.) et
Gl(q, IR) respectivement telles que

Les orbites de 1'action de Gl(p,IR) x G/(g, IR) sur MP)(?(IR) sont les matrices
de rang r (0 < r < inf(p, q)}. On en deduit (comparer a 61) que 1'ensemble
des matrices (p, q) de rang r est un espace homogene de dimension r(p + q — r).

* 17. ** La representation adjointe est une fonction analytique sur G a valeur
dans Gl(dim<&, C). Elle est done constante d'apres le principe du maximum,
puisque G est compact et connexe.**

CHAPITRE v

* 2. a) Si u ^ 0, il existe des vecteurs x et y, forcement independants, tels que
uj(x,y} ^ 0, d'ou deux vecteurs independants a et b tels que a;(a, b) — 1.
Les noyaux des formes lineaires x i-> u(a,x} et x H-> u(b,y} sont deux
hyperplans distincts, leur intersection est done de codimension 2, et fourni
un sous-espace E' tel qu'on le cherchait. Cela permet de proceder par
recurrence sur la dimension de E.

b) D'apres la definition du produit exterieur, F contient (CiKeicO\<i<2p. Pour
verifier 1'inclusion opposee, on introduit la base (ei)i<^<n dont (9l}i<i<n est
la base duale, et on remarque que

c) Soit (o!*)i<t<2p une famille de 1p formes lineraires sur un espace vectoriel. En
remarquant que les formes multilineaires alternees de degre pair engendrent
une sous-algebre commutative de /\ E*, on demontre par recurrence sur k que

d) Soit
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Les matrices des endormorphismes de IR2n laissant a; invariantes sont ca-
racterisees par la relation

A partir de la, pour montrer que Sp(n, IR) est un groupe de Lie, on precede
comme pour le groupe orthogonal, a cela pres que 1'application M i—> tMJnM
envoie MnIR dans les matrices antisymetriques. L'algebre de Lie de Sp(n, IR)
est formee des matrices telles que

c'est-a-dire des matrices blocs

* 3. Une application de 1'algebre exterieure aux groupes de Lie
a) et b) A g € G7(4,IR), on associe 1'application p(g] de E dans E definie par

si a et (3 sont des formes lineaires. Les calculs de la fin de A montrent que p
est un morphisme de groupes, et envoie 57(4, IR) dans 0(3, 3). On verifie que
la differentielle de p en 1'element neutre est injective. Elle est alors surjective
pour des raisons de dimension. Alors Im(p) est un sous-groupe ouvert (et
done ferme) de O(3,3) qui est connexe en tant qu'image par une application
continue d'un ensemble connexe. C'est done la composante neutre de 0(3,3).

* 6. Formes invariantes par un groupe
a) On utilise le fait que

ou X est le champ radial.

Pour voir que Q est la seule forme de degre n qui soit invariante par
Sl(n + 1,IR), on remarque d'abord que, Sl(n + 1,IR) operant transitivement
sur Mn+1 \ {0}, une telle forme est determinee sur Mn+1 \ {0} par sa valeur
en CQ — (1 ,0 , . . . , 0) par exemple. On est ramene a montrer que e1* A ... A en*
est la seule forme n-lineaire alternee (a un facteur pres) qui soit invariante
par le sous-groupe de Sl(n + 1,IR) qui fixe e$ (on a designe par (el*)o<i<n la
base duale de la base canonique de IRn+1).

b) S'inspirer de 12, c4 plus bas.

7. La primitive ainsi obtenue de

est



278 INTRODUCTION AUX VARIETES DIFFERENTIELLES

8. Formes invariantes sur un groupe de Lie
b) II suffit de calculer duj(V0,..., Vp) pour des champs invariants a gauche en

appliquant 29.
c) On a dX~V = -X~ldXX~l (comparer a 1.6). Si Q = X~ldX, on a

ou la matrice Q A fi est definie par

Si U et V sont deux champs invariants a gauche, on en deduit que

On retrouve 1'expression du crochet en evaluant les deux membres a 1'element
neutre.

d) On restreint a G les matrices X~ldX et (dX}X~l. L'espace vectoriel des
formes de degre 1 invariantes a gauche de degre 1 est engendre par a"1 da et
a~ldb, celui des formes invariantes a droite par a~lda et —a~lbda + db. Les
formes de degre 2 invariantes a gauche (resp. a droite) sont proportionnelles
a a~2db/\da (resp. a a~1db/\da). L'exemple le plus simple qui soit de groupe
non commutatif met done b) en defaut.

9. Produit interieur et derivee de Lie
On remarque que Poperateur lineaire Q = LX ° iy — iy ° LX diminue de 1 le
degre d'une forme homogene, et que, si a est homogene de degre p, on a

A partir de la, on imite la preuve de la formule de Cartan.
NB. Un peu de terminologie pour exprimer cette propriete : d est une
antiderivation de degre 1, ix et Q sont des antiderivations de degre — 1.

12. Formes invariantes par rotation
a) Posons r = \/x2 + y2. On a a = d(r2/2), d'ou Pinvariance de a par Paction

de 5O(2), puisque la differentielle commute avec Pimage reciproque. D'autre
part, /3 = ix^, ou X est le champ radial, defini par Xp = p si p € 1R2, et
(jj — dx A dy. Pour g G SO(2) on a

puisque g est lineaire

puisque det(g) = 1

b) Si une forme 7 € O1(IR ) est 5O(2)-invariante, elle est determined des que
Pon connait les formes lineaires jp quand p parcourt une demi-droite.
Designons par RQ la rotation d'angle 0. Si v = (^1,^2) est un vecteur de IR2,
a priori

ou a et & sont des fonctions lisses sur IR"
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Alois

Autrement dit,

soit

Si maintenant 7 est definie sur tout IR2, on a

ou a et b sont des fonctions lisses et impaires sur IR. D'apres le lemme de
Hadamard, on a a(r) = ra\(r} et b(r) = r&i(r), ou ai et 61 sont lisses, et
paires de surcroit. En appliquant la formule de Taylor, on voit que si / est
une fonction paire de classe Ck (1 < k < oo) sur IR, alors t >-*• f(Vi) est aussi
Ck sur [0, oo[. *En reprenant le raisonnement precedent, on voir qu'une forme
S'O(2)-invariante sur IR2 se met sous la forme

ou / et g sont des fonctions lisses sur [0, oo[.
cl) a deja ete traite en a) (peut importe la dimension ici), c2) est classique, et

c3) est une consequence de la decomposition

c4) Pour p e S2, on definit sp e 5O(3) par

Alors, si 7 G £ll(S2) est S'O(3)-invariante, on a

d'ou 7 = 0.
d) Grace a une generalisation de c4) que nous laissons au lecteur, le meme

resultat est vrai pour les 1-formes 5O(n)-invariantes sur IRn \ {0}. Si 1 <
k < n — 1, on peut demontrer suivant les memes idees qu'il n'y a pas de
formes 50(n)-invariantes sur Kn \ {0} de degre k autre que 0. Si w designe le
produit des dxl, on voit que les n-formes S'O(n)-invariantes sont de la forme
f(r)ijj, et les n — 1-formes 5"O(n)-invariantes de la forme f(r)ixu-

* Une fonction g est dite de classe Cl sur [0, oo[ si elle est continument derivable sur ]0, oo[,
derivable a droite en 0 et si limt_>o g'(t) = 9d(ty- Notant g' la fonction sur [0, oo[ ainsi obtenue,
on dira que g est Ck sur [0, oo[ si g' est Ck~l, etc.
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13. On trouve

* 14. Theoreme de Darboux
Voir [Arnold 1], chapitre 8,§ 43.

* 17. Le theoreme de Darboux par la methode du chemin
a) Voir 1'exercice 2.
b) On ecrit ujt = Co + t(u — a)), et on remarque que les coefficients de (a; — a))

peuvent etre rendus arbitrairement petits par un choix convenable de r. Alors

ou la fonction / est majoree en valeur absolue par nle.
c) Soit X(t) le generateur infinitesimal de (pt- D'apres 36 bis,

Par ailleurs, d'apres le lemme de Poincare, il existe sur B(a,r) une forme a
de degre 1 telle que da = u — a). Pour s'assurer de ce que Jj<£t^ = 0, il suffit
de choisir X(t) tel que

La forme ujt etant partout de rang n, on voit d'apres 1'exercice 2 que cette
condition determine un unique champ de vecteurs X(t). On a alors

CHAPITRE vi

1. Orientabilite et atlas d'orientation
a) Soit (Ui,y>i)i£i un atlas de M. Posons &i = T(pi. Les changements de cartes

de 1'atlas (TUi,$i)i€i de TM sont

Les matrices jacobiennes sont de la forme

et leur determinant egal a

2. Orientabilite et formes volume
a) Si (jj = dxl A . . ./\dxn, on verifie que «v/^ induit une forme volume sur /~1(0).
b) De meme, la forme a definie par

induit une forme volume sur / (0).
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c) Non, puisque toute variete compacte ou denombrable a 1'infini, orientable ou
non, se plonge dans un IRn convenable. Conclusion : si X C IRn est une sous-
variete non orientable, il est impossible de realiser X comme 1'ensemble des
zeros d'une submersion definie sur tout un voisinage de X.

4. Si 1'un des p^ est impair, /(po> • • • ,Pn) — 0. S'ils sont tous pairs,

6. On trouve

7. Formule d'Archimede
Soit uj la forme volume xdy /\dz + ydz /\dx + zdx A dy sur la sphere S2 C 1R .
II sera commode de considerer

comme un diffeomorphisme de S1 x] — ̂ , |[ sur S2 \ {A7", S}. Pour z ̂  0, on a

done f*u = cos Od(f> A dO sur tout S2 \ {N, S} par continuite. Comme
cos 9d(p/\d6 = —d(s'm 6d<p), on peut prendre pour primitive de a; sur S2\{N, S}
la forme

Une autre primitive possible de cosOdip A d9 est (1 — sin0}d(p. Alors

Cette derniere forme, qui est definie sur S2 \ {S1}, est encore une primitive de
la forme de u>.

b) On a

Par continuite (ou en utilisant 1'autre primitive) cette formule est encore
valable si h — — 1 ou k = I.

* 8. Mesure de Haar d'un groupe de Lie
a) C'est un cas particulier de ce que nous avons vu a 1'exercice 8 du chapitre V

sur les formes invariantes sur un groupe de Lie.
b) On trouve bien sur respectivement dx, x~ldx, dx A dy (si z — x + i y ) ,

dx1 A - - - /\dxn.
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c) Si Y et X = (3^)i<i,j<n sont deux matrices (n,n), la matrice YX s'obtient
en juxtaposant les n matrices colonnes YX^, ou X^ = (x])i<i<n. Pour j fixe
on a d'apres V. A

done

d'ou 1'invariance par translations a gauche de

L'invariance par translations a droite se voit de la meme fagon.

* 9. Sous-groupes compacts du groupe lineaire
Le groupe G est ferme dans Gl(n, H), c'est done un sous-groupe de Lie. Notons
abusivement dg la mesure de Haar a droite de G. Soit </? une forme quadratique
definie positive quelconque sur Hn. Posons

On obtient ainsi une forme quadratique, en raison de la linearite de 1'integrale.
Cette forme est definie positive, car q(x) s'obtient en integrant centre une
forme volume la fonction strictement positive (pour x ^ 0) g >—> (p(gx). Enfin,
comme le diffeomorphisme R^ de G conserve 1'orientation, on a

Autrement dit, G est inclus dans le groupe orthogonal de la forme quadratique
q. Cette derniere, qui est definie positive, est equivalente a la forme standard
(x, x), ce qui peut s'exprimer en disant qu'il existe un g & Gl(n,lR) tel que
q(x) = (gx,gx). II en resulte que

Ce resultat implique en particulier que O(ri) est un sous-groupe compact
maximal de G/(n,IR) (c'est-a-dire que si H D O(n) est compact, alors
H = O(n), et que tous les sous-groupes compacts maximaux de G/(n, IR)
sont conjugues a O(ri).
** Plus generalement, on demontre que tous les sous-groupes compacts
maximaux d'un groupe de Lie sont conjugues. Voir par exemple [Helgason,
Differential Geometry, Lie groups and Symmetric spaces, Academic Press].**
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10. Module d'un groupe de Lie
a) Si u> est invariante a gauche, R*guj Test aussi car les translations a droite et a

gauche commutent. Et c'est une forme volume car Rg est un diffeomorphisme.
La suite est laissee au lecteur.

b) Le seul sous-groupe compact de IR+ est 1.
c) Si g est la transformation affine x \—> ax + b, mod(g) = a"1.
d) Le groupe GI+(n,IR) d'apres 1'exercice precedent.

** 11. Formule de Cauchy-Crofton
a) II suffit de verifier 1'invariance pour les rotations autour de 1'origine et les

translations. Notant (p, 9) une droite orientee, une telle rotation d'angle a
transforme (p,9) en (p, 0 + a). La translation de vecteur (a, 6) transforme
(p, 9) en (p + a cos 9 + b sin 9,9).

b) On introduit 1'angle a. de la tangente orientee a la courbe au point d'abcisse
curviligne s avec 1'axe Ox. Ainsi, (x1(s), y'(s)) = (cos a, sin a), et Ton voit
que F est lisse puisque

Notons que p est aussi egal a x(s) cos9 + y(s) sin$, done (avec quelques abus
de notations)

Mais F*d9 = dtp + (qqch)ds, d'ou

c) Cette formule montre que (s,<p) est un point critique si et seulement si
92 = k-K : les valeurs critiques sont les droites tangentes a la courbe. Elles
forment un ensemble de mesure nulle. II n'est pas necessaire pour le voir
d'invoquer le theoreme de Sard, puisque Fensemble des points critiques est
deja de mesure nulle.
Maintenant, si une droite D n'est tangente a C en aucun point, D D C
est fini : autrement, s'agissant d'un ensemble compact, il aurait un point
d'accumulation, qui serait necessairement un point de tangence de D avec C.
Comme nous ne ferons pas usage du theoreme de Stokes, nous pouvons
considerer dp A d9 et sinc/?ds A dip comme des mesures positives ((p € [0, TT] !).
Soient Mfc Pensemble des droites telles que card(-DnC) = k, et M'k son image
reciproque par F. Alors

d'ou
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Le membre de gauche vaut

13. Theorems d'Archimede
Voir [Berger-Gostiaux], 6.5.

14. a) On a

b) On part de 1'identite

* 15. Voisinage tubulaire d'une courbe
a) Soit n(s) la normale unitaire a c au point de parametre s, choisie de fagon

que le repere orthonorme (c'(s),n(s)) soit direct. Le voisinage tubulaire est
donne par le parametrage

Si on designe par k(s) la courbure, on a

et done

Alors

La derniere integrale vaut

b) On utilise un argument d'approximation.

CHAPITRE vn
* 3. a) Une telle homotopie est donnee par

(tout marche bien grace au lemme de Hadamard).
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b) En remplagant / par / — /(O), on peut se ramener au cas ou /(O) = 0. Si /
conserve 1'orientation, TO/ 6 G£+(n,IR), qui est connexe (en effet G/+(n,lR)
est diffeomorphe a JRn(n+1)/2

 x SO(ri) d'apres 1'exercice 8 de I, et SO(n) est
connexe d'apres IV. 37.)
N.B. Ces arguments sont connus sous le nom "d'astuce d'Alexander" ("Alexan-
der's trick").

c) Utiliser le diffeomorphisme x H-> (log \\x\\, \\x\\~1 x) de IRn \ {0} sur 1R x Sn~l.

* 4. Examples d'enlacements
a) ** Si (c, d] est une paire de courbes lisses de 53, il existe un point p qui

n'appartient pas a Im(c) U Im(d) d'apres la partie facile du theoreme de Sard.
Soit h un diffeomorphisme de S3 \ {p} sur IR3 conservant 1'orientation. Alors,
d'apres 1'exercice precedent et 33, E(h o c, h o d] ne depend pas de h. Le
resultat obtenu ne depend pas non plus du choix de p, d'apres la question c)
de 1'exercice precedent (au lecteur de boucher les trous).

b) On utilise le fait que 52 prive d'un point est un ouvert trivialisant diffeo-
morphe a IR2. Alors, si a, 6, c, d sont quatre points distincts de S2, on
peut toujours les supposer appartenant a un tel ouvert U. De plus, on peut
joindre a a c, et b a d par des chemins lisses disjoints contenus dans U.
Alors, en utilisant la trivilisation de H, on voit facilement que les paires
de courbes (H~1(a),H~l(b)') et (H~1(c),H~1(d)} sont homotopes. Pour un
calcul explicite, on prend par exemple a — N et b = S : apres projection
stereographique par rapport a un pole de 53, les courbes H~1(b) et H~l(a)
deviennent un cercle de IR3 et son axe.

c) Prendre comme point cible pour le calcul du degre le point (1,0,0). On trouve
un enlacement egal a 2.

* 5. Existence d'applications de Sn dans Sn de tout degre
b) Appelons ip la projection stereographique par rapport a p. Alors la fonction

q definie par

est lisse des que / tend vers Pinfini "suffisamment vite", par exemple si
/(*) = e*.

c) Soit (p : IRn —> V un diffeomorphisme sur un ouvert V de X contenant ra tel
que v?(0) = ra, et soit U = (p(B(0,1)). Alors Papplication h : X —> Sn definie
par

convient.
d) II est clair que deg(fo) = ±1. Le degre vaut 1 si on oriente Sn de fagon que

#1,8(0,1) conserve 1'orientation et si la carte (p est compatible avec 1'orientation
de X. Pour trouver une application de degre k on precede de meme en partant
de k diffeomorphes de Mn sur des ouverts disjoints V i , . . . , T4-, et conservant
1'orientation (ce qui est possible si X est orientable). En procedant comme
dans c) on voit qu'il existe des ouverts Ui C V^ et une application lisse
h : X t-> Sn qui pour tout i est un diffeomorphisme conservant 1'orientation
de Ui sur Sn \ {p} et qui envoie Sn \ Ut/j sur p.
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6. Soit G un groupe de Lie compact et connexe, et /& 1'application x H-» xk de
G dans G.

a) On precede par recurrence sur A;, en derivant 1'identite :

** b) En raison de la compacite, les valeurs propres de Adg sont de module 1, et
en raison de la connexite det(Adg) = 1. On en deduit que le produit des
valeurs propres de Tei/Jk,g est non-negatif. Done deg(/fc) > 0 puisqu'il existe
des valeurs regulieres.

c) Si g est somme directe de n rotations planes d'angles differents de ̂ , c'est
une valeur reguliere de fk : SO(1ri) —> SO (In). Le cas de SO(2n+l) se traite
de la meme fagon.

* 7. ( —l)n+1 a un point fixe. Si / est sans point fixe, elle est homotope a
1'antipodie.

10. Cohomologie d'un quotient fini.
a) Soit a G Fk(Y}. II faut montrer que si p*a est exacte, a 1'est aussi. Puisque

pour tout 7 € F on a 7* op* — p*, de 1'equation p*a — d/3 on tire

La forme

est F-invariante, done de la forme p*(3'. On a

done a = dfl' puisque p* est injective.
b) se demontre de la meme fagon.
c) Si K est la bouteille de Klein, Hl(K) ~ 1R et H2(K) = 0.

Pour tout k > 0, Hk(Pn~R) = 0, avec une exception : Hn(PnlR) ~ 0 sauf
si n est impair. ** En fait, toute variete compacte connexe non orientable
est le quotient d'une variete compacte orientable par un diffeomorphisme
involutif renversant 1'orientation (voir [Berger-Gostiaux]), ce qui explique que
Hn(X] = 0 pour toute variete compacte connexe non orientable.**

11. Cohomologie d'un produit
a) Soit par exemple TT : X x Y —* X la premiere projection, et a une forme

volume sur X. La forme TT*Q; est fermee, alors que

b) Mayer-Vietoris, encore et toujours.
* 12. On part de la forme volume uj = dxl A • • • Adxn sur Tn. Alors f*(dxl) est une

forme fermee de degre 1 sur Sn. Elle est done exacte, et il en est de meme de
f*u = r(dx1} A f*(dx2 A • • • A dxn}.
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13. a) La decomposition Tn = Tn~l xSl\ {p}uTn~l xSl\ {q} (comparer a 50)
permet de proceder par recurrence sur n.

b) On imite ce qui a ete fait pour PnC, mais la situation est plus compliquee :
on est oblige de partir de la cohomologie en dimension maximum.

* 14. Invariant de Hopf
g) Si / n'est pas surjective, on imite 1'argument qui montre qu'une application

non surjective est de degre nul (fin de 14). L'invariance par homotopie est
une consequence de 40. On trouve H(f) = I pour la fibration de Hopf. ** On
peut demontrer que H(f) est entier. Cela se voit en montrant que, si a et b
sont deux valeurs regulieres de /, alors

(comparer a 1'exercice 4 et voir H. Hopf, Uber die Abbildungen von Spharen
auf Spharen niedrigerer Dimension, Fundamenta Mathematicae 25 (1935),
427-440).** La fibration de Hopf est le premier exemple d'application d'une
variete dans une variete de dimension inferieure qui ne soit pas homotope a
une const ante.

15. Formes invariantes et cohomologie
a) On sait deja que si g G SO(n + 1) et a G Fk(Sn), les formes g*a et a sont

cohomologues. A 1'instar de ce qui se passe pour le tore (cf. 58), a est alors
cohomologue a

ou dg designe la mesure de Haar normalised par la condition J dg = I.
Pour le voir, il suffit de remarquer, en imitant 1'argument du lemme 59, que
1'exponentielle de SO(n + 1) (qui est surjective) admet une inverse a droite
mesurable; il suffit de trouver cette inverse sur 1'ensemble (de mesure pleine)
des g dont les valeurs propres sont distinctes.

b) C'est 1'exercice 6 du chapitre V.

17. Formes bi-invariantes sur un groupe de Lie
b) On utilise le fait que T o Lg = Rg-i ° 1.
d) Si a est bi-invariante d'ordre k, alors da est bi-invariante d'ordre k + l. On a

e) Si G est compact et connexe et si a G FP(G), les formes L*a et R*a sont
cohomologues a a d'apres 55. En utilisant le fait que les translations a droite
et a gauche commutent, et que la mesure de Haar d'un groupe compact est
bi-invariante, on voit que la forme

est bi-invariante. On montre qu'elle est cohomologue a a comme dans 59,
a 1'aide d'une inverse a droite mesurable de exp. A partir de la, sachant que
toute forme bi-invariante sur G est fermee, la demonstration du fait que a i—>• a
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donne par passage au quotient un isomorphisme de HP(G} sur Qfnv(G) est la
meme que pour G — Tn.

f) La forme en question est ^4d(G)-invariante puisque la trace est invariante par
conjugaison. On verifie qu'elle est non triviale si n > 3 en Pevaluant sur la
base standard de so (3). ** Le calcul de la cohomologie des groupes de Lie
compacts se ramene done en principe a un probleme purement algebrique
d'apres la question precedente. Pour plus de details sur sa determination
effective, voir le dernier tome (IX) du traite de Dieudonne, et le tome II
de [Greub-Halperin-Van Stone].**

* 18 Cohomologie du tore a deux trous
b) On ecrit T2flT2 = U U V ou U et V sont les complementaires d'une boule

fermee dans T2, et Ur\V une couronne. II faut pouvoir calculer la cohomologie
de U. Cela se fait en appliquant Mayer-Vietoris a la decomposition T2 = U\JB,
ou B est une boule ouverte.
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PRESENTATION GENERALS

Cette bibliographic ne comporte, a deux ou trois exceptions pres, que des livres ou
des monographies : j'ai voulu donner une liste courte, pour mieux inciter le lecteur*a
consulter une bonne partie des references donnees. Les references de tel ou tel resultat
cite dans les commentaires I'ont inevitablement allongee.
Ce n'est pas une raison pour s'abstenir de lire des articles originaux, recents ou
anciens. Signalons tout particulierement les "Research-Expository papers" du Bulletin
of American Mathematical Society et la serie "Panoramas et syntheses" publiee par
la Societe Mathematiques de Prance. II s'agit dans les deux cas d'articles accessibles a
des non specialistes, et dotes en principe d'une bibliographic assez complete.
Dans les lignes qui suivent, je me suis efforce de cerner avec precision les references, sans
reprendre systematiquement celles qui sont citees dans les sections de "Commentaires".
Get exercice est assez rarement pratique. Signalons toutefois 1'abondante bibliographie
commentee qui se trouve a la fin du tome 5 de [Spivak].

PREREQUIS
Voir [Avez] ou [Lang] pour la topologie et le calcul differentiel. La theorie locale des
courbes et surfaces de ]R3 n'est pas logiquement necessaire, mais aide enormement a
comprendre les choses. Voir [Berger-Gostiaux], [Lehmann-Sacre], ou Ton trouvera en
prime des resultats globaux.

A UTRES POINTS DE VUE

La premiere partie de [Berger-Gostiaux] est assez proche de ce livre (moins les groupes
de Lie), et contient des resultats globaux sur les courbes planes. La seconde partie
est consacree a la theorie locale des surfaces, et a un expose assez complet, mais sans
demonstrations, de la geometrie riemannienne. Abondante bibliographie.
[Lehmann-Sacre] traite en details le cas des varietes de dimension 2, y compris 1'aspect
metrique et le theoreme de Gauss-Bonnet.
[Guillemin-Pollack] etudie les varietes en prenant pour fil directeur la transversalite.
Dans [Pham], le fil directeur est plutot les champs de vecteurs. Le livre est tres tourne
vers les systemes dynamiques et les singularites.
Terminons cette revue par deux ouvrages beaucoup plus gros. Les deux premiers tomes
de [Doubrovine-Fomenko-Novikov] (huit cents pages) recouvrent pratiquement tous les
livres que nous venons de citer, le notre compris bien sur, et abordent pratiquement

* En frangais, le masculin fait aussi fonction de neutre.
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tous les themes mentionnes dans nos "Commentaires". Mais il faut souvent faire 1'effort
de complete! les demonstrations, par soi-meme ou en consultant un autre livre.
Enfin [Spivak] : cinq tomes, plus de deux mille pages! Le tome un traite grosso modo
des themes de ce livre (avec en plus une introduction a la geometric riemannienne). Le
tome deux reprend les bases de la geometric riemannienne d'un point de vue historique,
et contient notamment une traduction commentee de la celebre legon inaugurale de
Riemann. Les trois derniers sont principalement consacres a la geometric riemannienne.

LlVRES "DE NIVEAU2" SUR LA TOPOLOGIE DES VARIETES

Comme suite naturelle a celui-ci, citons par exemple [Hirsch], [Bott-Tu], ainsi que le
tome 3 de [Doubrovine-Fomenko-Novikov]. Les deux premiers sont tres abordables.

THEMES VOISINS

Singularities, systemes dynamiques
[Demazure] est la redaction d'un cours a 1'Ecole Poly technique, parfaitement accessible
a un lecteur du niveau de la licence. II ne menage pas les explications, les exemples, y
compris physiques, et les commentaires.
Dans un style tres different (70 pages format livre de poche centre 300 grand format,
nombreux exercices) citons [Arnold 2].
[Godbillon 2] est relativement orthogonal a ces deux titres, puisqu'il traite non des
modeles locaux de fonctions et de champs de vecteurs, mais des proprietes globales des
champs de vecteurs sur les surfaces.

Geometric symplectique
Le "pourquoi" de la geometric symplectique n'est pas forcement evident pour le
debutant. En plus d'une initiation, on trouvera des reponses a cette question dans
[Audin] et [Arnold 1].

Groupes de Lie
Nous ne citons que des livres qui privilegient 1'aspect "groupes" par rapport a 1'aspect
"algebres de Lie".
[Mneime-Testard] est element air e, et contient beaucoup d'exemples traites "a la main".
[Chevalley] est un tres grand classique, et sans doute le premier livre ou les groupes
de Lie sont etudies en tant que varietes. [Onichschik-Vinberg], tres complet, est d'un
abord plus difficile.

Geometrie riemannienne
[Milnor 2] comporte un expose rapide et efficace. Dans [DoCarmo] c'est principalement
1'aspect metrique qui est considere, dans [Chavel] plutot 1'aspect "Analyse sur les va-
rietes" . [Gallot-Hulin-Lafontaine] est un compromis entre les deux points de vue.
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1.1 signifie "paragraphs 1 du chapitre I" et l.(l) "exercice 1 du chapitre I". En cas de
references multiples, Pendroit ou la notion referee est definie est indique en caracteres
gras.

action de groupe 2.41
action effective 2.42
action libre 2.46
action propre 2.44, 2.45, 2.49, 2.(19)
d'Alembert (theoreme de) 2.C, 7.D
Alexander (astuce d') 7.(3)
Alexander (theoreme d') 6.23
algebre exterieure 5.11
Lie (algebre de) 4.B
algebre tensorielle 5.4
Ampere (theoreme d') 7.(8)
application lineaire tangente 2.33
Archimede (formule d') 6.(7)
Archimede (theoreme d') 6.(13)
atlas 2.2
atlas maximal 2.5
atlas d'orientation 6.1
base (d'un revetement ou d'une fibration) 2.26, 2.47
bord 6.20
bord oriente 6.22
Borel (theoreme de) 3.3
Brouwer (theoreme de) 6.E
Cartan (decomposition de) l.(8)
Cartan (formule de) 5.36
carte 2.2
champ de vecteurs 3.19, 3.C, 3.E, 3.(16), 3.(17), 3.(18), 4.5, 4.6, 4.7, 6.15, 7.21, 7.22
champ de vecteurs dependant du temps 3.F, 5.36 bis
champ electro-magnetique 5.G
circulation 5.17
classe Ck 1.9, 1.12, 2.8
codimension 1.26
cohomologie 7
composante neutre 4.4, 4.40
contractile 7.42
crochet 3.24, 3.25, 3.26, 3.28, 3.47, 4.11
Cauchy-Crofton (formule de) 6. (11)
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cup-produit 7.K
Darboux (theoreme de) 5.(14), 5.(15), 5.(17)
degre 7.13, 7.C, 7.D
denombrable a 1'infini 2.G, 2.54, 2.55
derivation globale 3.16, 3.17, 3.18, 3.23, 3.27
derivation ponctuelle 3.12, 3.13, 3.15
derivee de Lie 5.30, 5.31, 5.36
determinant 1.7, 4.22, 5.12
diffeomorphisme 1.14, 1.15, 2.16
diffeomorphisme local 1.20, 2.18, 2.20, 2.21, 2.35
diffeomorphisme local conservant 1'orientation 6.2
differentiate 1.1, 1.4, 1.8, 1.10
differentielle 1.1, 1.10, 1.13, 2.33, 5.B
differentielle exterieure 5.C, 5.25, 5.48, 5.49
divergence 5.33, 5.H
domaine de carte 2.2
domaine regulier 6.20, 6.21
eclatement 2.(17)
Einstein (convention d') 5.1
enlacement 7.E
espace de cohomologie 7.1, 7
espace homogene 4.E
espaces lenticulaires 2.(22)
espace tangent 1.35, 1.36, 1(22), 2.31
etale (application) cf. diffeomorphisme local
etoile 5.39
exponentielle (d'une matrice) 1.37, 1.38, 1.39, 1.41, l.(23), l.(24)
exponentielle (dans un groupe de Lie) 4.15, 4.16, 4.(7)
Faraday (tenseur de ) 5.G
feuilletage 2.H
fibration 2.26, 2.27, 4.57
fibre cotangent 5.45
fibre normal 3.(20), 3.(24)
fibre tangent 3.D, 3. (11), 3. (23)
fibre tautologique 3.(21), 3.(23)
fibre vectoriel 3.30, 3.34, 3.(22)
flot 3.42, 3.E, 3.49
flux 6.26
famille a un parametre de formes differentielles 5.43, 5.44, 5.45
fonctions composees (theoreme des) 1.10, 2.34
fonctions implicites (theoreme des) 1.28
fonction plateau 3.1
fonction de transition 2.4
forme alternee 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.45
forme angulaire 5.27
forme differentielle 5.20
forme differentielle basique, semi-basique 7.36
forme differentielle exacte 5.37, 7.A
forme differentielle fermee 5.37, 7.A
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forme fc-lineaire 5.2
forme volume 6.3, 6.5, 6.D
Frobenius (theoreme de) 3.(18)
generateur infinitesimal 3.44
germe 3.10, 3.12, 3.(4), 3.(5)
gradient 5.17
grassmannienne 4.61, 5.14
Green-Riemann (formule de) 6.26
groupe de Lie 4.1, 5.(3), 5.(8), 7.(17)
groupe lineaire 1.7, l.(8), 4.2
groupe local a un parametre 3.42
groupe orthogonal 1.29, 1.42, 1.43, l.(8), 2.14, 4.4, 4.(5), 4.(13)
groupe pseudo-orthogonal l.(19), 4.(1), 4.(11), 5.(3)
groupe special lineaire 1.42
groupe special orthogonal 1.42, 4.4, 4.37, 4.F, 4.(5), 5.(6), 5.(12), 7.(15), 7.(17)
groupe special unitaire 2.(4)
groupe symplectique 5.(2)
groupe topologique 4.C
groupe unitaire 2.(4)
Haar (mesure de) 6.(8), 6.(9), 6.(10)
Hadamard (lemme de) 3.14
Heisenberg (groupe de) 4.2, 4.(15)
homeomorphisme l.G
homotope 7.17
homotopie 6.F, 7.17, 7.F
homotopie (equivalence d') 7.41, 7.43
Hopf (fibration de) 2.28, 2.(11), 7.(4), 7.(14)
image directe (d'un champ de vecteurs) 3.20, 3.21, 3.28, 3.45, 3.(16)
image reciproque (d'une forme differentielle) 5.22, 5.23, 5.26, 5.47, 5.48
immersion 1.25, 1.21, 2.36, 2.35, 2.39
immersion stricte 2.40, 3.(19), 4.29, 4.30
integration d'une forme differentielle 6.14
invariance du domaine (theoreme d') 1.14
inversion 1.11, 2.(16)
inversion locale (theoreme d') 1.18, 2.35
Jacobi (identite de) 3.27, 3.48, 4.11
jacobien 1.5
Klein (bouteille de) 6.(3)
Laplacien l.(2), 6.(14)
Lie (troisieme theoreme de) 4.28, 4.47
lisse 1.9
Lorentz (groupe de) 4.2 (voir aussi groupe pseudo-orthogonal)
matrice Jacobienne 1.5, 1.21, 1.23
Maxwell (equations de) 5.G
Mayer-Vietoris (suite exacte de) 7.G, 7.K
methode du chemin 3.54, 5.(17), 7.(19)
Mobius (groupe de) 2.(16)
Mobius (ruban de) 2.7, 2.51, 3.36, 7.(4)
morphisme de fibres vectoriels 3.32
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morphisme de groupes de Lie 4.3
Morse (lemme de) l.(ll), 3.54
Moser (theoreme ou lemme de) 7.(19)
negligeable 2.53
orientation 6.A
Ostrogradski (formule d') 6.26
parallelisable 3.32, 3.33, 3.36, 3.(12), 4.8
parametrisation 1.30
parametrisation par longueur d'arc 3.56, 6.29
partition de 1'unite 6.11
plongement 2.36, 2.39, 3.7
Poincare (lemme de) 5.E
Poincare-Hopf (theoreme de) 7.22
point critique 1.46
point regulier 2.20
produit interieur 5.34, 5.35, 5.H.
produit exterieur 5.10
produit tensoriel 5.3
projectif complexe (espace) 2.D, 7.53
projectif quaternionien (espace) 7.(17)
projectif reel (espace) 2.D, 2.38, 2.51, 2.(6), 2.(13), 2.(17), 6.6
quadrique 2.17, 2.(6)
quaternion 4.(2), 4.(3), 4.(5), 7.(1), 7.(2), 7.(16)
rang constant (theoreme du) l.(10), 4.59
Reeb (theoreme de) 3.H, 3.(25)
representation adjointe 4.18, 4.17, 4.20
reseau 4.51
revetement 2.47, 2.48, 2.49, 4.44, 4.45, 4.46
rotationnel 5.35
Sard (lemme ou theoreme de) 1.48, 2.44
section d'un fibre vectoriel 3.34
simplement connexe 2.56
somme connexe 2.(28)
sous-groupe discret 4.41, 4.42, 4.43, 4.45, 4.50, 4.(10)
sous-groupe distingue 4.45
sous-groupe de Lie 4.3, 4.24, 4.30, 4.53
sous-groupe a un parametre 4.9, 4.10
sous-variete l.D, 2.36
sphere 1.29, 2.6, 2.28, 2.(15), 2.(16), 6.15, 6.31, 7.51
Stokes (formule de) 6.C
suite exacte 7.45
submersion 1.25, 1.27, 2.36, 4.59
support 3.1, 6.8, 7.4
symplectique (forme, variete) 5.H, 5.(14), 5.(17)
tenseur 5.53
tore 1.29, 4.D, 7.58
tore a deux trous l.(21), 2.(28), 7.(18)
trivialisable 3.32, 3.35
valeur reguliere 1.46, 2.20, 2.21, 7.14
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valeur critique 1.46, 1.48, 2.45
variete analytique 2.24
variete a bord 6.F
variete lisse 2.5
variete orientable, orientee 6.2
variete produit 2.15
variete topologique 2.1
vecteur tangent 1.33, 2.30, 3.15
Veronese (surface de) 2.(13)
voisinage tubulaire 3.(24), 6.(15)
Whitney (theoremes de) 3.8, 3.(2)
zero d'un champ de vecteurs 3.36, 6.15, 7.21, 7.22
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