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Introduction

La théorie de I'intégrale de Riemann a fourni, dés le milieu du XIXeme siécle, une
premigre réponse sérieuse au probléme de I'existence d'une primitive pour les fonctions
continues. Du méme coup, elle a permis d'intégrer certaines fonctions discontinues,
ouvrant ainsi la voie a diverses extensions. Mais cette théorie s'est avérée insuffisante
sur plus d'un point. En particulier elle rencontrait des difficultés quasiment
insurmontables pour ramener le calcul des intégrales doubles au cas des intégrales
simples successives, dés l'instant ol1 I'on sortait du cadre privilégié de la continuité.
Elle ne permettait pas non plus de mettre naturellement en évidence des espaces normés
complets, pour les normes liées directement a la notion d'intégrale. Bien entendu ces
défauts de complétude n'étaient pas pergus comme tels puisque les notions relatives aux
ensembles et aux structures n'étaient pas encore élaborées. Néanmoins la théorie se
fermait sur elle-méme, sans progresser de fagon spectaculaire, malgré l'avancée, située
sur un autre plan, due a Stieltjes dans les années 1890 (intégrale de Riemann-Stieltjes).

Clest alors que Borel, en introduisant la mesure des ensembles et les axiomes de
dénombrabilité, puis au début du siécle, Lebesgue, en utilisant cette mesure pour
résoudre le probléme général de la primitive, ont permis de sauter le pas en offrant des
outils de calcul, riches de potentialités entiérement nouvelles. Le paradoxe est méme
que Lebesgue, n'ayant pas complétement résolu le probléme de la primitive (puisqu'il a
fallu attendre Denjoy en 1915 pour cela) a cependant résolu, ou contribué a résoudre,
d'autres problémes aux implications plus vastes et plus fondamentales. C'est ainsi que
la théorie de Lebesgue, et ses généralisations plus ou moins abstraites relevant des
mémes idées, ont envahi, comme outils indispensables la plupart des domaines liés a
I'Analyse, que ce soit en Mathématiques pures (espaces LP et espaces de Banach, espace
L® et espaces de Hilbert, Analyse harmonique, théories spectrales, ...), en
Mathématiques appliquées (Distributions, espaces de Sobolev, ...) en Physique
(espaces de Hilbert et théories quantiques), sans oublier le vaste univers probabiliste.

Tout cela, brievement résumé, permet de dire que l'intégrale de Lebesgue est
maintenant une nécessité contemporaine, et qu'elle doit f{gurer naturellement assez t6t
dans un cursus universitaire, de maniére a étre utilisée, comme outil banalisé mais
performant, tout au long des études ultérieures. C'est pourquoi nous l'avons considérée
comme l'un des piliers de la Licence de Mathématiques.

Mais, dans le cadre contraignant de I'enseignement, il a fallu évidemment faire
des choix, entre en dire trop ou en dire trop peu. Et pour évaluer ces choix, mieux vaut
donc consulter la table des matiéres des trois chapitres développés. On y verra que, sans
entrer dans des développements trop raffinés, nous sommes allés a I'essentiel de la
théorie : construction de l'intégrale et de la mesure (Carathéodory), théorémes de
passage a la limite (Beppo Lévi, Fatou, convergence dominée), intégrales doubles et
multiples (Tonelli, Fubini, changement de variables), liens avec la topologie (Riesz-
Alexandroff et mesures de Radon) et avec I' Analyse fonctionnelle (espaces LletL?).



Quant aux applications elles n'ont été développées que dans deux directions : en
offrant tout au long du cours une introduction au langage probabiliste, et en exposant une
théorie, succincte mais assez complete, de la transformation de Fourier pour les

groupes R™.

Le choix consistant a privilégier la notion d'ensembles, avec les mesures
abstraites sur les tribus, se justifie facilement par un argument pédagogique. La théorie
peut ainsi démarrer et progresser trés vite, en allant cependant assez loin, avec un
minimum de prérequis élémentaires de topologie des espaces métriques.

Signalons encore que les résultats énoncés sont complétement démontrés (quand ils
ne sont pas triviaux), soit sous forme directe, soit sous forme d'exercices, a 'exception du
théoréme de Riesz-Alexandroff, dont la preuve (pour la partie "existence"), trop longue
et trop technique, est renvoyée a un cours de Maitrise. En particulier la preuve du
théoréme de Carathéodory, sur I'extension d'une mesure, et celle du théoréme du
changement de variables pour la mesure de Borel sur R", sont toutes deux explicitées de
facon complete et détaillée.

Nous espérons donc que, tel qu'il est, ce cours rendra de nombreux services a ceux qui
voudront s'initier a la théorie de Lebesgue. Nous souhaitons ainsi leur ouvrir I'accés a
des ouvrages plus spécialisés, ou cette théorie va alors de soi et n'est employée que
comme outil indispensable et puissant, permettant des développements plus
approfondis.



1.1

1.2

1.3

1.4.

1.5

1.6

1.7

1.8

SOMMAIRE

CHAPITRE 1: FONCTIONS INTEGRABLES

Rappels ensemblistes ...........ccccoiiiiiiiiiiniiiniiii 1
Arithmétique de R, = [0, 490] ....vvururerrerrernieseeseeseesesseesasssssassassssssssssssansens 3
Anneaux et tribus ..........eivreiiiiiiiiiiii 3
Tribu borélienne de RP......cocoiiiriiierieeceeeceeeeceee et et seeeenenees 5
Tribus et partitions .......c.cooevviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 5
Applications mesurables et fonctions mesurables réelles..............cceeevuuuunnnnens 6
Les fonctions mesurables positives finies Ou NON..........cevevieniiiiiiiiinniiiieennee. 7
Les fonctions mesurables réelles............ccooovmnniiiiiiiiiiiiiniiiiii, 8
Les fOnCtions tagles .........ccovviviiiiiinniiiiiiiiiiiiiiniiieneeree s 9
Théoréme d'approximation ........ccccceevvvnmrieiiiiiiiiiinnieieeineeeeeeeen 9
Intégrales et MESUTES .........ccoceviriiiiinmmnnieiiiiiiiiiinreee e eeeeeeessssssanes 10
Intégrale (supérieure) et MESUTe ..........coeviiiieiiniiiiieiniiiee et 10
Propriété de Beppo LEVI ......ccciviiiiiiiiiimiiiiiiiniiiniitic s 12
Mesure image, mesure a densité .........cccccevriviiiiiiiiniciiiiii e 13
Construction des MESUTES ........ccccceiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 14
Mesures SUr un annEaU R .......ocveevverieirnierirreerteneeeste e ecee et ste e seeeseeaeens 14
Théoréme de monotonie décroissante ............cceeveiiiiiiinunieeiiiiiiinnnineneeee e 15
Mesure longueur sur R ou mesure de Borel ..........oceeeeerreereimninneereecnennenns 15
Extension d'une mesure. Mesure extérieure.............ccccoevuuriiiiiinnneiiinninnecennnnns 16
Ensembles négligeables ............coooiiiiiiiiniiiii 17
Théoréme de Carath€odory ........cceevuuiiiiiiiiiiiiiiiniiii e 18
Probléme de l'unicité. Les n-classes et les A-classes .......ccccoevueevviviinneiecininnnne 20
Théoréme de DynkKin.........coocuiiiiiiimiiiiiiiiiieccineccee e 20
Mesures 6—finies et unicité du prolongement ..........cccceereeiieniiiiiniieeeieniennene. 21
Mesures sur B et RP .....cocooiiiiiiiiiiiicciiccccccsecnnne 22
Mesure de Borel sur R. Tribu de Lebesgue ...........cecceeeeinmiiiiiniiiieiiicieieeenne 22
Mesure de Borel sSur R7 ......ccccoiivieieininncninineneeecsteesseseseesessesesessesensecnsenes 23
Mesures boréliennes sur R........cccoeviiiiiiiiiiiniiiiiiiiiieeeneeneeceeanen 24
Mesures diffuses et mesures diSCretes ..........cocvuviniivuiiiiuiiniiinieinieinnecnreenanens 28
Fonctions intégrables .............cccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinicinie e 28
Théoredme de FatOou ........cccoiiiiiiiiiiiiiiniiiiiiiiccictie et ceee e aane 28

Fonctions intégrables ..........cccovuiiiiiiiiniiiiiiicciccc 30



I sommaire
Théoréme de convergence dominée de Lebesgue .........c.ccooevvviiiiiiiiiniiinininnnnn, 32
Intégration terme a terme des SEries ..........ccceeveiiiieiiiiiiniiiiiiic e 33
Fonctions complexes intégrables ............ccccuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 33
Intégration sur une partie A ..........cccciiiiiiiiniiiiie 33
Intégration par rapport & une Mesure iMAage ..........ccceeeeeeinrreeeeeeiiieeeeinnneeenans 35
Mesure de Borel sur RP et homoth@tes ........cc.coueverrueenieenierinieieneereneneennnnns 36
Intégration des fonctions sphériques sur RP ..........cccoceeiiiiiiiininiinenienieneenne 36
Le volume V de la boule euCHdienne .........ocuvemeemciimeeeiieine 37

1.9 Intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue ...........cccccceeeiiiimmiiiiinnnninennnnnes 38
Intégrale sur [a, D] ..o 38
Intégrale généralisée sur un intervalle I ...........ccocoiiiiiiiiiiiiiie 40

1.10 Fonctions définies par des intégrales ..............coovvurrrueiiiiiiiiinniniiienciinne, 42
Théoréme de continuité ..., 42
Théoréme de dérivabilité ..o, 42
Théoréme d'holomorphie ..........cccciiiiiiiiiiiii e, 44
Les fonctions B et I' d'Euler ...t 47
Théoréme d'ATtIN ..o 48
Les formules de Weierstrass et de Gauss ........c..coeeuveeuiiieiiieeiiieicniicnieecenne 50
La formule des cOmpPIEMENtS ..........ccouieeiiiiiiiiiiiiiiiiciiecciee e 51
La formule de Legendre-Gauss .........cccoeeeiienieinriinicreeneeenseeseeeeseenes 52
La formule de Stirling .........cccooovviiiiiiiiiiiiiiiii 52
La fonction I" dans le champ complexe .........ccceiieeiiieiiiieiniiiiiniiecciecniecnee 53

1.11 Le théoréme de Riesz-Alexandroff et les mesures de Radon ...........cccceeenenne. 54
Régularité des mesures bOréliennes ...........ccceeveveeerneeencrnrenenenernceeeneenncns 54
Théoréme de Riesz-Alexandroff ............ccooouiiiiiiiiiiiiiiiiii e 56
Formes linéaires positives sur I'espace Cy(T) .....cooeviiiiiiiiiiiiiniiiiis 56
Remarque historique : Point de vue ensembliste ou fonctionnel ....................... 57

1.12 Applications au calcul des probabilités .........ccccevvvinvinninincncninincncnncne 58
Indépendance d'événements, indépendance de sous-tribus ... 60
Critére d'indépendance ...........cccoociviiiiiiiiiiiiiinniii 61
Théoréme des cOalitions ..........cccceieeeiiiiiiiiiiiiiiice 61
Tribu asymptotique et 10i du ZEro-un ........oeeeeeeeeeeeneeeeeeeeene 62
Théoréme de Borel-Cantelli ..........cooceeriuiiiiiiiiiiiiiiieicceeec e 63
Les variables aléatoires réelles ..........ccccceeiiviiiiiiiiniiiiiiiiiin e, 64
Loi du 3?2 un degré de LHDETtE .......crveeemereemsereeeseseesensesssesssssseesesssesssssnees 64
Variables aléatoires indépendantes ...........ccoooeiiiiiiiiiiiiiiniiin 65
Vecteurs aléatoires ..........cccocuviiiiiiiniiiiiiiiiiiiicc 65
Loi dux?22,3, pdegrés de HDerté ............covvrurureereenssesnssnsenssssnssnsesssnnenss 65
Espérance mathématique et moments. Variance ........ccccocooveeeeerereiccneecnee. 66

Les inégalités de Markoff et Tchebyscheff ............ccoovviiiiiiniiniiiinin 69



sommaire il

21

2.2

23

2.4

3.1

Produit de deux variables aléatoires réelles intégrables ............ccceeueernnnee. 70
Inégalité de Cauchy-Schwarz. Covariance ..........ccccecceeiiiininiiiiiiiiiiniecnnnnnnns 70
Cas d'indépendance .........coeiieieieniiniiiinteicc e 70
Régle de Bienaymé-Tchebyscheff ...........ccccoeviiiiiniiiiiiiniiiiiecciiee 71
Loi faible des grands nombres .........cccocoeinieiiiniciiniciicrcce 71
Loi faible de Bernoulli et fréquence statistique ..........cccceevuveeiiieeeiniienninennnn. 72
Variance en dimenSion P .......ceeeeeeeiiiiiiinciiiieiesiinee e 73
Matrice de COVATIanCe .......ccceeeeiiieiiiietie e 74

CHAPITRE 2: INTEGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT

Produit de deux espaces mesurables .............cccceeviiiiiiiiiiiiniiiiinin 77
Cas des tribus boréliennes ...........cocouveiiiiiiiiiiiiniiiic 78
Produit de deux mesures G-finies ...........cccceeeevniiiniiiiiiiiinii 79
Les fonctions intégrables et le théoréme de Fubini ... 83
La formule du changement de variables ........cccccovuininirirninininiiiiicnncnen. 89
Translations .......ccccceeeeeiiiiiiiiiniiniieeene, RN 89
Transformations linéaires ... 90
La formule générale du changement de variables ............ccccoevvieeiniinniiiinnin, 94
Passage en coordonnées polaires ..........cceeeeeiieieniiiiieeece st 98
Passage en coordonnées Sphériques ...........cccccoveuiiiiiiiiiiiiieiiiee e, 99
Indépendance et mesure produit ...........ccoceeieiiiiiiiiiiiiii 103
Vecteurs gaussiens et lois gaussiennes (centrées) ..........ccccoveuceinncrcucccnnnnne 103

CHAPITRE 3: CONVOLUTION ET TRANSFORMATION DE FOURIER

Les espaces LY @t L2 .......ooooiueveeeeeeeeeeceeeeceeeteseesesestesesesssesssessesssaesessesessesens 109
L'espace £2=g? (9 20 1 LU 109
Les eSpaces LT et L2 ........couovuveeeereesnsnieseesesssesessssessessessesssssssss s sessesssens 110
L'espace de Hilbert L2 ......occooveeuereummecemeeemmeessseesseessssesssssessssesssssesssssessnns 111

ThEor2mes de denSItE .......c..evuiiniiiiiiiiiiiiiee et eee et e er e eneeennes 113



v somumaire
3.2 Produit de conVOIUHON ......cc.eeiiiiiiiiiiiiiiie e 115
Produit de convolution de deux mesuresbornées ............c.ccceueeeiieieiiiiiieieeennes 117
Somme de vecteurs aléatoires indépendan# .............cccceeueiiiiiiiiiiieicinnenen. 118
3.3 Transformation de Fourier et fonction caractéristique ........ccoccevrvvcvnnccnnene 120
Liaison avec le produit de convOIUtiON .......ccceeieieinieiniiieteceee 122
Fonction caractéristique d'un vecteur aléatoire ..........ccccceeveeiiniiiiiiniinnnnnnnn. 122
Loi de TPOISSON ...ccceirviiiiiiiiiiiiie it 123
Loi binomiale ... 123
LOi A'EUIET .cuveriiiiiiiiiiiittttiteeeccctttte e 123
Loide Cauchy .....ccovumriiiiiiiiiiiiiiiccicniirrrcc 124
Lois gaussiennes SUr R™ .......c.ccoiiiirierienierieneceenteneieeeeeteseesrecateessessessesnnens 124
Loide Cauchy sur R™ .......cccooviiiiiniiniiiiiciciceet et sas e 126
Transformation de Fourier et différentiabilité ..............ccccccovvnnnnnniinin. . 127
L'espace de Schwartz & = F(R™) ..cccoviriiiiiiiiiniiicccccceees 128
La formule d'inversion pour les fonctions ...........cccceeevieiieiiiiiiiieeniiiecieee 129
Modules de continuité dans L' et L2 ............evveeeeeremmeerersnsssssenensessssseessssssenns 132
L'espace de Wiener W (R™) ..ccooviriivinnicuiininincnicninccsicnecnensesssesssens 133
La formule d'inversion pour les mesuresbornées ............cccoovieeiniiiniiinnnenennen 135
3.4 Transformation de Fourier et convolution sur L? .........cccoocoomrvernrrvennnrrensnnssennn. 139
Calcul de F £ POUr £ € L2 ooooioeieeeeeeeeeeee e eeseesesessesesees s s seaene 141

Produit de cOnVOIUtION dAns L2 .....o.ovoveveeeeeeeeeesee s seesesseseesseseseesesssssesees 142



CHAPITRE 1: FONCTIONS INTEGRABLES

Introduction

Les propriétés élémentaires de l'intégrale classique des fonctions continues sur
b
[a, b], If) = jf(t) dt , se résument & peu de choses : positivité (f> 0 = I(f) 2 0),
a
linéarité, principe de monotonie croissante
0<f Tf=If) TIDH
démontré facilement & partir du lemme de Dini :
g.€ Cla,bl; g, L 0= lg 1 L0

en posant g, = f—f_,lemme qui est lui-méme une conséquence classique de la compacité
de l'intervalle [a, b].

Si maintenant on remplace I'intégrale sur [a, b] par l'intégrale [f(t)dt = [£(t) dt,

prise cette fois sur R = (-, +0), pour les fonctions continues et positives (c'est-a-dire
telles que f 2 0), et par conséquent a valeurs dans [0, +e], les mé&mes propriétés subsistent
sous la forme suivante :

positivité, additivité I(f + g) = I(f) + I(g)
monotonie croissante : f, T f= I(f,) T I(f)

La question est donc de savoir si ces quelques propriétés peuvent servir de guide
pour construire une théorie générale de l'intégration. Nous allohs voir que la réponse est

positive, une fois précisés la structure de l'ensemble R, = [0, +=] et le role de la

dénombrabilité. Et qu'ainsi l'iritégrale, dite de Lebesgue, se construit & partir de
données résolument minimales.

1.1 Rappels ensemblistes

Ftant donné un ensemble Q, on note %P (Q) I'ensemble de toutes ses parties. On
rappelle les notions ou propriétés suivantes :

- Réunion UI A, et intersection n A; d'une famille (A;). ; de parties de Q, indexée par
1€ 1€

un ensemble quelconque I. Distributivité de I'une par rapport a l'autre.



- Complémentaire ([ A ou A°ou Q\A.
Formules de dualité (U A)‘=N A et (NA;)=U 4.

- Différence ensembliste A\B=ANB"
et différence symétrique AAB=(A\B)UB\A).
Formules du typesuivant: (U A) \B=U (A;\ B)
(NAY)\B=N(A;\B)
A\NUB)=N(A\B)
A\N(NB)=U(A\B)
— Image réciproque f '(B) pour f : © — X et formules de commutation
£1(N B) =N £'(B)
f(UB)=U f'(B)
£1(B°) = [f'(B)°
- Fonction indicatrice :
1,:Q—{0,1} ,définiepar 1,(w)=1sime Aet 1,(w)=0siwe A.

— Ensembles produits Xx Y, IT X, Xt = % (I, X) de sorte que
iel
o = F(, FA,X) = FGx1,X) = X

— Axiome du choix sous la forme : un produit X = 1-5 X; d'ensembles X, non vides est lui-
ie

méme non vide.
- Egalité P (Q) = {0, 1)® dans l'identification A > f=1,et f > A=f" (1).
— Espace RN des suites réelles.
- Equipotence et dénombrabilité. La relation
X<Y & Ilexiste une injection X - Y
Il existe une surjection Y - X

est telle que X< Yet Y <X & Xet Y sont équipotents (c'est-a-dire, il existe une
bijection X — Y) mais la preuve est difficile et nécessite I'axiome du choix. On note
X &Y lorsque X et Y sont équipotents.

L'ensemble X est dit dénombrable lorsque X & N. Par exemple N x N est dénombrable
et toute partie infinie de N I'est aussi. Donc la condition X < N signifie que X est
dénombrable ou fini (c'est-a-dire au plus dénombrable). Comme conséquence :

- Une réunion dénombrable d'ensembles dénombrables est dénombrable.
- Un produit fini d'ensembles dénombrables est dénombrable.

- NP, @, @P, 2, 2P sont dénombrables.

- R o {0, )N = P(N) n'est pas dénombrable.



- RobNoNVo0 11N RN

- Dans N" I'ensemble N = U NP des suites ( valeurs entidres) 2 support fini
est dénombrable.

- Dans € I'ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

1.2 Arithmétique de R = [0, +o<]

L'addition et la multiplication se prolongent a l§+ a l'aide des conventions
expresses suivantes, toujours utilisées en théorie de l'intégration :

a+oo=c0o+4+a=+00 pour aeE l_R+
)= (4o0) .2 = 40 si0<ac<+eo
a.(40) =(40).a= 0 sia=0
Ainsi prolongées l'addition et la multiplication sur R, sont commutatives et

associatives, et la multiplication est distributive par rapport a l'addition. Il faut
toutefois éviter certains piéges:

- ni I'addition ni la multiplication ne sont simplifiables :
a+c=b+c nimpliquea=bquesi c<+e
ac=bc n'impliquea=bquesi 0<c<+e
- a, —aetb, - b n'implique pas nécessairement que la suite a, b_ soit convergente et,
si elle l'est, que sa limite soit ab.

Par contre, toute suite croissante dans 11-2.,, est convergente et sia, Taetb, T b alors
a,+b, Ta+beta b, Tab.

Enfin toute série ¥ u_ a termes u, € 11—2+ est convergente dans ]1—2_,_ et toute modification de
I'ordre des termes ou toute sommation par blocs laisse la somme inchangée. Pour que
2 u, =+, il faut et il suffit que 'un des u, soit +, ou, s'ils sont tous finis, que la série
Zu_ soit divergente au sens habituel.

1.3 Anneaux et tribus

La théorie de l'intégrale que nous voulons développer est principalement fondée
sur la notion de tribu, qui précise et prolonge celle d'anneau. Nous introduisons donc les
définitions suivantes :



(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

Définition

a)
b)

o)
d)

On appelle classe toute famille non vide de parties d'un ensemble Q.

On appelle anneau (ou anneau booléen) toute classe R, stable par réunion
et différence A,Be R=>AUBe R etA\Be R

Tout anneau R telque Qe R s'appelle une algebre.

On appelle ¢-anneau tout anneau stable pour la réunion dénombrable et
c-algebre ou tribu tout 6-anneau contenant Q comme élément.

Proposition

a)

b)

c)

Tout anneau R est stable par réunion, intersection, différence et
différence symétrique. De plus, @ € R. Pourque R soit une algebre, il
suffit qu'il soit stable par complémentarité.

Tout c-anneau est stable par réunion dénombrable et intersection
dénombrable.

Enfin, toute tribu ¥ est stable par réunion dénombrable, intersection
dénombrable et complémentarité.

Exemples .- La plus petite tribu sur Q estla classe {@, Q}, et la plus grande est

% (Q). La classe des parties finies est un anneau, celle des parties finies ou

dénombrables est un g-anneau, noté A. La classe des parties A telles que A€ Aou A€ A
est une tribu notée ¥,

- Soit h : Q —» X une application. Alors pour toute tribu ¥ sur X, la classe
h(®) = (h'(B); B e B) est une tribu sur Q, comme il résulte aisément des propriétés -
ensemblistes de I'image réciproque.

- Dans R I'ensemble des réunions finies d'intervalles bornés est un anneau, de méme que
I'ensemble § des réunions finies d'intervalles semi-ouverts [a, b[.

P

- Dans RPI'ensemble 7, des réunions finies de pavés bornés de la forme P = E [a,, by [
1

est un anneau.

La plupart des tribus utilisées dans la théorie se construisent par engendrement,
une fois vu qu'une intersection quelconque de tribus sur Q est encore une tribu (de méme
pour les anneaux et les 6-anneaux). D'ou

(1.34)

Définition

Soit € une classe sur Q. On appelle tribu engendrée par €, la plus petite
tribu T contenant la classe €.



(1.3.5)  Définition

On appelle tribu borélienne de R (resp. RP) la tribu 3 (resp. 3 ) engendrée
par la classe des parties ouvertes (ou par la classe des parties fermées).

On a alors les premiers résultats :

(1.3.6) Proposition

Sur R la tribu borélienne 3 est engendrée par:

a) la classe des intervalles bornés,

b) I'anneau §J des réunions finies d'intervalles [a, b[ ,

¢) la classe des demi-droites ouvertes (-, o[ ,

d) la classe des demi-droites fermées (—o, at].

Preuve. Tout résulte du fait qu'un ouvert quelconque de R est toujours une réunion finie ou
dénombrable d'intervalles ouverts. Q

(1.3.7)  Proposition
Sur RP la tribu borélienne $ , est engendrée par :
a) la classe des pavés ouverts P =] a,, b, [

b) la classe des pavés fermés P =11 [a,, b, ]

c) 'anneau ,, .

Preuve. Elle est basée sur la densité de QP dans RP, qui entraine que tout ouvert U de RP
est toujours une réunion finie ou dénombrable de pavés ouverts. Q

(1.3.8) Remarque. On prendra garde que la notion de tribu engendrée, et par
conséquent celle de tribu borélienne, est difficile, et délicate & manier correctement. La
raison en est que la définition par engendrement ne donne aucun critére "individuel"
pour décider si une partie A appartient ou non a la tribu et nous verrons par la suite que
les raisonnements sur les tribus se feront presque toujours de fagon "collectiviste” en
faisant appel a des classes correctement choisies. Par exemple un ensemble borélien sur
R ou RP peut étre trés compliqué puisque la tribu 8 , contient évidemment les ouverts,
les fermés, les G (intersections dénombrables d'ouverts), les F, (réunions dénombrables
de fermés), les G;, , les F5 , les Gg5 , les F ;. , etc., clest-a-dire tous les ensembles
construits & partir des ouverts ou des fermés par itérations successives des opérations
stables de complémentarité, réunion dénombrable et intersection dénombrable.

Tribus et partitions. Etant donné une partie A C Q telle qued # Aet Q= A, la tribu
engendrée par A est formée des quatre éléments {@, A, A, Q}, et c'est aussi la tribu
engendrée par la partition {A, A} de Q. Plus généralement, si (A, ..., A} est une



partition finie de Q (les A, sont donc disjoints, non vides et de réunion Q) la tribu

engendrée par les A, est exactement celle des ensembles kléJJ A, , ou ] décrit I'ensemble des

parties de {1, 2, ..., p}, de sorte qu'elle a la cardinalité 2P. Plus généralement encore,
si (A}) N est une partition dénombrable de Q, la tribu engendrée est exactement celle
ne

des parties xLEJ] A, , ou ] décrit cette fois I'ensemble %P(N); elle a donc la cardinalité de

% (N), c'est-a-dire celle de R. On remarquera que du point de vue de la cardinalité on
passe de 2P a 2N = R en sautant la cardinalité de N, c'est-a-dirc celle du dénombrable.
Et en effet on pourra montrer :

(1.3.9)  Exercice
Soit ¥ une tribu sur Q, supposée au plus dénombrable.
a) Démontrer que tout w € Q est contenu dans une plus petite partie de X.

b) En déduire que X est exactement la tribu engendrée par une partition au
plus dénombrable.

c) Montrer alors que ¥ est nécessairement finie, c'est-a-dire qu'il n'existe
pas de tribu dénombrable.

1.4 Applications mesurables et fonctions mesurables réelles

On appelle espace mesurable la donnée d'un couple (Q, X), oit T est une tribu sur Q,
et application mesurable toute application h : (Q, , X,) — (Q,, 3,) entre deux espaces
mesurables, telle que h™ (B) e ¥, pour tout B e 3, , autrement dit telle que la tribu
h (2,) soit une sous-tribu de T,. Il est alors clair que si f: Q, - Q, etg: Q,— Q, sont
des applications mesurables, il en est de méme deh =gof:Q; = Q,, ce qui fournit la
stabilité par composition. Pour tester la mesurabilité d'une application, on a le critere
fondamental :

(1.4.1)  Proposition

Soit h: (Q;, X)) = (Q,, X,) une application. On suppose que la tribu X, est
engendrée par une classe €, . Alors pour que h soit mesurable il faut et il
suffit que h™ (8,) € X; , autrement dit que I'on ait h? (B)e T, seulement
pour toute partieBe €,.

Preuve. On introduit la classe %, des parties B C Q, telles que h™ (B) € X,, en
vérifiant de fagon évidente que %, est une tribu contenant €, , donc aussi %, , ce qui
signifie que h (3,) € 3, . Q



Les fonctions mesurables positives finies ou non. Plagons sur R, = [0, +c] sa topologie
naturelle, d'ailleurs homéomorphe a celle de l'intervalle compact [0, 1] dans

l'application x — . La tribu borélienne de R, , qui par définition est celle

1+x
engendrée par les ouverts, est aussi engendrée par les intervalles ouverts [0, ol avec
0 < & < + o, ou bien par les intervalles fermés [0, a]. Il suit de 1a qu'une fonction

£:(Q, 32— ]ﬁ+ est mesurable ssi tous les ensembles (f < o} = {0 € Q, f(w) < o} sont
éléments de ¥, ou bien encore ssi tous les ensembles {f < a} sont éléments de . A partir

de 1a et grace aux préliminaires 1.2 sur R, , on a les propriétés fondamentales de
stabilité suivantes:

(1.4.2) Théoréme
Soit(Q, X)) un espace mesurable.

a) Pour qu'une fonction indicatrice 1, soit mesurable, il faut et il suffit que
AeX.

b) Sifetgsontdesfonctions Q — R, mesurables, alors f + g et fg sont aussi
mesurables.

c) Si (f,) est une suite de fonctions Q — R, mesurables, alors les fonctions
suivantes sont mesurables :
.Supf ;Inff ;limsupf ;liminff .
.lim f_ si la suite (f,) converge simplement dans ]1_2+ .

3f,.

Preuve. a) est évident car 15 (1) = A et (1 A <) est égal 3 A ou & Q suivant que @ <1 ou

a.> 1. Pour prouver ¢) posons f = Sup f_ et g = Inf f_. Il est clair que
f<a)=N{f,<aje X
g<ad=Uf,<a)e X

donc f et g sont mesurables. Ensuiteon a :
lim sup f_ = Inf Sup f,
SUp fn = I UP I

liminf f = Sup Inf f,
n len

ce qui assure la mesurabilité de lim sup f_ et lim inf f  , donc aussi de lim f si cette
limite existe en tout point. Pour prouver b) il suffit de voir que:

[f+g<oz}=f’sLeJa2+ f<rin(g<sie X

r+s<Q



tg<a)= U t<nnig<ges
rse@,

rs<a

ha n
Enfin,sih= 2 f,,alorsh=Suph avech = ) f, et h est mesurable d'apres b),
n=0 k=0
donc aussi h. Q

La conclusion, et le sens profond de (1.4.2), est qu'a condition de ne pas sortir du
dénombrable, on peut faire a peu prés tout ce qu'on veut avec les fonctions mesurables.

Dans la suite nous noterons £, (¥) le cone des fonctions mesurables Q — R, , en prenant

garde que ce n'est pas un espace vectoriel et qu'en particulier la différence f — g n'y est
pas définie correctement.

Les fonctions mesurables a valeurs réelles. Il s'agit ici des fonctions mesurables Q — R
lorsqu'on place sur R sa tribu borélienne. Elles sont caractérisées par la condition
{f < a} € X pour tout a réel, ou encore par {f < o) € X pour tout o réel. Les propriétés de
stabilité sont les suivantes :

(1.4.3) Théoréme

L'ensemble £(X) des fonctions mesurables réelles finies sur l'espace (Q, X)
est une algébre réticulée, et en particulier |£| est mesurable des qué f l'est.
De plus pour toute suite (f,) de fonctions mesurables, les fonctions Sup f_,
Inf £ , lim sup f_, liminf f , limf , ¥ f sont mesurables dés qu'elles sont
partout définies sur Q (et bien entendu a valeurs finies).

Preuve. Si f est mesurable alors aussi —f 1'est car :
f<o)={f>-a)={f<-a)e T

doncaussif+g,f-getfg=(f" -f) (g"-g) si g est aussi mesurable. Le reste n'est qu'une
répétition de (1.4.2). Q

Comme application immédiate donnons un lemme qui sera utile plus loin :

(1.4.4) Lemme

Soitf, g € é+ (D) telles que g < f. Alors il existeh € £ (T) telleque f = g + h.

Preuve. Posons A = (f < + =) € T et B= A = {f = + o} . Il suffit de prendre
h=(1,f-1,g + ()15, carl,f-1, g=1, (f - g) est positive et élément de £ (X),

donc élément de Eé+ . =



(1.4.5) Exemple. En prenant (Q, ¥) = (RF, EBP) on obtient une notion de fonctions
mesurables définies sur RP. Ce sont les fonctions dites boréliennes ou aussi Borel-
mesurables. Par exemple toute fonction continue f : RP — R est borélienne puisqu'alors
les ensembles {f < o} sont ouverts. Ici apparait la complexité des fonctions boréliennes
car évidemment toute limite simple d'une suite (f,) de fonctions continues, & condition

qu'elle soit définie en tout point x € RP, est encore borélienne. Et toute limite simple
d'une suite de telles fonctions, etc., etc.

Les fonctions étagées. Puisque les fonctions 1, , A € X, sont éléments de £(3), il est

intéressant d'introduire l'espace vectoriel 8(X) engendré par ces fonctions indicatrices.
Il s'agitdoncdes fonctions de laformeg =X oy 1, , avecoy € R et A, € ¥, la sommation

étant finie. Une telle fonction est mesurable et ne prend qu'un nombre fini de valeurs, et
réciproquement toute fonction mesurable g qui ne prend que les valeurs ,, ..., A est
nécessairement égale a ¥ A, 1, . roulonaposé A, = g’ () € T, la famille finie (A,)

constituant alors une partition finie de Q.
L'intérét des fonctions étagées est essentiellement qu'elles permettent de reconstituer

l'algebre £ () et le cone £ + (@), ce qui illustre le fait fondamental que I'on peut
"remonter” des ensembles aux fonctions en conservant la mesurabilité. En effet :

(1.4.6)  Théoréme (d'approximation)
a) Toute fonctionfe $£(X) qui estbornée estlimite uniforme d'une suite (g)
de fonctions étagées.
b) Toute fonction f € 5,, (2) est limite simple d'une suite croissante (g_) de
fonctions étagées positives.
k+1

k
Preuve. a)PosonsA, ={ ;s f< } pourn>1et-n<k<n,aprésavoir supposé

IFl < 1. Alors Ay, € Setg, =2, 51%6 ¥E).0r ||f-gall <1 ettoutestdit
' n n

b) Pour obtenir la monotonie, il faut étre un peu plus subtil. Supposons donc
0<f<+ooet pour chaquen 1 posons

A =k2"<f<(k+1)27) 0<k<n2"
B, ={f>n}
de sorteque A, € Y etB e X. Alors

- -n
gn_% k21, +nlg

est étagée et positive. De plus la suite (g_) est croissante et g, T f car pour f(®) = + o
ona g, (w)=n->+e etpour f(®) <+ ,ona 0<f(w)-g, (@<2" si n>f(w). Q
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Remarque. Il résulte de b), par décomposition f = f —f~, que toute f € () est limite
simple d'une suite (g;) de fonctions étagées, mais sans qu'on puisse ici garantir la
monotonie.

1.5 Intégrales et mesures

Donnons immédiatement deux définitions.

(1.5.1) Définition

On appelle intégrale (ou intégrale supérieure) sur (L, ) toute application
L: §+ (2) > [0, +eo] vérifiant 'une ou l'autre des conditions équivalentes :

a) L(0)=0;L¢+g) =L +Lg;f Tf= L) TLE

b) L(0)=0;L(Xf) =X L(f)

Pour une telle L on a de plus L(Af) = A L(f) pour A2 0 et L(f) < L(g) sif< g .

Preuve. On passe aisément de b) & a) avec le lemme (1.4.4) car si f, T f, en écrivant
fy=hy;f,=f;+h,,....f,=f ;+h ,onobtientf =¥ h_, ce qui permet de prouverb = a.

Réciproquement, si (h,) est une suite quelconque de ':E+ (2), alors'la suite f, =h; + ... + h,
esttellequef, Tf=3h,, ce qui donne aisémenta=b.

Ensuite par additivité finie on a L(pf) = p L(f), donc en changeant f enc%, L (%) =cl1 L),
d'ou L(rf) = r L(f) pourtoutre @, . AlorssiA 20, on choisit une suite r, T A, donc
L) = lim L(r, f) = lim r, L(f) =A L(f).

Enfin, si f < g alors L(f) < L(g) avec le lemme (1.4.4). Q

(1.5.2)  Définition

On appelle mesure sur ¥ toute application p: ¥ — [0, +0] vérifiant I'une ou
l'autre des conditions équivalentes :

a) p@g=0; H(AUB)=pA+uBsiANB=¢g; A TA= pA TpA
'b) p@=0;(A)disjpinte=>p(UA )=IpA,.

Or il se trouve que ces deux notions d'intégrale et de mesure n'en font en réalité qu'une,
c'est-a-dire qu'il existe une correspondance bijective L <> | entre les unes et les autres.
Clest ici qu'on touche au point crucial de la théorie, & savoir le passage canonique, et
dans les deux sens, entre fonctions et ensembles. La correspondance L — [ est immédiate.

(1.5.3)  Proposition
Toute intégrale L définit une mesure p = p; sur ¥ par I'égalité p(A) = L(1,).
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Preuve. Avec b) par exemple, car si la suite (A,) est disjointe etsi A = U A, alors
1,= h) 1An ,donc(1.5.1.b) = (1.5.2.b). Q

La correspondance g — L est beaucoup plus délicate car, partant des ensembles, il faut
remonter aux fonctions. La méthode consiste, partant d'une mesure y, & construire L

d'abord sur le cone positif €, (Z) des fonctions étagées positives, puis sur £, (X) , et a
veérifier enfin les propriétés (1.5.1.a).

Etant donné f e 8, (2) onl'écriten décomposition unique, dite canonigue, f=3X A, 1 A
ot (A,) constitue une partition de Q et oi1 les A, sont deux a deux distincts, et on pose

L =XMHA, .
Sif=1, ;A e X, alors sa décomposition canonique est f = 1.1, + 0.1AC , donc

L(f) = pA =1(1,), ce qui donne la liaison fondamentale entre L et p.

Maintenant si g = ¥ v; 1, , en décomposition canonique, alors la décomposition canonique
i

deh=f+g  s'obtienta partir de la décomposition non canonique
h= 2 Ay +0) 14 g,
kj )
en rassemblant les (A, + v) qui sont égaux et en réunissant les A, N B; correspondants.

L'additivité finie de u permet de vérifier que L(f + g) = L(f) + L(g).

Il suitdelaquesife ¥, (X)sécritf=3% o 1 Ay Avecoy 2 0, en décomposition canonique
ounon, on a toujours L(f) =¥ o, L A, . D'oti suit aisément: f<g= L(f)<L(g)

Passons maintenant a la définition de L sur :E+ 2.

(1.5.4)  Définition

Pour toute f §+ (X) on pose
L) =Sup {L(g);ge 8, (), g=f)

Evidemment L(0) = 0, et si f € ¥, (), on retrouve la valeur L(f) déja définie, donc en
particulier I(1,) = u A. On a alors

(1.5.5) Théoréme

La fonctionnelle L associée a p vérifie les propriétés suivantes :
a) L(0)=0;L(1,) =pA,f<g= L <L(g
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b) L(f+g) =L(f) + L(g)
©) (Propriété de Beppo Lévi): f T f= L(f)) T L(f)

Preuve. a) est évident et b) est une conséquence de c). Carsi f, g € §+ (%), on sait avec
(1.4.6.b), qu'il existe des suites (h,) et (k) dans €, () tellesque h_ Tfetk T g, d'ou
(h, + k) T (f +g) etavec ¢)
L(f +g) =lim L(h, + k)
= lim [ L(h) + L(k)]
= lim L(h,) + lim L(k)
= L(f) + L(g)

Prouvons donc c). Pour cela fixons la suite (f) dans §+ (2) telle que f, T f . On a déja
L(f,) < L(f) etla suite croissante L(f) a une limite £ < L(f). Pour voir que £ = L(f), fixons
he 8, () tellequeh<f. Pourtoutce 10,1[, posons B_ = (f, > ch} € ¥. La suite (B,) est
croissante et U B = Q car h est partout finie, lim f_ = f 2 h et h(0) > ¢ h(w) si h(w) > 0.
Par ailleurs on vérifiequef, 2ch 1y , donc L(f)) 2c L(hlg )et £2cL(h1g ).
Orsih=% ay 1A , alors hlB =2 oy lA ns, et L(hlB ) =2 oy WA, N B)) . Mais la
condition B, T Q 1mphque ANB TA, et p.(Ak N B, )1 HA, d'apres(1.5.2.a),d'ol a

la limite £ 2 ¢ L(h), puis £ 2 L(h) avec c T1, etenfin £ 2 L), ce qui termine toute la
preuve. a

Enrésuméona:

(1.5.6) Théoréme

Il y a correspondance bijective entre mesures et intégrales sur l'espace
mesurable (Q, ¥), 1a liaison 1 & L étant donnée par la formule fondamentale

MA=L(1,)
pour toute partie A € X.

On remarquera que cette liaison définit completement L si 1'on sait déja que les
propriétés de (1.5.1.a) sont vérifiées. Car alors nécessairement L se détermine sur &, (¥)

par
Le=So s, s g=Zgl,

et sur :_B+ (X)) par
L(f) = lim L(g,) si g, Tf avecg,e 8, (D).

Le travail fait plus haut dans la preuve de (1.5.5) a consisté surtout a garantir
I'existence de l'intégrale L.



13

Notations. Dans la suite, pu étant supposée donnée, on notera L(f) sous la forme d'une
intégrale selon

LD = [fdp = [£(t) dp(t)

(1.5.7)  Exemples

» Mesure de Dirac 3, .Iciae Qet T = P(Q). On définit 5, par 5,(A) ={3 :1‘ e 2 ,
soit §,(A) = 1, (a). Il en résulte que l'intégrale associée est L (f) = f(a).

* Maesures discrétes. On fixe une suite a, € Q et une suite oy >0 et soit p =X oy Sak , qui
correspond 2 l'intégrale L(f) = ¥ oy f(a ).

¢ Mesure dénombrementsur N.IciQ =NetY = P(N). Avecp=3 §,, on obtient :

card A si A est fini
HA = { +oo i A estinfini

Le cone 8 + (2) s'identifie a(R N, donc a I'ensemble des suites x = (x,) avec
x, € [0, +eo] , et l'intégrale associée a p n'est autreque L(x) =X x..

* Mesure image. Etant donné (Q, ) et (X, B), et une application mesurable h: Q — X,
la donnée d'une mesure p sur ¥ détermine aussi une mesure v sur €. En effet 1 est
associée a L, et I'application L, définie sur £ + (®) par L(g) = L, (g o h), vérifie les
conditions (1.5.1). C'est donc une intégrale, dont la mesure associée v est définie par

v(B) =Ly (lgeh) =L, (1, ), soit v(B) = u (W (B)) pour toute Be B. On dit que v

est la mesure image de p par h, notée v = h(y). On remarquera que si u = §, , alors
v = h(p) = 8y, , ce qui signifie que I'application p — v = h(y), définie sur les mesures,
prolonge l'application h : a — h(a), définie sur les points.

e Mesure a densité. On fixe ici (Q, ), une mesure | sur X, et une fonctionh e £ + ).
Alors l'application L, définie sur §+ (2) par
L =L, (fh)=[fhdp
est une intégrale, dont la mesure associée v sur ¥ est donnée par

u(A):[lAhdu , Aey

ce que I'on note plutdt v(A) = j hdp
A

La construction par mesures images ou par mesures a densité permet donc d'obtenir de
nouvelles mesures lorsqu'on en connait une; il suffit d'avoir & sa disposition
I'application mesurable ou la fonction mesurable h.
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1.6 Construction des mesures

En pratique on ne dispose pas, a priori, d'une mesure sur une tribu ¥ mais seulement
d'une mesure sur un anneau R (telle qu'elle va étre définie) et le probléme est de savoir
si I'on peut construire une extension 2 la tribu Xg engendrée par R, extension qui, bien

entendu, doit rester une mesure. Et du méme coup un second probléme se greffe sur le
premier, a savoir l'unicité de I'extension.

(1.6.1)  Définition

Soit R un anneau sur l'ensemble Q. On appelle mesure sur R toute
application L : R — [0, + ] vérifiant I'une ou l'autre des deux conditions
équivalentes :

a/pg=0
(M) < b/ u(AUB)=pA+uBsiA,Be R e¢t AN B=¢g

¢/ Be R,B TBetBe R= u(B) = lim uB_ = Sup u B,

a/ug=0
(D) { b/ Pour toute suite disjointe (A,) de R, telle que
A=UA e®R,ona fA)=3pA,

La condition M, est celle d'additivité finie, la condition M_celle de monotonie
croissante, et la condition D, celle d'additivité dénombrable. On passe de (M) a (D) en
posant B, = A; U A, ... U A lorsque les A, sont donnéset A; =B;, A, =B, \ B, ...,
A, =B, \B_,,lorsque les B, sontdonnés.

Bien entendu si R est déja une tribu ¥ on retrouve la définition (1.5.2), de sorte que toute
mesure | sur une tribu ¥ induit une mesure sur tout anneau R contenu dans Y.

Les propriétés les plus immédiates des mesures sont rassemblées dans les deux énoncés
suivants :

(1.6.2)  Proposition

Soit 1 une mesure sur 'anneau R

a) M estcroissante: A C B= pA < uB.

b) A,Be R ,BC AetuB<+00=pu(A\B) = pA —uB.

c) W est dénombrablement sous-additive au sens suivant:
AeRAcRetACUA SPAST A,

Preuve. a) et b) sont immédiats avec M,. Pour prouver c), remplagons A par
A =ANA_e R desorteque A=U A’ .Posons B, = A’;U... U A", T A, de sorte que
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n n

pA = lim B B,. Il reste a voir que u B, < )Y LA, < 2z KL Ay , ce qui résulte de la sous-
1 1

additivité finie de p, conséquencede W(AUB)+wW(AN B)=pA +uBpour A,Be R. QO

En couplant b) avec la condition (M,) de monotonie croissante, on obtient le résultat
suivant, fondamental pour les applications.

(1.6.3)  Théoréme (de monotonie décroissante)

Soit p une mesure sur I'anneau R. Pour toute suite (A,) de R, décroissante et
telieque A=N A e R (doncA { A)ona

L(A)=limp A =InfpA_
chaque fois qu'il existe un entier p tel que u A, < + o.

En particulier sous cette condition, on a

A lg=pA 10

Remarque. Si I'on abandonne la condition pA; < +eo , C'est-3-dire si I'on suppose
MA, = + o pour tout n, le résultat devient faux car on peut avoir pA = 0. Par exemple
avecQ=N, R = P(Q), 1 =X §, mesure dénombrement, et A =[n, +) C N.

(1.6.4) Exemple important : la mesure longueur sur R. Désignons par R 1'anneau
engendré par les intervalles (a, b) de R, sans qu'on précise si ces intervalles sont
ouverts, fermés, ou bornés. Il est facile de vérifier que R est exactement I'ensemble des
réunions finies d'intervalles disjoints. On a alors :

Sur R, il n'existe qu'une seule mesure A , dite mesure de Borel, ou mesure
longueur, telleque A (a, b) =b -a.

L'unicité est évidente. Réciproquement, si A, réunion finie disjointe U (a,, b,), est
élémentde R, onpose A =X (b, —a,) , ce qui donne immédiatement les propriétés (M,),
(M,) de (1.6.1). Mais il reste a prouver (M) ou, ce qui revient au méme, (D,). Pour
prouver (D,) on se raméne au cas ou l'intervalle (a, b) est exactement égal & une réunion
U], dintervalles disjoints ] = (a,, b,), et 2 démontrer queb-a =X A ().

OrdéjaonaX A (J)) <A(a, b) =b - a car toute réunion finie (disjointe) des ] est contenue

dans (a, b). Pour l'inégalité contraire, fixons un intervalle compact [c, B] = K dans (a, b)

et, pour € > 0 fixé, posons U, =] a ~-€2™, b +¢&2™[. Alors K est recouvert par la suite

d'ouverts (U_), donc par Borel-Lebesgue, il suffit d'une famille finie pour recouvrir K,
P

autrement dit il existe un entier p tel que K C nl-J1 U, . Par sous-additivité finie de A
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P
(conséquence immédiate de l'additivité finie), ona A K< 2 U, < 2 U, , soit

n=1 n=1

B- a<21(])+822 .Avece 1 0,onobtient B-a<¥A(,)etavecalaetp T,
onaenfinb- a<Z7»(I) Q

Ce qui est remarquable dans cette affaire est surtout que, du point de vue
historique, I'axiome de Borel-Lebesgue (a la base de toute la théorie de la compacité) a
été obtenu précisément pour prouver lI'additivité dénombrable de la mesure longueur sur
R. Ce n'est donc pas un hasard si la théorie de la compacité (elle-méme a la base de la
topologie générale) porte le nom des initiateurs de la théorie de la mesure !

Le probléme de I'extension. Il s'énonce trés simplement : étant donné une mesure p sur un
anneau R, peut-on la prolonger en une mesure sur la tribu engendrée par R ? Et si la
réponse est positive, y a-t-il unicité de ce prolongement ? Nous allons voir que la
réponse a la question de 'existence est toujours positive, mais celle relative a I'unicité
est en général négative; toutefois elle est positive dans de nombreux cas qui couvrent le
domaine des applications pratiques. Mais pour étudier ces questions il faut introduire
de nouvelles notions.

La mesure extérieure. Etant donné une mesure p sur l'anneau ®, on introduit une
application p* : P(Q) - [0, +c] , définie pour tous les ensembles de Q :

(1.6.5)  Définition

On appelle mesure extérieure associée a p l'application p* définie sur la
tribu P(Q) selon

“E) = { + oo si E ne peut étre recouvert par une suite d'éléments de R
Inf{EpA ,ECc UA A e®R} sinon
En particulier si R est une tribu ¥ alors on a plus simplement
p*E) =Inf {pB,EC BetBe X}

A partir de p on a donc une application p* définie sur un ensemble P(Q) beaucoup plus
grand que R, mais le prix & payer est qu'en général p* n'est pas additive sur P(Q) . Les
propriétés qui restent sont les suivantes :

(1.6.6)  Proposition

Pour toute mesure . sur R la mesure extérieure p* vérifie :
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a) p* prolonge p, c'est-a-dire que p* A = pA pour tout A € R , et en
particulier p*@ =0

b) EC F= pu*E<pu*F, c'est-a-dire que p* est croissante
c) M* est dénombrablement sous-additive
w(UE )<Ip*E,

Preuve.a)Si Ae R ona déjap* A <pAavec A C AetpA <p* Aavec (1.6.2.c). Puisque
b) est évident prouvons c) et pour cela il suffit de supposer X p* E_ < + o . Alors pour

€ > 0 fixé, il existe, pour tout n 21, un recouvrement E,. C |J A, avecA e R et
¥ .

2 MA,, <p*E +e2™.Lacondition EC U A, fournitdone
K n

u*ESE%:%% Ss+2n‘,u“En

ce qui donne ¢) avece L 0. a

(1.6.7)  Définition

Les parties N C Q telles que u* N = 0 sont appelées négligeables pour p. Soit
N leur classe.

Et évidemment

(1.6.8)  Proposition
a) Ne NetMCN=Me N

b) Toute réunion dénombrable d'ensembles négligeables est encore
négligeable.

c) Silanneau R est une tribu T, pour que l'ensemble N soit négligeable il
faut et il suffit qu'il existe A € Y telqueN C A et uA =0.

(1.6.9)  Exemples

Ex1. Soit Q = I un ensemble non dénombrable (mais infini) et A I'anneau des
parties dénombrables ou finies de I. Alors la tribu ¥ = ¥, engendrée est formée des
parties A telles que A € Aou A® € A (et on ne peut avoir les deux !). La mesure o= 0 sur A
donne la mesure extérieure p* sur %P (I), définie parp*E=0siEe Aet P*E=+=siE ¢ A.
La mesure A sur T définie par LA =0si Ae AetA A=1siA°e A(on vérifiera que c'est
bien une mesure !) donne comme mesure extérieure A*E=0siE€ AetA*E=1siE ¢ A. Ici

K* est une mesure, mais A* n'est méme pas additive. Par ailleurs les mesures A sur X et
p* l 3 sont différentes sur Y., mais leurs restrictions coincident sur I'anneau A.
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Ex2. Pour la mesure longueur sur R les ensembles négligeables sont les parties N
telles que, pour tout € > 0, il existe une suite (J,) d'intervalles telle que N € U J_ et
2 2 (J,) <e . Par exemple tout singleton (a} est négligeable, et par conséquent tout
ensemble fini ou dénombrable. Ainsi Q est négligeable dans R, quoique partout dense.
Dans l'autre sens, on peut trouver des ensembles négligeables dans R qui soient
équipotents & R (donc non dénombrables), par exemple I'ensemble de Cantor K C [0, 1].

Revenons maintenant au cas général d'une mesure i surun anneau R et & sa mesure
extérieure associée p*. Puisque p* | q =W il est clair que p* est dénombrablement

additive sur R et la question qui peut se poser est de savoir s'il existe des classes plus
grandes que R, et en particulier une tribu, sur lesquelles u* reste dénombrablement
additive (et d'ailleurs additive suffirait grace a la sous-additivité dénombrable
(1.6.6.0)). Or il se trouve que les éléments A € R possédent, vis-a-vis de p*, une
propriété d'additivité bien particuliére :

(1.6.10) Lemme

Soit A € R une partie fixée. Alors A partitionne additivement (pour p*)
toute partie G C Q, c'est-a-dire que I'on a

wG=p*GNA+p*(G\A)
On peut dire encore que, pour toute E C A et toute FC A, ona
WEUF=p*E+p*F
Preuve. Il suffit de prouver l'inégalité p* E + u* F < p* (E U F) de sorte qu'on peut
supposer p* (E U F) < + . Alors soit (C,) une suite de Rtelleque EUFc U C_ .En
posant A, =ANC, etB, =C, \AonaE cUA_ et FC UB_,doncaussi
WE+p*F<SIpA +2XuB =Y@A +pB)=3uC,
dou p*E + p*F<p* (EU F) avec (1.6.5). a

Maintenant on peut se demander si les parties A € R sont les seules a vérifier la
propriété de partition du lemme. La réponse constitue le résultat-clé qui résout le
probléme de I'extension de la mesure .

(1.6.11) Théoréme (Carathéodory)

Soit L une mesure quelconque sur I'anneau R. Alors la classe X, des parties A
C Q vérifiant la propriété :
© WEUP=p*E+p*F pourtoutessEC AetFC A€

est une tribu contenant 'anneau R (donc aussi la tribu T = T4 engendrée) et la
classe des parties négligeables.
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De plus, la mesure extérieure U* est dénombrablement additive sur la tribu
2,
Preuve. Déja X, contient R (cestlelemme) etsiA=Ne N alors
WE+pu*F=p*F<p*(EUP),
donc N € X,. La classe ¥, est évidemment stable par passage au complémentaire et

si A,Be X, alorspour ECANBetFC(ANB),posonsF,=FNA,Fz= FNBetG=
F\(AUB),desortequeF=F, UFgUGetEUF=(EUF,) U (GUFp). Dou

WEUF) =p*(EUF +p*(GUFp carAe X,
= WE+WF,+u*G+p*Fp r:arBeZ11
2 WE+p*F car F=F, URUG

Ainsi ZP est stable par intersection, donc aussi par réunion. Pour voir que c'est une tribu,
il suffit de prouver la stabilité par réunion dénombrable disjointe. Soit donc (A)) une

suite disjointe de ZP,A=U A, ,EC AetFC A%;posonsE =EN A_. Alors pour tout n
fixé
W*EUF) 2p*(E V... UEUP
=pE +pEU...UE UP carA, € X,
WE, + WE, +pu*(E;U ... UE UP) carh,e X,

WE, + W»E, +...+ WE +u*F carA,..eZbL

Doncquand n — +oo

WEUP > W*E +u*F
1

> w*E+p*F carE=UE_
Ainsi A€ X, et X, estune tribu. Il reste & prouver que p* est une mesure sur 3, mais
cela est évident car u* @=p@=0puisquede R etsi (A,) est une suite disjointe de T,
alors l'inégalité précédente
WEUF) 23 p*E +p*F 2 p*E+p*F
appliquéed E=A=U A_etF=g@donne
prUA)=ZprA,

ce qui termine tout. a

(1.6.12) Corollaire
Soit R un anneau, ¥ = 24 la tribu engendrée. Alors pour toute mesure . sur R,

la restriction i = p*| y est une mesure sur la tribu X, qui prolonge p. Et c'est
méme la plus grande mesure sur ¥ qui prolonge p.
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Preuve. Il est clair que 1 est une mesure prolongeant L, ce qui résout completement le
probléme de I'existence. Si v est une autre mesure sur Y telle que v | Q" H{, prouvons

v E < B E = p* E pour toute partie E € ¥. On peut supposer B*E < +eo, et alors si

EcUA, ,avec A e R,ona
VE<SIVvA =3pA,

d'ou v E<p*E par passage a la borne inférieure. a

L'exemple 1 de (1.6.9) assure effectivement qu'il n'y a pas en général unicité du
prolongement.

Le probléme de l'unicité. Pour aborder cette question, il est nécessaire d'introduire
encore de nouvelles notions, qui seront d'ailleurs utiles dans d'autres contextes. Il s'agit
des classes de Dynkin.

(1.6.13)  Définition

a) On appelle n-classe toute classe &P de parties de Q telle que
ABe®P = ANBe?P

b) On appelle A - classe toute classe £ de parties de Q telle que :
°Qe &

¢ &£ est stable par différence propre
A Bed,BCA = A\Be &

e £ est stable par réunion dénombrable croissante

A eS8, ATA = Ac $

L'intérét des m-classes et A-classes est évidemment relatif aux tribus car une classe
Y est une tribu si et seulement si c'est a la fois une n-classe et une A-classe. Et dans cet
esprit on a le résultat fondamental :

(1.6.14) Théoréme (Dynkin)

Soit %P une n-classe et $ une A-classe telles que ¢ € & . Alors la tribu Xgp
engendrée par Pest contenue dans $

PcE = IS

Preuve. Désignons par M la A—classe engendrée par P, c'est-a-dire la plus petite
A-classe contenant . On a évidemment M. C $§ , et si I'on démontre que M est aussi
une 7t-classe, alors ce sera une tribu, d'ott £5 € M C £. Pour prouverque Ae M et
Be M = AN Be M, opéronsen deux temps. Fixons d'abord A € P et considéronsla
classe

SDA::{BC Q;An Be M}
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11 est facile de voir que 9, est une A-classe telle que P < D, , puisque P est une n-
classe,donc M. € D, etainsiAe P etBe M=>ANBe M.

Ensuite fixons B € Met considérons la classe
D={ACQ;ANBe M}
qui est, de la méme fagon, une A-classe contenant %, donc aussi M.
Ainsi A,Be M = AN Be M et toutestdit. a

(1.6.15) Définition
Soit R un anneau et jL une mesure sur R..

a) On dit que p est finie (ou bornée) lorsque Q € R et pQ < + . En
particulier p est une probabilité si pQ = 1.

b) Ondit que p est o-finie lorsqu'il existe une suite croissante Q € R telle

queQ=UQ_, etpQ <+ pourtoutn.

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour établir le résultat d'unicité utile
pour les applications.

(1.6.16) Théoréme (d'unicité)
a) Soit T une tribu et P une n-classe engendrant X. Alors deux probabilités
sur ¥, qui coincident sur P, sont nécessairement égales.

b) Soit R un anneau, ¥ = 24 sa tribu engendrée. Alors deux mesures sur 3.,
qui sont o-finies sur R, et qui coincident sur R, sont nécessairement
égales.

Preuve. a) Soit|L, v les deux probabilités. Alors la classe
$=(AeX,pA=vA)}
est trivialement une A-classe contenant 4P, donc f =Y etp=".

b) Soit p, v les deux mesures. Il existe une suite Q € R telle que Q_ T Q et
K, =V <+o.Pourchaquekla classe

B ={AeZ; pANQY=vANQY}

est une A-classe contenant R, donc $, =X puisque R est une n-classe. Alors pour toute
AeYonap(ANQ)=v(ANQ,), et par monotonie croissante on obtient LA = VA,
donc p=v. a

En rassemblant (1.6.11) et 1.6.16) on obtient le résultat définitif important.
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(1.6.17) Théoréme

Soit 1 une mesure o-finie sur l'anneau R. Alors p poss2de une unique mesure
prolongement  la tribu ¥ = ¥4 engendrée par R, coincidant avec la mesure
extérieure p* sur .

De plus la tribu ¥, des parties, dites p-mesurables, vérifiant la condition (C)
de (1.6.11), est exactement la tribu engendrée par X et la classe N des parties
négligeables, formée d'ailleurs des ensembles E tels qu'il existe une partie B
€ X vérifiant EABe N.

Preuve. Désignons par ¥ la tribu engendrée par X et N, telle que © C ¥, contenant
déja comme éléments toutes les parties E du type précédent. Réciproquement soit E € Eu‘
Si (Q,) est une suite de R telle que pQ <+ etQ TQ,alorsENQ =E e I, et
p* E, = B E, < + c. Il en résulte (facile) qu'il existe B, € X telle que E, C B et
u*E =p*B =uB,,doncp* (B, \ E) =0 par additivité de p* sur 3, . Alors E C B et
N =B \ E vérifie NC U (B, \ E,),doncN e N.EtévidenmentEAB=Ne N. a

Notations. Dans le cas de o-finitude, il n'y a donc aucune différence entre mesures sur un
anneau R et mesures sur une tribu 3. On convient alors de noter encore p I'extension & ¥ et

de réserver la notation 1L 4 la mesure p* | Ty Sur la tribu des parties p-mesurables. Bien

entendu la mesure extérieure p* reste définie sur ¢ (Q), mais ce n'est pas une mesure en
général, puisqu'elle n'est méme pas additive sur P(Q).

Revenons maintenant au cas Q = R ou Q = RP, avant d'aborder I'étude des
fonctions intégrables.

1.7 Mesures sur R et RP

Mesure de Borel sur R. On a vu en (1.6.4) que la fonctionnelle "longueur" est en réalité
une mesure A sur I'anneau R engendré par les intervalles (a, b) de R, et cette mesure est
évidemment o-finie. Elle se prolonge donc de fagon unique en une mesure toujours dite de
Borel, sur la tribu borélienne 3 de R, qui est exactement la tribu T4 engendrée par R.

Dans ce contexte la tribu ¥, porte le nom de tribu de Lebesgue et 1a mesure associée A
s'appelle aussi mesure de Lebesgue.

Mais alors toute fonction continue f sur R, qui est positive (c'est-a-dire telle que f 2 0),

est un élément de iL_ , donc admet une intégrale l fda pair rapport a A. Et la question est

a—-co
- b

4o b
posée de comparer cette intégrale a l'intégrale classique [ f(x)dx =1lim J f(x) dx,
a

positive finie ou non.
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Clest ici que nous rencontrons le premier résultat important de cohérence :

(1.7.1)  Proposition

Pour toutefonction f, continue et positive sur R, ona

‘=

lfdl =f f(x)dx <+e0

Preuve. Fixons n et pour —n 2" <k < n 2" considéronsl'intervalle I, =[k 2™, (k+ 1)2™ [,

Alors ij Ly =], =[-n, +n[. Définissons maintenant la fonction "en escaliers" @, par

0 endehorsde],
P = 1Inf (f), te I,,) surL ,

Un peu d'attention montre que la suite (¢,) est croissante et que ¢, (x) T f(x) en tout

point x, puisque f est continue. Par monotonie croissante on a donc If dA =lim j ¢, dA.

n ‘o boo e

ox)dx T [ f(x) dx .

Orf(pnd?»=J

-n

¢ (x)dx= J 9, (x) dx et il reste a voir que f

Or, par ¢, <f, on a déja j @, () dx SJ f(x) dx et j fda SJ f(x) dx .

Réciproquement la continuité uniforme de f sur chaque intervalle [a, b] compact, assure
que ¢, Tf uniformément sur [a, b}, d'ot suit

[-h

Ja

b

$oa

(Pndxslth q»n(x)dx=J fdr

-

f(x)dx = IimJ

rM

et ainsi f(x) dx sjfd}. avec ad-o et bTo. Q
J e

Mesure de Borel sur RP .On remplace ici les intervalles (a, b) par les pavés

P =1, b,) et lalongueur b - a par le "volume" A(P) = I;(I (b, — a, ). Alors sur I'anneau

R = ER.p des réunions finies de pavés (que I'on peut supposer disjointes) la fonctionnelle
A, est une mesure. On le voit en démontrant d'abord que A, est additive, puis qu'elle est
dénombrablement additive, de la méme fagon qu'en (1.6.4), en utilisant la compacité
des pavés fermés bornés [ ] [o,, B, ). Et la méme preuve que (17.1) donne aussi :
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(1.7.2)  Proposition

Pour toute fonction f, continue et positive sur R?,ona

jfdkp=Lpf(x)dx=£----1“f(x)dxl...dxp

Mesures boréliennes sur R. Revenons au cas p = 1 pour déterminer toutes les mesures sur
la tribu borélienne 3 de R, qui sont finies sur les compacts, et qu'on appelle plus
sommairement mesures boréliennes. Donnons tout d'abord une condition nécessaire :

(1.7.3)  Proposition

Soit 1 une mesure borélienne sur R. Pour tout a € R on définit la fonction F,
selon

o= {0 % e

On a alors:

a) F, est croissante et continue a gauche, etF,(a) =0
b) F,(b) =-Fy(a)

c) F,(t) =F,b) + F(t) (relation de Chasles).

Preuve. Seule la continuité & gauche mérite le détail. Or si t, T t alors
F,(t)) T F,(t) car:

sit<a ona [t,al d[t,a[ etla monotonie décroissante

sit>a ona [a,t,[T[a t[ etlamonotonie croissante. Q

On voit donc que les fonctions F, se déduisent de I'une d'entre elles par addition d'une
constante. On peut donc considérer, en faisant a = 0 par exemple, que W est définie sur
l'anneau R engendré par les intervalles (a, b) par 1a donnée d'une fonction F, croissante
et continue a gauche, et il est alors facile de vérifier les formules:

p ([s, t{ ) = F(t) - F(s) s<t

1 ([s, t]) = F(t + 0) - F(s) s<t

L(ls,t]1)=F(t+0)-F(s+0) s<t

u (Js, t[ ) = F(t) - F(s+ 0) s<t

La réciproque est vraie.

*)

(1.7.4)  Proposition

Soit F une fonction croissante et continue & gauche sur R. Il lui correspond une
unique mesure borélienne . = ppsur R vérifiant les conditions (*). On dit que
K est la mesure de Borel-Stieltjes associée a F.
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Preuve. On utilise ici 'anneau § des réunions finies d'intervalles [s, t [, introduit en
(1.3.6), et qui engendre la tribu borélienne B, en définissant Kp par additivité finie a
partir de pg ([s, t[) =F(t) - F(s) pour s<t.

Et la seule chose intéressante a prouver est I'additivité dénombrable, & savoir que

si [s,t[=|J],, oitlaréunionest disjointe,avec J, = [s,, t,[, alors pg([s, t[) =2 pz(J,).
Par additivité finie on a déja X pg (J,) < pg ( [s, t [ ). Pour prouver
He([s,t[) < 2 pp(],), on peut supposers <tetsite [s,t [ est fixé, ainsi que & > 0, on
commence, griace a la continuité a gauche de F, a introduire o, < s, tel que
F(s,) - F(6,) <€ 2" pour toutn. Avec K=[s,tlet U,=]0,,t, [, on obtient un
recouvrement ouvert K € U U,_ , de sorte qu'un recouvrement fini suffit, et ainsi il existe
p tel que
P P
[s,r[CI<cnl=J1Uncnl=J1 lo,,t [

Par additivité finie, et sous-additivité finie, on a donc

P
F(t1) - F(s) <Y, [Ft,)-F(o,)]

n=1

P
< X [Ft)-Fs,) +e2™ ]
n=1

<e+ ) [F(t,)-FGs,)]
n=1

et avec € L 0 d'abord, puis t T t ensuite (et la continuité & gauche de F) on obtient
finalement

pels, t{=F®-Fo)< Y, [Ft)-Fs,)] = Zpe0,)
n=1

ce qui suffit. m

(1.7.5)  Remarque. Lorsque p est une probabilité sur R, on lui associe volontiers la
fonction F définie par F(t) = p (- o, t[, appelée fonction de répartition de p. Elle est
telle que F(t) » Oquand t { — et F(t) T 1 quand t T + o, et bien entendu croissante et
continue a gauche.

L'importance de (1.7.3) et (1.7.4), qui décrivent toutes les mesures boréliennes sur
R, n'apparaitra que plus loin quand nous parlerons des variables aléatoires et de leurs
lois. Cette importance justifie que 1'on s'attarde un peu en décrivant de fagon plus
détaillée les deux sortes de mesures qui interviennent : & savoir les mesures diffuses et
les mesures discrétes. Remarquons déja qu'il résulte des formules (*) que I'ona

p({a)) = F@ + 0) - F(a) = Ag (a)

olt A (a) est le saut de F au point a. Ainsi
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(1.7.6)  Proposition

On dit que p est diffuse lorsque p({a}) = 0 pour tout a € R. Pour cela il est
nécessaire et suffisant que la fonction F associée soit continue sur R.

(1.7.7)  Exemples

Ex1. La mesure de Borel sur R, soit A, associée & F(t) = t.
Ex 2. La probabilité uniforme sur [0, 1] définie par la mesure p telle que
n(a, b)=A ((a, b) N [0, 1), définie par la fonction
0sit<0
F(t)={t si 0st<1 = Sup{0,Inf(t, 1)}
1sit21
Ex 3. La donnée d'une fonction continue h 2 0 sur R détermine la mesure p, de

b
densité h par rapport a la mesure de Borel et telle que p(a, b) = f h(t) dt. La fonction F

a
associée est donc une primitive de h. Pour que p soit une probabilité, il faut et il suffit

que J h(t)dt=1.

Ex 4. La probabilité de Cauchy, de parameétre a > 0, définie par la densité

1 t
h(t)=1: a2

a 1 1
2.0 et la fonction de répartition F(t) = 2 *x Arctg

Ex 5. La probabilité de Laplace-Gauss réduite, notée y ou LG (0, 1), définie par la
: ] 2

densité h(t) = — exp (— t—) et la fonction de répartition F = @, dite fonction
V2= 2

d'erreur

o= - [ exp - ﬁ)dt
Vor ). 2

2
exp (— L )dt est égale & Vr.

sachant bien entendu que I'intégrale de Gauss f 2

Ex 6. La probabilité de Laplace-Gauss LG (m, o) de parameétres me R etc >0,
associée a la densité
_(t-m)? ]

1 AL L7
cV2n exp[ 2¢°

et a la fonction de répartition F(x) = @ (" ;m) .

h(t) =
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Ex7. La probabilité générale d'Euler. On rappelle rapidement que la fonction I'
d'Euler est définie, pour x > 0, par

- x-1
I'X)=1 t e dt
0

Elle vérifie la relation fondamentale I'(x + 1) = x I'(x), d'ou I'on tire, avec I'(1) = 1,
I'égalité I'(n + 1) = n! pour n entier.

Etant donné deux parametres a > 0 et B > 0, on leur associe la probabilité, dite d'Euler,
définie par la densité

{0 51 t<0
h(t) =
[51“() p( I3)51t>0

Ex 8. Soit ¥ = LG(0, 1) et soit g(x) = |x|* avec a > 0. On désigne par p la mesure
image de Y par la fonction g. Déterminer sa densité h. Pour quelle valeur de o obtient-on
une probabilité d'Euler ?

2 & e
(Réponse: h(t) =0sit< 0, hit) = t exp(— T) si t>0 etpestla
avan

probabilité d'Euler si a = 2, de parameétresa =2 et} = % ).

Ex9. Soit y=LG(0, 1) et g(x) = €* . On désigne par p la probabilité image de y par
la fonction g, dite probabilité log-normale. Donner sa densité.
. 11 1 2| .
(Réponse:h(t) =0sit<0, ht) = — exp[— 5 (4nt) ] sit>0).
vart L2

Passons maintenant au cas des mesures discrétes, dont le prototype est la mesure de
Dirac §, au point a € R. Le cas général s'obtient en fixant une suite (a,) de points de R et
une suite (o) de scalaires positifs ou nuls, donnant p=% o, 8,n. On dit quelquefois que p

s'obtient en fixant les masses & aux points a,. Lorsque ¥ a_, = 1 on obtient une
probabilité.

Ex10. Probabilité de Bernoulli de parametre p. On fixe 0 < p < 1 et
q=1-p. Alors p=pd, +qd,

Ex11. Probabilité binomiale de parameétres n et p. Avecnentier21, 0<p<1 et
q=1-p, on construit

I-L=§ Cknpkqn-ka‘x

Pour n =1 on retrouve la probabilité de Bernoulli.

Ex12. Probabilité de Poisson de parametre A > 0, définie par

e E

?\"[?
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Ex 13. Probabilité géométrique de parameétre p. AvecO<p<letq=1-p, onpose
K=p Z qk 5k+!
k0

On constate qu'une mesure discréte | est totalement déterminée par les valeurs
u ({a}), alors que ces valeurs, qui sont nulles, ne donnent aucune information pour les
mesures diffuses. En un sens mesures discrétes et mesures diffuses apparaissent comme
complémentaires. Ce point de vue est précisé par I'exercice théorique suivant :

(1.7.8) Exercice
Soit u = up une mesure de Borel-Stieltjes quelconque. Démontrer les assertions :

a) L'ensemble D des points a € R tels que p({a}) > 0 est fini (éventuellement
vide) ou dénombrable.

b) Lamesure discréte A = 2, u({t)) 8, esttellequeA <p.
teD

¢) Lamesure p peut se décomposerenp=A+v,0u v est une mesure diffuse.

d) La décomposition de p en somme d'une mesure discréte et d'une mesure
diffuse est unique.

1.8 Fonctions intégrables

Revenons maintenant a la situation générale d'un espace mesurable (Q, ),
étant donc une tribuy, sur lequel existe une mesure 1, associée évidemment a une intégrale

f —)I f du , définie sur %_,. et & valeurs dans [0, + «].
Avant d'aborder la notion de fonction intégrable, nous allons compléter certains

résultats relatifs a £, et a l'intégrale I f du , intéressants surtout par les propriétés de
finitude.

Déja la propriété de monotonie croissante, dite de Beppo Lévi, conduit a4 un
résultat moins précis, mais ol la monotonie a disparu.

(1.8.1) Théoréme (Fatou)

Soit (f ) une suite quelconque de :-B+ .Ona alors
[ im inf ) dy < tim in [ £, du

En particulier si f | — f simplement et si I f,du<M alors I fdus<M.
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Preuve. Déja liminff = S;lpg f, , et puisque la suite h = Ikg‘f f, est monotone

croissante, on a par Beppo Lévi
[ tim in £,) du = Sup [ by dp
n

Mais pourk>nona h <f,,donc J hndusj f, dp etaussi j h,dp< me}fj f, du, d'oule

résultat voulu, a savoir
[ Giminf,)dp < Suplnf [ f,du

< liminf [ £, du Q

Remarque. On pourra vérifier sur des exemples simples que méme si f — f, la suite des
intégrales j f, du peut ne pas avoir de limite, et si elle en a une cette limite peut étre

différente de I f dp. Le théoréme de Fatou ne constitue donc qu'une approche assez

grossiére au véritable théoreme de passage a la limite dans les intégrales qui sera
donné plus loin sous le nom de "théor2me de convergence dominée de Lebesgue".

Il importe maintenant de savoir dans quelles conditions on a j fdu<+e ou

] fdu=0 lorsquefe .‘;’S+ est fixée. Pour cela nous avons besoin de dégager la notion de

propriété vraie p-presque partout. Etant donné une propriété P(x), dépendant du point
x € Q, on dit que "P est vraie p pp" ou "P(x) est vraie pour p-presque tout x" lorsque
I'ensemble {x; P(x) n'est pas vérifiée} est négligeable.

Alors :

(1.8.2)  Proposition
Soit f € §E+ .Pour quej fdp =0 il faut etil suffitquef=0 ppp.

Preuve. Soit A = {x; f(x) > 0} = {f > 0}. Alors les suites croissantes (nf) et (n1,) ont la
méme limite, qui est la fonction (+ )1, . Par Beppo Lévi on en déduit que

1imnjfdu=1imnuA

d'our résulte aisément que I fdu=0e=pA=0. Q

(1.8.3) Corollaire
Soit f, g € :E+ .

a) Sif<g pupp alors Ifdus[gdu



30

| b) Sif=g ppp alors jfdu:]gdu

Preuve. Il suffit de prouver a). Or posons B = {f > gJ; on obtient un élément de X tel que
uB = 0, et tel aussique f L.<gl, (en tout point). Ecrivons f = f 1o+ le et

g=g 1Bc +g 1, etremarquons que f 1B =0upp et g 1B =0 upp. Alors, avec la proposi-

tionona

[fau=[f1 dus[g1 du=[gdu. @)

Remarque. Il importe de bien voir, réciproquement que 1'égalité j fdu = I g du

n'implique aucune relation intéressante entre f et g dans le cas général.

(1.8.4)  Proposition
Soit f € §+ tellequel fdu<+eco.
Alorsona f <+ ppp.

Preuve. Soit A = (f = 4} € ¥ .On a donc n 1, < f pour tout n, donc
npA sl fdpu<+eo etpA=0. a
Cette proposition presque triviale (connaissant les propriétés d'une mesure) a

cependant comme conséquences des résultats extrémement importants pour les
applications.

(1.8.5) Corollaire

a) Soit (f)) une suite croissante de éE+ . On suppose que la suite (I f, du) reste
bornée dans R. Alors la suite (f,) est upp convergente dans R.

b) Soit (f) une suite quelconque de §+ .Onsuppose quelasérie ¥ ] f, dpest

convergente dans R. Alors la série X f_ est elle-méme ppp convergente
dans R, et en particulierona f, — O upp.

On rencontre ici un résultat typique de la théorie de Lebesgue. A savoir qu'une
information numérique (une suite de nombres est bornée, ou bien une série est
convergente) donne une information fonctionnelle (une suite de fonctions converge
ponctuellement, ou bien une série de fonctions converge ponctuellement), le prix a payer
étant l'intervention du "négligeable”, rassemblant les points ol "ga ne passe pas”. On
voit donc que les ensembles négligeables de ¥ s'introduisent naturellement dans le jeu.

Fonctions intégrables. Rappelons les espaces & = £ () et § =%(Z) regroupant les
fonctions réelles (finies) mesurables et les fonctions étagées mesurables, ainsi que leurs

cones positifs $, et §,, contenus dans ‘;‘3,,_ . Pour chaque f € £ on pose
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f"=Sup (f,0); f=Sup(-f,0)
qui sont des fonctions de &, vérifiant les égalités

1
{f=f+_f. fr=c(lfl +0

=f - 1
|f] = +f ¢ =§(|f|_f)

(1.8.6)  Définition

Soit f une fonction mesurable réelle.
a) Ondit que f est intégrable pour p lorsque l'on a I |£] dp < +oo.

b) Dans ce cas le nombre réel fini
10 = jf*du- ]f' dp

est appelé l'intégrale de f par rapport a p, que I'on note encore If dp ou

jf(t) du(®), ou méme [ £(t) p(dv).

On a alors facilement :

(1.8.7)  Proposition

a) Toute fonction mesurable, qui est ppp nulle, est intégrable et d'intégrale
nulle.

b) Si f est une fonction mesurable telle que |f| < g, o1 g est intégrable, alors f
est intégrable.

¢) Sif estintégrable et g mesurable et bornée, alors fg est intégrable.

Désignons désormais par $£!'(@Q,73, W), ou seulement $! (1) ou méme $! I'ensemble des
fonctions intégrables. Les propriétés les plus simples de & ! sont:

(1.8.8)  Théoréme
a) 8! estun sous-espace vectoriel réticulé de 'algébre .

b) L'intégrale I(.) est une forme linéaire positive sur £' . En particulier,
sife £' on al'inégalité, dite de la moyenne

l del-t l sl|f|du

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. On aborde maintenant I'un des
aspects les plus célebres de la théorie, qui va donner un outil puissant pour les calculs
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d'intégrales, en explicitant un cas trés général ou I'on peut intervertir l'intégration et le
passage a la limite simple pour les suites.

(1.8.9)  Théoréme (Convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f,) une suite de fonctions intégrables telles que :

a) f converge upp vers une fonction mesurable f.

b) Il existe une fonction positive intégrable g telle que
lfn| <g  upppourchaquen

(condition de domination).

Alors f est intégrable et j f,du - j fdu .

Preuve. Les ensembles d'exception N = {x, f,(x) 5 fx) ), M_ = { || >g), M=UM_,
sont tous éléments de 3, et négligeables, donc B =N U M est négligeable. En modifiant

toutes les fonctions en les remplagant par O sur B, c'est-a-dire en les multipliant par
1BC , on ne change ni leur mesurabilité, ni leur intégrabilité, ni leurs intégrales. On peut

donc supposer que f_ — f partout et |f_| <g partout. Soit alors
u,=Inf £, Vo= Sup fy, Wy =V, —

de sorte queu, Tf,v_ ! f etw_ ! 0.De plus la condition u, <f, <v_ pour k> n garantit
queu, <f <v_,doncaussi |fn -fl < w, , et puisque |f | < g la fonction f est intégrable
et

| jfn du-] fdu| 5[ £, £ |dp s[w,,du
Tout sera démontré si I'on prouve que j w,_dpl 0. Or w,<w, <2g assure que
wy-w, Tw,; et j w, diL < + . Par Beppo Lévi on a donc j (wy—wy)dp - I w, du,

d'on ] w, djt — 0 par différence. Q

Remarque. 1) Si la suite (f) converge partout vers f, alors f est automatiquement
mesurable. Mais si f ,— f seulement pupp, alors la mesurabilité de f doit étre supposée,
sauf si toutefois la tribu de départ X contient les ensembles négligeables (auquel cas on
dit que la mesure p est compléte sur Y).

2) On donnera quelques exemples simples montrant que la propriété [ f,du — I fdu
devient fausse si I'on abandonne la condition de convergence dominée, méme si on la

remplace par la condition notoirement plus faible I |fn ldp < M, ce qui raméne au
théoréme de Fatou (1.8.1).
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La premiére conséquence du théoréme de Lebesgue est essentielle pour les

applications puisqu'elle donne le résultat le plus puissant sur la permutation du signe J

d'intégration et du signe ¥ de sommation.

(1.8.10) Théoréme (Intégration terme a terme des séries)
Soit (f,)) une suite de fonctions intégrables telles que

§, [Ifn{du<+m

Alors la série X f | est upp absolument convergente dans R, et il existe une
fonction intégrable F telle que

F=Xf upp et ]qu=):l f, du

Preuve. Soith=% |fn| € i_., . Alorsj hdu= ZI |fn| dp < + e, donc h est ppp finie.
L'ensemble B={h <+ <} € X est donc tel que u B =0, de sorte que la fonction g =h 15 est

n
partout finie et intégrable. Par ailleurs les sommes partielles F_ = )Y f, sont telles que
k=0

|F,| <h, donc | Fnl <g uppet F, > F= 2z f, sur B, puisque la convergence absolue
0

implique la convergence. Il n'y a plus qu'a appliquer le théoréme de Lebesgue en
définissant F partoutpar F=Xf_ 15. ' Q

Fonctions complexes intégrables. Si f = g + ih est une fonction complexe Q — €, on dit
qu'elle est mesurable lorsqu'elle est mesurable par rapport a la tribu borélienne 3,
de € = R? etalatribu ¥ sur Q. Puisque 3, est engendrée par les ensembles quadrants
{x < a, y < B}, on voit que f est mesurable ssi ses parties réelle g = Re f et imaginaire
h = Im f sont mesurables. Comme par ailleurs

lfl<|g |+ |nl <2 |£]

on voit aussi que |£] est intégrable ssi g et h sont intégrables. Ce dernier fait 1égitime la
définition suivante :

(1.8.11)  Définition

Une fonction complexe mesurable f = g + ih est dite intégrable (par rapport a
la mesure p) lorsque |f| est elle-méme intégrable. Pour une telle fonction la
quantité

1) = [ fdu=[ gdu+i[hdu
est appelée l'intégrale de f par rapport a p.
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L'espace £ = $' (1, €) de ces fonctions complexes intégrables est évidemment un espace
vectoriel sur lequel la fonctionnelle intégrale est linéaire. De plus, on a encore validité
de la formule de 1a moyenne (1.8.8) sous la forme

(1.8.12)  Proposition (Formule delamoyenne)

Si f est une fonction complexe intégrable alors
| dep, l sjmdu
Preuve. Posons]fdu =p e'® avec p= | If dp | et ainsi
p =[e® @g+ibdu sif=g+ih
= [(g cos 0 + hsin 6) du car p est réel
< l |gcos@+hsin®| du< j If | du

carpourz=x+iy=re’ ona

lxcose+ysin9| =|rcos(9-<p)|$r. a

Intégration sur une partie A. Etant donné une fonction intégrable f, alors pour toute
partie A € X, la fonction f 1, est encore intégrable. On convient donc de poser, en accord

avec les notations de (1.5.7) relatives aux mesures a densité

[Afdp=] £1,dn

On a alors la propriété suivante.

(1.8.13)  Proposition

Soit f une fonction intégrable (éventuellement complexe). Pour que I'on ait
f=0 ppp,il fautet il suffit que IA fdp =0 pour toute partieA € X.

Preuve. On se raméne immédiatement au cas réel, et seule la suffisance de la condition
esta prouver. Or posons A = {f20} € X et B= A°=(f < 0}, ce qui donne
£l =f1, -1,

d'on ] ¢]dp = ]Afdu- jdeu=0 et |f| =0 ppp avec(1.8.2). Q

On remarquera bien la différence entre (1.8.2) et (1.8.13). Dans le premier cas la fonction

f est positive et If dp = 0 suffit pour impliquer f = 0 ppp; dans le second cas f est
quelconque et bien entendu la nullité de l'intégrale If du sur tout I'espace ne suffit plus;

il y faut la nullité de toutes les intégrales IA fdu pour Ae X.
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Lorsque h est une fonction intégrable et positive, alors l'application A — L h dpy,

définie sur ¥, est une mesure v, notée en général h.u ou hy, ou dv = hdp. Et c'est méme
exactement la mesure de densité h par rapport a p. Mais ici v est en plus une mesure
finie sur ¥ puisque

v (Q) =l hdu<+o

Avec (1.8.13) on voit que si v admet deux densités h, et h, par rapport a y, alors

L h du= IA h, dp pour toute partie A € X, donc h; =h, pupp. On a donc unicité de la

densité modulo I'égalité ppp. En résumé :

(1.8.14)  Proposition
Pour toute fonction h intégrable et positive, la fonctionnelle v définie sur
2 par

v(A) = ]Ahdu

est une mesure finie, et c'est la mesure de densité h. De pluson a

a) Toute partie A € X qui est p-négligeable est nécessairement
v-négligeable.

b) Pour qu'une fonction mesurable f:Q — R soit intégrable par rapport a la
mesure v, il faut et il suffit que la fonction f.h soit intégrable par rapport
a , et dans ce cas

[ hav=[thdp

Preuve. L'assertion b) provient de (1.5.7) puisque l'intégrale associée a v a été

précisément définie par la relation j fdo=L, (= Lll (fh) = j fh dp pour toute f € §3+ .
Il suffit donc de remplacer la fonction intégrable f par les fonctions |fl, f*,
successives pour conclure. Q

Remarque. La condition a) donne une condition nécessaire pour qu'une mesure finie v soit
densitable par rapport a , qui peut étre utile dans certains cas. Par exemple si i = A est
la mesure de Borel sur R et si v = §, est une mesure de Dirac, ou méme une mesure discréte
LEDN N 8an avec 0< ¥ o, <+ o de fagon que v soit finie et non nulle, alors I'ensemble au
plus dénombrable D = {a}, ou D = {a;, a,, ..., a,, ...} est tel que A(D) = 0 et v(D) = v(Q).
La mesure v n'est donc pas densitable par rapport & la mesure A.

Intégration par rapport a une mesure image. Fixons une application mesurable
h:(Q, %) - (X, ®) entre deux espaces mesurables et désignons, conformément a (1.5.7),
par v = h(p) la mesure image par h de toute mesure p sur ¥. On rappelle que pour

Be €etf:X - R, mesurableona
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vB) =p[h'®)]

[fav=[ oy an =] £ [h(®] dp®

ce qui fournit, de la méme maniére qu'en (1.8.14), le résultat :

(1.8.15)  Proposition

Pour qu'une fonction mesurable f: X - R (ou X — () soit intégrable par
rapport a la mesure image v = h(p), il faut et il suffit que la fonction
foh: Q 5 R (ou Q — C) soit intégrable pour la mesure p. De plus,

dans ce cas
j fdv=] (foh) du= ] £ [h®] dpct)
Preuve. Tout provientde |foh| = |f | o h,quiramene au cas £20. a

Donnons deux exemples d'application, le second étant déja assez élaboré.

(1.8.16) Exemple 1. Mesure de Borel sur RP et homothéties. Fixons une homothétie
H = H (O, k), de centre O et de rapport k > 0, et considérons la mesure image u = HQ,),
ol1 A, est la mesure de Borel sur RP . Alors pour tout pavé P de RP on a évidemment

W) = A, (H'(P) = ﬁ-; Ap (P)

1 - . - .
de sorte que p et o A, sont deux mesures c-finies sur la tribu borélienne fBP de RP, qui
ki

coincident sur la classe des pavés, donc sur l'anneau R engendré (qui est formé,

rappelons-le, des réunions finies disjointes de pavés). Comme L et > A, sont en
k

fait o-finies sur R, on peut appliquer le théoréme d'unicité (1.6.16.b) et obtenir que

1 1 1 \ 1 —
L= TP Xp.OrH' -H(O, X ),de sorte qu'en changeant k en X on obtient :

Pour tout partie borélienne A de RP, désignons par kA = H, (A) I'image de A
dans I'homothétie H, = H(O, k) de centre l'origine et de rapport k > 0. Alors

A, (kA) = kP A, (A)
Pour p =1, 2, 3 on retrouve un résultat classique lorsqu'on particularise I'ensemble A.

(1.8.16) Exemple 2. Intégration des fonctions sphériques sur RP. Désignons par
172
Ixll = G+ ... + xi) la norme euclidienne sur RP . On dit qu'une fonctiong: RP — R ou

C est sphérique, ou radiale, si elle ne dépend que de lixll , autrement dit s'il existe
une fonction f: [0, +00) & R ou G, telle que g(x) = f([lxll]. Il est clair alors, si f est
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borélienne, que l'intégrale I gdi, = jg(x) dx , si elle existe, va pouvoir se calculer

aisément sous la forme

[ 800 dx= [ ax =t dueo

en introduisant la mesure image p = h(A), avec h(x) = lixll . Il faut donc déterminer U et
pour cela, en remarquant que p est une mesure sur [0, +), calculer sa fonction de
répartition

F®=pl0,t[=2{x;Ixi<t}
pour t > 0. Or la boule ouverte {nen<t} est I'homothétique de la boule unité
-}
ouverte B, = {x, lixll < 1} dans 'homothétie de rapport t. Il en résulte que si I'on désigne

-}
par V, =i, (B, ) le p-volume de cette boule unité, on a nécessairement

t
F =V, tP= jo PY, uP! du, ce qui prouve que y est définie par la densité PV uP!

sur [0, +e). Et puisque p est diffuse, on voit que V;, est aussi le volume A, (B;) de la boule
unité fermée By,. En résumé, et ne connaissant pasencore V,,, ona:

(1.8.17)  Proposition

Soit V,, =4, (Bp) le volume p-dimensionnel de la boule unité B, de RP.Ona
I'égalité

= e
Lpf(llxll)dx—pvp [, o at

chaque fois que f est borélienne et positive sur [0, +), ou bien telle

que [0 |dt <+ oo

Calcul de V. En particularisant f on doit pouvoir calculer le volume V. Choisissons en
2

effet f(t) = exp (— % ) et désignons par

) ¢ ) £
I=[ exp(—E)dt=2L exp(—E)dt
l'intégrale de Gauss (égale a \2r, mais dont nous allons justement retrouver la valeur).

2
Puisque [ Pexp[—'-'%“-]dx:lp ,onadéja

R
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2
IP=pVPI tp-lexp(-%) dt

0

£ exp ( -

N‘”N

Or l'intégrale J, = J
0

]p+1=J td[—exp(—g)]=P]P1
0

d'ot I'on tire
Jone1 =24 ...2nJ;=2"n!  car J; =1
Jn=13 ... (2n-1) -;- car J, =

)dt est telle que

L
2
de sorte que la formule IP= p V] ; donne
_= T G
2" n! 17 1.3 ... (2n+1)
Or l'égalité V, =n fournit I? = 21, donc 1=+2r, et par suite on obtient le résultat
définitif

TII“ 2n+1 nn
Van =1 Vo= 13 (2n+1)

1.9 Intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue

Il s'agit ici de comparer l'intégrale de Riemann sur R, qui généralise l'intégrale
des fonctions continues, avec l'intégrale que nous venons de construire, associée a la
mesure de Borel "longueur” A.

Il convient toutefois de bien séparer le cas de l'intégrale de Riemann sur [a, b] du
cas de l'intégrale généralisée (ou impropre) sur R, qui n'est pas, & proprement parler,
une intégrale de Riemann.

Intégrale sur [a, b]. Soit f une fonction réelle bornée sur [a, b]. A chaque subdivision G :
a=Xy<Xx,<...<Xy,;=b,onassode les valeurs

m, = Inf { f(t) ; te [x, xy,4] }
M, =Sup { £); t & [x Xl }
puis les sommes de Darboux

S(O‘)=2mk (xk+1_xk) ; S(U)=2Mk (xk+1—xk}
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On rappelle que f est dite Riemann-intégrable sur [a, b], s'il existe un nombre réel I,
appelé intégrale de f, tel que les sommes s(o) et S(o) tendent vers I quand le
pas 8(0) = Max (x,,; - x,) tend vers 0. On sait alors (théoréme de Riemann) qu'il faut et

il suffit que I'on ait
Q(0) =S(0)-s(6) >0 quand &(c) -0
Associant & chaque subdivision o les fonctions étagées g, =X my 1 et yo=3EM, 1 ,

avec J, =[x, %1 [ pour 0sk<net J =[x,,x,,,] (de fagona partitionner [a, b] et non
pas seulement [a, b [ ), on voit que

0 <<y, |, s0) = ¢ dh , S@) = [ v, dh .

Choisissons maintenant une suite de subdivisions emboitées en prenant pour o, la
subdivision définie par un découpage équidistant de [a, b], de pas §,=2" (b-a), soit:

k
xk=a+§(b-a) k=0,1,...,2"

et notons @, ety les fonctions étagées associées. Alors la suite (¢,) est croissante, la
suite (y,) est décroissante et

[ v, -9 dh=S(op) - s(o) = (g, .

Enposant ¢ =lim @, et y =limy, , on obtientl'encadrement ¢ <f<y etla condition de
Riemann donne, par monotonie décroissante

[ -@ar=timQ@y=0
d'ou I'on déduit y = ¢ presque partout, donc aussi f = ¢ =y presque partout, et bien

entendu

l:f(x)dx=J¢dl=[wdl ,

Maintenant il est clair que les fonctions ¢ et y sont Borel-mesurables (car limites
simples de fonctions étagées), mais f ne I'est pas nécessairement. En fait, avec (1.6.17) et
le début de (1.7), on voit que f est en réalité mesurable par rapport a la tribu 3, = 3, de
Lebesgue, engendrée par 8 et les ensembles négligeables, donc aussi intégrable par

- - — b
rapport a la mesure de Lebesgue A sur 3, , et telle enfin que] fdA = j @dA =] f(x) dx .
a

En résumé, ona:

(1.9.1) Théoréme

Toute fonction f Riemann-intégrable sur [a, b] est Lebesgue-mesurable et
Lebesgue-intégrable sur [a, b] (mais pas nécessairement Borel-mesurable) et

b -
[ £(x) dx = [ fd)
: fa,b]
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On voit donc que l'intégrale de Lebesgue est beaucoup plus générale que l'intégrale de
Riemann. Elle permet d'ailleurs d'intégrer des fonctions non bornées, ce que ne peut faire
l'intégrale de Riemann. Mais méme dans le champ des fonctions bornées, elle présente
un avantage (et nous en verrons beaucoup d'autres). Par exemple, la fonction g de
Dirichlet, égale a la fonction indicatrice de @ N [a, b], est Lebesgue-intégrable (et
Borel-mesurable) et d'intégrale nulle puisque g =0 p.p; elle est partout discontinue, et
pour chaque subdivisiong onam =0etM, =1, donc
S(6)-s(c) = Q(c) =b-a
ce qui assure que g n'est pas Riemann-intégrable.

Pour compléter cet état comparatif rappelons qu'une fonction h est dite "en escaliers”
s'il existe une partition finie de [a, b] formée d'intervalles, sur chacun desquels h est
constante. Toute fonction en escaliers est donc étagée, mais la réciproque est fausse
évidemment. On dit encore qu'une fonction f est réglée, lorsqu'elle est limite uniforme
sur [a, b] de fonctions en escaliers : c'est le cas des fonctions continues et des fonctions
monotones. On fait d'ailleurs souvent la théorie élémentaire de l'intégration sur (a, b]
avec les fonctions réglées. Et les comparaisons avec l'intégrale de Riemann et
l'intégrale de Lebesgue, du point de vue de la puissance de la théorie, se font avec
I'énoncé suivant :

a) L'ensemble des points de discontinuité d'une fonction réglée f est au plus
dénombrable et f admet en chacun de ces points une limite & droite et une
limite & gauche.

b) L'ensemble des points de discontinuité d'une fonction Riemann-intégrable
est négligeable (pour la mesure de Borel 1)

¢) Une fonction Lebesgue-intégrable peut étre partout discontinue.

Intégrale généralisée sur un intervalle I. Ici on part avec un intervalle
I = (0, B) supposé a priori non compact (donc non borné, ou alors borné mais non fermé), et
une fonction f définie sur I et supposée seulement localement intégrable au sens de
Riemann, c'est-a-dire Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle compact [a, b] de I.
L'intégrale généralisée (ou impropre) de f sur I est définie par

b
Y ¢
[, £ ax Jim J‘ (x) dx

lorsque cette limite existe dans R. On dit encore que l'intégrale L f(x) dx est

convergente, et qu'elle est divergente dans le cas contraire.

D'apres (1.9.1) f est déja localement Lebesgue-intégrable sur 1. Mais elle peut ne pas
étre Lebesgue-intégrable sur 1. En effet:
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(1.9.2) Théoréme

Soit f une fonction localement Riemann-intégrable sur I. Pour que f soit

Lebesgue-intégrable, il faut et il suffit que l'intégrale impropre L f(x) dx

soit absolument convergente, c'est-a-dire que l'intégrale L lf(x)| dx soit
convergente (donc finie). On a alors dans ce cas l'égalité

[ fo0ax = £dn

Preuve. On fixe les suites (a,) et (b,) telles que a, | & etb, T Betsoit ¢, =1[, 1 ;-

Si L lfx)| dx <+ o alors

bn
[ o lldr =f Iflax T [ 1660 lax

et ainsi la suite ¢, |f| croissant vers |f|, le théoreme de Beppo Lévi donne

L lf] da = L l£(x)| dx < + o, donc f est Lebesgue-intégrable sur I. Alors le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue s'applique a la suite ¢_ f, de sorte que

[, £an =lim| ¢, fdh = umrn«x)dx = |, 60 ax

Réciproquement si f est Lebesgue-intégrable sur I, alors aussi | f |, donc pour[a,b]C I,
ona

b
[ |f(x)|dx=j || d sjlfldi < +oo
[a,b]

a I

ce qui prouve la convergence absolue de I'intégrale L f(x) dx. Q

Remarque 1. Si f est continue et positive sur R, alors avec I = R, on retrouve la

proposition (1.7.1), dans le cas ou l'intégrale J f(x) dx est finie. Mais la preuve de

(1.7.1) ressemble étrangement a la preuve de (1.9.1) !

. . sin x T

Remarque 2. On sait que l'intégrale J S dx est convergente (et de valeur > ), sans

0

sin x
X

étre absolument convergente. La fcnction posséde donc sur I = [0, +e<) une intégrale
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généralisée sans étre Lebesgue-intégrable (bien qu'elle soit continue). Ce fait réhabilite
en quelque sorte la théorie de l'intégrale généralisée, qui dans les cas de semi-
convergence, peut fournir des résultats inaccessibles par la théorie de l'intégrale de
Lebesgue.

110 Fonctions définies par des intégrales

On fixe une mesure p sur (€2, ¥). En considérant un autre espace X et une fonction
f:QxX > R ou (, on peut introduire une nouvelle fonction

F(x) =I f(o, x) du(w) xe X

si I'on suppose que pour chaque x € X la fonction partielle w — f(w, x) est intégrable. La
question naturelle qui se pose est de se demander dans quelles conditions les propriétés
de régularité des fonctions x — f(w, x) sur X vont se transmettre a la fonction F. Par
exemplesi X=T estun espace métrique, ou X = I un intervalle de R, ou X = U un ouvert
du plan complexe, peut-on garantir que F soit continue sur T, ou dérivable sur I, ou
holomorphe sur U ?

Examinons ces questions une a une, la réponse étant toujours sous-tendue par le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

(1.10.1) Théoréme (de continuité)

Soit T un espace métrique et f une fonction réelle ou complexe, définie
sur Q x T. On suppose que:

a) Pour tout x € T la fonction ® — f(w, x) est intégrable.

b) Pour p-presque tout w € Q, la fonction x — f(®, x) est continue au point
Xg € T (resp. est continue sur T).

c) Il existe une fonction g intégrable telle que, pour tout x € T, on ait
| f(@, x)| < g(@) wpp sur Q. (condition CD de convergence dominée).

Alors la fonction F:x — [ f(w, x) du(w) est continue au point x, (resp.

sur T).

Preuve. Fixons dans T la suite (x_) telle que x, — x, . Pour voir que F(x,) — F(x,), il
suffit alors d'appliquer le théoréme de Lebesgue (1.8.9) a la suite h : ® — f(w, x) , qui
tend ppp vers la fonction h: ® — f(®, x,). Q

(1.10.2) Théoréme (de dérivabilité)

Soit I un intervalle de R et soit f une fonction, réelle ou complexe, définie sur
Q x I. On suppose que :

a) Pour tout x € Ila fonction ® — f(w, x) est intégrable.
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b) Pour tout ® € Q, la fonction x — f(w, x) est dérivable sur I
c) Il existe une fonction g intégrable telle que I'on ait, pour tout x € I, et tout
e Q,

| % f(o, x)| < gl

(condition CD de convergence dominée)

Alors la fonction F: x — J f(w, x) duw(w) est continue et dérivable sur

l'intervalle I. Pour tout x € I, la fonction w — % f(w, x) est intégrable sur

Q, et on a la formule de dérivation sous le signe d'intégration

F(x) = j 2 f(o, x) du(w)
ox

Preuve. Supposons f réelle et fixons x € I et une suite x, = x, avec x, € I'et x, #x. La
formule des accroissements finis montre que la suite des fonctions
f(o, x) - f(o,
YR ( . x) - f(w, x,)
X=X
d
est telle que |k, | <g partout, et k, - x f(o, x) .

k

Ici encore le théoréme de Lebesgue (1.8.9) donne le résultat. Q

Remarque 1. On constate qu'il est inutile de chercher d'abord a obtenir la continuité de
F. En particulier I'hypothése (1.10.1c) de convergence dominée est inutile, mais elle
doit étre remplacée par I'hypothése CD relative a la dérivée. Si l'on veut donc
démontrer que F est p fois dérivable, il suffira de prouver l'intégrabilité de chacune des

fonctions @ —» — f(®,x) pourxe Iet0<k<p-1 ens'assurant que la condition CD
ox

oPf
oxP

est satisfaite au niveau de la derniére dérivée

Remarque 2. La dérivabilité étant une propriété locale, il suffit pour la validité de
(1.10.2) que la condition de convergence dominée c) soit vérifiée localement, c'est-a-dire
sur chaque sous-intervalle compact J = [a, b] de I, autrement dit qu'il existe, pour

% f(w, x)

chaque tel ], une fonction intégrable g; telle que < g;(0) pour toutx e J et

tout o € Q.

Remarque 3. On observera aussi la différence entre les énoncés b) et c¢) de (1.10.1) et
(1.10.2). Dans le second cas, les égalités ou inégalités ont lieu partout et non pas
seulement ppp. Cela tient a l'utilisation de la formule des accroissements finis
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avec y, € 1x,x, [, dépendant a priori de @, sans que I'on sache comment.

Remarque 4. Choisissant Q = N avec pour p la mesure dénombrement, on obtient du
méme coup des théorémes de continuité et de dérivabilité pour des fonctions définies
par des séries.

Remarque 5. On mesurera enfin I'efficacité de ces théorémes en les comparant, sur des
exemples concrets, aux énoncés analogues relatifs a la convergence uniforme (et a la
mesure de Borel sur R). En particulier le théoréme de continuité ne nécessite ici aucune
hypotheése globale de continuité de la fonction f(w, x) par rapport au couple (®, x).

Le dernier résultat que nous donnerons est relatif & 'holomorphie et peut-étre sauté
dans une premiére lecture. Il convient de remarquer qu'il est d'une simplicité toute
particuliére, quoiqu'extrémement puissant en pratique.

(1.10.3) Théoréme (d'holomorphie)

Soit U un ouvert et soit f une fonction complexe, définie sur
Q x U. On suppose que :

a) Pour tout z € Ulafonction  — f(w, z) est intégrable sur Q.

b) Pour tout o € Q,la fonction z — f(®, z) est holomorphe sur U.

¢) Pour tout compact K de U, il existe une fonction intégrable g telle que,
pour tout z € K, on ait | f(w, z)| < gy (0) ppp sur Q (condition CD de
convergence dominée).

Alors la fonction F : z —)Jf(m, z) du(w) est holomorphe sur U. De plus, pour

tout entier k et tout z € U, la fonction ® - — f(®, z) est intégrable sur Q et

az

@)= j z;iz“ f0,z) du(w)

Preuve. Soit K un compactde U, F = ( Uetd =d(, F) > 0 la distance de K au fermé
d

disjoint F. Posons p = 7 =Pk Déja le théoréme (1.10.1) garantit la continuité de F sur K,

donc en fait la continuité de F sur U.

Fixons x; € Ketle disque D (z,, p) de frontiere le cercle T = {z |z - zZ, | =p }. Alors
D(zy, p) © L, oit L est le compact de U défini par L=Ly ={z;d(z,K)<p}. Par
holomorphie de la fonction z — f(®, z) on a les formules de Cauchy :
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(1) si lz—zl<p
of 1 f(w, &)
—(mr )—
) 211:[_@_2)2 g
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. Lk
En paramétrant T selon § =z, + pe’®, et en faisant intervenir les points E.=Z+pP e?r

on approche les intégrales précédentes par les sommes de Riemann

n (@, x
h, (0)= 2 Z—(m & ez"‘h - f(o, 2)
2)
f(w, &) k of
Q k 2inn
k (o) = Z 2™, = (@, 2)
N0 -2 0z

Orona les conditions de domination

lfll ()
|hy (@) | £ —— P
“Tz-z] = p-lz-2]|
& Il (@)
®
K, (@) § ——L— ¢ BB
p-lz-z 2* ~ p-lz-2z )
ce qui donne aussi, avec z = z,, enfaisant varier z, dansK, la condition
4) af 35 (@, 2)| <= g (@ pourtoutze K

et bien entendu garantit, avec le théoréme de Lebesgue, les égalités
f

& FE) o k 1 £€)
=13 2] kT 2R _ 2
F(z) = lim = El e 'Zin[_&—zdg

g
1
N

G 3

of f
j a—z(m,z)du(m)- Tim fzg-(-g-)—— dg

-

gréce a la continuité de F, permettant de passer a la limite pour les sommes de Riemann

introduites.

'En supposant z, = 0 pour simplifier, donc |z|<p, on voit que F est développable en série
entiere convergente pour lzl<p,ce qui assure que F est holomorphe sur U. De plus, par

dérivation des séries entiéres, ou par application de la formule de Cauchy, ona
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IR RN i
F(Z)_ZML (g-z)zdé_ f 3z (0, z) dp(w)

pour |z - zy |< p , donc en particulier sur K, donc en fait sur U. Il n'y a plus alors qu'a

f :
repartir avec F' a la place de F et la fonction g—z a la place de f, une fois vu que la

- s . of
condition (4) donne exactement la condition de convergence dominée ¢) pour 3z Q

(1.10.4) Exercices

Ex 1.

- 2
On pose G(x) = -\/12=1; ] e™ exp (— % )dt pour x réel.

a) Calculer G par dérivation en montrant que G'(x) = —x G(x).

- 2
b) Déterminer la fonction H(x) = \/I_T f e“exp (— %)ﬂt pour x réel, puis
n -00

démontrer que H est la restriction a I'axe réel d'une fonction H(z) entiére,

c'est-a-dire holomorphe dans tout le plan complexe. En déduire que
2
Z

H(z) = exp (E- ) et retrouver ainsi la valeur de G(x).

Ex 2.
On considere la fonction

1 - 1 x2 2
K(x) =— [-‘ 3 tt ]dt éel.
2n L exp| 9 ( 2 ) pour tout x réel

a) Prouver que K est continue et bornée.

b) Prouver que K est dérivable pour x # 0.

X
t
de K'(x), prouver que K'(x) = - K(x) pour x > 0.

c) En faisant le changement de variable u = T~ dans l'expression intégrale

d) En déduire I'égalité K(x) = e pour tout x.
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Ex 3.
On considere les fonctions, définies pour tout x réel

F(x) = cost;c dt G(x) = l-c_;)stx_ d—tz
0 1+t 0 t 1+t

a) Etablir que F et G sont continues et calculer F(0) et G(0).

- sin? t
2

b) Prouver que F(0)- F(x) + G(x) = C|x| avec C= f dt .

0

¢) Démontrer que G est deux fois continiment dérivable sur R et telle que
G" =F. En déduire I'expression de F(x) pour x > 0, puis pour x quelconque.
La fonction F est-elle dérivable au pointx=07?

d) Donner la valeur de la constante C.

e) Prouver enfin les égalités suivantes poura > 0

a sint dt 17
S E (1-eY
L t 248 2a°

-] . 2
t dt
j smz = _1:3 (e€*-1+2a)
o U a¥+t? 4a

2

Quelle égalité obtient-on par multiplication par a“ en faisant tendre a

vers +oo ?

Les fonctions B et I d'Euler. Pour illustrer les théorémes de continuité, de dérivabilité
ou d'holomorphie, revenons a la fonction I" d'Euler, déja introduite en (1.7.7., Ex. 7), et
dont I'utilisation est essentielle pour le calcul de nombreuses intégrales en rapport avec
la mesure de Laplace-Gauss et les mesures d'Euler. Il s'agit ici d'en esquisser une théorie
faisant apparaitre ses principales propriétés, et pour cela, recourons pour simplifier
aux exercices. Rappelons tout d'abord que, pour une mesure p quelconque sur un espace
(Q, %), et pour des fonctions f, g mesurables et positives, on a toujours I'inégalité, dite de
Cauchy-Schwarz

2
(Jfgdu) <[Pdu.[@du
que les intégrales soient finies ou non. Pour démontrer cette inégalité on se raméne au cas
ou les deux intégrales Ifz du et Igz dp sont finies et strictement positives, et on

consideére l'intégrale T(A) = I(f +Ag)? du pour tout A réel, ce qui définit un trindme

positif ou nul sur R, dont le discriminant A est négatif ou nul par conséquent, ce qui donne
I'inégalité cherchée.
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(1.10.5)

(1.10.6)

Exercice

Soit i une mesuie borélienne sur l'intervalle ] 0, +o), telle que la fonction t*
soitintégrable puur tout o > 0. On suppose | non nulle.

a) Montrer quc les fonctions t> | £n t|P sont intégrables pour p, pour tout
a > 0 et toul v tier p=20.

b) Onpose &(x) = It"'l du(t) pour tout x > 0. Montrer que & est une fonction
strictement wsitive, indéfiniment dérivable sur ] 0, + ). Expliciter @'
et ®@", puis (I¢montrer l'inégalité ®'? < ® ®" comme conséquence de
I'inégalité d. Cauchy-Schwarz. En déduire que la fonction £n @ est

' ) . .
convexe, cest-a-dire que la fonction ry est croissante. On dit alors que &

est logarithmiquement convexe.

Exercice

On choisit pour | 1a probabilité définie par la densité e par rapport a la
mesure de Borel xyr [0, +). On désigne par T la fonction @ associée, de sorte

que

') = f et dt x>0
0

a) Montrer que \Yn + 1) =n! pour tout entier n 2 0, ce qui justifie le terme de
"fonction facturielle” que l'on attribue quelquefois a la fonction I d'Euler.

b) Montrer que " vérifie les trois conditions suivantes :
o)1) =
B T(x+ 1\ =xI'(x) pour toutx >0

YT est lowyarithmiquement convexe sur ] 0, + e).

La propriété la plus wemarquable de la fonction I" est qu'elle est exactement
caractérisée par I'ensemble Qe ces trois conditions. En effet :

(1.10.7)

Théoréme (Artin)

Soit @ une fonctitnn définie sur ] 0, +o), strictement positive et dérivable. On

suppose que (X - 1) = x d(x) pour tout x > 0 et que ® est logarithmiquement
convexe. On a aloy~s -

O(x) = ™\ ) I'(x)
pour tout x> 0.

@ .
Preuve. En posant H =T + O introduit une fonction qui est manifestement 1-périodique

et telle que H(1) = ®(1). R

Rixons 0 < x £ 1 et considérons le point n + x tel que
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\J "

. . D . Lo
n<n+x<n+ 1.Puisque les fonctions o et T sont croissantes et vérifient toutes deux

1
I'égalité fonctionnelle f(x + 1) = fO) + _, obtenue par dérivation logarithmique a
. - H ¢ T
partir de la condition B), on a avec H-o T

d'(n) I'(n+1) < H'(x+n) < d'(n+1) I''(n)
®(n) I(n+l) -~ H(x+n) = ®(n+1) ~I(n)

soit encore
H'(n) _l < H'(x) < H'(n) N 1
H(n) n~ H(x) " H() n
H'(n)  H'Q

Or H(n) - H(1) par périodicité, donc par passage a la limite n — + oo, on obtient

II-_II((:)) = % = o pourtout x € ] 0, 1], donc aussi pour tout x > 0. Il suit de 1a que

H(x) = C e, et la périodicité de H garantit que a =0, donc H(x) =C =H(1) = &(1) et
D(x) = d(1) I'(x) . a

La fonction B (lire béta), dite fonction eulérienne de premiére espéce, est définie
pour x> 0ety >0 par

1

B (x,y) = j 1 (1 -t dt
0

On remarquera qu'en fixant y et en considérant la mesure p sur ]0, 1[ définie par la
densité (1 -t on a, avec les notations de (1.10.5), I'égalité B(x, y) = d>u(x).

(1.10.8) Exercice

a) Etablir, pour x>0 ety >0, les égalités
B (x, y) = B (y, x)

B (x, y+1) =B (x,y) - B (x+1,y) = L B (x+1,y)

B (x+1,y) =

X
x+y B (x,y)

b) On fixe y > 0. Montrer que la fonction ®(x) = B(x, y) I'(x + y) vérifie les
conditions du théoréme d'Artin. En déduire I'égalité fondamentale

_ I'x) I'ty)
Bl y)= I'(x +y)

c) Retrouver, a partir de 13, la valeur de lintégrale de Gauss

" 2
I= j exp(——zz—)dt par le calcul de I‘(%)



50

(1.10.9) Exercice

En revenant a l'intégration des fonctions sphériques vue en (1.8.17), établir
que le volume V, de la boule euclidienne B, de RP est donné, que p soit pair ou

impair, par la formule
/2
V.= x

(1.10.10) Exercice

a-1

a) Montrer que l'intégrale J(c, B) = f " dt est finie pour 2B > a >0,
0 (1+1t9)

et exprimer dans ce cas sa valeur a l'aide de la fonction I', en faisant les

changements de variables u = tet v= T+u-

b) Enrevenant aux fonctions sphériques montrer alors I'égalité

p

f dx __= é
P a2 +1
Eh+w?]? T ( L)

2

ott lIxll est la norme euclidienne sur RP .

Les formules de Weierstrass et de Gauss. On désigne ici par y la constante d'Euler

. 1 1 . .
Y= }‘1_1)1_1 [ 1+ ¥t An n] = 0,577...(on rappelle qu'on ne connait pas la nature

arithmétique de v, en particulier on ignore si y est un nombre rationnel ou non) et I'on
introduit la fonction H, définie pour x > 0 par

1 < /1 1
H(X)=-;+,§(;_ )

X+n

(1.10.11) Exercice

a) Montrer que H est indéfiniment dérivable et calculer H'(x) et H*(x) sous
forme de séries.

Montrer que H(1) = 0 et que H(x+1) = H(x) + )1—( .

X

En déduire alors que la fonction M(x) = f H(t) dt est telle que
1
M(x+1) = M(x) + £n x + ¥ et que la fonction ®(x) = exp [- yx +M(x)]

vérifie les conditions du théoréme d'Artin.
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b) Etablir la formule de Weierstrass

- ""ﬁ 1+%)e? >0
rx) - € x-l( n)e X

¢) EndéduirequeI'(x)=- y=J e 2n t dt et expliciter la relation existant
0

r
entre H et T

d) Etablir enfin la formule de Gauss

. n* n!
Ie) = Ll-»m- x (x+1) ... (x+n)

x>0

La formule des compléments
(1.10.12) Exercice

a-1

a) Montrer que l'intégrale I(a) = J dt est finie pour O0<oa < 1, et

o 1+t

prouver que I(a) = par la méthode des résidus. On peut aussi

obtenir la valeur d:"I‘(Z‘; en prouvant la continuité de la fonction I
sur]0, 1 [ eten calculant I(a) pour a =§ rationnel, par le changement de
variable t=ul

b) En déduire la formule des compléments

r)rd-x)= —— 0<x<1
S1n X

1
Qu'obtient-on pour x = 57

¢) En déduire encore, avec la formule de Weierstrass, les développements
eulériens de sin x et cotg x.

- 2
sinx=x[1 (l— ) x réel
n=1 2 2
nxw
1 o 2x
cotgx=;+2 EE— xréel, x ¢ 1Z
n=l 2 _plp?

Comment retrouver, a partir de 13, I'égalité classique

©y 2
L =%

n=1

?

e L
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La formule de Legendre-Gauss

(1.10.13)

Exercice

a) Utiliser encore une fois le théoréme d'Artin pour démontrer la formule de
duplication de Legendre

T"F(%)F(XH) =Vr I'(x) x>0

1

b) En déduire l'égalité j AnT(H) dt = £n V2.
0

¢) Plus généralement, montrer que, pour tout entier p > 2, la fonction

p l‘(% ) l’(ﬁl ) r(-——P-:-) est proportionnelle a I'(x). Déterminer

la constante de proportionnalité avec b), et obtenir la formule de
Legendre-Gauss

1 1 Bl
xof X X+ X+
p r(i)r(T) l'(-—-g:-)=(2n)2 I'(x)

La formule de Stirling. On désigne par ¢ la fonction (discontinue) de période 1, égale

1
at-5 pour 0st<1l On commencera par montrer que l'intégrale I % dt existe,

0

pour tout x > 0, en tant qu'intégrale impropre de Riemann semi-convergente et que

X— oo

limI o) dt=0.
X+t

(1.10.14) Exercice

a) Utiliser les résultats de (1.10.11) pour obtenir I'égalité

I'(x) 1 o(t)
TG = Aot [ (x + t)? .

b) En déduire, avec (1.10.13.b) I'égalité

NI'—‘

)a‘.nx -x+ An2n - J Mdt

X+t

n I‘(x)=(
0
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c) Obtenir alors les formules de Stirling
1

x-

2
I'x) ~x “e*V2r x> +oo
nl~n"e®yY2xn n—o+e

et en déduire que, pour touta > 0,0ona I'(x+ a) ~ x* I'(x) quand x — + e (ce
qui offre une petite généralisation de la formule I'(x+1) =xI'(x) ).

(x
I'(x)

d) Montrer avec a) l'inégalité < &n x. En déduire que la fonction

e\ - 1z s
(; ) ['(x) est décroissante pour x > 0, puis démontrer que cette propriété,

jointe aux deux conditions I'(1) =1 et I'(x+1) = x I'(x) , caractérise
complétement la fonction I'.

La fonction I' dans le champ complexe. Il est facile de vérifier que le produit infini
(1.10.11.b) de la formule de Weierstrass est convergent pour tout x = z complexe, et qu'il
définit donc une fonction entiére (c'est-a-dire holomorphe dans tout le plan complexe)
notée encore

qui admet pour zéros simples les points z=0, -1, ..., -n, ... La fonction I'(z) ainsi définie,
qui prolonge analytiquement sur C la fonction I'(x) définie pour x > 0, est donc
méromorphe et admet pour pdles simples les points z=0, -1, ..., -n, ... La théorie du
prolongement analytique permet alors d'affirmer que I' vérifie les formules

{ I'Nz+1)=2zI'z) siz#0,-1,...,-n, ...

I'z)r-z)= siz¢ 2

sin z

(1.10.15) Exercice

a) Etudier l'intégrale ®(z) = [ t“1e* dt pour z complexe. Montrer qu'elle
0
estdéfinie pour x = Re z > 0 et que, dans ce demi-plan, on a &(z) = I'(2).

b) Etablir la relation

inz

Tz)=e? f u“e™du
0

valable pour 0 < Re z < 1, en intégrant le long d'un contour
convenablement choisi. En déduire les formules




j tz'lcostdt=1"(z)cos% 0<Rez<1
0
f tz'lsintdt=l"(z)sin% 0<Rez<1
0
c) Soit I= [ cos () dt et ]= J sin (t*) dt les intégrales de Fresnel.
0 0
Montrer que
T
I=]= 1 3

1.11 Le théoréme de Riesz-Alexandroff et les mesures de Radon

Rappelons qu'un espace métrique T est dit localement compact lorsque tout point
x € T admet un voisinage compact (et il admet alors une base de voisinages compacts).
On dit que T est dénombrable a l'infini lorsqu'il est réunion dénombrable de parties
compactes. Par exemple I'espace RP est évidemment de ce type, de méme que tout
espace compact.

Sur un espace métrique T, localement compact et dénombrable a l'infini, toute
mesure y borélienne, c'est-a-dire définie sur la tribu borélienne de T (engendrée par les
ouverts, ou les fermés, ou les compacts), qui est finie sur les compacts (et on ne considére
que celles-ci) est donc o-finie. Si I'on désigne par K (T) l'espace vectoriel des fonctions
continues réelles, qui sont & support compact (c'est-a-dire nulles en dehors d'un
compact), on voit que toute f € K (T) est intégrable pour toute mesure borélienne p.

On peut donc considérer la fonctionnelle L = L,,, définie sur K(T) par L(f) = J fdu,

qui est toujours a valeurs réelles finies, et qui posséde en outre les propriétés évidentes :
— elle est linéaire sur K (T)
—elle est positive sur X (T) : {20 =L(f)20

Or il se trouve que L, qui est déterminée par [, détermine a son tour la mesure Q.
Mais cette détermination ne peut pas s'exprimer de fagon directe par la formule
uB = L(1p), puisque la fonction indicatrice 1 n'est élément de ¥ (T) que si B est a la fois

ouvert et compact. Il faut donc ruser et opérer de fagon indirecte, en décrivant ce qu'on
appelle les propriétés de régularité de la mesure p.

(1.11.1)  Proposition (Régularité des mesures boréliennes)

a) Pourtoutcompact KdeTona

pK =Inf { jfdu;fe H(T) , 1. <f)
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b) Pour tout borélienBdeTona
uB = Sup {uK,Kcompact,K c B}

Preuve. a) Dans T (espace métrique) tout fermé est un G, c'est-a-dire une intersection
dénombrable d'ouverts. Il suit de 1a facilement qu'il existe une suite (U,) d'ouverts

relativement compacts (c'est-a-dire tels que I_J'n soit compact) tels que U, { K, de sorte
que pU, { pK. Avec le théoréme d'Urysohn (évident pour les espaces métriques) on peut
construire, pour tout n, une fonction continuef telleque0<f <1,f =1surKetf =0

surUp. On aalors 1y < f < 1y, I f,du > K et f € H(T), d'onra).
b) Supposons tout d'abord L finie, c'est-a-dire UT < + oo, et posons pour tout borélien B,
1B = Sup { uK, K compact, K € B } <pB

Introduisons maintenant la classe € des boréliens B tels que ;B =uB et EB‘ = uBS,
évidemment stable par passage au complémentaire. Montrons que ¥ est stable par

réunion dénombrable. Soit B.€ € etB= anJI B, . Pour chaque n, il existe un compact
K,C B, etuncompact L, C B;, tels que

p(B\K,)<e2®™?

p(By \L,)<e2™

Posons L=N L etH=U K, . Alors les inclusions B\ H € U (B,\ K,) et

B°\L < |J (B \L,) donnentles conditions
nB\H< 2 et RB\L)<e

Or L est compact, mais H ne l'est pas. Soit donc K'y; = anJN K, ,tel que KyTH et

p (H\ Ky){0.En choisissant N tel que p (H \ K'y) < % on obtient bien
p (B\ K'\) < €, etainsi Bappartient a la classe ©.

Alors T est donc une tribu. Et cette tribu contient les ouverts, car dans T tout fermé est
un K (réunion dénombrable de compacts), et tout ouvert un F . Donc tout ouvert est aussi
un K; , de méme que tout fermé. Il en résulte que pour U ouvert, on a nécessairement

EU =pU et EUC =puUS, donc Ue %B. Ainsi B est exactement la tribu borélienne de T, ce
qui prouve b).

Si maintenant UT = +eo, fixons une suite de compacts H tels que pH,, < +eo et Hj TT,et
posons W, (B) = u (BN Hp ). Alors W, est une mesure finie sur T et uB = Supp, (B). D'ou,
P

pour tout borélien B

B= Supl, (B) = SupSup it (K) = SupSup ., () = Sup K . 0
KB = 5Py (B) = SRR Hp 10 = SEPSTPK, (0 =SEp K
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Ainsi l'application p — L, est injective. Le théoréme de Riesz-Alexandroff, que nous
énongons ici sans en donner la preuve, longue et délicate, assure que I'application u — L,
est aussi surjective.

(1.11.2) Théoréme (Riesz-Alexandroff)
Soit T un espace métrique localement compact et dénombrable a I'infini. Pour
tout forme linéaire positive L sur l'espace vectoriel X (T), il existe une

mesure borélienne unique p telleque L(f) = I fdp pourtoute fe F(T).

Une conséquence intéressante concerne l'espace de Banach Cy(T) des fonctions
réelles continues sur T, qui tendent vers zéro a l'infini, c'est-a-dire qui sont telles que,
pour tout € > 0, il existe un compact K tel que | £| < € sur K¢, muni de sa norme uniforme. Il
est immédiat que K (T) est un sous-espace vectoriel dense de Cy(T) , ce qu'on obtient avec

Urysohn en construisant une suite ¢, € X (T) telleque 0< ¢, <1 et g, T 1, donc telle

aussi que @, T 1 uniformément sur tout compact K de T (avec Dini), ce qui implique
@, f = f uniformément sur T. Alors

(1.11.3)  Corollaire
Soit T un espace métrique localement compact et dénombrable a I'infini.

a) Toute mesure borélienne y, finie sur T, détermine une forme linéaire
positive L, sur I'espace Co(T) selon

Ly = ] fdu

b) Réciproquement toute forme linéaire positive L sur l'espace Cy(T) est

définie par une unique mesure borélienne finie p selon L(f) = J fdu.

Preuve. Il suffit de prouver b). Pour cela montrons d'abord que L est continue pour la
norme uniforme de Cy(T), en introduisant 'ensemble

A={fe CyT),0<f<1}.

En effet, il suffit de montrer que L est majorée par une constante (finie) M sur A, car alors
pour ifll <1 on aura, avec I'encadrement - lfl<f< || etla positivité de L, I'inégalité

Ll <L fh <M

Or, si I'on avait Sup L(f) = +e, il existerait une suite f € A telle que L(f)) 22" et la
fah

N
fonction f=3 2™ f_serait un élément de Cy(T) pour lequel on aurait f>2 2™f , donc
1

L(f) 2N pour tout N, donc L(f) = +eo ce qui est absurde.
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Maintenant, la restriction de L a l'espace ¥ (T) est, par le théordme de Riesz-

Alexandroff, définie par une mesure borélienne p, de sorte qu'ona 0< j fdu=L() <M

pour fe Ay =A N K(T). Avec une suite ¢, € K(T) telle que ¢, T 1,, on en déduit que

l du <M, et i est une mesure finie sur T. Alors les deux formes linéaires L et LW qui sont

continues sur Cy(T) et qui coincident sur le sous-espace vectoriel dense K (T), sont
évidemment identiques. Q

(1.11.4) Remarque historique. Le premier résultat dans cette voie a été obtenu par F.
Riesz dés 1909. Il décrivait toute forme linéaire positive sur I'espace C [0, 1] comme une
intégrale (de Stieltjes) associée a une mesure p = p sur l'intervalle compact [0, 1]. Et
ceci, bien entendu, en profitant des travaux de Stieltjes qui, vers 1890-91, avait
généralisé l'intégrale de Riemann. Ensuite les extensions successives du théoréme de F.
Riesz ont permis de se dégager peu a peu de la notion restrictive d'intégrale de Stieltjes
pour aboutir a la notion générale de mesure. C'est ainsi que Fréchet, en 1910, passait au
cas des intégrales doubles de Stieltjes sur le carré [0, 1)%, puis Radon, en 1913, au cas, déja
trés élaboré, d'un compact quelconque de RP. Aprés de multiples travaux, diverses
formes de I'énoncé général ont été obtenues par Markoff en 1938 (on appelle aussi
(1.11.2) le théoréme de Riesz-Markoff) puis par Alexandroff en 1940.

La question historique a ce sujet n'est pas sans importance. Car le théoréme montre
que la théorie des mesures peut se construire de deux points de vue, a priori éloignés 1'un
de l'autre:

- le point de vue ensembliste, que nous avons choisi d'exposer, qui privilégie les
parties d'un ensemble et axe tout son développement sur la notion de tribu;

— le point de vue fonctionnel, ol partant d'un espace localement compact quelconque T
(non nécessairement métrique) on appelle mesure de Radon toute forme linéaire
positive sur I'espace K (T).

En fait, les deux points de vue ont chacun leurs avantages et leurs inconvénients. Le
théoréme (1.11.2) montre qu'il conduisent a la méme théorie, au moins pour les espaces
(métriques) localement compacts dénombrables a l'infini. Mais, bien que le choix
fonctionnel mette I'accent sur la régularité intérieure dans le cas général (toute mesure
de Radon sur T localement compact quelconque détermine une mesure borélienne
intérieurement réguliére) il apparait comme trop difficile & exposer de fagon
élémentaire, et aussi comme trop restrictif pour l'utilisation en calcul des probabilités.
En effet:

- il oblige a n'utiliser que des espaces topologiques (métriques) localement compacts,
nécessitant des préliminaires topologiques (compacité, Urysohn) pas forcément
élémentaires;
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- il rend difficilement compte de la théorie des mesures boréliennes (méme réguliéres)
dans le cas topologique (méme métrique) non localement compact. Or les espaces
métriques non localement compacts interviennent fréquemment en probabilités, par
exempleT = RNou T=H, espace de Hilbert;

- enfin, méme pour le cas d'un espace localement compact, il oblige pratiquement a ne
s'intéresser qu'a la seule tribu borélienne (encore qu'une certaine tribu de Baire
interviennent aussi). Ceci est bien entendu une exigence absurde pour un probabiliste,
qui pour parler d'indépendance, de conditionnement ou de martingales, doit
nécessairement faire appel & de multiples sous-tribus.

112 Applications au calcul des probabilités

A la différence de la théorie de la mesure (ou celle de l'intégration) qui
constitue un outil de calcul, la théorie des probabilités peut étre considérée comme une
théorie "physique”, dont le but est la description la plus précise possible (au sens
quantitatif) des "lois du hasard". Celles-ci existent en effet, et sont suffisamment
explicites pour avoir été, historiquement, découvertes de fagon expérimentale. Mais
elles apparaissent trés souvent comme contraires a l'intuition premiere que I'on se fait
d'un phénomeéne, d'ou la nécessité, pour la clarté de la situation, d'une axiomatisation
(ou d'une modélisation) trés poussée.

Considérons a titre d'illustration le jeu de pile ou face, oi deux joueurs A et B
jettent une piéce de monnaie a tour de role, A donnant 1 franc a B si le c6té pile sort, ou
recevant 1 franc de B si le coté face sort. Au bout de n épreuves le gain de A est noté G;

c'est un nombre entier élément de £, et une question intéressante est d'en donner une

estimation raisonnable. On peut alors démontrer que la moyenne — des gains a chaque

n
jet de piece tend vers zéro quand n — +co, ce qui parait normal et intuitif si le jeu est
équilibré, c'est-a-dire si la piéce n'est pas truquée. Mais ce qui est plus paradoxal, et
quelque peu rebelle a l'intuition, est qu'on peut montrer aussi que pour tout entier N > 1
fixé, le gain G peut prendre, pour n assez grand, des valeurs supérieures a N et d'autres
inférieures & — N. Autrement dit, la fonction G(n) = G subit des oscillations aussi
grandes que l'on veut. On peut encore montrer qu'une "courbe de sécurité" est de la forme

y = A [x £n (£n x)]'/?, c'est-a-dire que I'on a, presque toujours en un sens A préciser,
|G| < A n £n(2nn) ]2,

Introduisons maintenant le formalisme nécessaire au développement de la
théorie. Une expérience aléatoire est, par définition, une expérience dont le résultat est
indéterminé, et dépend du hasard, a l'intérieur d'une famille de résultats possibles. Par
exemple l'observation de la durée de vie d'un individu dans une population, ou celle
d'une particule atomique, du nombre d'appels passant chaque journée (ou chaque heure)
dans un standard téléphonique, du résultat du jet d'un ou plusieurs dés, sont des
expériences aléatoires.
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L'expérience se décrit donc par la donnée de tous ses résultats possibles, ce qui fait
apparaitre un ensemble , rassemblant tous ces résultats. Pour des appels
téléphoniques onauraQ = N, pour desdurées de vie Q =R, ,0u Q = N si on choisit une
unité de temps minimum (si¢cle, année, seconde, nanoseconde). Pour un jet de deux dés, on
aura pour Q l'ensemble des couples (m, n) d'entiers telsque 1< m,n<6.

La complexité de I'expérience détermine donc partiellement celle de €2, en notant
bien que I'ensemble Q2 a lui seul ne rend pas compte de la maniére dont l'expérience est
faite, mais seulement de son résultat.

Maintenant si I'on répéte n fois une expérience aléatoire associée a Q, I'espace
décrivant ces nouveaux résultats sera Q". Si I'on répete une infinité de fois, ce sera QN,
de sorte qu'on voit naturellement apparaitre les espaces produits, finis ou infinis, et
plus tard apparaitront aussi les probabilités produits.

La notion importante d'événements est celle des parties de Q que l'on désire
considérer. Par exemple si I'on jette deux dés, le fait que le total de leurs points est
inférieur ou égal a 10 est I'événement aléatoire { (m, n) ; m + n < 10 }. Pour des raisons
historiques, le calcul des probabilités datant du 17éme si&cle alors que la théorie des
ensembles date de la fin du 19éme siécle, la terminologie utilisée en calcul des
probabilités differe de celle utilisée en théorie des ensembles. Le tableau de
correspondance suivant donne quelques exemples essentiels :

Terminologie ensembliste

Terminologie probabiliste

référentiel
partie
partie complémentaire
partie vide, partie pleine
inclusion
intersection
parties disjointes
union
différence symétrique
presque partout

espace d'épreuves

événement
événement contraire
événement impossible, événement certain
implication
et
événements incompatibles

ou (inclusif)
ou (exclusif)

presque siirement

Ainsi une expérience aléatoire se décrit mathématiquement par la donnée d'un
ensemble Q et d'une classe ¥ de parties de Q, qui rassemble les événements que I'on
désire étudier ou considérer. Comme on exige rapidement que X soit stable par passage
au complémentaire, par réunion et intersection finies ou dénombrables, on voit que X
doit étre une tribu sur Q.

La notion de probabilité sur ¥ s'est dégagée a partir de la notion de fréquence
statistique. Fixons un événement A € ¥ et répétons N fois I'expérience en notant N(A) le
nombre de fois ou A s'est réalisé. On a évidemment 0 < N(A) < N et I'on constate

expérimentalement (au moins sur des cas simples) que le quotient admet une

(A
N
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limite, notée P(A), lorsque N — + . C'est la loi empirique des grands nombres, et on a
évidemment P(A) € [0,1], P(Q)=1etP(@) =0

La fonctionnelle ensembliste P: Y — [0, 1] ainsi construite est manifestement
additive sur la tribu ¥, car N (A U B) = N(A) + N(B) si A et B sont des événements
incompatibles. Mais pour les besoins de la théorie on exige qu'elle soit
dénombrablement additive, ce qui en fait une probabilité sur ¥, c'est-a-dire une mesure
finie de masse totale 1. Cette exigence supplémentaire n'a apporté aucune contradiction
expérimentale dans le maniement de la loi empirique des grands nombres, mais a, au
contraire, permis la prévision de résultats vérifiés par l'expérience.

En résumé une expérience aléatoire se décrit fondamentalement par la donnée d'un
espace probabilisé (Q, X, P), de sorte qu'a premiére vue la théorie probabiliste
apparait comme une illustration de la théorie générale des mesures, mais ceci n'est que
partiellement vrai. Car il existe en effet une notion trés particuliére, que I'on appelle
l'indépendance, traduisant mathématiquement le fait que les résultats associés a un
événement A n'influent pas sur ceux associés a un autre événement B, indépendance qui
donne toute son autonomie a la théorie probabiliste. Abordons donc la question.

Indépendance d'événements, indépendance de sous-tribus. L'espace probabilisé
(Q, Z, P) étant fixé, on dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque I'on a
P(A N B) = P(A) P(B)

I est alors immédiat que A et B® sont indépendants, de méme que A° et B, ou A® et B.
Lorsque l'on considére trois événements A, B, C on constate, sur des exemples, que
l'indépendance deux a deux n'implique pas la relation P(A N B N C) = P(A) P(B) P(C),
et réciproquement que cette relation n'implique pas I'indépendance deux a deux. On est
donc amené a définir I'indépendance (globale) de A, B, C en imposant la formule de
multiplicativité pour 3 et aussi pour 2. Alors en généralisanton a :

(1.12.1)  Définition
On dit qu'une famille non vide (A, , d'événements est indépendante

(globalement) lorsque pour toute partie finie ] C I, non vide,ona

Na)=II
P (1-1 A) IT peay

(1.12.2)  Définition
On dit qu'une famille non vide ('ei)iel de classes sur Q, contenues dans la tribu

2 , est indépendante (globalement) lorsque, pour toute choix des A;e €;,1la
famille d'événements (A)), | est indépendante.

Lorsque les classes €; sont des sous-tribus X, de ¥, on obtient la notion importante
d'indépendance de sous-tribus. Et si les tribus 3, sont respectivement engendrées par des
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classes €;, on congoit qu'il est plus facile de tester I'indépendance de la famille (€;) que
celle de la famille (¥,). Mais alors dans quels cas a-t-on le méme résultat ?

(1.12.3) Théoréme (Critére d'indépendance)
Soit (X, ; une famille non vide de sous-tribus de ¥, chaque X; étant

engendrée par une classe €;. On suppose que les €; sont des n-classes, c'est-a-
dire qu'elles sont stables par intersection. Alors pour que la famille (X)),

soit indépendante, il suffit que la famille (8;)._ le soit.
iel

Preuve. On se raméne a supposer I fini, soit I = (1, 2, ..., p}, et & prouver que
P(B;N ...N B,)=P(®,) ... P(By) pour tout choix desB; € ;. Or considéronsdans X, la
classe €, des parties B, telles que

PB, N AN ...N A,)=P(B) P(A) ... P(A)
pour tout choix des A e €, , k 2 2. Il est immédiat que €, est stable par différence
propre et réunion dénombrable croissante; de plus Q € €, et €, € €, puisque la
famille (8,),_, est indépendante. Alors €, est en fait une A-classe contenant la n-classe
€, , donc aussi la tribu engendrée ¥; d'apres (1.6.14) (théoréme de Dynkin), et ainsi

P(B, N AN ... N AL)=P(B,) P(Ay) ... P(A)

pour tout B, € ¥, ettous A e 8, , k2 2. Il suffit alors d'opérer de proche en proche en
considérant maintenant la classe %, des parties B, € ¥, telles que

P(B,N B,N A;N ... N A,)=P(B,) PB,) P(A) ... (A)

pour tout B, € X, et tous A, € €, , k23, pour voir que B, = 3, . Et ainsi de suite, jusqu'a
remplacertousles A, € €, pardesB, € %, . Q

Le critére précédent est absolument nécessaire pour la preuve du résultat qui suit,
essentiel pour tout ce qui concerne l'indépendance, et traduisant le fait que
lI'indépendance se conserve par regroupements disjoints.

(1.12.4)  Théoréme (des coalitions)
Soit (X;)._, une famille indépendante de sous-tribus de X. On fixe une
partition (I,) _, deI'ensemble I des indices, et pour chaque oe # ondésigne

par X', la tribu engendrée par la classe iEIJ 2, - Alors la famille ('), des

blocs ainsi constitués est indépendante.

Preuve. Désignons par € la classe des parties B € ¥ de la forme B = N AjavecAe I,

ial
et A; = Q sauf pour un nombre fini d'indices. Alors €, est une n-classe contenant toutes
les 3, pouri € I, contenue dans la tribu X', et par conséquent engendrant Y, . Et comume
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il est immédiat que l'indépendance de la famille (%)) _, implique I'indépendance de la
famille (€,)_ _, ,le résultat est une simple conséquence de (1.12.3). Q

Tribu asymptotique et loi du zéro-un. Le théoréme des coalitions va permettre d'obtenir
un premier résultat asymptotique du calcul des probabilités.

(1.12.5)  Définition
Soit () ,, une suite de sous-tribus de X. On appelle tribu des événements

asymptotiques la tribu ¥ _ égale a l'intersection des tribus X', engendrées par
lesY, ,k2n.

Considérons par exemple une suite d'événements A_ € X.. Alors les événements

A=limsupA,=1U A,

B=limiann=ulg‘Ak

sont tous deux asymptotiques. On remarquera que la réalisation de A signifie qu'une
infinité d'événements A, sont réalisés, et que la réalisation de B signifie que tous les A,
sauf un nombre fini sont réalisés. On a évidemment B C A.

L'intérét principal de la tribu asymptotique réside dans I'énoncé suivant :

(1.12.6) Théoréme (Loi du zéro-un)
Soit (Q, Z, P) un espace probabilisé et soit (%) , une suite indépendante de
sous-tribus de X. Pour tout événement asymptotique A € ¥_onaP(A)=0 ou
PA)=1.
Preuve. Soit X"  la tribu engendrée par les ¥, pour k < n. Alors X" et X' sont
indépendantes par (1.12.4), et puisque X, C X'  on voit que X" et X_, sont
indépendantes. La suite (X",) est croissante, et sa réunion R est un anneau, et a fortiori

une zt-classe, qui engendre la tribu X" engendrée par toutes les X, Il résulte du critere
(1.12.3) que X" et X sont indépendantes. Comme ¥ _C X", on en déduit que X _ est

indépendante d'elle-méme (ce qui n'a aucun caractére de contradiction) et alors pour A

€ Y_ ona
P(A)=P (A N A) = P(A)?
donc P(A)=0 ou P(A)=1. Q

En particulier soit (A) une suite indépendante d'événements. Pour chaque n, soit
T.=(8,Q A, A}} latribu engendrée par A_. En appliquant le critére (1.12.3) aux

classes €, =(A,) on voit que la suite (¥) est indépendante, de sorte que I'événement
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lim sup A  est asymptotique et donc P (lim sup A ) =0 ou P (limsup A ) = 1. Pour
distinguer lesdeuxcasona:

(1.12.7)  Théoréme (Borel-Cantelli)
Soit (Q, X, P) un espace probabilisé et soit (A) une suite d'événements.

a) Si XP(A)) <+ alors P (limsup A) =0 (méme si la suite (A)) n'est pas
indépendante).

b) Si la suite (A,) est indépendante et si ¥ P(A,) = + o, alors
P(imsup A)=1.

Preuve. Soit B = gAk et A=N B, = lim sup A . Dans le cas a) on a

P(A) < P(B,) < ZP(AR) =p,,ou p, est le reste d'une série convergente
len

(dans R,), donc p, 4 0 et P(A) = 0. Dans le cas b) remarquons que A°= |J B}, , avec la

monotonie By, T A®, puisque B, ! A. Par ailleurs, pour n fixé, B, = 2, A;,donc By est

l'intersection de la suite décroissante C; = N Ag, avec p 2 n. Or par indépendance,
nsksp

ona

P
PCp =11 [1-Peay]
ken
La série ¥ P(A,) étant divergente, il en est de méme de la série
2 2n[1-P(Ap], de sorte que P(C)) 1 0 quand p — +. Alors P (B) = 0 pour tout n, et par

monotonie croissante, P(A€) = 0 donc P(A) = 1. Q

(1.12.8)  Exercice
Soit (A,) une suite indépendante d'événements et B = lim inf A . En

remarquant que B =lim sup A}, donner les conditions sur les P(A,) pour que

P(B)=00ouP(B)=1.

(1.12.9)  Exercice (Le singe dactylographe)

Un singe tape & la machine a écrire au hasard sur les touches. Sachant que
cette machine posséde m signes (lettres, ponctuations, ...), quelle est la
probabilité pour que le singe tape une ceuvre littéraire donnée comportant N



signes ? On désigne par A, I'événement consistant en la frappe de I'ceuvre
précédente du [(k — 1)N + 1] coup au (kN)™. Montrer que la suite (A,) est
indépendante et que P(A,) = p est constant. Conclusion : I'ceuvre sera-t-elle
tapée au moins une fois, une infinité de fois ? (On fait bien entendu
abstraction du temps passé, de l'usure de la machine, et aussi de celle du
singe !).

Les variables aléatoires réelles. Sur un espace (Q, X, P) probabilisé, on désigne
classiquement par "variable aléatoire réelle” toute fonction mesurable réelle, & valeurs
finies, que I'on note bien souvent sous la forme X : Q — R. La probabilité P n'intervient
pas directement dans cette définition, mais elle intervient aussitét en permettant de
considérer la mesure image X(P), transportant la probabilité P sur la droite
numérique R.

On note souvent py = X(P) et on dit que |1y est la loi, ou la distribution de la variable

aléatoire réelle X. C'est évidemment une probabilité sur R, que l'on peut définir aussi
par sa fonction de répartition, notée Fy :

Fx () =py (oo, t[) =P (X <t)
en notant, comme il est classique, par { X < t} I'événement
(0;X(@ <t) = X (=, t[) .

On transportera trés fréquemment la classification des probabilités sur R, esquissée
dans la suite des exemples (1.7.7). C'est ainsi qu'on dira qu'une variable aléatoire
réelle X est uniforme sur [0, 1], ou de Cauchy, ou de Laplace-Gauss LG(0, 1), ou d'Euler,
ou binomiale, ou de Poisson, etc. si sa loi a la méme dénomination.

(1.12.10) Exemple 1. Loi du * 2 un degré de liberté. Etant donné une variable aléatoire
réelle X suivant une loi de Laplace-Gauss réduite (c'est-a-dire LG (0, 1)), on appelle loi
du x?aun degré de liberté la loi de la variable aléatoire réelle S = X*. 1l est facile de
voir que S est définie par la fonction de répartition

0 si t<0

Nie

t
FO) = 4 1 J Fa
— e = S1
oz Jo Wu

N[~

donc aussi par la densité h(t), nulle pour t <0, et égale a

) si t>0.

(1.12.11) Exemple 2. Loi log-normale de parameétre a. Soit encore X une variable
aléatoire réelle suivant une loi LG(0, 1). Alors pour tout a > 0 les variables aléatoires
réelles positives Y = e et Z = e suivent une méme loi, dite log-normale de
parametre a, définie sur [0, +0) par la densité

(-

1
On retrouve une loi d'’Euler de paramétres o = 5 et B=2
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V2w t

On pourra vérifier que la loi log-normale p, précédente est sa propre image dans la

h,() =

1 1 2
at exp[— 2 (&nt) ]
. 1 * .

transformation x — X de R , en lui-méme.

Variables aléatoires indépendantes. Si X est une variable aléatoire réelle, la tribu
X(#), ot B est la tribu borélienne de R, est évidemment une sous-tribu ¥, de ¥. On dit
alors qu'une famille (Xi)lel de variables aléatoires réelles est indépendante lorsque la

famille correspondante des sous-tribus Xy est elle-méme indépendante. Le critére
(1.12.3) permet d'affirmer que la famille (X;) _, est indépendante ssi, pour toute partie
finie] C Tettousréelsoy,i€ J,ona

PX<q vmn:}} P{X <o)

On voit apparaitre ici clairement l'intérét du théoréme des coalitions qui autorise les
regroupements. Par exemple si la suite finie (X;, X; , X;, X,) est indépendante, il en est

de méme de la suite (Xz, X, X5, X,) ,oudelasuite (X, X,,X;X,), etc.

Vecteurs aléatoires. On désigne sous ce vocable toute application mesurable
V:Q - RP.Enposant V=(X, ..., X5 ), on associe & V ses composantes X, : Q > R qui
sont évidemment des variables aléatoires réelles. Mais réciproquement si les X, sont des
variables aléatoires réelles, alors V est aussi un vecteur aléatoire, comme on voit en
remarquant que la tribu borélienne de RP est engendrée par les ensembles de la forme
{x; <@y, <@, ..., x, <@, } . Par analogie avec le .as p = 1 on dit que la mesure
image V(P), qui est une probabilité sur RP, est la loi de V.

(1.12.12) Exercice (Loi du ¥* 4 deux degrés de liberté)
Soit V = (X, Y) un vecteur aléatoire de dimension 2 suivant la loi de Laplace-
Gauss sur IRZ, de densité
1 X + y?
g y) =5~ exp[— __2_1'_]
a) Montrer que X et Y sont deux variables aléatoires réelles de méme loi LG
(0, 1), qui sont de plus indépendantes.

b) On appelle loi du x2 a deux de§rés de liberté, la loi de la variable
aléatoire réelle positive S,= IIVI® = X% + Y2 . Etablir, par un calcul en
coordonnées polaires, que la loi de S, est définie par la densité

1
hz(t) = E e

N




sur [0, +0), autrement dit est la loi d'Euler de parametres oo=1etf = 2.

(1.12.13) Exercice (Loi du x* A trois degrés de liberté)

Soit V = (X, Y, Z) un vecteur aléatoire de dimension 3 suivant la loi de
Laplace-Gauss sur R, de densité

1 1, 2. 2. 2 ]
x,y,2) = ex [——(x +vi+2%)
By (2m)*? PL™2

a) Montrer que les variables aléatoires réelles X, Y, Z sont indépendantes et
suivent la méme loi LG (0, 1).

b) Par un calcul en coordonnées sphériques dans R?, établir que la variable
aléatoire réelle positive S; = IVIZ = X* + Y? + Z* suit la loi (dite du %* &

trois degrés de liberté) définie par la densité
-t

hy(t) = L te? sur [0, +oo).

2r
De quelle loi d'Euler s'agit-il ?

(1.12.14) Exercice (Loi duy® a p degrés de liberté)

Soit V = (X;, X, ... ,XP) un vecteur aléatoire p-dimensionnel dont la loi admet
la densité sur RP

(21:)P/2 z

a) Vérifier que la suite finie (X;, Xy, ...,Xp) est indépendante et que chaque
variable aléatoire réelle X, suit la loi LG(0, 1).

gx) =

b) En utilisant l'intégration des fonctions sphériques vue en (1.8.17), ainsi
que l'exercice (1.10.9), prouver que la variable aléatoire réelle positive
S, = IVI?= X7 +...+XG suit la loi (dite du x* & p degrés de liberté) définie

par la densité

Vérifier qu'il s'agit de la loi d'Euler de parametres o = g et f=2.

Espérance mathématique et moments d'une variable aléatoire. Lorsqu'une variable
aléatoire réelle X: Q — R est intégrable, on introduit évidemment son intégrale

] X dP . Etalors:
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(1.12.15) Définition

Soit X une variable aléatoire réelle intégrable sur l'espace probabilisé
Q%P

a) On appelle espérance mathématique (ou moyenne) de X le nombre
m=E00=| XdP=| tduy ®
b) Ondit que X est une variable centrée lorsque E(X) = 0.

En remplagant X par la variable aléatoire réelle X" on obtient la notion de moment.

(1.12.16) Définition

Soit n 2 1 un entier. On dit que la variable aléatoire réelle X admet un
moment d'ordre n lorsque la variable aléatoire réelle X" est intégrable. On
appelle alors moment d'ordre nle nombre m_ = E(X"), et moment absolu le

nombrefii, = E(| X|™) si n est impair.

L'inégalité IX|P<1+ [X|™ valable pour 1 <p < n, et vérifiée en distinguant le cas
|X(@)|<1 etlecas |X(w)|> 1, montre que X admet un moment d'ordre p < n, dés qu'elle
admet un moment d'ordre n. En particulier la fonction (X - E(X))n est alors intégrable,
d'ou la définition :

(1.12.17) Définition
Soit X une variable aléatoire admettant un moment d'ordre n > 2. On appelle
moment centré d'ordre n la quantité

m_ = I [X-EQQ]" dP= I [t-E00] duy

Lorsque n = 2, le moment centré m', prend le nom de variance de X, notée
var (X), la quantité 6(X) = var (X)/? prenant le nom d'écart-type.

Remarque. La moyenne E(X) s'apparente & un centre de gravité dans la représentation
d'une probabilité comme distribution de masses, tandis que la variance s'apparente a un
moment d'inertie par rapport a ce centre de gravité. Plus la variance est petite et plus
la variable aléatoire réelle X est concentrée autour de sa valeur moyenne, de sorte que
cette variance offre une mesure de la dispersion de X. Le cas limite var (X) = 62=0

correspond d'ailleurs au cas ot X = m P-presque partout, c'est-a-dire presque stirement.
On a alors puy = &, masse de Dirac localisée au point m.

En développant [X-E(X)]? on obtient :
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(1.12.18) Proposition
Soit X une variable aléatoire admettant un moment d'ordre 2. On a alors
var (X) = o® (X) = EO¢ ) - E(X)?
En particulier on a l'inégalité E(X)* < E(X?).

Lorsque o(X) >0 on associe a X la variable aléatoire réelle
Y = X-EX)
a(X)

telle que E(Y) =0 et o(Y) = 1. La loi de Y est alors dite loi réduite associée a la loi de X;
on dit aussi que Y est la variable réduite associée a X.

(1.12.19) Exemples. Donnons sous forme de tableau les valeurs des espérances et des
moments de quelques variables aléatoires déja introduites par la donnée de leur loi.
Pour les lois discretes les intégrales sont des séries qu'il faut sommer, ce qui est plus ou
moins facile. Pour les lois densitables, les intégrales sont plus classiques et se calculent
souvent par l'intermédiaire de la fonction I d'Euler.

Loi de X E(X o (X)
Bernoulli de paramétre p p Pq
Binomiale de parametres n, p np npq
Poisson de paramétre A A A
Géométrique de parametre p 1 %
P P
Loi de X EX) &> X m_ oum’,
m' =0 sinimpair
Uniforme sur [0, 1] 1 1 o
2 2 m\, = =7 sinpair
Cauchy de parameétre a > > >
Mo = 0
Laplace-G éduit 0 1
aplace-Gauss réduite Myp = 135.... 2p-1)
m'2P+1 = 0
LG (m, o) m o’ m'p, = 135....0p-1)
Euler de paramétres o, B ap o p2 m,, = o(o+1) ... (a+n-1) B°
X & 1 degré de liberté 1 2 m_=135.... 2n-1)
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X & 2 degrés de liberté 2 4 m, =246....2n
X, & 3 degrés de liberté 3 6 m, =357.... (2n-1)
X & p degrés de liberté P 2p my, = p(p+2) ... (p+2n-2)

2 2_2
a a’n
log-normale de parametre a | exp| 5~ ) exp (2a) — exp (@?) | m,=exp (—2 )

Les inégalités de Markoff et Tchebyscheff. On a dit plus haut que les moments d'une
variable aléatoire réelle X pouvaient servir de mesure de la dispersion de X. Les
inégalités qui suivent vont préciser quantitativement cette question. On remarquera
qu'elles ont toutes en commun pour but de montrer que la probabilité pour que IX1, ou
X -EXI, prenne de grandes valeurs est suffisamment petite.

(1.12.20) Proposition (Inégalité de Markoff)

Soit X une variable aléatoire réelle positive intégrable. Pour tout r> 0, on a

Preuve.Carsi A ={X 2r}, alors E(X) 2 j XdP 2rP(A). Q
A

On en déduit aisément :

(1.12.21) Corollaire

Soit & > 0. Pour toute variable aléatoire réelle X telle que E (|X|%) < + «, et
pour tout r>0,ona

Qa:
P[|X|2r}sL§|)
r

En supposant o =2 et en remplagant X par X - E(X), on obtient I'inégalité classique :

(1.12.22) Proposition (Inégalité de T chebyscheff)
Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment d'ordre 2. Pour

tout r>0,ona

P{|IX-EX)| >r) s%&

On voit bien ici que 6(X) apparait comme une unité d'écart par rapport a la moyenne
m = E(X), d'ou le nom d'écart-type.
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Produit de deux variables aléatoires réelles intégrables. Lorsque X et Y sont deux
variables aléatoires réelles intégrables le produit XY n'est pas en général intégrable.
Par exemple sur Q = [0, 1], avec pour probabilité P la mesure de Borel, la fonction

1
X(t) = — est intégrable mais X% ne I'est pas. Par contre, lorsque X et Y ont des moments
t

d'ordre 2, I'inégalité
2 |Xy| X% +Y?

garantit que le produit XY est intégrable. De plus on a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
déja rencontrée lors de I'étude de la fonction T, et que nous retrouverons plus loin dans un
cadre plus général :

(1.12.23) Proposition (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit X et Y deux variables admettant des moments d'ordre 2. Alors la
variable aléatoire réelle XY est intégrable et

1 1
E (XY) < [E0®)]? [Ey))?

Preuve. Toujours avec le trindbme
TA) =E [(X +AV)2] = EOP) +2 A EXY) + A2E(Y?)

qui, étant positif ou nul, a son discriminant négatif ou nul. Q

A partir de 13, et sous les mémes hypothéses, on introduit la covariance de X et Y selon
cov (X, Y) = E { (X=E(0) (Y -E(Y)) } = EXY) - E¥) E(Y)

qui vérifie donc I'inégalité, autre forme de Cauchy-Schwarz
lcov (X, )| £ 6(X) o(Y)

Revenons aux variables X et Y supposées intégrables. Il est un cas ot leur produit est
encore intégrable : c'est celui ou1 X et Y sont indépendantes. En effet :

(1.12.24) Proposition

Soit X, Y deux variables intégrables et indépendantes. Alors XY est
intégrable, et on a

E (XY) = E(X) E(Y)
cov(X,Y)=0

Preuve. Il suffit de prouver la premitre formule dans le cas X 20 et Y 20, car ensuite on
remplace X et Y par IX|et Y] pour vérifier que

E(XY ) = E(IX) E(lY]) < 400,
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puis dans le cas général on décomposeen X=X"-X" et Y=Y"-Y" . Or pour X 20
etY 20, il existe une suite (¢,) et une suite (y,) de fonctions étagées telles que ¢, T X et
v, TY, donc aussi ¢, y, T XY. De plus d'apres la preuve de (1.4.6), on peut choisir ¢,
mesurable par rapport a la tribu Xy et y, mesurable par rapport a ¥, de sorte que ¢, et
y, sont aussi indépendantes entre elles. Alors il ne reste plus qu'a prouver que

E(o,v,)=E(¢,) E(vy,),
ce qui raméne au cas ol1 X et Y sont étagées, et toujours indépendantes. Or dans ce cas ona
X=Zai1Ai et Y=Zb,1%

avec A;e Xy et Bje Xy , donc chaque A; est indépendant de chaque B; . Alors

XY=2 ab1,. et
- & 5 1ang;
E (XY) =2 a,b;P(ANB)
Lj
=%aibiP(Ai)P(Bi)

=[ZaiP(Ai>}[ZbiP(Bj)] = EX EY). Q
! j

(1.12.25) Corollaire (Régle de Bienaymé-Tchebyscheff)

Soit X,, Xy, .., )%, des variables aléatoires réelles d'ordre 2, supposées 2 a 2
indépendantes. On pose S=X; +X;+ ... + X . Alors S est d'ordre 2 et

var (5) = var (X)) + ... + var (X))

Preuve. Soit m, = E(X;) et m = E(S) = £ m;, de sorte que S=S-ES) =% Z avec
X‘ X; —E(X)) . En calculant S? onadonc

var (5) = 2 var () + 2 cov (X, X)
et le résultat provient des égalités cov (X, Xj) =0 sii # j, conséquences de
l'indépendance 2 & 2. Q

Loi faible des grands nombres. Donnons comme application de la régle précédente et de
I'inégalité de Tchebyscheff la preuve de la loi faible des grands nombres qui,
historiquement, a joué un réle fondamental dans la mise au point des principes
mathématiques qui régissent le calcul des probabilités.
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(1.12.26) Théoréme (Loi faible des grands nombres)
Soit ()(n)nzl une suite de variables réelles d'ordre 2, supposées toutes de

méme loi, et deux & deux indépendantes. On pose m = E(X,) et o= var(X,),
puis S, =X; +... + X,.Onaalors, pour tout €>0:

P{ §I’---rn > E}Si
n N

Preuve. Puisque E(X,) = m et var(X,) = o* , car les variables aléatoires réelles X, ont

\
méme loi, on a E(S,) = nm, donc E(S;n) = m, et tout provient de l'inégalité de

Tchebyscheff puisque I'on a, avec (1.12.25),

Sl'l S!‘I 3
var(?—m)=var (—)=$ \.l'ar(S,,)=l2 Evar(Xk)=§. a

n n

Comme corollaire, retrouvons les tout premiers résultats de Bernoulli en calcul des
probabilités, obtenus dés le 18éme siécle, et justifiant l'introduction de la probabilité
d'un événement a partir de la fréquence de ses réalisations.

(1.12.27) Corollaire (Loi faible de Bernoulli)
Soit (A“)nzl une suite d'événements, tous de méme probabilité p, et supposés
deux a deux indépendants. Soit N, le nombre de réalisations des A, pour k<

N
nete = T" la fréquence de réalisation des A, pour k <n. On a alors pour

tout €>0

P{lg,-pl2e} < :
4neg

n

Preuve. Pour chaque épreuve ® ona N (0) = 21 Ak((o) , de sorte qu'il suffit de poser
kel

Xg=1 A, et de constater que la loi de chaque X, est exactement la probabilité de

Bernoulli p=p d,+qd, avecq=1-p. Donc les variables aléatoires réelles X, ont

méme loi, et de plus E(X, ) =p et var(X, ) = pq = p(1 - p), dont le maximum est atteint

1
pour p=7 . Q

En lisant la propriété obtenue sous la forme
P{le,-pl<e} 2 1-—-1--2-
4ng
on voit donc que pour tout voisinage J du point p, on aura @_ € ] pour n assez grand, avec .
une probabilité aussi voisine de 1 que I'on voudra. C'est en ce sens que I'on dit que ¢, — p,
la notion de convergence introduite s'appelant conyergence en probabilité.
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Variance en dimension p. Rappelons tout d'abord que I'espace RP est muni de son
produit scalaire euclidien

P
<x,y>=2 %y, six=0q) ety=(y)
k=1

et que sa base canonique est notée (e;, e, ..., €;).

On se fixe un vecteur aléatoire X = (X;, X;, ...,X;) défini sur l'espace probabilisé
(Q, X, P). Puisque sur RPona

Max |x | < Ixl < x| +...+ |x;|

on voit que lIXIl est intégrable ssi chacune des composantes X, est intégrable. En posant
m, = E(X,) et m=(m,), on obtient un vecteur m € RP , appelé vecteur espérance
mathématique de X, ou encore moyenne de X, noté m = E(X), qui est caractérisé par la
condition que l'on ait, pour touta € RP ,

<m,a>=E(<X,a>)= J<X(m),a>dP(m)

Bien entendu, on dit que X est un vecteur centré lorsque E(X) = 0, c'est-a-dire lorsque
chaque composante X, est une variable aléatoire réelle centrée.

On dit maintenant que X est d'ordre 2, ou admet des moments d'ordre 2, lorsque la
variable aléatoire réelle IXI est intégrable, c'est-a-dire lorsque les composantes X,

sont toutes d'ordre 2. On peut alors évidemment introduire le moment normique

p
E(IXI%) = Y, E(X}) et le moment normique centré o> =m’, = E (IX - EQXI?) =
kel

P
Y, var (X)) mais ce moment est trop "globalisant” pour donner une information
k=1

"directionnelle” sur le comportement de X.

On préfere introduire, pour chaque x € RP, la quantité

V(x) = f < X(@) - m, x >2dP(w)
V(x) = E(<X-m, x>2)

qui est donc la variance de la variable aléatoire réelle < X, x >. Il est clair que cette
variance va alors mesurer la concentration ou la dispersion de X dans la direction
définie par x. La fonction V est une forme quadratique sur RP, qui est de plus positive ou
nulle, associée a la forme bilinéaire.

Lix,y)=E (K X-m,x><X-m,y >)
selon V(x) = L(x, x). On dit que L, qui est donc une forme bilinéaire symétrique de type

positif, est la forme bilinéaire de covariance du vecteur aléatoire X. En revenant aux
composantes (X,) on voit que L est complétement déterminée par les coefficients
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¢y =L (g ) = E((X, - m)(X, - m)) = cov (X, X) sii#j

oy =L(e,e)=V(e)=var(X) sii=j=k

ce qui incite & introduire la matrice symétrique

dite matrice de covariance de X et alors
L(x,y)=<Tx,y > =<x,I'y>=ZZcijxiyj
i j

V(X)=L(x,x)=<1"x,x>=<x,I“x>=22cijxi>%
i

La liaison entre L et V se précise encore par le fait que I'on a l'inégalité de Cauchy-
Schwarz

Lxy)’ < V) V(y)

conséquence de la positivité de V(x). Par ailleurs la formule suivante est fréquemment
utile

V(x+y)=V(x)+2Lx,y) + V(y)

LorsqueT =1, matrice identité de RP, on dit que X est un vecteur réduit; chaque X, est une
variable aléatoire réelle réduite et de plus cov (X;, X;) =0 si i #j. Les relations entre V

et L se réduisent alors aux relations habituelles entre la norme et le produit scalaire
sur RP.

Pour aller plus loin, il convient de rappeler qu'une matrice symétrique est
diagonalisable par une matrice orthogonale, ce qui traduit un changement de base
orthonormale dans RP. La matrice I' étant ici de type positif, ses valeurs propres A, sont

telles que A, 20. Enfin E(IXIP) = X ¢y = tr ', trace de la matrice T.
n

(1.12.28) Exercice
a) Etablir avec Cauchy-Schwarz que < I'x, x > =0 équivauta I'x = 0.

b) On dit que X est non dégénéré lorsque sa matrice de covariance I" est
inversible. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

- X est non dégénéré;

- la forme quadratique V est de type défini positif, c'est-a-dire que
I'on a V(x) > 0 pour tout x #0;

- les valeurs propres de I sont strictement positives.
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Exercice

Soit X = (X, ..., Xp) un vecteur aléatoire dégénéré, dont la matrice de

covariance I" n'est donc pas inversible. On pose S= Ker'={ xe RP, V(x) =0}

etQ= st.

a) Prouver que I'(x) € Q pour tout x € RP, puis que I' est injective sur Q. En
déduire que ImI' =T(Q) = Q.

b) Enremarquant que l < X(@) -m,s> dP(@) =0 pour tout s € S, prouver

quel'ona X() e m + Q presque siirement. En déduire que le sous-espace
affine Q,, = m + Q porte la distribution py de X, c'est-a-dire que l'on a
Ky Q) =1.

Exercice

Soit X = (X,, ... 'Ke) un vecteur aléatoire centré non dégénéré, I" sa matrice de
covariance, A, les valeurs propres de I', A la matrice diagonale ( ;). On fixe
une matrice orthogonale U telle que '=U A U, et on pose encore
A=T'=UA"U"
a) Onpose Y =U" X, ce qui donne un nouveau vecteur aléatoire centré.
Etablir que sa matrice de covariance est la matrice A.
b) Prouverque <AX,X>=< ATY,Y>
eten déduireque E (K A X, X>) =p.
c¢) Soit B, la boule euclidienne de rayon r, et soit E. l'ellipsoide
E.={xe RP,<Ax x><r}.Prouverles inégalités
trI”

1'2
P{x ¢E,}sl%

P{X ¢B} <

d) Montrer que si p = 1, chacune de ces inégalités se réduit a l'inégalité de
Tchebyscheff.






CHAPITRE 2 : INTEGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT

Dans ce chapitre, il s'agit de confronter la théorie de l'intégration jusqu'ici
exposée (tribus, mesures, fonctions mesurables, fonctions intégrables) & une situation
nouvelle, qui est celle ol I'espace de base Q est un produit cartésien Q=Q; x Q,.

Précisons tout d'abord quelques notations.

On appelle pavé dans Q tout produit A=A;x A, avec A; C Q, et A, CQ, .

Pour toute partie A C Q, toutx; € Q; ettoutx, € €, ondésigne par:
Alxy, ) ={x,€ Q,, (x;, X)) € A} lacoupe de A au point x, et par
A(®, %)) ={x,€ Q;,(x,x)) € A} lacoupe de A au point x, .
— Pour toute fonction f: Q — X, ol X est un ensemble quelconque, on désigne par

f(xy, ®):Q, > X et f(e, x)) : Q; > X les fonctions partielles définies par
x, = f(x;, X,) et x; — f(x;,%,) respectivement.

- Pour toutes fonctions numériques (réelles ou complexes) f; et f, définies respective-
ment sur Q; et Q,, on note f; ® f, la fonction définie sur Q par (x,, x,) = f; (x) f; (x,).

- Enfin,onnoten; : Q -5 Q, et m,:Q — Q, les projections canoniques de Q.

2.1 Produit de deux espaces mesurables

On suppose que Q, et Q, sont munis respectivement de tribus X, et ¥,. On dit alors
qu'un pavé A=A ;X A, avec A; € X, et A€ 3, estunpavé mesurable. 1l est alors
immédiat que deux pavés mesurables A = A;x A, et B=B;x B, sont tels que
AN B=(A; N B)x (A,N B, est encore un pavéet que la différence
A\B=[(A;\B)xA,]U[(A; N B)x(A,\B,)] estréunion disjointe de deux pavés
mesurables. Il suit de la aisément qu'une réunion finie de pavés mesurables peut toujours

s'écrire comme réunion finie disjointe. On a par conséquent, en remarquant que
Q =Q, xQ, estun pavé mesurable, I'énoncé :

(2.1.1)  Proposition

L'algebre & engendrée par les pavés mesurables est exactement formée des
réunions finies (disjointes) de pavés mesurables. C'est aussi l'algébre
engendrée par I'ensemble des bandes A;xQ, etQ;x A, ,avec A; € X, et

Aey,.

Il est donc naturel d'introduire la tribu ¥ engendrée par l'algebre & . D'ou la
définition :
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(2.1.2)  Définition

On appelle tribu produit de ¥, et Y, ,etonnote ¥ =%, ® X, la tribu sur
Q =Q,xQ, engendrée par l'algébre %, ou par l'ensemble des pavés
mesurables, ou par I'ensemble des bandes mesurables.

On peut caractériser ¥ autrement. En effet :

(2.1.3)  Proposition
a) X=%X, ® ¥, est aussi la plus petite tribu rendant mesurables les
projections «t et m, .

b) Clest encore la plus petite tribu R rendant mesurables toutes les fonctions
f,®f, ou f,:Q; 5 R et f,:Q, - R sont mesurables.

Preuve. a) est conséquence du fait que X est engendrée par les bandes mesurables, c'est-a-

dire par les deux tribus 7 (£,) et 7 (5,). Pour prouver b) soit f =, ® f,, avec f, et f,

mesurables. Alors f=(f;omx,). (f, o ,) est T-mesurable, d'ou R C Y. Réciproquement
onaY C R car tout pavé mesurable A = A, XA, sécrit A=(1 A, ®1 Az)'1 {1). u]

Les définitions précédentes ayant toutes recours a 'engendrement, on ne connait
pas explicitement les éléments A de la tribu X, ni les fonctions ¥-mesurables f: Q — R.
Les conditions nécessaires suivantes sont donc d'une grande importance :

(2.1.4)  Proposition

Soit A€ Y etf:Q— R unefonction ¥-mesurable. Alors pour toutx;, € Q, et
tout x, € £, ona:

a) A(x;,®)e X, et A(s,x,) € 3.

b) La fonction partielle f(x, , ®) est ¥,-mesurable et la fonction partielle
f(e, x,) est ¥,-mesurable.

Preuve. On remarque que la classe des parties A C Q vérifiant la propriété a) est une

tribu sur Q contenant tous les pavés mesurables, et que, pour tout borélien Bde R, on a
f(x,, *)(B) = £(B)(x,, *). o

Cas des tribus boréliennes. Considérons 'espace RP*4 comme le produit RP x R4. On voit
alors que pour tous boréliens B, € RP et B,C R I'ensemble B,x B, est un borélien de
RP*9 puisque les projections canoniques =, et r, sont continues. Réciproquement, la tribu
borélienne $p+q de RP*9 est engendrée par les pavés compacts, produits de (p + q)

intervalles compacts, qui sont donc des pavés mesurables trés particuliers. D'ou le
résultat :
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(2.1.5)  Proposition

La tribu borélienne 8 ,,, de R*? est exactement le produit $,® 3, des tribus
boréliennes de RP et R%.

Plus généralement on a, en rappelant qu'un espace métrique (T, d) est dit séparable
lorsqu'il existe dans T une partie dénombrable et partout dense (ce qui est le cas des
espaces RP):

(2.1.6) Exercice

Soit (T,, d;) et (T,, d,) deux espaces métriques séparables, T = T, x T, leur
produit muni de la distance

d(x, y) =d, (x;, yp +dy (%, y2)-
a) Montrer que (T, d) est séparable.

b) Endéduire que dans T tout ouvert est réunion dénombrable de produits
B, x B, de boules ouvertesdans T, et T, .

©) Démontrer enfin que la tribu borélienne 8 de T est exactement la tribu
produit 8, ® 3, des tribus boréliennes de T, et T,.

2.2 Produit de deux mesures c-finies

Plagons sur (Q,, X)) et (Q,, X,) respectivement des mesures c-finies 1, et u, . Avec
(2.1.4.b) on voit donc que pour toute f € :_B+ (%), les fonctions partielles f(x,, ®) et f(e, x,)
sont respectivement éléments de £+ (X, et §+ (Z,), de sorte qu'elles peuvent étre

intégrées. On a alors:

(2.2.1) Lemme 1
Soit f € i,, (%) fixée. Alors la fonction

w;xzajf(-,xz) du,

est X -mesurable et la fonction

(p:xl—>jf(x1, *) dy,

est X,-mesurable.

Preuve. D'apres le théoréme d'approximation (1.4.6), il existe une suite f_ € () telle
que f_ T f, d'ot l'on tire aisément, avec Beppo Lévi, que y, Ty . Il suffit donc de prouver
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que y,, est ¥,-mesurable, ce qui rameéne finalement & supposer f = 1;, avec Be %, eta

prouver que la fonction yg est élément de 53+ (2.

Or supposons d'abord p, finie, et dans ce cas désignons par $1la classe des parties B e X
telles que yg € :E+ (Z,). On a évidemment Qe &, et on vérifie sans difficulté que Lest
stable par différence propre (ce qui utilise la finitude de p,) , et par réunion

dénombrable croissante (toujours avec Beppo Lévi). Autrement dit £ est une A-classe
d'apres (1.6.13). Or si B= A;x Ajavec A € 3, ,alorsyg =, A;. IAZ. , doncBe £, de

sorte que £ contient la n-classe formée des pavés mesurables. Par le théoréme de
Dynkin (1.6.14), on voitalors que £ = X.

Si maintenant p, est o-finie, alors il existe une suite Q] € 3, telleque Q7 T Q; et

i, Q1 < + . En posant, pourBe ¥, wg(x2)=[ n 18 (, xp) di, on voit que yp € £+(EZ)
Q,

d'apres le cas p, finie, et la condition évidente yg Ty fournit le résultat général.

Avec la condition , o-finie on obtient de méme le résultat sur la fonction ¢, ce qui
termine tout. Q

(2.2.2) Lemme 2

La fonctionnelle f — L(f) = J\v du, est une intégrale sur (Q, ¥) au sens de

(1.5.1.).
Preuve. Car L(0) = O et, par Beppo Lévi, f, T f implique y, Ty puis L(f) T L(). a

La liaison entre intégrales et mesures étudiée en (1.5) donne alors le résultat
fondamental suivant :

(2.2.3) Théoréme

Soit (,,%,, 1;) et (Q,,%,,H,) deuxespaces mesurés o-finis. Il existe une
unique mesure p sur l'espace mesurable produit (Q, ¥) telle que I'on ait

) RAXA)= AL KA,

pour tous A € X, et A,€ X, . Cette mesure y est o-finie : elle est appelée
mesure produit (ou produit direct, ou produit tensoriel) de p, et W, , et notée
H=H ®H,.

Preuve. Toute mesure | sur Y, vérifiant la condition (*) est évidemment o-finie. Alors si
K et v vérifient (*), elles coincident nécessairement sur l'algébre & engendrée par les
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pavés mesurables d'apres (2.1.1.), donc aussi sur la tribu ¥ d'apres (1.6.16), et ainsi
1 =1, d'ou la clause d'unicité.

Pour prouver I'existence, il suffit de considérer la mesure [ associée canoniquement par
(1.5.3.) a I'intégrale L. Alors

WAxA)= Lip= [yzdp, pour B= Ax4, .

Or\yB=u1A1.1Az et J\;;Bdu2 =, A I, A, , et tout est dit. Q

On en déduit pour le calcul de pB, B e ¥, les deux formules de balayage :

(2.2.4) Corollaire 1
Soit Be X . Alors

uB = jp,.l [B(., %) ] dp,(xy)

uB= [n, [Box, )] duyxp

Preuve. La premiére formule est uB = I\VB 'dp.z déja vue. Pour obtenir la seconde, il
suffit de permuter le role de p, et p, , ce qui fournit une autre mesure ji par
LB= j(pB dy, . Mais i vérifie aussi (*) donc la clause d'unicité garantit I'égalité
L= I etla validité de la seconde formule. Q

(2.2.5) Corollaire 2

Sip, et , sontdes probabilités alors p =, ® p, estaussi une probabilité.

(2.2.6) Corollaire 3

Pour qu'une partie B € X soit négligeable pour pu=p, ® , , il faut qu'elle
satisfasse aux deux conditions :

a) Ona , [B(x,.)] =0 pour W, -presque tout X, € Q; .
b) Ona  [B(.,x)] =0 pour L, -presque tout x, € Q, .

et il suffit qu'elle vérifie 1'une d'entre elles.
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(2.2.7)  Corollaire 4
Les mesures de Borel A, sur R" sont telles que A=A @A et A = 7L1®n .

L'intégration des fonctions f, définies sur Q, X-mesurables a valeurs positives finies ou

non(donc fe £, (X)), nous ramene a l'intégrale L de (2.2.2). En échangeant le role de p,
et i, , on obtient donc le résultat important rattaché aux intégrations successives, ou a la
permutation des intégrales :

(2.2.8) Théoréme (Tonelli)

Pourtoute fe é,,(z)) ona: de(ul W)=

ﬂ [EEAL™ ]cm2 (xp) = J[ [ £ duz] dy, (x))

Pour rappeler le calcul par intégrales superposées, on note trés souvent [fdp sous

forme d'une intégrale "double" :

deu =jjfd(u,®u2)=fjf(xl,xz)du,(xl)duz(xz)

d'ou l'apparition des intégrales "multiples” sur les espaces produits finis.

En particularisant f, on a aussi

(2.29) Corollaire 1

Soit f,: Q; = [0, +e] et f,: Q, — [0, +0] mesurables. Alors f=f; ®f, est
Z-mesurable, a valeurs positives finies ou non, et :

[t dmen) = [fdy . [fay

(2.2.10) Corollaire 2

Soit h; et h, des fonctions positives ou nulles, a valeurs finies, intégrables
respectivement par rapport aux mesures y, et W, , auxquelles on associe les
mesures a densité dv, =h,;du, et dv,=h,dy,. Alorsla mesure v=v,® v,
admet la densité h=h,; ® h, parrapportalamesure p=p, ®p, .
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Les fonctions intégrables et le théoréme de Fubini.- En revenant a (2.2.9) on voit encore
quesi f; : Q;, - R est supposée intégrable par rapport a p, , alors la finitude des

intégrales, et la décomposition f, = f‘{ -f1, jointes & la condition f, 20 et | f,dp, <+,
BT po 1 ) 2 2 Al

garantissent la validité de la formule du corollaire 1. On étend ensuite au cas ou
f,:Q, > R estintégrable parrapporta p, , pour obtenir

(2.2.11) Proposition

Pour toutes fonctions f; : Q; > R et f,:Q, - R , intégrables respectivement
par rapport a |, et W, , la fonction f, ® f, est intégrable par rapport a
H=p ®p, et

[ et)dmen,) = [fdu . [fHdw

Examinons l'autre aspect du probléme en partant d'une fonction f : Q - R, supposée
intégrable par rapport a y, et posons

Y (x) = I|f(.,x2)|dul < 400,

Avec le théoréme de Tonelli, on a donc J\T[ (x)du, (x) = [lfldp <+ o cequi

assure que la fonction  est p, -presque partout finie, de sorte que I'ensemble
N, ={x;, ¥ (xp) =+} est élémentde I, et négligeable. De méme, si

¢ x) = I |f(xy, ) | dp, < +eo,

lensemble N, ={x,, ¢ (x;) =+=)} estélémentde I, etp, N, =0, et ainsi I'ensemble
M=Nj] xN; € T esttel que p M =0, puisqueM® = (N; xQ,) U (Q, xN,) . Remplagant

f par g =1y f, on obtient alors une fonction intégrable par rapport a y, telle que les
fonctions partielles g( ., x,) et g(x, , . ) soient respectivement intégrables par rapport a
K, et 1, , pour tous X, et x, . La finitude des intégrales garantit donc, avec Tonelli, et la

décomposition f=f -f ,oug=g"'-g ,que [gdn= J\ngMQ = J(pgdu,l avec

v, () = jg(-,xz)dl-ll et gu0x) = [g(x;,.)dn, -



Or [gdu= [fdu et pour x,& N, Vg (xy) = jf(. ;%) d; , de méme que
9y (%) = Jf (x;,.)dy, pourtout x,¢ N, .On aboutit a ceci que les fonctions

cp,(x1)="-f(xl,.)du2 x, € Nj

Wi 00 = [0, xp) duy € Nj

qui ne sont que presque partout définies, sont en réalité presque partout égales a des
fonctions intégrables, que l'on appelle versions intégrables de @; et y,.

Convenons alors de définir I(W dy; en remplagant ¢, par l'une ou l'autre de ses

versions intégrables, et de méme pour wa dy, , de sorte que l'on obtient le résultat
définitif.

(2.2.12) Théoréme (Fubini)
Soit f : Q — R une fonction intégrable pour p=p, ® y, . Alors:

a) La fonction f(x;,.) est intégrable par rapport a p, pour y, -presque tout x,
et la fonction f(., x,) est intégrable par rapport & p, pour i, -presque
tout x, .

b) Lesfonctions

Pe 1%, —)Jlf(xl,.)d].t2 ety : x; > '[f(.,xz)dul

sont définies presque partout respectivement sur Q, et Q, .

¢) Onade plus la permutation des intégrales

J

[ ) dpq] dp, (x)

Ifd(ul@uz)

If(. , %) dp, ]duq(xz)

[
aaa——=
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Remarque. Les formules de (2.2.11) et (2.2.12), établies pour f réelle, sont évidemment
valables aussi pour f complexe, et la formule c) du théoréme de Fubini est fréquemment
utilisée pour calculer des intégrales (ou des séries) successives par permutation des
variables. On prendra garde toutefois qu'il peut arriver, dans des cas trés simples,
qu'une fonction f soit X-mesurable, telle que les fonctions f(x,,. ) et f(., x;) soient

toujours intégrables, telle encore que les fonctions ¢:x; — Jf(xl,. ydu, et
Yix, - J f(. , x)) dp, soient elles aussi intégrables, mais que l'on ait

I=[odu = [vdw, =]
Clest par exemple le cas, lorsque p, et W, sont toutes deux égales a la mesure de Borel sur
[0, 1], avec la fonction f(x,y) = _x_—y_; pour laquelle I =4E et J= —4E . Bien entendu f
o2+ yz)
n'est pas intégrable sur le carré [0, 1] x [0, 1].

Ce que disent donc le théoréme de Tonelli etle théoréme de Fubini est que cela ne peut
pas se produire si f est positive ou bien si f vérifie les conditions du corollaire suivant,
qui explicite le critére d'application du théoréme de Fubini.

(2.2.13) Corollaire (Critére de Fubini)

Soit f une fonction définie sur Q =Q, x Q, , supposée X-mesurable. Si I'on a

[am 6 [ 10y, 0 ldpy <oo

ou bien Idp.z (x,) _[ 160, %) |dpt, <+oo

alors f est intégrable par rapport a = p, ® p, et les intégrales du théoréme

de Fubini sont finies et égales a [ fdp .

En pratique, on commencera par majorer | f(x,, x)) |, puis on testera le critére précédent
en choisissant la plus accessible des deux formules a vérifier.

Donnons pour terminer quelques exemples sous forme d'exercices.



86

(2.2.14)

(2.2.15)

Exercice 1

1
a) Calculer l'intégrale J(a) = J  poura> Oet a>= .

0 @2 +x) 2
b) En déduire que l'intégrale I = ] ] __Ld)’_u n'est finie que si
0 Jo @+x2+yD)
1, et quialors 1= = ——
o>1 etquialors [= > = .

Exercice 2

a) Etablir que pour 0 < a < 2, les deux intégrales

J 1-cosx . et?lj sinx .
0

0 xu+l xu

existent et sont égales. On désignera par J() leur valeur commune.

b) A toute probabilité u sur R on associe la fonction

F(x) = j cos tx du(t) xe R
R

Démontrer que F est continue et bornée, puis établir la formule, valable
pour0<a<2,

xu+1 R

(*) f L—&dxﬂ(a)j [t]% dpe) < + oo
0

¢) On choisit pour p la probabilité d'Euler, de densité e* sur [0, +co).
Déterminer la fonction F associée, puis en utilisant (1.10.12) prouver
I'égalité
T 1 1
Joy=3 F@+1) . na
sin ==

d) On définit les intégrales C(a) = j[ S ax pour O<a<1 et
0

o

S(a) = I “TX dx pour 0 < a< 2. Prouver que
0 X
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rt 1 1
Clo)= = —
()] 2 T cosn_a O<a<l1
2
T 1 1
S(oz)—2 T (@ Sin& O<a<?2
2

cos (>?) dx et] = I sin (?) dx

e) Montrer que les intégrales de Fresnel I = j
0

0
. , T
sont toutes deux égales a g -

f) Comparer avec l'exercice (1.10.15).

Exercice 3
a-1
Pour a>0,0onpose: f ()= — e* pour t >0
(o)
et 9, (X) = [ e™ £, (b dt pour xe R.
0

t

a) Prouver que I fo (t—5) f3(s) ds=fuq(t) pour t>0 .
0

b) Endéduireque @u5 =@, P -
c¢) Montrer que la fonction ¢, est dérivable et solution de I'équation

différentielle y' = %{; . En déduire que

P, () =01 +x2)-E exp [i a Arctg x]

et retrouver ainsi b).

Exercice 4

Dans l'espace R? on considere le quadrant P = {x 20,y 20) et poura> 0 et

b > 0, on considere la mesure p sur P de densité x*'y*! par rapport a la
mesure de Borel, donc dp = x*'y*?dx dy . A chaque fonction borélienne

positive f, définie sur [0, +o0) on associe l'intégrale finie ou non

D(a,b) = f j X1y f(x + y) dx dy
P
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(2.2.18)

a) Montrerque D(a,b) = J f(t) dvo(t), ol v est la mesure image sur [0, +=)
0
de la mesure p par l'application s(x,y) =x+y.

b) Déterminer la mesure v en calculant sa fonction de répartition v [0, t[ .

o) En déduire que D(a, b) = B (a, b) ] t***1 £(t) dt ot B(a, b) estla
0
fonction béta d'Euler.

d) Quel résultat obtient-on en choisissant f(t) = e* ?

e) On remplace maintenant l'espace R? par l'espace R™, n22, et le
quadrant P par le cone positif P, = (R,)" . Déduire de c), avec les mémes
hypothéses sur f, I'égalité

a,-1 ap-1 a,-1
I XK Xy f0qH e X)X dX =
P

a,..r@) [~ vta -1
al—anj TR e at

F@, +...+ay) Jo

pour tous nombres a; >0,a, >0, ..., a,>0.

f) SoitS, le simplexe unitéde R™,S, =P N {x; + ... + x, <1} . Montrer que

1
son volume est donné par W, =A,S, = a1 -

Exercice 5

Dans l'espace T = R" x [0, +e), de coordonnées (x, r), on place la mesure
produit dxdr, etsoit P C T le cone défini par

P={(x,1);Ilxll <1}
ou lIxll estla norme euclidienne.

a) En calculant de deux fagons différentes l'intégrale

of | ro( $)oe

retrouver le volume V_  de la boule euclidienne de R" .

b) On remplace la norme euclidienne sur R™ par la fonctionnelle
1

lxlly = (%, 1%+ ... + [x, |, avec @ > 0, et 1a boule euclidienne par

I'ensemble B = {lIxll, < 1}. En remplagant P par le cone P, correspondant,

et l'intégrale I par l'intégrale



89

L= J L ! exp(-f;)dxdr

a

établir que le volume V(:) de B, est donné par la formule générale
n
1
V(a) _ (l)n r(a)
n T \a
r(g+1)

c) Etablir quele cas a = 1 permet de retrouver le volume W, =2, S, du
simplexe calculé en (2.2.17.f).

2.3 La formule du changement de variables

Nous nous limiterons ici 4 la mesure de Borel A, sur R", pour prouver correctement
(ce qui est délicat) la formule classique du changement de variables dans une intégrale

multiple, et d'en donner quelques applications. Etudions tout d'abord l'influence d'une
transformation affine.

Translations. La formule A (P) = [ (b, -a,) donnant le volume d'un pavé P =]I[(a,, b, ]
montre immédiatement que pour toute translation de vecteur ue R", le volume
A, (P + u) du pavé translaté de P reste égal a A (P). Il s'ensuit que pour tout borélien B de
R"ona A (B +u)=A(B).

On a d'ailleurs 12 une caractérisation de la mesure de Borel sur R". Car :

(2.3.1)  Proposition

Soit p une mesure borélienne (localement finie) sur R", invariante par les
translations de R". Alors p =k A, est proportionnelle 4 la mesure de Borel et
la constante k est la mesure p(I") du cube unité I" = [0,1]" de R™.
Preuve. Introduisons 'anneau R des parties qui sont réunions finies (disjointes) de pavés
P=II[a,, by [, oules a, et les b, sont rationnels, anneau qui engendre la tribu borélienne.
Soit J=[0,1[" et k = p()). Remarquons ensuite qu'il existe un entier q 21 et des entiers

Px .
Px 21 telsqueb, -a, = 751_ , de sorte qu'on peut diviser P en une réunion disjointe de

N=p,;p,... p, Ppetits pavés cubiques de cotés % , qui sont tous de méme mesure 04

pour p. Et de méme, on peut diviser ] en une réunion disjointe de q" petits pavés cubiques

de méme mesure o, pour p. Il suit de 1a que k = p() = q" o, , et que
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nP)=Na, = k. PiPzPo = k A, (P), d'oul'on tire p=kA, avec (1.6.16.b), de sorte

que k=p() =puI". Q

Transformations linéaires. Soit T une transformation linéaire de R" dans lui-méme,
supposée bijective, donc de déterminant dét T non nul. Dans ce cas T=S",avecS=T",
de sorte que T transforme tout borélien B en un borélien T(B) = S'(B), et que
l'application B — A, [T(B)] est une mesure borélienne p = S(A,), image linéaire de la

mesure de Borel.

Pour déterminer 4 commengons par remarquer que p est invariante par translation,
puisque

pB +u) = A, [T® + Tw)] = A, [T®)] = u(®)
de sorte qu'il existe une constante ky telle que p=ky A, .

Et ainsi
(*) A, [T(®)] = k; A (B) pour tout borélien B.
Pour obtenir la valeur de k; remarquons encore quesi T =T, T, alorsk; = krl l"rz de

maniére évidente a partir de la formule précédente. Autrement dit, la fonction T — kr
est une fonctionnelle multiplicative sur le groupe GL(n, R) des transformations
linéaires bijectives de R". Ce qui implique en particulier que k; = 1, ot I est I'opérateur
identité, et que k ;= (kp)" . Alors:

(2.3.2) Théoréme

Pour toute transformation T € GL(n, R) on a k; = |dét T| . Autrement dit pour
tout borélien Bde R",ona

A [T®)] = et T A (®

Preuve. La multiplicativité de ky et celle de | dét T garantissent que si le résultat est
vrai pour T, et pour T, , il est vrai aussipour T=T; T,.Or

a) Il est vrai pour T diagonale, car si (e;, e,, ..., e,) est la base canonique de R" et si
Te, =M e, ,avec ), #0, alors l'image T(I") est le parallélotope P =TT [0, A, ],d'ou
kp =T 12 |= |detT].

b) Il est vrai pour T hermitienne (ou symétrique), car si T* est I'adjointe de T (ou la
transposée) et si T = T*, on sait alors que T est diagonalisable par une matrice

orthogonale et que ses valeurs propres sont réelles, dou T = U'AUet
kr =k, = |détal= [détT|.

c) Il est vrai pour T orthogonale, car si T = U est une isométrie de R", nécessairement
surjective, alors k; = 1 comme on voit avec la formule (*) appliquée en prenant pour B la
boule unité euclidienne B, de R™. Mais U U =1=UU* donne aussi 1= (dét U)? , et
ldetUl=1.
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d) Il est vrai pour T quelconque, car la transformation T*T est hermitienne, bijective, et
ses valeurs propres sont strictement positives. On a donc T* T= V' AV, ou V est
orthogonale et ou la transformation diagonale A admet de fagon évidente une racine
carrée A . Posons |T|=Vv'aY? A, ce qui donne un opérateur hermitien tel que
™T= |T|2,etremarquonsque

Tl I?

< |T|x, |T|x>= < |T|2x,x>= <T*Tx,x>

<Tx,Tx> = ITxI?

pour tout x € R™. La bijectivité de | T| garantit donc que l'opérateur U =T|T|? est une
isométrie, puisque si y € R" etsi x= |T|? y alors Uy=Tx et Uyl = llyl.Or
T =U |T|, etle résultat est conséquence de b) et c). Q

(2.3.3) Corollaire 1

La mesure de Borel sur R" est invariante par les translations, les symétries et
les isométries de R" (donc par les déplacements et les anti-déplacements). Si
H est une homothétie de rapport k # 0, alors

A, [H®B)] = [k|* &, B
pour tout borélien B.

(2.3.4) Corollaire 2

Dans R", tout hyperplan, et plus généralement toute variété affine de
dimension p <n -1, est négligeable pour la mesure de Borel.

(2.3.5) Corollaire 3

Soit (xq, X,, ..., X;) un systtme de n vecteurs de R". Alors le volume du

parallélotope (oblique) construit sur ces vecteurs est égal a la valeur absolue

de leur déterminant.
Preuve. Si le systéme est lié, alors les x, sont éléments d'un méme hyperplan, qui est de
mesure nulle d'apres le corollaire 2, et le déterminant est nul aussi. Si le systéme est
libre, on définit la transformation linéaire bijective T par Te, = x, . La matrice M
représentant T sur la base canonique (e,, ..., e,) admet donc les x, comme vecteurs
colonnes, d'ot dét T = dét (x,, X,, ..., X,). Mais ky =A, [ T@™ ] et on reconnaiten T(I") le
parallélotope construit sur les x, . Q

(2.3.6)  Corollaire 4
Soit T une transformation linéaire bijective de R". Alors :

a) T échange les parties boréliennes entre elles, et les parties négligeables
entre elles.
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b) Pour toute fonction f > 0 borélienne on a

[f(y)dy= IdétTI]fcrx)dx S+

¢) Pour toute fonction numérique (réelle ou complexe) borélienne, la
condition que f soit intégrable est identique a la condition que f o T soit
intégrable et dans ce cas on a la formule du changement (linéaire) de
variables

] f(y) dy = |dét T| ] £(Tx) dx

Preuve. Il suffit de vérifier b), car c) s'obtient en remplagant f par |£], et en
décomposant f en f = f' - f dans le cas réel. Or b) est vraie pour f = 15, avec B borélien,

car en écrivant B = T(A), avec A = 'I'I(B), on a, avec (2.3.2) :

]lB(y)dy = A,B = A, [TA)] = |détT|A, (A)

et 13 (Tx) = 1, (x) . On passe ensuite au cas des fonctions étagées puis au cas général par
Beppo Lévi et le théoréme d'approximation (1.4.6). a

Remarque 1. On interpréte souvent le changement de variables y = Tx en disant que
I'élément de volume dx se transforme en dy = | dét T dx.

Remarque 2. On peut aussi traduire la formule du changement de variables en termes de

1
mesure image. En effet la mesure image T(A,,) vaut -I—-——-' A, et la mesure image

] ' 1|
T () vaut |détT| A, .

Remarque 3. On prendra garde que lorsque T n'est plus supposée bijective, alors 1'image
directe T(B) d'un borélien peut ne pas étre borélienne. On aura toutefois A,* (T(B)) =0

puisque T(B) est nécessairement contenue dans un hyperplan.

(2.3.7)  Exemples

Exemple 1.- Reprendre (1.8.16) et (1.8.17) et revenir a l'intégration des fonctions
sphériques sur R" en utilisant (2.3.3).

Exemple 2 (Fonctions B et I' d'Euler).- On retrouve facilement la formule
I'(x) I'(y)

B(x,y) = ——
C(x+y)

variables. En effet,

, en utilisant le théoréme de Tonelli et 1a formule du changement de
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I'(x) T(y) = [ j §1 1 e gs gt
0

0
=[ f u! (v-u)eVdudv

0susv

avec s=u, t=v-u, dsdt=dudv. Puis

Irx)I'(y) = I e’ dv J w! (v-uy? du]
)

o]
L

- r 1
= j e-V dv vx+y-lj wX°1 (1 - w)y-l dw
0 L 0

avec u=vw,Vvfixé. D'ou I'(x)I'(y)=B(x,y)I'(x +y).

Exemple 3 (Volume du simplexe unité).- Etant donné n vecteurs x,, X, ..., x, de R" on
appelle simplexe construit sur ces vecteurs I'ensemble S(x,, ..., x;) des vecteurs ¥ A, x,
tels que A, 20 et ¥ A, < 1. On appelle simple unité de R" le simplexe S, construit sur la
base canonique (e;, ..., e,), soit encore

Sa={x=,); & 20et T& <1}

Pour calculer le volume A, (S,) = W, , on peut facilement opérer par récurrence sur n. On
peut aussi chercher a évaluer des intégrales du type

I=j j fit; +... + t)dt; ... dt,
0 0

en introduisant la mesure image v =s(A,), ol s est la fonction s(x) =&; + ... +§&_ si
x = (€, ) . On détermine alors v par sa fonction de répartition F(t) = v [0, t [, soit
F(t) =2 {x=@¢.); & 20etTE <t}
=t"W,
puisque I'homothétie de rapport t transforme précisément le simplexe S, en I'ensemble
s1[0,t], de méme mesure que sT[0, t [ Alors v est la mesure sur [ 0, +), de densité

nt?W_,dou I=n wnj f(H) £ dt.

0
En choisissant f(t) = e, on obtient dun coté I =1 et de l'autre I=nW, I'n) =n!W,.
Dol :
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(2.3.8)

a) Le volume W, dusimplexe unitéS_ est W, = % .

b) Le volume du simplexe construit sur les vecteurs x;, ..., x, de R" est égal &

nL! | dét (xq, ... x) | .

¢) Pour toute fonction borélienne f>0 sur [0, +~)ona

_ 1
(n-1)!

f I ft, +... +t ) dt; ... dt, ] 7 £(1) dt
(V] (4] 0

Exercice (Volume et déterminant de Gram)

On fixe n vecteurs x,, ..., X, dans I'espace R", formant un systéme libre, et pour
1< p <nonintroduit le déterminant de Gram

Glxy, .., x)=dét [<Xj, Xj>] 15, j5p

a) Prouver que le volume V_(P) du parallélotope P construit sur x,, ..., x, est
donné par
V(P = G(xy, ..., X;) -
b) On introduit la projection y_ de x, sur I'espace vectoriel engendré par
Xy, Xoy -+, Xp.q, €t S0it 2 = X -y, . Démontrer que
V(PP = lizl* Glxy, ..., Xp)
et en déduire que le volume V_(P) est égal au produit du volume
(n-1)-dimensionnel de I'une de ses bases par la hauteur correspondante
(analogie avec le parallélogramme).
Déduire de 1a que V_(P) est majoré par le produit des longueurs des
vecteurs x, et quel'on n'a
V(P) = lix,ll lIxoll ... Il
que si le systéme (x; ) est orthogonal.

¢) Soit M = [aii] une matrice carrée d'ordre n. Etablir I'inégalité de
Hadamard

1
|détM| < ln[[ail+...+ain] /2
k=1

La formule générale du changement de variables. On fixe maintenant un ouvert U de R"
et une application H: U - R", supposée étre un difféomorphisme, ce qui signifie en

détail :

- T'image H(U) = V est un ouvert de R",

- H estunhoméomorphismede UsurV,
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- H est de classe C', clest-a-dire différentiable en tout point x € U, I'application
dérivée x —» DH, de U dans L(R") étant continue,

- enfin DH, est, pour tout x € U, une application linéaire inversible de R" sur lui-
méme, ce qui signifie encore que le jacobien J(x) = dét DH,, ne s'annule pas sur U.

Dans ces conditions on sait que I'application récieroque K:V — U admet en tout point
y € V,y = H(x), une différentielle DK, = (DH,)", qui est fonction continue de y. Ainsi
K=H" estaussi un difféomorphisme tel que son jacobien J,(y) est donné par J;(y) = I(_)

X
pour y=H(x).

Alors H, étant un homéomorphisme, échange les parties boréliennes de U et V, qui sont
d'ailleurs les parties boréliennes de R" contenues respectivement dans U et dans V. Le
théoréme qui suit va permettre de calculer la mesure de I'image H(A) pour tout borélien
A de U selon une formule qui doit généraliser celle de (2.3.2). Mais de fait, en
généralisant a la fois (2.3.2) et (2.3.6), on a:

(2.3.9)  Théoréme (du changement de variables)

Soit H: U — V un difféomorphisme entre deux ouverts U et V de R™.
On désigne par J(x) = dét DH, le déterminant jacobien de H au point x € U.
Ona:

a) Pour tout borélien A de U, l'image H(A) est un borélien de V et

A, [H(A)] = L 1760 | dx

b) Pour toute fonction f2>0 borélienne sur Vona

[ f(y)dy = f f [Hx)] 1160 | dx
v 0]

et plus généralement, pour tout borélien Bde V,

J f(y) dy = I L f[HE] [J6o| dax
B H ®

¢) Pour toute fonction numérique (réelle ou complexe) borélienne sur V, la
condition que f soit intégrable sur V est identique a la condition que la
fonction ?](x)| f [H(x)] soit intégrable sur U, et dans ce cas on a la
formule du changement de variables

[ f(y)dy = ] f[Hx)] 110 | dx
v 10)
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exprimant que dans la transformation y = H(x) 1'élément de volume dy
se calcule selon dy = |J(x)| dx .

Ce théoréme n'est pas trivial et la preuve en est longue. Avant de I'aborder, remarquons
que si H = T est linéaire, alors DH, = T ne dépend pas de x et 110 |= |dét T , ce qui
montre bien en quoi on généralise (2.3.6).

Réciproquement, en posant T, = DH, pour simplifier, on voit que T, est I'application
linéaire tangente associée @ H au point x, permettant, localement autour du point x,
d'approcher l'application H. En ce sens l'intervention du facteur |J(x)| = |dét T, | est
trés naturellement liée a (2.3.2).

Placons sur R, et ceci uniquement pour faciliter la preuve, la norme lixll = Su |§ | ,de
¢ q po P P 16k

maniere que les boules soient en fait des pavés cubiques. L'espace L(R") se trouve alors
lui aussi normé avec

ITl, = Sup { ITxI, IxI<1},
etlona ITXI<ITl, Ixl , IT, Ty < ITyl, ITl et Il =1.

Preuve du théoréme. Reprenons l'anneau R de (2.3.1) et fixons un pavé

P=IIla b [e R, telque P = [lla, b lcU.

a) Par continuité uniforme des applications x - T, , x = 'I;1 et x—Jx) sur P ,ona:

IT, - T, S¢

Ve>0,38>0 x,ye Petlix-yll<d =>{
1160 -J(y) <€

™)
IM<+oo I T} I, < M pour tout x € P

Fixons € > 0, et décomposons P en somme finie disjointe de petits pavés Q, tous de méme
aréte 2s <23, et considérons I'un d'eux, de centre a. Pour x€ Q,ona IT, - T,l, <€, donc

aussi IT; T, -1l <eITI<Me,donc encore Ty T,l, <1+Me . Considérons
l'application G = T, H, telleque DG, = T, T, , desorteque ID Gl <1+ M ¢ pour
x € Q. En appliquant la formule classique des accroissements finis, valable puisque Q
est convexe, on obtient, pour x € Q

IG(x)-G@I<(1+Meg)lix-all<(1+Meg)s

de sorte que G(Q) est contenu dans la boule de centre G(a) et de rayon (1 + M¢) s, Clest-
a-dire dans le pavé de centre G(a) etd'aréte 2 (1 + M &) s, par le choix de lanormel I . Il .
Ainsi

L [GQI<1+Me) " 2s)"'=1+Me)" L (Q .
Mais G(Q) = T;1 H(Q), donc avec (2.3.2) on obtient

A, [GQ] = 1@ | A, [HQ]
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puis A, [HQI<a+Me" |J@| A, Q .

OrsurQona | J@@) | <e+ | Jx) | , et en intégrant sur Q on obtient

7@ |2, (Q <&, (Q +L 17 | dx
ce qui, en résumé, fournit I'inégalité
A [HQI< A +Me" [a A (Q) + L 760 | dx]
Par sommation sur les petits cubes Q on arrive alors a
A [HP®]<A+Me)" -e Ay (P) + I

B P
ol I'on peut faire tendre € vers 0, ce qui donne

l70 | dx]

r

e AH®IL| Jeolax

Jp

b) Posons alors p=H"'(&_) et dv= |3x) | dx , de maniere que (**) signifie uP<v P, et
fixons un borélien A de U. En recouvrant A par une réunion dénombrable de pavés
P,CU AC UPn ,ona

LAS XpP < TP,
et en faisant varier ces recouvrements, on obtient
HASV'A=vA

car A est borélien, donc mesurable pour v. On a donc obtenu

(***) A, [H@)] sf 1360) | dx

A

¢) En considérant maintenant un borélien B de V, et en posant A = H'(B), on peut récrire
(***) sous la forme

A, (B) < ] 1 1760 [dx = f 15 [Hx)] 1760 | dx
H'®

inégalité qui permet, grace aux fonctions étagées et au théoréme d'approximation
(1.4.6), d'obtenir

j f(y)dy < j f [Hx)] 1760 | dx
\% U

pour f 20 borélienne sur V.
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En posant alors g(x) = f [Hx)] |J(x) |, eten échangeant les roles de U et V, et ceux de H
etK=H! ,0n a aussi

f gx)dx < J g (K] |1 |dy
10} v

or gkl 1y |=f [J &y | [Ty) | = £(y) puisque Ji(y) = I_(lz)' lorsque x = Ky.

On arrive ainsi enfin a I'égalité

f g(x) dx =J f(y) dy
u v

qui donne la partie b) du théoréme, d'ou I'on tire aisément a) avec f = 1 et B = H(A), et

aussi c) par le raisonnement habituel considérant |£| et 1a décomposition f=f —f .La
preuve est ainsi compléte. Q

La formule fondamentale étant ainsi obtenue portons un effort tout particulier dans le
domaine des applications.

Passage en coordonnées polaires. Dans le plan (r, 6), soit U I'ouvert défini par r > 0 et
|6 |< x. Dans le plan (x, y) soit V I'ouvert dont le complémentaire est la demi-droite
réelle négative {x < 0, y = 0}. Alors U et V sont en correspondance bijective par le
difféomorphisme H:U — V qui définit le passage en coordonnées polaires

H(r, 8)=(x,y) avec x=rcos®, y=rsin9

Le jacobien J (r, 6) de H est donné par

ox  ox
_ or 00 cos® -rsin® |_
J= dy o9y sin® rcos® -
or a9

et ainsi la formule du changement de variables s'écrit, a la fois sur le plan R? etsurle
premier quadrant

o T
I f’ f(x, y) dx dy =J f f(r cos 6, r sin 6) r dr d0
R 0 Jx

= (" B
I I f(x, y)dxdy=[ J f(r cos 6, r sin 6) r dr d@
o Jo o Jo

quand f vérifie bien entendu les bonnes hypothéses. On résume cela sous la forme:

L'élément d'aire dans R? est dx dy en coordonnées cartésiennes et rdr d6 en
coordonnées polaires.



Exemple. Soit 1 = J exp(
0

- (- - 5
12=J J exp[- %(x2+y2)]dxdy=j J exp(—r;)rdrd9=2£
0o Jo o Jo
dod 1=\/’2—° et [

N|><N

)dx I'intégrale de Gauss. Alors

exp(- J;—z)dx =21=V2=n .

Passage en coordonnées sphériques. En coordonnees sphériques on repére un pomt x,y,2)
de R® par son rayon polalre r=0¢+y* + zz) = OM, sa colatitude 6 = (Oz, OM) et sa
longitude ¢ = (Ox Om) out m est la projection de M sur le plan xOy.

zd

"En termes rigoureux, I'ouvert U dans l'espace
9 (r, 8, @) est défini par r >0, 0< 6 <,
|<p | < , et I'ouvert V dans I'espace (x, y, z)
o P y

est le complémentaire du demi-hyperplan
fermé (x<0,y=0).

<

9

x m

Le difféomorphisme H qui définit le passage en coordonnées sphériques s'écrit :
x =r sin 6 cos @

H(r,6,9) = (x,y,2) avec {y=rsinesin<p
z=rcos6

D'ou le jacobien ] (r, 6, @)

ox ox ox

gr ge gtp sin@cos rcosOcos¢@ -rsinBsing
]= ¥ d g | sin@sing9 rcosOsing rsin6cos ¢

or 08 ¢ cos O -r sin 6 0

% 2 2

or 00 d¢

soit ] = r* sin 6. Ainsi la formule du changement de variables en coordonnées sphériques
s'écrit, pour l'espace R etle premier octant :

o T ,%
I[[S f(x,y,z)dxdydz:[ J ] f(rsinecoscp,rsinesin(p,rcose)rzsinedrdedcp
R 0 Jo Jx
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[ J J f(x,y,z)dxdydz =
o Jo Jo

T T

2 (2
j [I f(r sin 6 cos @, r sin 0 sin @, r cos 0) ’ sin © dr d6 do
o Jo

soit en résumant :

L'élément de volume dans R est dx dy dz en coordonnées cartésiennes et
r’sin® drdé de en coordonnées sphériques.

Exemple 1. Reprendre I'exercice (1.12.13) sur la loi du xz a 3 degrés de liberté.

Exemple 2. Volume de laboule x* +y* +2z* <1. Cest le volume classique de la sphere;
ona

W

T

v=[ drj de[ l’zsined(p=41t[ ¥ dr=
0 -

0 0

Exemple 3. Potentiel newtonien créé par une boule. On sait que le potentiel créé par un

m
AM’H

suit de 1a que si un corps S admet une densité continue p (x, y, z), le potentiel créé par S
en un point A quelconque de I'espace (extérieur ou intérieur a S) est

Vs (A) = ] Jf %ﬁ dxdydz
s

Cherchons a déterminer la fonction Vg lorsque Sestlaboule »* + y* + 22 < R?, et lorsque
la densité p ne dépend que de la distance r = OM, densité que nous écrirons p(r) pour
simplifier. Le probléme a évidemment une symétrie sphérique de sorte que le calcul de
V(A) pour A = (0,0,a) suffit. Alors AM = (? +a? —2arcos6) ~,donc, avec a>0:

point M, affecté d'une masse m, électrique ou gravitationnelle, en un point A est

(r) .
V(A) =[ f L ‘fm Psin 0 drdede

R 3 .
=2n] rzp(r)er sin 0 do

1/2
0 0 (1-2 +a® - 2ar cos 0)
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o |y

R
] r p(r) [ (2 +a?-2ar cos 9)1/2] : dr
0

2Zn
a

R

j r p(r) [(r+a— la-r|]dr
0

— Ainsi si A est extérieur a S, alors a > R, donc

R
4z M
V(A) = ?L ¥ pn)dr= "~

ou M est la masse totale de S. On retrouve le fait bien connu que le potentiel en A est
le méme que celui créé par le centre de S affecté de la masse totale M de S.

— Si Aestintérieur aS,alors 0 <a<R et

a R
V(A) = V(@a) = 43—” U r p(r) dr +J ar p(r) dr]
0 a
d'ou V'(a) = - 4—’;— j r2 p(r)dr et (@ V')' =- 4ma’ p(a) , soit encore
a Jo

2
Vi+l Vi=-dmp. On retrouve la loi de Poisson AV = -4mn p, une fois rappelée

I'expression du laplacien pour une fonction V sur R® ne dépendant que de la distance
a l'origine.

- Si ladensité p est constante on a donc

2
M . M a | .
V(@)= e a>R et V(a)-—2R [3 Rz] si a<R

ou M est toujours la masse totale de S.

Exemple 4. Aire des surfaces de R>. Il n'est pas dans notre propos de définir les volumes
n-dimensionnels des variétés de dimension n plongés dans un espace R™. Toutefois le cas

n = 2, N = 3, des surfaces ordinaires plongées dans R? est intéressant pour les
applications.
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Appelons morceau de surface S la donnée d'un ouvert U de R? (espace des parametres
(u, v)) et d'une application injective (u, v) - M(u, v) de U dans R® ayant les propriétés
suivantes :

a- M est de classe C! sur l'ouvert U
oM oM
(*) b- Pour tout (u, v) € M les vecteurs T et Iv forment un

systéme libre

On sait alors que S admet en chaque point M un plan tangent, engendré par les vecteurs
aM aM
R

La partie, notée encore S, image de U par l'application M est le morceau de surface
étudié, de sorte que le couple (S, M) définit un élément de surface paramétrée. Il est
clair que tout difféomorphisme d'un autre ouvert V de R? sur U réalise une nouvelle
paramétrisation de S vérifiant encore les conditions (*).

Posant, ce qui est classique,

2
2% o (@20) . M M

ou ou ov au av

ou les normes sont euclidiennes, on obtient la normale unitaire & S sous la forme
be L(M oM

“H(a " v )"
A tout élément d'aire du dv dans I'espace des parameétres correspond, en premiére
approximation, I'élément d'aire défini dans le plan tangent par le parallélogramme

oM v2_

v

E= , H=(EG-P)

M
associé aux accroissements % du et ?[ dv, que l'on peut calculer en le remplagant par

' M a
I'élément de volume dans R> construit sur les vecteurs =— au du, v dv etv,etdontla

valeur est H du dv. Ce raisonnement heuristique invite alors, étant donné une partie
borélienne B de S, a définir la mesure de B dans S par la formule

m(B) = j I Hdudv
M'®

On constate alors sans difficulté que m(B) ne change pas lorsqu'on pratique un
changement de parametres de classe Cl, carsi u=@(s, t), v=y(s, t), alors le jacobien

J(s, t) n'est autre que J = (%l; %!tl - %l; %‘SK)'

et précisément % A a—M =J. (QM- A %—?) , d'ou

‘ M M| 4sdt = HIjldsdt = Hdudv.

ds
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En particulier lorsqu'on choisit pour S la sphére de rayon R, paramétrée en coordonnées
sphériques

x =R sin 0 cos ¢

y =R sin @ sin ¢ 0O<b<m, |<p|<1:

z=Rcos6

on obtient dm = R? sin 6 d6 dg, ce qui redonne 4 tR? comme aire dela sphére.

2.4 Indépendance et mesure produit

Revenons aux questions d'indépendance introduites en 1.12. Pour le cas d'une
famille finie de p variables aléatoires réelles X;, X,, ..., Xj, sur un espace (Q, %, P), on
peut énoncer un critére extrémement utile en pratique.

(2.4.1) Théoréme

Soit Xy, Xy, ..., Xp , p variables aléatoires réelles et X = (X, X,, ..., XP) le
vecteur qu'elles constituent dans RP . Une condition nécessaire et suffisante
pour que X;, Xy, ..., X, soient (globalement) indépendantes est que la loi u de
X soit le produit des lois j des X :

H=l O, ®...0u,
Preuve. Elle résulte de la définition de la mesure produit et de la définition de
I'indépendance, dés que l'on a remarqué les égalités :

P{X, €By,...,X;e B} =P{XeB;xB,x...x B,}J=pn{B;x Bx ... xB))

" I
I1 P(X,eB,) =11 p, ®B,)
k=1 k=1
pour tout choix des boréliens B, de R . Q

Nous verrons plus loin des applications importantes de ce théoréme lorsque nous
introduirons la convolution. Pour I'instant cherchons plutdt les applications du cété des
mesures gaussiennes.

Vecteurs gaussiens et lois gaussiennes (centrées). Commengons par introduire p variables
indépendantes X;, X,, ..., X5, suivant chacune la loi LG (0, 1). D'apres le théoréme, le
vecteur X = (X, ..., X)) a pour loi la probabilité Y de densité

1 1
&(X):W exp|:—§ (x21+...+x§,):|

soit encore, en introduisant la norme euclidienne
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1 1
(x) = e 2
&y 0P exp[ 2l[xll]
La matrice de covariance, introduite en 1.12 dans le cas général, est ici donnée par
G=EOGX)=EQQEX) =0 si i#jetcy= E(X}) = 1; c'est donc la matrice unité de RP,
de sorte qu'on pourrait noter y sous la forme LG (0, ).

Considérons maintenant un sous-espace E C RP . En fixant une base orthonormale dans E,
on peut définir sur E une mesure de Borel A; . Et d'aprés (2.3.3) cette mesure ne dépend

pas de la base choisie, puisqu'on passe d'une base orthonormale & une autre par une
isométrie de E. On peut donc aussi définir sur E une probabilité gaussienne canonique g
en choisissant pour y; la probabilité de densité

g(s)———l—— exp[_l||s“2] modmE

On a alors:

(2.4.2)  Proposition

Soit E et F deux sous-espaces orthogonaux de RP.Ona Yer =7 ® ¥ eten
particulier pour F=E* ona

T=%® Y,

Preuve. Puisque Aggp =A; ® A , il suffit de constater que la densité gger(s, t) n'est
autreque gg (s). g (t) , comme conséquence du théoréme de Pythagore

(s, 12 = lls + ti? = lisI? + It seE, teF
et d'utiliser (2.2.10). o

Passons maintenant a la définition générale d'une mesure gaussienne sur RP, en nous
restreignant au cas des mesures centrées.

(2.4.3)  Définition

On dit qu'une probabilité p est gaussienne sur RP lorsqu'il existe une
application linéaire M € L(RP) telle que p soit la mesureimage p=M(Yy).

Dans ce cas, la matrice de covariance, ou l'opérateur de covariance, est donnée par

<TIxy> =l<x,t><y,t>dp.(t)=j<x,Ms><y,Ms>d7(s)

=]<M*x,s><M" , 8> dy(s) = < M*x, M*y >
= <MM*x,y >

soit I' = MM*. Et la question qui se pose est de savoir comment la mesure p dépend
effectivement de l'opérateur M, ou de l'opérateur I'. En fait, p est complétement
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déterminée par I, ce que nous pouvons démontrer élémentairement danslecasouI' est un
isomorphisme, donc aussi M puisque détTI" = (dét M)y .

(2.4.4)  Proposition

Soit M un isomorphisme de RP et I' = MM*. Alors la mesure gaussienne
1 = M(Y) est définie par la densité
: 1 1 1 1
x)= I:——<I"x,x>]
B enp? e “PL72

Preuve. Soit f: RF — [0, +e) une fonction borélienne positive.

Alors [f(x) du(x) = lf(Mt) dy(t) , et le changement de variables x = Mt, donc
dx = |dét M| dt, donne

1 1 )
f) dpe) = [ o0 [- L v ] dx
] erP? |détM| PL72
= Jf(x) g, (x) dx
puisque |détM| =(détD"? et IMxIP= <(M'*M'x,x>= <I''x,x>.Onadoncle
résultat en choisissant f = 15, avec B borélien de RP . Q

(2.4.5) Corollaire

| La mesure gaussienne normale y est invariante par toute isométrie de RP.
Preuve. Carsi M =U estune isométriealors I'=UU*=1 et g, =g, . Q

Le fait que l'opérateur de covariance I' détermine la mesure p permet de donner une
réciproque a la proposition (1.12.24) sur la covariance des variables indépendantes,
réciproque tout a fait spéciale au cas gaussien.

(2.4.6)  Théoreme
Soit X = (X;, X,, ..., Xp ) un vecteur gaussien, c'est-a-dire dont la loi i est une
mesure gaussienne (centrée) sur RP. Pour que les variables X;, X,, ..., X, soient
(globalement) indépendantes, il faut et il suffit que la matrice de covariance
I" soit diagonale, autrement dit que cov (X, Xi) =0 pourtous i#j.

Preuve. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, soit I = [c;] avec

¢;=0 si i#j ety =E0G) = ok 20.

Supposons d'abord o, >0 pour tout k, de sorte que I' est inversible, et que . est définie
par la densité g, de (24.4). Or
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1 1 B
- ep|-1Y X%
gp(x) (211:)”/2 G 0y -+ o'p [ 2 E“l G:]

desorteque g, =g,®g,®...® g, avec

8k ®=

1 1

= &p
\lchk

2

ch

t2
——J, teR

Il est alors immédiat que la loi de la variable X, est définie par la densité g, , soit
dyy =g () dt,etainsi p=p,;®...®, , ce qui donne l'indépendance.

. . . . 2 2 - -
Maintenant si 6, 20, examinonsle casou oy = E(Xy) =0 pour un indice k fixé. On a

évidemment X, = 0 p.s. Et puisque la fonction nulle est indépendante de toute tribu

contenue dans ¥, on voit que la question reste ramenée a I'ensemnble des indices k tels que
o, >0, d'ou le résultat général. Q

(2.4.7)

(2.4.8)

Exercice

a) Etablir que toutes les mesures gaussiennes (centrées) sur R sont les lois LG
(0, ), o > 0, augmentées de la mesure de Dirac §;, correspondanta ¢ = 0.

b) Soit X =(X;, Xy, ..., X; ) un vecteur gaussien (centrée) sur RP, de loi
B = M(y), de covariance I = MM*. Pour chaque ae RP, soit

)
Z,=<aX>= Eakxk.Onpose
k=1
ot = E(ZZ)= <Ta,a>= IM*al?

On suppose G, >0 . Etablir qu'il existe une isométrie U de RP telle que

Ue = cl M*a eten déduire que la variable Z, est gaussienne sur R, de
a

loi LG (0, 5,). Qu'en est-il lorsque 5, =0?

On a ainsi prouvé que si (X, ..., Xp ) est gaussien toutes ses marges

P
Z = )Y a, X, , eten particulier les X, , sont des variables gaussiennes.
1

Exercice

Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi LG (0, 1). On fixe a >0 et
on consideére la variable Y définie par les conditions :

Y=X si IX| <a
Y=-X si x| >a

a) Etablir que Y suit la méme loi que X.



b)

(9]
d)

e)
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Le vecteur Z = (X, Y) est-il gaussien ?
Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

+Y
2

Quelle est la loi de la variable X ?
Montrer qu'il existe une valeur (unique) de a telle que

EXXY)=cov (X,Y) =0.
En déduire que le théoréme (2.4.6) n'est plus vrai si 'on suppose
seulement que les variables X, sont gaussiennes sans imposer le caractére
gaussien du vecteur (X,, ..., )% ).






CHAPITRE 3:
CONVOLUTION ET TRANSFORMATION DE FOURIER

3.1 Lesespaces LletL?

On revient a la donnée d'un espace mesuré (Q, I, p), la mesure p étant supposée
o-finie. Rappelons qu'on a désigné, en (1.8.7), par €' = £’ (W) =81 (Q, I, p) l'espace
vectoriel des fonctions (mesurables) intégrables par rapport & p. On supposera qu'il
s'agit de fonctions réelles ou complexes.

Pour toute fe $! onintroduit le nombre

N, @ = ] £] dp < + oo
et on vérifie immédiatement que I'application N; (.): g 5 [0, +°) est une semi-
norme, c'est-a-dire que l'on a

N, (020 ; N;AH= 2| N, () ; N,(f+g) <N, () +N, (g

pour f,ge 8! quelconques. De plus N, (f) = 0 équivauta f =0 ppp, cest-a-dire a
fe N, ou N est le sous-espace des fonctions (intégrables) négligeables.

L'espace £% = £%(Q, I, ). A c6té de 8! on introduit aussi I'ensemble des fonctions
mesurables f telles que |f|?e $!,noté $?.On dit que B2 est l'espace des fonctions
(mesurables) de carré intégrable.

On remarquera que la condition |f|2e $! n'est pas suffisante, a elle seule, pour que
fe $?, en l'absence de mesurabilité. Pour plus de précision, on peut voir en exercice que
I'on a en fait I'équivalence

fe$? o f.|fle £

Pour prouverque £ est un espace vectoriel on introduit le nombre
P q P

1/2
N, ()= (] | £]2 dp.) < 400

pour toute fe $2.Onaalors:

(3.1.1)  Proposition (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Pour toutes f, g e $£2, la fonction fgest élément de £’ et
N, (fg) <N, (O N, (g)
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Preuve. La formule de la moyenne (1.8.12), appliquée a fg, permet de se ramener a
supposer f20 et g 0. La condition 2fg < f* + g? permet de voirque fge $£' ,etla
considération du trindme positif

TO) = [ (f+Ag? du=N,®? +2AN,(fg)+ 2 N, (g)° ,

dont le discriminant A est négatif ou nul, donne le résultat. Q

On en déduit aisément :
(3.1.2)  Proposition

L'ensemble $£? est un espace vectoriel sur lequel l'application N, (.) est une
semi-norme, telleque N, (f) =0 ssi fe N.

Preuve. Pour f,ge $7,onadéja fge $', donc |f+g|’e $! etainsi f+ge 2.
De plus

N3(E+g) = Na(D+2Re Jfgdu +N3(g)

< N2(F) +2N, O N, () +N2(g = [N, 0 +N@]’

dou N,(f +g) < N,(f) + N;(g). Le reste est évident. Q

(3.1.3)  Exercice
a) On suppose | finie. Montrer que $?  £'. Réciproque.

b) On suppose que p=P estune probabilité. Montrer que N, (f) < N, (f) pour
toute fe $2.

Les espaces L' et L” .- Les espaces 8 et $? ne sont pas normés puisque N, et N, sont
seulement des semi-normes. Par ailleurs, les conditions N;(f-g)=0,0u N,(f-g) =0,

sont équivalentesa f-ge N, etimpliquent N, (f) = N;(g), ou N, (f) = N,(g) . On peut
donc introduire :

(3.1.4)  Définition

On désigne par L' (resp. L?) I'ensemble des classes d'équivalence de fonctions
de 8! (resp. £?) modulo I'égalité ppp. Clest aussi I'espace vectoriel
quotient £/ y (resp. 82/ y).

On peut alors transporter la semi-norme N; sur l'espace L. Désignons en effet

(provisoirement) par f=f+ N laclasse d'équivalence de f. En posant I l; =N; (f) si

fe 8! et II.fII2= N, (f) si fe $?, on obtient une définition cohérente, et il est immédiat
qualors . Il, est une norme sur L' et I . Il, une norme sur L%
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Les espaces L' et L? étant ainsi normés, la premiére question a poser est celle de leur
complétude. Pour cela on a besoin d'un lemme général assez commode.

(3.1.5) Lemme

Soit (E, Il . ) un espace normé. Pour que E soit complet, autrement dit un
espace de Banach, il faut et il suffit que pour toute suite (x;) de E telle que
2 lix Il < + oo, la série X x, soit convergente dans E, ce qui revient a dire que
toute série normalement convergente est convergente dansE.

q q
Preuve. La condition est nécessaire car | %: X I < % I Xq Il. Réciproquement,

supposons la vérifiée, et soit (y,) une suite de Cauchy dans E. Pour montrer qu'elle est

convergente dans E, il suffit de construire une sous-suite (ynk ) qui soit convergente. Or, il

est facile, gridce a la condition de Cauchy, de construire la suite des entiers n, ,
. . . -k

strictement croissante, de manigre que ll'y, ~¥n I €2 Posonsalors x, = y, _-¥, .,

de sorte que X Il x, Il < + =, et qu'ainsi la série ¥ x, est convergente dans E, ce qui

signifie que les sommes partielles

k-1
Z xj =Ynk -Ynl
=1

convergent vers un élément z € E. Alors Yn, = Y =Yn, +2 ettoutest dit. a

A partir de 1a on obtient :

(3.1.6)  Théoréme (Fischer-Riesz)
L'espace L', normé par Il . Il; , est un espace de Banach.

Preuve. Fixons une suite (f,) de £ telle que I N, (f,) < + . On peut utiliser (1.8.10)
pour voir qu'il existe une fonction F e 8! telle quel'onait Lf =F ppp. Il reste

vérifier que la classe F est, dans L! ,la somme de la série Y, .fn . Or cela résulte de

S n r n o=
-2 gl =N, F—ka]=N1 thk

1 \ 1 n+
(— -
\l‘l‘? g

L'espace de Hilbert L* .- Supposons les fonctions a valeurs complexes. Il est alors
immédiat que la norme Il . ll, de L? provient du produit scalaire

('flé)=l‘f§dp.
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puisque l'intégrale l fg du ne dépend pas du choix de f et g dans leur classe.

Ainsi L2 apparait comme un espace préhilbertien, et si I'on démontre qu'il est complet,
on aura en fait un espace de Hilbert.

(3.1.7)  Théoréme (Fischer-Riesz)
L'espace L2, normé parll . ll,, est un espace de Hilbert.

Preuve. Appliquons (3.1.5) en considérant une suite (f,) de 2 telle que LN, (f) <+ 0.

Posons g=X lf,, | <40,ce qui détermine une fonction g € é.,_ (). Avec Beppo Lévi on a

n n 2
Ni—3ee 1 N—ee 1
2 [w 4
n

n—ee L1 1
Il suit de 1a que g est ppp finie, d'oti I'on déduit I'existence d'une fonction h e £? telle
que h =g ppp, et d'une fonction mesurable Ftelleque F=3X f ppp. Commede plusona
|F| <h upp, on obtient F € $2, et il ne reste plus qu'a voir que la série 3 'fn converge
vers F dans l'espace L2 Orona presque partout
n

F= 2 &
11:

<h

$

n+l

ce qui permet l'application du théoréme de convergence dominée a la suite

2
n
F- 2 f
1

n
, et donne la condition N, (F— 2 ka—> 0. Q
1

Remarque. On rencontre ici, dés 1907, la premiére justification de I'intérét apporté par
le nouvel outil qu'est l'intégrale de Lebesgue, qui contrairement a l'intégrale de
Riemann, amene 2 la considération d'espaces complets. C'est ainsi que 'espace L?a
fourni le premier exemple "fonctionnel" d'espace de Hilbert, prolongeant le cas de
I'espace £? des suites de carré sommable. Il est ainsi directement a l'origine de la
"géométrisation de l'analyse”, de la création des espaces fonctionnels, de I'apparition
delanotion de norme et des problémes de convergence associés.

Convention. Pour simplifier I'écriture nous désignerons désormais par la méme notation

f les éléments de 8" ou $? et ceux de L' ou L? et nous écrirons lIfll; plutdt que |l .flll . Cela
revient en pratique a identifier deux fonctions (mesurables) upp égales, et & parler de L!

et L? comme espaces de fonctions. C'est évidemment abusif mais l'usage en est bien
établi.
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Théorémes de densité.- 11 n'est pas toujours commode de raisonner avec des fonctions
intégrables et la tentation (ou la nécessité) se fait souvent sentir de ne travailler
qu'avec de "bons" sous-espaces de €'ou L'. On entend d'ailleurs par "bons"
principalement des sous-espaces partout denses. Et ils sont de deux sortes : construits a
partir des fonctions étagées dans le cadre général abstrait d'un espace (Q, X, p), ou a
partir des fonctions continues dans le cas d'une mesureborélienne sur R" ou sur un espace
métrique localement compact dénombrable a l'infini.

Etant donnée une fonction étagée g sur la tribu 3, écrite selon

g=IM1, aveck #0,izj= ANA= @
on voit que |g| =3 |2 lAket lgl2=% |M|21Ak,d'of1résulteque g e ! équivaut a
g € $?, ou encore aux conditions LA, < + e pour tout k.

On désignera donc par ' =82=8N $'=8 N £? Tespace des fonctions étagées
intégrables (ou de carré intégrable). Alors :

(3.1.8)  Théoréme
L'espace 8" = %2 est partout dense dans chacun des espaces L! ou L2

Preuve. I suffit, pour le cas L, d'approcher chaque fonction f > 0 de £’ par une fonction
étagée g au sens de la norme Il . Il; . Or il existe une suite g, € 8 telle que g, T f, d'on

[ (f-g,) dul 0 par monotonie décroissante puisque les intégrales sont finies. Mais
alors lf-gll; —-0. Q

On peut méme diminuer l'espace §' en le remplagant par l'espace 8'(R) des fonctions
étagées sur n'importe quel anneau R qui engendre la tribu ¥, pourvu que p soit o-finie

sur R.

(3.1.9) Corollaire

Soit R un anneau engendrant la tribu 3, tel que la mesure p soit 6-finie sur R.
Alors I'espace 8'(R) des fonctions intégrables étagées sur R (combinaisons
linéaires finies d'éléments 1 avec B € R et uB < + ) est dense dans chacun
des espaces L'oul?
Preuve. D'apres (3.1.8) il suffit d'approcher toute fonction 1, avec A€ Y et HA <+ oo
Or la théorie de la mesure extérieure assure l'existence, pour tout € > 0, d'une suite (C,)

choisie dans l'anneau R, telleque ACUC,  etTpC, < pA+ % . Choisissons N tel

queNEluCnsg ,etposons C= UC, €Y et B= l‘lSJI\JC“e R .Alorsona ACC,BCC,
4

p(C\A) < % et L(C\B) < % ,dott 1 (A AB)<e Mais
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1,-1gl =lI1,-1513 = p(AAB)<e

ce qui suffit. Q

Il est maintenant facile de tirer de (3.1.9) des résultats relatifs a I'espace R" ou plus
généralement au cas d'un espace T métrique localement compact dénombrable a l'infini,
déja rencontré au sujet du théoréme de Riesz-Alexandroff.

(3.1.10) Théoréme

Soit u une mesure borélienne (localement finie) sur un espace T métrique
localement compact et dénombrable a I'infini. Alors l'espace K (T) des
fonctions continues a support compact est dense dans chacun des espaces L' ou
L%
Preuve. Soit B un borélien tel que p B < + oo . Par le théoréme de régularité (1.11.1) il
existe, pour tout € > 0, un compact K C B tel que p (B\K) < ¢ . D'apreés la preuve de
(1.11.1), il existe un ouvert U O K tel que p (U\K) <g, et il existe aussi une fonction
ge X(T) telleque 1, <g<1y.

Alors  |15-gl <1151 + 1 -gl
< |1-1¢l + l1y-1¢ |
< gy + lpk
dot lg-gl, <2¢ et ly-gl, <2 Ve . 0

Le cas de I'espace R" est encore plus particulier, puisqu'on a méme

(3.1.11) Théoréme

Soit i une mesure borélienne sur R™ (localement finie). I'espace vectoriel

engendré par les fonctions g=g,® g, ®... ® g, ol chaque g, estune fonction

indéfiniment dérivable et A support compact sur R, est dense dans L' ou L2
Preuve. Avec (3.1.9) appliqué a l'anneau R formé des réunions finies (disjointes) de
pavés P =1 [a,, b, [, il suffit d'approcher une fonction 1. Or fixons € > 0 et choisissons,
ce qui est possible, a', et b', tels que a'y <a, et a, < b', <b, de fagon que le pavé
compact K= [I[a, b',] € P etlepavéouvert U=1[I]a, b, [ D P soient tels que
K (U\K) < €. Il est alors aisé, avec I'exercice (3.1.12) qui suit, de construire, pour chaque
k, une fonction g, , declasse C" , telleque 0<g,<1,g, =1 sur [a,, b} ] etg, =0 en
dehorsde ]a', b, [ . Lafonction g=g, ® ... ® g, , définie par g(x) = g;(x,) g,(x) ... g,(xy)
estalors telle que 1, <g<1y,dou |g- 1 | <1k et Ilg—lpll1 <e, lg- LI < ve. Q0
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(3.1.12) Exercice

1) Montrer que la fonction ¢, définie sur R par
0 si x<0
ox) = {exp (— i) si x>0
est indéfiniment dérivable sur R.

2) En déduire que la fonction wy(x) = ¢(x) ¢(1 - x) est indéfiniment
dérivable sur R et telle que y(x) >0 pour xe ]0,1[ety(x) =0 pour
x¢10,1[.

1

3) Onpose A= j y(t) dt. Etablir que la fonction
0

b3

g(x) =]X J y(t) dt

est indéfiniment dérivable sur R et telleque 0 <g(x) <1, g(x)=0 si
x<0et gx)=1si x21.

3.2 Produit de convolution

Dans ce paragraphe, de méme que dans le suivant consacré a la transformation de
Fourier, I'espace L! (ou Lz), écrit sans autre précision, se rapporte a la mesure de Borel
A, sur R", notée aussi dA_(x) = dx pour simplifier. On rappelle que pour toute fe L' ona
les formules suivantes, pour a€ R",

J f(x + a) dx =l f(a-x) dx =[ f(x) dx
traduisant l'invariance de A, par les translations et la symétrie par rapport a
I'origine.

Commengons par le produit de convolution de deux fonctions.

(3.2.1)  Définition

Soient f et g deux éléments de L. On appelle produit de convolution de f et g,
noté fxg, l'élément h de L' suffisamment bien défini par I'égalité presque
partout.

h(x) = [ f(x - t) g(t) dt
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Fixons en effet fe $'etge L. En appliquant le théoréme de Fubini a la fonction
F(x, t) = f(x - t) g(t), définie sur R™ x R", on voit que la fonction t — f(x - t) g(t) est

intégrable sur R™ pour presque tout x. Autrement dit la fonction x — | f(x — t) g(t) dt est
14 pour presq g

presque partout définie et toute version h, c'est-a-dire toute fonction mesurable presque
partout égale, est élément de £', donc définit un élément de L', noté encore h. Il est
alors clair que si on modifie f et g presque partout en f, et g; éléments de £, on obtient
une version h, telle que h, = h presque partout. Ainsi I'élément h € L' ne dépend que
desélémentsfe L' etge L'.

Les propriétés élémentaires de ce produit de convolution sont regroupées dans les deux
énoncés suivants :

(3.2.2) Théoréme

a) Sur l'espace L' le produit de convolution en commutatif, associatif et
distributif par rapport a 'addition.

b) En ajoutant aux opérations vectorielles de L'le produit de convolution *,
on obtient une algebre de Banach appelée algébre convolutive L' . En
particulier on a

I % gll, < Il ligl,

Preuve. Par Fubini on a déja

If %, < || |fx—1t) gt)|dt dx
&l

s] lgo)| Ulf(x—t)l dx] dt = Iifll ligll,

Par ailleurs la commutativité f x g=g % f est évidente par le changementde variable
s = x — t. Pour prouver l'associativité, fixons une troisiéme fonction h e L', quin'arien a
voir avec f % g . Par Fubini, ona

[xg) xh]0 = || fx—t-s) g o dsat

= [ fx-s-v g ne as at
= [(fxh) x g] (%)
par symétrie (s, t) — (t, s). D'ou, avec la commutativité,
fxglxh =(fxh)xg=(hxHHxg=(hxg)xf
= fx(gxh)

ce qui fournit l'associativité. Q



(3.2.3)  Proposition

Soitf, g e L. Pour toute fonction @, Borel-mesurable et bornée sur R", on a

](f*g) x) ¢x)dx = “ (s + t) £(s) g(t) ds dt

Preuve. Avec Fubini on a, successivement

[ %60 000 ax = [ fix- g 60 dtt dx

= l g(t) [j f(x - t) (x) dx] dt

et le changement de variable s = x -t donne, a t fixé,

[€xg 00 gxax = [ g0 [ 0 gis + v ds] at

= [[ o+ 0 £ g ds at
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Produit de convolution de deux mesures bornées. Considérons sur l'espace R" deux
mesures boréliennes bornées p et v et désignons par s l'application (somme)
(x,y) = x + y de R" x R" dans R". On peut alors introduire la mesure bornée p ® v sur
R" x R", puis son image A = s(L ® v) par l'application continue s. Avec la formule

d'intégration par rapport a une mesure image on voit que l'on a

I edr =[ ¢(u + v) dpu) do(v)

pour toute fonction ¢ Borel-mesurable et bornée sur R". La proposition (3.2.3) montre
ainsi que si p admet la densité f par rapport a la mesure dx, et si v admet la densité g
alors la mesure A admet la densité h = f x g. Dans le cas général on notera donc, sans
incohérence, A =L x v en disant que A est la mesure (bornée) produit de convolution de p

etv.Enrésuméona:

(3.24) Théoréme
a) Pour toute partie borélienne A de R",ona
(1% V)A) =R V)sT(A)

= I WA —t) do(t) = l V(A - t) du(t)

b) Pourtoute fonction ¢ Borel-mesurable et bornée sur R" ona

j ¢ d(n * v) =” ¢ (u+v) dp(u) do(v)

c) Lorsque p et v sont des probabilités, il en estde mémede px v.

d) Enfin l'opération de convolution est commutative et associative sur

l'ensemble M' = M'(R") des mesures boréliennes bornées.
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Exemple. Soit §, 1a mesure de Diracau point a € R". Vérifier que la mesure p % §, n'est
autre que la translatée 1, |, image de 1 dans la translation 7, : x = x + a, définie par
(t, KX(A) = (A - a). En particulier §, x 3, = 3,,, - En particulier aussi, lorsque a = 0,
L% §=p.Dol

(3.2.5)  Proposition

La mesure de Dirac §, & l'origine est élément neutre pour le produit de
convolution sur I'ensemble M’ d es mesures bornées.

Remarque. Lorsque la mesure v admet une densité g, (qui est alors nécessairement
élément de L! et positive ou nulle) on peut facilement montrer que la mesure p % v

admet la densité h, définie presque partout par h(x) = I g(x —t) du(t) .
On note quelquefois cette fonction h sous la forme h=p x g.

Plus qénéralement on peut définir h = p % g par la formule précédente pour tout choix de
ge L (g n'est plus nécessairement positive) . On aalors, g € L' et IIhll, < p(R™) ligll, .

Remarque. Il peut toutefois arriver que le produit de convolution p x v de deux mesures
admette une densité h par rapport a la mesure de Borel dx sans que p et v soient
densitables. Un exemple simple (?) est fourni en choisissant pour y la probabilité sur R?
égale a la masse +1 uniformément répartie sur le cercle x?
I'égalité

+ y2 = 1. Elle est défini par

1 (*
I(pdu=-2?j @ (cos 6, sin 6) d6
0

pour toute fonction ¢ Borel-mesurable et bornée. On peut alors vérifier, avec quelques
calculs, que la mesure p % 1 admet la densité

L1 _ § r=+x +yz<2

h(x, y) = n V4t

0 si r=2

Et bien entendu p n'est pas densitable puisqu'elle est concentrée sur le cercle x* + y2 =1,
qui est de mesure nulle pour la mesure de Borel sur R%.

Somme de vecteurs aléatoires indépendants. Fixons un espace probabilisé (Q, X, P) et
deux vecteurs aléatoires X : @ » R"et Y: Q — R", A valeurs dans le méme espace R".
Alors le vecteur somme Z = X + Y est aussi a valeurs dans I'espace R". On peut donc
introduire les trois probabilités p, v, A sur R" respectivement lois de X, Yet Z . La
question est de savoir s'il existe une relation simple entre ces trois probabilités. Dans le
cas général il n'en est rien. Mais dans le cas ou X et Y sont des vecteurs aléatoires
indépendants on sait que la loi du vecteur aléatoire (X, Y), a valeurs dans R" x R", n'est
autre que la probabilité p ® v. Alors la loi du vecteur aléatoire Z = X + Y est
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évidemment l'image par l'application somme s:(x,y) = x +y de la probabilité p ® v,
autrement dit la probabilité p x v.

D'otu le résultat :

(3.2.6) Théoréme

Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants, a valeurs dans I'espace
R", de lois respectives [ et v. Alors le vecteur aléatoire somme Z=X+Y a
pour loi la probabilité A =p x v.

(3.2.7) Corollaire

Soient X;, X,, ..., Xp des vecteurs aléatoires indépendants (globalement), a
valeurs dans I'espace R", de lois respectives W, W,, ..., Ky, . Alors le vecteur
aléatoiresomme Z =X, + X; +... + X, a pour loi la probabilité

x=u1*u2*...*up.

(3.2.8) Exemples

Exemple 1. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi
de Poisson de parameétres respectifs o et B. Alors la variable Z =X +Y suit une loi de
Poisson de paramétresy=o. + 3 .

Exemple 2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi
binomiale d'ordres respectifs m et n et de méme parametre p. Alors la variable
Z =X+Y suitune loi binomiale (m+n, p).

En particulier, soit X;, X, , ... X, n variables indépendantes suivant toutes une loi de
Bernoulli de méme parametre p. Alors la variable Z = X;+ X, + ... + X, suit une loi
binomiale (n, p).

Exemple 3. Soit X et Y deux variables indépendantes suivant des lois de Laplace-Gauss
de parameétres respectifs (m, o) et (m’, o'%). Alors la variable Z = X + Y suit une loi de
Laplace-Gauss de parameétre (m+m’, o%+6'%). On pourra se ramener a (2.4.7) en
supposant d'abord m = m' = 0, et en remarquant que le vecteur (X, Y) est gaussien; alors
la variable Z est gaussienne et on calculera sa variance.

Exemple 4. Soit X et Y deux variables indépendantes suivant des lois du x’ respectives a
m et n degrés de liberté. On voit alors (sans calculs) que la variable Z =X +Y suit une
loi du %% & (m+n) degrés de liberté. On retrouvera ce résultat en effectuant le produit de
convolution f_ * f des densités correspondantes. Comparer a (2.2.16a).
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3.3 Transformation de Fourier et fonction caractéristique

Les notations restent celles de 3.2 relativement a l'espace L'= LT (R?, A). Le

n
produit scalaire classique sur R" est noté <x, y>= )y Xy Vy ; il est associé & la norme
k=1

euclidienne lIxll = <x, x>?,

(3.3.1)  Définition

a) On appelle transformée de Fourier d'une fonction f € L' la fonction % f
définie sur R" par

@0 00= [ (o at
b) On appelle transformée de Fourier d'une mesure bornée p e L' la fonction
¥ p définie sur R" par
@ 0= [ duco

c) Lorsque p est une probabilité on dit que F L est la fonction caractéristique
(ou laf.c.) de .

Il est clair que ¥ f et Fp sont des fonctions bornées, continues, d'aprés le théoréme
(1.10.1) et telles que IFfll < lifll; et 1Fpull < (Fp)o) = u(R™). De plus, on a les propriétés
de linéarité évidentes suivantes :

Flof +Bg)=a Ff+B Fg f,gel'; a,peC
Flop+pv)=aFu+pFv woeM'; a,B20

Par ailleurs, si f est réelle et paire, alors ¥ f est une fonction réelle et paire donnée par

(Fh x) = I f(t) cos <x, t> dt.

Si f est réelle et impaire alors (¥ f) (x) = i[ f(t) sin <x, t> dt et ¥ f est imaginaire

pure et impaire. De méme si [ est une mesure symétrique, c'est-a-dire invariante par la

symétrie t — —t, alors % L est réelle et paire et (Fp) (x) = I cos <x, t> du(t).

De plus pour toute pe M! ,ona (Fp)-x) = (FPx) .
Donnons maintenant I'un des premiers résultats fondamentaux.

(3.3.2)  Théoréme (Riemann-Lebesgue)

Pour toute f € L' la fonction % f est élément de I'espace C,(R™).
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Preuve. Soit C” (R") I'espace des fonctions continues et bornées sur R", muni de sa norme
uniforme. Déja la transformation de Fourier % opere contindment de L' dans C™ (R™),
puisque IFfll < lifll, . 11 suffit donc de prouver quel'ona ¥ fe Cy(R") pour les fonctions f

d'un sous-espace dense de L', ou encore pour les fonctions f d'un ensemble total dans L.
Avec les résultats (3.1.9) et (3.1.11) on peut donc se ramener au cas ou f =1, estla

fonction indicatrice d'un pavé P =[] [a,, b, [ . Mais alors si g = %f, on voit que

by
8(x) =g, (X)) 8 (%) ... 8, (x;) , avec g, (t) = [ eStds.

%
Orona ligll < (bk— ak) et |g,®l< I_tzi_ pour t#0.Etpuisqu'il existe toujours un indice

k tel que | X, | > \]_ , on voit facilement que I'on a

| Foool < a™ 2Y0
™

avec A=Mkax (b, -a) ,dou Ffe Cy(R"). a

, x#0

Pour une mesure bornée |1 on n'a pas en général Fpe C,(R") comme on peut voir avec
p=38, puisque ¥ § =1,ouavec p=3, puisque (¥ §,) (x) = e"*. Toutefois :

(3.3.3) Théoréme
Pour toute p € M' (R™) la fonction % est bornée et uniformément continue
sur R".

: 2 e
Preuve. On part de l'égalité | ¢? —e®|” = 4sin? (Ta) pour a, b réels, égalité qui

fournit l'inégalité

| (Fweo - Fpy | <2 I | sm<—21li t> | duc)

<x, t> . .
11 suffit alors de voir que la fonction x — f | sin 2 | du(t) est continue, ce qui

ramene a (1.10.1), et nulle a I'origine. Q
Donnons maintenant quelques évidences utiles.

(3.3.4)  Proposition

On fixe la fonction f € L! et la mesure bornée [T

a) Pour tout R > 0, la fonction f (%) a pour transformée de Fourier la

fonction R™ (¥ f)(Rx).
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b) Pourtout a € R" la fonction translatée 1, f (définie par t — f(t—a)) et
la mesure translatée 7T, ont respectivement pour transformées de
Fourier les fonctions e <*> ¥f et <* Fp.

¢) Pourtout ae R" la fonction e™*™ () a pour transformée de Fourier la
fonction T, (F)(x) = (FH(x-a).

(3.3.5)  Proposition
On fixe les entiers m et n. Alors sur I'espace R™" = R™ x R",ona:
a) F(®g)=Ff®Fg pour fe L'(R™) etgel (RV
b) Fu®v=Fu®Fv pour pe M'(R™) et ve M (R

Liaison avec le produit de convolution. On aborde la a la deuxiéme propriété
importante, qui donne toute sa richesse a la transformation de Fourier.

(3.3.6) Théoréme

a) Pour f,ge L' ona F(f xg) = Ff ¢ Fg.En conséquence la transformation
de Fourier ¥ est un homomorphisme continu de l'algebre de Banach
convolutive L' (R™) dans l'algebre de Banach multiplicative C,(R™).

b) Pour p,ve M' ona F(uxv)=Fpe Fuv.
¢) Enfinpour ge L' et pe M ona F(uxg)= Fues Fg .

Preuve. Il suffit d'utiliser (3.2.3) pour a), (3.2.4) pour b), et la remarque qui suit (3.2.5)
pour c), en choisissant pour ¢ la fonction @(t) = &', x fixé. a

Remarque. L'égalité ¥ 8, = 1 signifie donc, avec (3.3.6 ) que la transformation de
Fourier transporte 1'élément unité convolutif en 1'élément unité multiplicatif. Par
ailleurs le sens profond du théoréme est que beaucoup de calculs dans l'algebre
convolutive L'(R™) pourront étre grandement simplifiés par passage a l'image de
Fourier puisqu'ils se transformeront en calculs multiplicatifs plus habituels. Nous en
verrons plus loin des exemples lorsqu'on aura montré qu'en plus des propriétés (3.3.6) la
transformation de Fourier posséde la propriété d'injectivité.

Fonction caractéristique d'un vecteur aléatoire. Etant donné un vecteur aléatoire X a
valeurs dans R", dont la loi est notée 1, , on convient d'appeler fonction caractéristique

de X la fonction caractéristique de i, que l'on note alors sous la forme @y = % py .
On obtient 1a une fonction complexe définie sur I'espace R" par

@y (x) = E [expli <x, X(*)>)]
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On peut maintenant vérifier élémentairement les propriétés suivantes :

a)

b)

o)

d)

Pour touta € R™ ona @y,, (x) = %

Py (X)
Plus généralement, si X et Y sont deux vecteurs aléatoires indépendants a valeurs
dans R" ona @y,y= 0y ® ¢y.
Pour toute application linéaire A: R™— R" le vecteur aléatoire Y = AX, A valeurs
dans R", a pour fonction caractéristique

(PY(Y) =Qax (y) = @y (A*y)
ou A* est 'application transposée de A.

Si X et Y sont deux vecteurs aléatoires indépendants a valeurs respectivement dans
R™ et R" et si Z est le vecteur aléatoire (X, Y), & valeurs dans R™"" on a
Pz=Px® Py-

Examinons maintenant quelques exemples concrets.

Loi de Poisson. La distribution de Poisson sur R (ou sur N), de parametre A, soit

P, = LE-O e™ % 8, ,admet pour fonction caractéristique la fonction

F P, (x) =exp I:?&(eix - 1)]

Loi binomiale. Pour l'ordre n et le paramétre p, 0 < p < 1, elle est explicitée par

n
p=2 C‘; pk q“'k &, ,avec q=1-p, etsafonction caractéristique vaut
k=0

F e =(pe+ " =[1-p -

Pour n = 1, on obtient la loi de Bernoulli B =q §; + p §,, et la formule convolutive p =™
redonne la formule multiplicative %= (FB)", avec FR(x)=pe™ +q.

Loi d'Euler. Elle est définie dans le cas général par les parametres o >0etf > 0
associés a la densité

0 si t<0
fop(t) = 1 exp(—-é—) si t>0

a

B (o)

La fonction caractéristique @3 = ¥ f,5 estdonc donnée par
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G e E)
e ™ Brcu)L exP(B)e

__1 7«1 _uaipw
=@ L u’ e du

= Qg (Bx)

Le calcul de @,; =@, , proposé en (2.2.16) par la méthode de I'équation différentielle,
donne donc

(3.3.7)  Proposition

a) La loi générale d'Euler admet pour fonction caractéristique la fonction
a

(Puvp (x) = (1 + BZ x2) 2 eiaA.rc tg Bx)

b) En particulier, la loi du x> an degrés de liberté, correspondant a = 2

n . P
eta=7, admet la fonction caractéristique
2 - % in Arc tg )
9, ()= 1+4x°) “e?

L'exemple 4 de (3.2.8) explique pourquoi on a ¢ ,, = @, . ¢, . Plus généralement,
on peut vérifier que f,g3 * fy.5 =f;,4p comme conséquence de la formule

B (a o) = I'(a) T'(a') N o _
a,o)= To+o) ’ etretrouver ainsi que Posarp = Pop - Porp -

Loi de Cauchy. Elle est définie, pour le parameétre a > 0, par la densité

a

a2+t2

1
f,0=72

sur R et sa fonction caractéristique, ¢, est donc donnée par

¢, (X) = dt= " du

T Jo a2.¢2

Le calcul proposé en (1.10.4), Ex. 2, fournit donc ¢, (x) =exp [ -a |x|] . Ici encore on
pourra vérifier directement que f, x f, =f,,, ,dou ¢,,,=¢,.0,.

2a J” cos (tx) 2 J " cosuax
0

1+u

Lois gaussiennes sur R". 11 s'agit 1a d'un exemple extrémement important, a la fois pour
la théorie et pour la pratique, que nous détaillerons & peu prés completement.
Commengons par la loi normale sur R.
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(3.3.8)  Proposition

1 £
Soit v=LG(0, 1), de densité — -— |surR.
v \/ 2n exp( 2 )

2
Alors (F7) (x) = exp (- % ) .

Preuve. On renvoie a (1.10.4), Ex. 1. Q

(3.3.9) Corollaire 1

La loi gaussienne normale sur R", de densité

1 It
g(t) = o exp(- 2 )'

admet pour fonction caractéristique, la fonction

2
G(x)=exp[—u%l——:|.

Preuve. Avec (3.3.5) et la proposition. Q

(3.3.10) Corollaire 2

Soit I' une matrice réelle n X n, symétrique et de type défini positif. Suivant
(2.4.4) on introduit la mesure gaussienne centrée p admettant I' comme
matrice de covariance, de densité

1 1 1 -1
glt) =——> 7 exp|:—2<l" t,t>]
(2m)  (détI)

sur R" . Alors la fonction caractéristique @ = % est donnée par

(p(x)=exp|:—% <I‘x,x>]

soit @(x) = exp|: - % V(x) ] , ou V(x) est la forme quadratique de covariance

de p.

Preuve. Soit y la mesure gaussienne normale sur R" . On sait que p = M(Y), avec
I'=MM?*, d'ott suitque ¢(x) = ¢, (x) = ¢, (M*x) avec <Mt, x >=<t,M*x> . Mais

¢Y(M*X)=exp[—% IlM*xII2]=exp|i—%<I"x,x>:| . Q
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Loi de Cauchy sur R". On peut généraliser naturellement la loi de Cauchy normale sur
R, c'est-a-dire de parametre a = 1, au cas de la dimension n. Traitons ici la question sous
la forme d'exercices.

(3.3.11) Exercice

Vérifier que la loi de Cauchy normale sur R est la loi du quotient Y =§ de

deux variables X et Z indépendantes suivant toutes deux la loi y= LG (0, 1).

(3.3.12) Exercice

Soit X;,X,, ..., X, , Z (n+1) variables indépendantes et de méme loi

X
vy =LG (0, 1). On introduit le vecteur X =(X;, ..., X)) etle vecteur Y = 7
ainsi que la loi v de Y, appelée loi de Cauchy normale sur R" .
a) Prouver, avec Fubini, qu'il existe une constante K telle que, pour toute

fonction @, borélienne et bornée sur R", on ait :

@(t)
I ely)do(y) =Ky T g d

2

R [1 4] 2
b) Etablir que
r(n:tl_)
K, = ln f [u ™ dyw) =—2—m
(271:)2 R 1;?

et retrouver, en passant, le résultat de (1.10.10).

¢) Endéduire que laloi v admet sur R" la densité

n+l
T2 1

glt) =

n+l

] %) [1 + utﬂT

et retrouver (3.3.11) pour n=1.

(3.3.13) Exercice

Les notations restant les mémes, on veut déterminer la fonction
caractéristique de laloi v sur R", notée y .
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a) Etablir que pour xe R" ona

1 IxI?
y(x) = f exp[— 2 2 ] dy(t) = K(lixI)
t
R
ou I'on a posé
1 o
K@ = J exp[— 3 —2] dy(t)
t
R
2
2 [ 12,8 ]
= 7= - dt
\f_Z?t L P 2 ( t2)
pour a=0.

b) En déduire, avec les résultats de (1.10.4, Ex. 2), I'égalité
V) = (F0) ) =exp [ - Iixil ]

Transformation de Fourier et différentiabilité. Donnons quelques résultats
élémentaires, décrits en dimension n =1 pour simplifier, mais facilement adaptables
en dimension quelconque.

(3.3.14)

Proposition
a) Soit fe £(R) une fonction admettant une dérivée continue f' telle que
f'e $'(R). Alors

F ) (x)=l; F £) (%)

b) Soit fe L'(R) une fonction telle que J |t £t)] dt < + . Alors la

fonction ¥ f est continiment dérivable et

<+ co

F ' x)= i[ te'™ f(t) dt

c) Pourtoute pe M! (R) admettant un moment d'ordre 1, % 1 est de classe
C! et

(F ) =i [teib‘ du ®

Preuve. Les assertions b) et ¢) sont évidentes. Quant & a), on commence par montrer que la
condition f'e $! implique I'existence de limites £ et £' de f(t) quand t — + = ou
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t = — 0. Mais la condition fe $' entraine les égalités £ = £' = 0. Il ne suffit plus
ensuite qu'a faire une intégration par parties. Q

(3.3.15) Corollaire

a) Soit fe £(R) une fonction admettant jusqu'a I'ordre p 22 des dérivées
continues f¢ $(R) . Alors

F D) = (’;f (7 )

En particulier,ona ¥ fe SUR) .

b) Soit fe £'(R) une fonction telle que J [t1P [£@)] dt<+ e pour un
entier p22. Alors la fonction ¥ fest de classe CP sur R et

+ oo

(& HP (x) =P J tP ™ f(t) dt

- 00

c¢) Soit pe M'(R) une mesure admettant un moment d'ordre p >2. Alors
¥ u estdeclasse CP et

F WP (x) =P [ # &% du()

Remargque. Le corollaire précédent montre en gros que plus f a de bonnes propriétés de
dérivabilité et plus sa transformée de Fourier & f a un bon comportement a I'infini.
Réciproquement le comportement de f & l'infini, qui conditionne la finitude des

intégrales ] [t|P |£@)| dt, influe sur les propriétés de dérivabilité de f.

L'espace de Schwartz & = £(R"). Supposons tout d'abord n =1 et introduisons l'espace
¥ = $(R) des fonctions indéfiniment dérivables f telles que les fonctions x* {7 (x)
soient bornées pour tous entiers k 20 et p20. Il revient au méme de supposer que

Il}m x* fP (x) = 0 pour tous k20 et p 2 0. On dit encore que & est I'espace des
X| =00 '

fonctions C™ a décroissance rapide. Alors (3.3.14) signifie que ¥ est invariant par la
transformation de Fourier et que l'opérateur de dérivation D: £ — & , et 'opérateur
X: & - & de multiplication par la variable x, sont reliés entre eux par la
transformation de Fourier selon les formules

XF=i¥FD; DF=i¥FX

Pour le cas n 22, il faut remplacer I'opérateur X par chacun des opérateurs X, , ..., X, de
multiplication par les variables respectives x,, ..., x, et l'opérateur D par les

d

opérateurs de dérivation partielle D, = — .

Oy
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En notation condensée on introduit alors la notion de multi-indice o= (o, ..., ), ainsi

que les opérateurs associés X*= X*1... X% et D*= D*1...D%.
1 n 1 n

L'espace & = $(R™) se définit donc par la condition que pour tous multi-indices a, B la
fonction X*DP f soit bornée sur R”, ou bien encore soit élément de lespace C,(R™). Etil

est alors facile de vérifier que la transformation de Fourier ¥ laisse ¥invariant, et
que les opérateurs X* et D* sont liés & % selonles formules

x* g =il*lgp® ; Doy -il*lgxe
avec |al =0+ 0+ ...+ 0.

L'intérét de I'espace & est donc concentré dans ces formules une fois vu qu'on a affaire a
un espace suffisamment grand. Or c'est bien le cas puisque :

(3.3.16) Exercice

Démontrer que l'espace ¥ = £(R") est partout dense dans chacun des espaces
L', L? et C; (R™. On pourra introduire l'espace 9 = D(R") des fonctions C” 2
support compact et s'inspirer de (3.1.11).

(3.3.17)  Exercice

Démontrer que pour f,ge £ = H(R") ona fxkge & et fge £, autrement dit
que ¥ est a la fois algeébre convolutive et algébre multiplicative, la
transformation de Fourier faisant passer du produit de convolution au
produit multiplicatif ordinaire.

La formule d'inversion pour les fonctions. Il nous faut maintenant résoudre deux
problemes : le premier consiste a prouver que l'opérateur % : L' > G, (R™) est injectif;
le second consiste a déterminer d'une certaine fagon, l'opérateur inverse ', défini sur
limage ¥ L'. Cest ce qu'on appelle la synthése spectrale.

Pour cela on introduit, parallzlement & %, 'opérateur F défini sur L' par
F 000 = [ o at

v v

en remarquant que si I'on note f la fonction symétrique de f définie par f (t) = f(-t), alors
- \4 -

F f=Ff =(¥F " .On voit donc que l'opérateur ¥ a les mémes propriétés générales
que l'opérateur .

Lorsque f = g est 1a fonction de Gauss introduite en (3.3.9), densité de 1a loi gaussienne
normale sur R", ona

2 n
‘:Tg=G=exp|:- %] = (Zn)zg
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de sorte que FG=FG=Qn" g etainsi ¥ Fg=(@2n)"g .

On va voir qu'en fait ce résultat est presque général. Pour cela on introduit, pour tout
¢ >0, la fonction

® 1 1 Il
t)= — -
go 2 cn =P 20’2

2n)* .
densité de la loi gaussienne sur R” dont la matrice de covariance est [y = 6° I , et dont
S Ik
la transformée de Fourier G; = ¥ g estdonnée par G, (x) = exp[ - "—I[zx—"— , d'apres

(3.3.4) ou (3.3.10).

Alors pour toute fe L',ona g xfe L' et G, F f=F (g, % )e FL', donc
G, FfeL'N FL' .Etlona

(3.3.18) Lemme
Pour toute fe L' ,on al'égalité
F Gy F £)=Qn" g, xf

Preuve. On part de I'égalité

F Gy THM = [ Gy® ™™ @ at

et l'on remplace ¥ f(t) par sa valeur intégrale, en remarquant que la fonction
(f ® G,)s, t) = f(s) G, (1) est élément de I'espace L' (R™x R™ ) ce qui permet d'appliquer
Fubini. D'ou

FGFOM = | [0 Gy dsat

- [ 9 & G x-9ds= [F Gy 0

et on termine avec I'égalité F G, =% G, =(2n)" g, obtenue a partir de 'égalité

G, = 7 (g5) enchangeant ¢ en % . a

L'idée qui suit consiste a étudier ce qui se passe lorsque & ! 0. On remarquera déja que
G, T 1, ce qui permet de penser qu'en un certain sens on doit avoiry; — 8, ot Y, estla
mesure gaussienne de densité g, . On arrive ainsi a la notion, que I'on pourrait
développer, d'approximation de l'unité convolutive & par des éléments de L' , puisque
bien entendu l'unité convolutive "exacte” § n'est pas élément de L' . Alors :
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(3.3.19) Théoréme (Synthése spectrale)

Tout élément fe L' est completement déterminé par sa transformée de
Fourier ¥ f selon

f= lim 1 -
olo (2n)

ou la limite est prise dans I'espace L', clest-a-dire selon la norme |II. ll; de L'.

F (G, Ff)

Preuve. Avec le lemme il suffit de prouver que g, % f - f dans L'.Or
(8 * £)(X)—f(x) = J [fx - ) - £0] g, (® dit

puisque J gs (t) dt = 1, et ainsi, avec Fubini-Tonelli
"go. * f—f"l < J [J I f(x - t) - f(x) | dx] gc(t) dt

<], € 0gmat
oul'onaposé w,(f,t)= J | f(x - t) - fx)| dx , expression qui définit le module de
continuité ®, (f, *) de f dans L', tel déja que o, (f, ) <2Ilfl;. En admettant

provisoirement que ®, (f,t) - 0 quand t » 0 dans R", on voit que pour tout € >0, il
existe § > 0 tel que w, (f, t) <& pour It <3,d'on

J o, f,t)gst)dt <e J g dt = ¢
Itli<d

J O (f, 0 gg® dt < 2IIﬂI1J dy, (©)
>3 lit>&

< 21l J dy (u)
Ihall>3.

>
c
par le changement de variable u = é .Enrésuméona
(0.2)
g, *f—fll, <&+ 2Ifll; y [B O’E ]

C
etquand ¢! 0 on voitque B (0, %) 1 @, desorte que

limsup lg, xf-fl; <€ .
clo
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De faitonadonc limsup lg; % f-fll; =0, cequiterminela preuve. Q
clo

Avant de revenir a la preuve du fait que o, (f,t) > 0 quand t — 0 dans R", tirons les
principales conséquences du théoréme.

(3.3.20) Corollaire 1

Sur I'espace L' la transformation de Fourier ¥ est un opérateur injectif.
Autrement dit deux fonctions intégrable f et g telles que ¥ f= ¥ g sont
nécessairement presque partout égales.

(3.3.21) Corollaire 2 (Formule d'inversion)

Soit f e L' une fonction intégrable telle que son image de Fourier ¥ f soit elle

aussi intégrable. Alors f est presque partout égale a la fonction continue
1 -

2n° FFf.

En particulier si f est continue et telle que f e L' et¥Ffe L' alors

f(x) = (2115)“ (F F £)x) en tout point xe R".

Preuve. L'hypothese ¥fe L' assure que G, ¥ f —» Ff dansL’ car
1G,F £-Ff1, < [ [1-G,00 11960 ax

et il suffit d'appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue puisque
G, (x) T1 quand ol 0. Par le théoréme de Riemann-Lebesgue on voit donc que

Qn)i g, xf = F (G,F f) tend vers % ¥ f dans l'espace Cy (R™), donc en norme
uniforme, tandis que ()" g, * f - (2n)" f dans l'espace L' d'apres (3.3.19). Par
intégration sur une partie borélienne et bornée A de R", on en déduit sans difficulté que

[ @n)® f(x) dx = f (F F £)(x)dx,
A A

d'ou le résultat. Q

Modules de continuité dans L' et L. Rappelons que toute fonction
f e Cy(R") est bornée et uniformément continue. Si pour tout a € R" on désigne par 1,

I'opérateur de translation par a, qui opére sur les fonctions selon
(t, Xt) =f (t-a)
on voit que la continuité uniforme de f sur R" se traduit par le fait que le module de

continuité

@ (f,a) = llt, f—fll = Sup | f(t - a) - £t |
t

tend vers zéro quand a -0 dans R".
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Lorsque f est élément de L! et L? respectivement, alors aussi la translatée t, f. Ainsi
l'opérateur T, définit une isométrie (surjective) de L' dans lui-méme, ou de L? dans lui-
méme, puisque

||~:,f||1=[ If(t-a)ldt:j lf®dt =g,

pour fe L'. 1l est donc naturel d'introduire, comme pour le cas de C, (R™), les modules
de continuité

o, (fa)= llt,f-fl, sife L
@, (f,a)= It f-fl, sifel?

Et alors:

(3.3.22)  Proposition
a) Pourtoute fe L' ona o, (f,a) -0 quand a—0 dans R".
b) Pourtoute fe L ona o, (f,a) -0 quand a— 0 dans R".

Preuve. Prouvons b) et pour cela fixons f € L? . Pour tout € > 0, il existe d'aprés (3.1.10)
une fonction ge H(R") telle que lif - gl, <e. Commeona lit, f-fll, <2 IIfll,, on en déduit
It, f-fll, <2¢+llt, g - gll, ,de sorte que la question est ramenée au cas g e H(R").Oril
existe r > 0 tel que la fonction g ait son support contenu dans la boule euclidienne
B, = B(0, r) de rayon r. Alors pour a€ R",telquellall<1,ona supp (1,8 € B,,; et
ainsi

Ilt, £ - £l = J lgt-a)-g®|*dt < w? (g, a) A, [B,,,]
B

+1
On termine en remarquant que ® (g, a) » 0 quand a — 0 d'aprés la continuité uniforme
deg. Q

L'espace de Wiener W (R"). Certaines difficultés dans l'étude de la transformation de
Fourier proviennent du fait que % opere de l'espace L' dans un autre espace C, (R"), et
on peut alors imaginer qu'il est intéressant d'introduire certains sous-espaces
EcL!N C, , invariants par l'opérateur ¥. C'est évidemment le cas pour l'espace de
Schwartz & = & (R" ). Mais ce n'est pas le cas pour I'espace X (R") des fonctions
continues & support compact, ni méme pour l'espace H(R"™) des fonctions C” & support
compact. Par exemple, il est facile de vérifier, pour n=1, quesi fe X(R) alors ¥f est
en fait une fonction analytique, de sorte que XN FK =0

Alorssi EC L'N C, esttel que FECE onaura Ffe L' pour toute fe E et
ainsi, en accord avec la seconde partie de (3.3.21), on voit apparaitre le plus grand
espace E comme étant défini par la condition fe L' et Ffe L' . Mais la formule de
réciprocité (3.3.21) montre aussi que les conditions précédentes équivalent a la seule
condition fe L' N ¥L' . D'oi la définition :
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(3.3.23)  Définition

On appelle espace de Wiener I'espace W = L' N FL'. Cest aussi l'espace
des fonctions continues f telles que fe L' et Ffe L' . Cest encore le plus
grand sous-espace de L'n C, invariant par transformation de Fourier.

On munit généralement W de la norme
N =Ifll, + 1 Ffll,

qui en fait un espace de Banach.

Avec ce choix il est clair que ¥ et F operent tous deux de W dans W. Mais en faitona:

(3.3.24) Théoreme
La transformée de Fourier ¥ est un isomorphisme de I'espace W sur lui-
méme, admettant I'opérateur (2r)™ F comme isomorphisme réciproque. De

pluspourf,ge W ona fxge Wet fge W, desorte que W esten faitala
fois une alggbre convolutive et une algébre multiplicative.

Preuve. La premiére partie n'est autre que (3.3.21). Si maintenant f et g sont éléments de
W,alors fxge L' etF(fxg)=FfoeFg estélémentdeL’ car Ffe L' etFge C,.

Donc W est stable par convolution, donc aussi par multiplication puisque
lisomorphisme ¥ transforme précisément I'une en l'autre. a

Ainsi, si I'espace K = J(R™) est bien adapté  la théorie des espaces L' et L?, surtout
d'ailleurs a cause des résultats de densité, 'espace de Wiener W est bien adapté a la
transformation de Fourier. Et ceci sans méme perdre le bénéfice de la densité puisque :

(3.3.25)  Proposition
L'espace de Wiener West dense dans chacun des espaces L', L2 et Cy (R").

Preuve. On sait avec (3.1.10) que K est dense dans L'et1? , et aussi évidemment dans
C, - Par ailleurs pour toute f € L' la fonction continue g, % f est élément de W puisque
F(gs * f) =G, ¥Ff e L. Il suffit donc de prouver que pour toute fe K ona g, f — f
dans chacun des espacesL’, L?et C, - Pour L!, c'est (33.19), avec méme f € L'. Pour G
on a, en introduisant le module de continuité (f, t),

gy * f—fll < ] ff, 1) gy(t) dt

et la preuve de (3.3.19) montre que [ o(f, t) g;(t) dt - 0 quand o { 0. Enfin pour L? il

suffit de voir, avec toujours fe ¥, que l'ona
gy % f—fll3 < lgy % f—fll ligy  f—fll,

pour conclure. a
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(3.3.26)  Exercice. (Les espaces FL! et C,)
a) Montrer que¥L' estdense dans Cy(R").

b) Soit fe L'(R) une fonction impaire. Etablir I'égalité pour a, b>0:

a o "
[E2a-a] ][ 2ra]a
b 0

at

et en déduire que

J de=in[ £(t) dt
0 ]

X

ou l'intégrale, au premier membre, est une intégrale de Riemann
impropre.

c) Soit g € Cy(R) la fonction impaire définie par
X)= ————
8= T Tl

Montrer que ge % L.

pour x20 .

(3.3.27)  Exercice
On fixe la fonction fe L'N Cy(R™ supposée telle que Ff>0.

a) Démontrer que J G,(x) (FH(x)dx = (21:)“[ gs(t) f(t) dt.

b) En déduire que f est élément de I'espace de Wiener W.

(3.3.28) Exercice

Sur l'espace W = W (R") on considere I'opérateur

U= 130}'

(2m)?

v
Etablir que Ulf=f pour toute fe€ W et en déduire que Ut=1, opérateur
identité.

La formule d'inversion pour les mesures bornées. On revient aux espaces L' (R™) et
M'(R™ et, de méme que pour I'espace L', on veut montrer que la transformation de
Fourier est injective sur M'=M! (R, cone positif des mesures bornées. On peut méme se
poser la question de I'injectivité sur 'ensemble L'U M.
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(3.3.29) Lemme
Onfixe p,ve M'etfe L'. Alors

» [ o= | Fwav

b) [ (Ffdu= J (Fp) ) f(x)dx

Preuve. Avec Fubini. Q

(3.3.30) Proposition
Pour toute pe M et toutege W ,ona

J gdu=

T [ @e 00 @w o ax

Preuve. On applique le lemme a la fonction f= (2m)™ ¥ g,comptetenuqueg=%f. QO

La proposition signifie que la transposée de Fourier ¥ détermine complétement
l'intégrale par rapport a p sur l'espace de Wiener W. Comme W est partout dense dans
C, (R") d'apres (3.5.25), on a ainsi un moyen de déterminer I'intégrale par rapport a p
sur Cy (R™). D'ou le résultat :

(3.3.31) Théoréme. (Injectivité)

Soit p et v deux mesures bornées sur R". Pour que p = v il faut et il suffit que

Fu=Fv.
Preuve. L'égalité de p et v sur C, (R") garantit que p =v d'apres (1.11.1), partie unicité
du théoréme de Riesz-Alexandroff. Q

En introduisant les images [, de p par chacune des applications linéaires x — <a, x>,
ol ae R", on voit que (Fp)(a)= Fp, (1), d'on

(3.3.32) Corollaire 1

Pour que deux mesures bornées 1 et v sur R™ soient égales, il faut et il suffit
que leurs marges 1, et v, soient les mémes pour tout ae R".

On remarquera que si (e;, e,, ..., €,) est la base canonique de R", la condition que les
marges jy, =, soientles mémes pour pet vne suffit pas a assurer I'égalité p = v.
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(3.3.33) Corollaire 2

Soit X et Y deux vecteurs aléatoires & valeurs dans le méme espace R" . Les
assertions suivantes sont équivalentes :

a) Les vecteurs X et Y ont méme loi.
b) Ils ont méme fonction caractéristique.

c) Pour tout a € R", les variables aléatoires <a, X> et <a, Y> ont méme
loi.

Remarque. La preuve du théoréme général d'injectivité donnée ici est assez indirecte,
mais c'est la plus rapide en dimension n quelconque. On prendra garde que la formule
(3.3.10) ne peut s'étendre au cas des fonctions boréliennes bornées g. En effet si c'était le
cas, on aurait nécessairement pA =0 pour tout borélien A négligeable pour la mesure de

Borel (puisqu'alors %1 4 =0), ce qui est faux en général.

Le cas particulier n = 1 peut toutefois se traiter directement sans passer par l'espace de
Wiener W. En effet

(3.3.34) Proposition

Soit @ = ¥ avec pe M!(R). Pour a<b on a les formules, dites de Perron-
Stieltjes,

T
a) u(fa) = 1!1_)11: % L e p(x) dx

T .
1 1 ) 1 e-xax _e-xbx
b) 2 u{a}+2 u{b}+u]a,b[=T11_1’1;1‘ o L o o(x) dx

Preuve. 11 suffit de prouver a) pour a =0 et de remplacer ensuite i par sa translatée
T, K. Or, avec Fubini, ona

T
1
o L ¢x)dx = J Jr () du (b

1 T 1 si t=0
or Jr(h=z= J e*dx = {sintT .
2n | . i stot#0

et il suffit d'appliquer le théoréme de convergence dominée puisque |Jp(t) | <1 et
Jr® =1 (t) lorsque T > eo.
Pour prouver b) on procéde de méme avec

T

1 -lax _ -ibx

o I = ex)dx = I K (0 dp (t)
T

1X
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) dx = Lyb--Lya-t

T
J' sinx(b-t)-sinx(a-t

5 1
au KT(t) = - x

0

T
1 .
avec Lpl)= = J. % dx . Or L1(0)=0 etL; est une fonction impaire. De plus
0

pour a>0 ona

ol
1 sinu
Lr((l)=;jo " du =H(@T

avec H(x)=lf smudu
T Jo

1
Or on sait que H est continue et telle que H(x) — 5 quand x — + e . D'oui résulte que H

est bornée, donc | K (t) | <21HI, ce qui donne la condition de convergence dominée. Et

puisque Tlim H(aT) vaut respectivement — % ,0 ou % suivant que <0, =0 ou
a>0,on vc_;it que
0 si tela b]
:im Kp(t) = % sit=a ou t=b
o 1 sitela,bl
ce quidonneb). Q

On remarquera que la proposition garantit l'injectivité de la transformation de Fourier,
carsi Fu=%Fv,alors pla,b[=v[a, b[ pourtous a, b,doncp =" par le raisonnement
habituel.

(3.3.35) Exercice
Soit pe M'(R™ et =% p.Pourchaque T>0 soit Prlecube [-T,+TI".

1
a) Prouverque p({0})= lim x) dx

v v
b) En remplagant p par la mesure v=p % p,ou p est la symétrisée de y,

v
définie par p (A) = p (-A), obtenir la relation

2 w(@? = lim ] - J | px) |2 dx
| e i

aeR Toe

(On remarquera que la somme X est dénombrable).
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c¢) Montrerquesil'ona @€ L', peL? ou ge C, (R"), alors p est une mesure
diffuse sur R".

(3.3.36) Exercice. (Injectivité dans le cas mixte)

a) Soit pe M'(R™ etfe L'.Onsuppose ¥ =Ff.Montrer alors que I'on a
f 20 presque partout et que [ est la mesure de densité f, autrement dit
du(x) = f(x) dx. On prouvera d'abord que f est réelle et on introduira les
mesures v* et V", de densitésrespectives " et f~.

b) Onsuppose ¥ = ¢ € L'. Montrer que L admet la densité f = (2r)™ ¥ ¢

¢) Onvoitdonc que chacune des conditions % e L' ou Fpe FL' implique
que W est Borel-densitable. On va voir qu'il n'en est rien avec la condition
Fue C,(R". Pour cela revenons au cas n =2 et a la probabilité p sur R
égale a la mesure uniforme sur le cercle unité X+ yZ =1, définie par

2t

j j f(x, y) du(x,y)=%f f(cos 6, sin 8) d6 .
0

Montrer alors que

eu’t

T 1
1 ir cos 8 1
(Fwk,y) = = J e do= = J ——
T | L P PR

avec r= V2 + y2 , et prouver, avec le théoréme de Riemann-Lebesgue,
que Fpe Cy(RM). Conclure en remarquant que W n'est pas Borel-
densitable sur R%

3.4 Transformation de Fourier et convolution sur L2

On va maintenant pouvoir définir la transformation de Fourier sur l'espace
L2=L*(R™ grace aux deux propriétés suivantes déja démontrées :

a) ¥ opere de l'espace de Wiener W dans lui-méme.

b) L'espace W est partout dense dans L

Rappelons auparavant que l'espace L?, formé ici de fonctions réelles ou complexes, est un
espace de Hilbert lorsqu'on le munit du produit scalaire (f| g) = J fx) g %) dx.

Désignons maintenant par W, I'espace d e Wiener W muni dela norme llell, de L2.Cela
étant,ona pour f, ge L' quelconques, par Fubini
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[ @ogax =[] > fwgooaxar

- [«@par

En particularisant f, g dans %, et en tenant compte de (3.3.24) on a

(3.4.1) Théoréme

Sur l'espace préhilbertien W, les opérateurs

U=(21t)i‘:'F et I_J=(21|:)E-‘::F

sont deux isométries réciproques, adjointes 'une de l'autre.

Preuve. L'égalité précédente signifie (¥ f | g) = (| Fg) pour f, g € W, , donc aussi

(Uf| g) = (f| Ug). Mais si g=%f alors Fg=FFf=(n\ f,dot IFfl5 = QnF 5 et

ainsi IUfI5 = IEIG . Q

(3.42)  Définition

On appelle transformation de Fourier sur L? I'opérateur, noté encore
¥ : 12 > 1%, qui prolonge canoniquement la transformation de Fourier sur

W, . On définit de méme l'opérateur ¥ : L2 512
Par des raisonnement de continuité évidents, on a

(3.4.3)  Théoréme (Plancherel)

-n D _
Sur I'espace L? = L%(R™) les opérateurs U = (2n) F et U=(@n) 2% sont
deux isométries réciproques, adjointes I'une de l'autre. Autrement dit, on a
pour f,ge L2

a) FF f=FFf =Qn) f

b (Fflg) =¢|TF g
o (FtlFg = o (¢lg)
d) IFa1% = Qn)° IR
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Remarque. 11 convient de bien voir que lorsque f décrit l'espace L? la fonction ¥ f
n'a aucune propriété particuliere de continuité sur R" puisqu'elle décrit, elle
aussi, l'espace L? tout entier. Par ailleurs il se pose un probléme de notation lorsque
fe L'N L2, caril existea priori deux images de Fourier pour f : celle notée ¢, € C, (R")
image de f € L, et celle notée g, € L?, image de f € L. Or pour toute fonction h e W
ona

jq,lidx: [ fF hdx =¢|Fh) = (¢, b

ou la premiére égalité s'obtient avec Fubini et la derniére avec (3.4.3). Fixons une
fonction g € W qui ne s'annule pas sur R", par exemple la fonction de Gauss. On a alors
ghe W, ¢, geC N L' donc ¢ g€ L? et ¢, g€ L?, desorte qu'enremplagant h par

gh on obtient (((p1 -9)g |h) =0, ce qui prouve que la fonction (¢, —@,)ge L? est
orthogonale 2 W, . Elle est donc nulle dans L? puisque W, est dense dans L? , et ainsi
(¢; —¢,) g =0 presque partout, d'olt ¢, = ¢, presque partout. En résumé, on vérifie la
cohérence de la notation ¥ f sous la forme :

(3.4.4)  Proposition

Pour toute fe L' N L2 l'image de Fourier ¥f € L? est exactement la classe de
la fonction Ffe C,(R") définie par (3.3.1).

Calcul de ¥ f pour f € L?. La définition de % fe L? étant donnée par passage a la
limite, le calcul de % f se fait par approximation. Donnons toutefois deux cas
particuliers intéressants.

(3.4.5)  Proposition

Soit fe L' tel que Ffe L2 . Alors la fonction h = ¥ f est telle que
Fh=(n)" f dansL?,

Preuve. Reprenons les fonctions gaussiennes g et G; de (3.3.18). On sait que g, x f — f
dansL' quandG 10 et °3’(g0* f)= Gg Ff.Or G, Ff— Ff dans L% comme on voit avec
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. Donc g, x f= (2m)" F (G, Ff) tend

vers QU™ FF f = Q0™ F h dans lespace L% . Ainsi g, f a pour limite f dans

l'espace L' et (21)™ ¥ h dans I'espace L?, d'oi I'on déduit [ fdx = @no)" j Fh dx
A A

pour tout borélien borné A, et ainsi f = (2n)™ % h presque partout, d'ou 1'égalité
Fh=(n)"f dans L? . Q
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Exemple 1. On fixe a > 0 et soit f, (t) =Y (t) e, oi1 Y est la fonction de Heaviside

Y =1y,.,-Alors f, € L et (¥ f)(x) = de sorte que F f,e L? . Ainsi la fonction

a+ix ’

2+ it appartient & L? sans appartenir a L'et

1 -ax
¥ (a = it) = 2mY(x) e

n'est pas continue. En séparant partie paire et partie impaire, on obtient

a _ - alx]
‘ZF(Z 2)-1te
a“+t

TF( it ) = -7 e(x) el avec &(x) = sgn(x) .

a? + t?

sin ax

Exemple 2. Soitf, =1, , . Alors ¥ f, (x) =2 etainsi ¥ f, € L?, sans étre

élément de L' . Alors la fonction

sin at
‘!F( n )= L2 P

n'est pas non plus continue.

Le second cas particulier est basé sur le fait que pour tout compact K de R" la fonction 1
est élément de L%, donc 1k fe L pour toute fe L2. Soit alors (Kp) une suite croissante de
compacts telle que U K, = R" , de sorte que I'ona le T1 et par Beppo Lévi le fof

dans L? . Alors ¥ f est la limite de & (1) etpar 3.44) ona:

(3.4.6)  Proposition

Soit (K,) une suite croissante de compacts, de réunion R™ (par exemple
K, = B(g, p) ou K, = [-p, pI" ). Alors pour toute fe L2 I'image de Fourier
Ffe L? estlalimitedans L? dela suite des fonctions, éléments de C, (R™),

X — f e (1) dt
K,

Produit de convolution dans L%. Pour f,ge L? la fonction t— f(x —t) g(t) est
évidemment intégrable pour tout x € R™. On est donc en droit de poser

(%)= | fix-b g at
et par Cauchy-Schwarzona | (f % g)e| < lifll, Nigl, .
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Par ailleurssi h=f x g alors
12
|he) - h(y)| < Uigh, [] lf(x-t) —f(y-t)|? dt:I

et 'on reconnait dans [ 1’2 le module de continuité @, (f, x-y) d'ou
|hx) - h(y)| < ligl, @, (f, x-y)

ce qu'on peut traduire encore par l'inégalité
o (h, d) < ligl, w,(f,d) .

En particulier h =f x g est uniformément continue et bornée et Il f x gl < lifll, ligll, .
Rajoutons & cela que pour f,ge K(R"),onaaussi h=fx ge K(R"), carsifa pour
support compact A et g pour support compact B alors supp(fxg) C A + B,et A+ B est
compact. Et ainsi, par densité de K.(R") dansL?, on voitque f x g€ Cy (R™).

Dot :

(3.4.7)  Proposition
Le produit de convolution
(fxgx) = I f(x - t) g(t) dt

définit une application bilinéaire continue de L? x L? dans l'espace C, (R™),
qui est symétrique.

Remarquons encore que si le produit x est bien commutatif, la question de l'associativité
ne se pose pas puisqu'on ne peut pas définir un produit de convolution du type C; x L.

De méme la condition f x g e C, (R") ne permet pas en général de calculer F(f x g), de

sorte que la formule de (3.3.6) ne peut se prolonger. Par contre la condition f e L? et
ge L2 implique fge L', de sorte qu'on peut calculer % (fg). Et alors :

(3.4.8)  Proposition
Soit f,ge L? quelconques.
a) On a I'égalité dans C, (R™)
Fg)=0Cm)" Ffx Fg
b) En particulier ona aussi f x ge FL'c C, (R™).

Preuve. La formule ¥ (f x g) = Ff » Fg, valable pour f, g e W, est aussi équivalente,
compte tenu de la formule de réciprocité et du caractere bijectif de ¥ : W, > W, ,ala
formule ¥ (fg) = 2m)™ ¥ f x ¥ g. Or l'application (f, g - ¥ (fg) et l'application
f, g) » QU™ Ffx ¥ g sont toutes deux définies sur L? et continues sur L2 Leur
coincidence sur W, x W, assuredoncleur égalité, d'ou a).
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Par le théoréme de Plancherel on peut aussi écrire a) sous la forme
fxg =(2n)'“‘fﬁ'|:‘3_1"f' F g]

ce qui donne f x g e FL', en précisant donc un peu (3.4.7). Q
Terminons par quelques exercices.

(3.4.9) Exercice

a) Utiliser I'exemple 2 aprés (3.4.5) pour déterminer la transformée de

2
. . sin“t
Fourier de la fonction 2 -
t

t4

-a|t|

) " ind
£3 . - sin” t sin”t
En déduire la valeur des intégrales j —— dt et [ dt.
t 0

0

b) En utilisant la transformée de Fourier de la fonction e
obtenir 1'égalité, pour a>0:

,avec a>0,

I e smt dt = Arctg—
0

Que peut-on én déduire lorsque a0 ?

¢) Evaluer de méme l'intégrale

- L,
.at SIn“t

J' e‘“-—t2 dt pour a>0.

0

d) Retrouver les résultats de (1.10.4. Ex 3), a savoir les égalités

1 [ sint adt 1 -

x ), e I T (l—e), a>0
.

1 sin“t a dt 1

= —— =— 2a-1+¢€ a>0

Tl @ mef Tz G X

(3.4.10)  Exercice
Utiliser (3.4.8) pour déterminer I'image de Fourier de la fonction

ab 1
n* @+ ) (b7 + t?)

a,b>0

Examinerlecas a=b.



(3.4.11)

(3.4.12)

(3.4.13)
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Exercice
1
Soit fe L? (R) une fonction telle que f(t)=0 si [t > 7 et [ lft) |2 dt=1.

a) Montrer que @ = Ff est élément de I'espace L2N Cy (R).

b) Soit p la mesure de densité % | p(x) |2 par rapport a la mesure de Borel

sur R. Montrer que les fonctions el ,ne Z, forment un systéme
orthonormal dans l'espace de Hilbert L?(u). On introduira les
translatées f =1 f.

Exercice
a) Montrer que l'algébre convolutive L'=L"(R") na pas d'élément unité.

b) Montrer que l'équation f % f =0 n'a pas d'autre solution que la solution
f = 0, dans chacun des espaces L' et 2.

¢) Montrer que l'équation f % f = f n'a pas d'autre solution que la solution
f=0 dans I'espace L.

d) Peut-on facilement décrire toutes les solutions de 1'équation f x f=f
dansl'espace L? ? Donner des exemples concrets pour n=1.

e) Résoudrel'équation p % p=p dans l'ensemble M (R™).

Exercice

Pour toute partie A € R" ondésigne par A - A l'ensemble des points a-b,
o a€ A et be A.On suppose que A est une partie intégrable de R" .

v
a) Montrer que tout point x € R" tel que (1, * 1,)(x) > 0 appartient &

I'ensemble A - A.

b) En déduire que si la mesure de Borel de A est strictement positive, alors
A - A estun voisinage de zéro dans R" (théoréme de Steinhaus).
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