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Avant-propos

Pour se familiariser avec 'usage de l'outil mathématique, indispensable a
toute formalisation en économie, nous proposons une série d’exercices,
regroupés en deux volumes : Analyse et Algebre. Cet ouvrage s’adresse aux étu-
diants de Licence d’Economie et Gestion ou d’AES.

Chacun des sept premiers chapitres présente la méme structure. Au début, les
principales notions de cours et les résultats importants sont rappelés de fagon
succincte dans « L’essentiel » du cours. Un bref texte introductif indique les
points essentiels qui vont étre abordés et présentés dans le chapitre. Il ne s’agit
pas d'un résumé de cours, mais seulement d'un avant-propos ou on essaie
d’expliquer, dans un langage peu formalisé, le fondement et l'utilité des
notions définies ensuite de facon plus formelle.

Un certain nombre d’affirmations constituent le paragraphe « Q.C.M ». La
réponse en vrai-faux permet a I'étudiant de vérifier s’il a bien compris les prin-
cipaux points de cours. Il doit exercer sa vigilance face a des affirmations, par-
fois simples, mais qui peuvent contenir un piége.

Les questions de « Réflexion » qui sont proposées ensuite ont essentiellement
pour but de mettre 'accent sur certaines notions un peu délicates du cours. Il
faut étre attentif aux commentaires qui figurent dans la solution de I'exercice,
en fin de chapitre.

Les exercices d’« Entrainement » permettent enfin a’étudiant de tester sa capa-
citéa passer de la théorie a la pratique. Ils suivent 'ordre de progression du cours
et sont précédés d’un titre indiquant la principale notion a laquelle ils se rap-
portent. Une rubrique « Analyse de I"énoncé et conseils » précise la démarche
a suivre et les résultats de cours a utiliser pour résoudre I'exercice proposé.

Les solutions trés détaillées sont regroupées en fin de chapitre, trés souvent
assorties de commentaires. Certaines solutions se concluent par un énoncé
d’exercice identique (« Vous avez compris ? ») et la seule réponse figure aus-
SItOt apres.

En fin d’ouvrage, les textes récents des examens de 1™ année de la Licence
d’Economie et Gestion de I'université Paris IT Panthéon-Assas permettent de
retrouver les principaux points abordés dans les chapitres précédents. L'étu-
diant peut ainsi évaluer le niveau de difficulté de ce qui peut étre demandé a
une épreuve d’examen. Les corrigés sont regroupés apres les énoncés.



D 1 Fonction numérique
d’une variabl

réelle

L’
(= ‘ESSENTIEL

On trouvera dans ce chapitre la définition et les principales
caractérisations d'une fonction numérique d’une variable réelle.
L'étude d'une fonction commence par la détermination de son
ensemble de définition, formé par un ou plusieurs intervalles. On
cherche ensuite a réduire I'ensemble d'étude en examinant si la
fonction est périodique, paire ou impaire. On introduit alors la
notion trés importante de continuité. La recherche de points de
discontinuité éventuels consiste a examiner la limite de la fonction
en certains points particuliers. Dans de trés nombreux cas, c'est
I'utilisation des équivalents qui permet de calculer simplement
cette limite. On compléte I'étude par la mise en évidence des inter-
valles ou cette fonction est monotone, croissante ou décrois-
sante et par la recherche des limites aux bornes des intervalles qui
constituent I'ensemble de définition ou de monotonie. Parmi les
résultats importants de ce chapitre, on doit noter que I'image d’'un
intervalle fermé, par une fonction continue, est un intervalle fermé.
De plus, toutes les valeurs de cet intervalle image sont atteintes par
cette fonction. Dans le cas ou elle est strictement monotone sur cet
intervalle, elle admet alors une fonction réciproque. Notons que
seules les bijections admettent des applications réciproques.

1 © Définitions et qualifications d'une fonction
numeérique

Définition. On appelle fonction numérique d'une variable réelle toute application
[ d’une partie E de R dans R.

La notation usuelle est :

fE—R
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et, pour tout réel x de E, on écrit :
fix f(x)
Fonction paire ou impaire. Une fonction f définie sur E est dite :
® paire si, pour tout x € E,ona —x € E et f(—x)= f(x) ;
* impaire si, pour tout x € E,ona —x € E et f(—x)=—f(x).

Fonction périodique. Une fonction f définie sur E est dite périodique s'il existe
un nombre réel non nul T tel que, pour tout x €E :

x+TeE et [f(x+T)=f(x)
Ce nombre T est la période de fs’il est le plus petit réel positif qui satisfait
cette condition.

Fonction bornée. Une fonction f définie sur E est dite bornée s'il existe un
nombre positif M tel que, pour tout x € E, on ait | f(x)|< M.

Fonction monotone. Une fonction f définie sur E est dite :

® croissante sur E si, pour tous x, x"€E tels que x<x', on a
’ .
FSf(x);

® décroissante sur E si, pour tous x,x” €E tels que x<x’, on a

F2f(x)

e monotone sur E si elle est croissante ou décroissante sur E.

2 © Composition d'applications

Si f est une fonction définie sur E et g une fonction définie sur F, avec
F D f(E), on peut définir la fonction composée de f par g, notée go f, et qui
associe 2 tout x € E le nombre réel g[ f(x)].

Il faut souligner que la composition des applications n’est pas une opéra-
tion commutative, c’est-a-dire qu'en général go f est différente de fog.

3 © Continuité

Définition. Une fonction numérique f définie sur un intervalle I de R est con-
tinue en un point x, de I si :

lim f(x) existeavec lim f(x)= f(x,)

X%,

On dit que f est continue a droite (resp. a gauche) si :

flx,+0)= lim f(x)=f(x,) [resp. f(x,—0)= lim f(x)= f(x,)

X—>X( ,X>X X0 ,x<Xq
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Une fonction est continue sur un intervalle fermé [a,b] si elle est continue
en tout point de 'ouvert ]az,é[ et si elle est continue a gauche en « et a droite
en b.

Théoreme. Si une fonction f est continue sur un intervalle I, alors 'ensemble
image f(I) est lui aussi un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires. L'image d'un intervalle fermé [ﬂ,b]

par une fonction continue f est un intervalle fermé [o,B] avec :

o =min f(x) et B=n<1a<)§f(x)

a<x<bh
La fonction f est bornée et elle atteint ses bornes, ainsi que toutes les
valeurs intermédiaires comprises entre ses bornes.

Théoreme. Si fest une fonction continue en un point # et g une fonction con-
tinue en f(«), alors la fonction composée go f est continue en a.

4 © Application réciproque

Définition. Une application f de E dans F admet une application réciproque,
notée £, si, et seulement si, fest une bijection de E dans F. Pour tout y fixé
dans F, I'équation f(x)=y admet alors une solution unique x dans E, notée
x=f N y).

Théoréme. Une fonction continue sur un intervalle I admet une application
réciproque sur [ si, et seulement si, elle est strictement monotone sur I.

5 © Formes indéterminées algébriques

11 existe quatre formes indéterminées algébriques, c’est-a-dire d’expressions
dont la limite ne peut pas étre déterminée immédiatement :

* forme — : toute expression *) avec f(x)—>0et g(x)—0;
00 N C)
e forme — : toute expression 0 avec | f(x0) | oo

et |g(x)|—= oo ;
e forme OXoo : toute expression [f(x)g(x) avec f(x)—0 et
| g(x) [=> +oo 5

° forme oo—oo : toute expression f(x)—g(x) avec f(x)—>+oo et
g(x) —> too.
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6 © Fonctions équivalentes

Deux fonctions numériques f et ¢ définies sur un intervalle I de R sont
dites éguivalentes quand x tend vers @, avec « € I, s'il existe une fonction €
définie sur un voisinage V() de « telle que :

f(x)=g(x) [1 + 8(X)] avec lime (x) =0
Si g(x) #0, pour tout x € V(2)N I, on écrit plus simplement :

A
x—>a g(x)

C’est une relation d’équivalence, notée f ~g.Si f ~g, et f, ~g,,alors
fif, ~ &.&,, mais on n'a pas en général f +f, ~¢g +g,.

Dans le cas d'un polyndme, il est équivalent a son mondme de plus bas
degré au voisinage de zéro et a son mondme de plus haut degré au voisinage
de l'infini.

Une fraction rationnelle est équivalente au voisinage de zéro au rapport
des mondmes de plus bas degré et, au voisinage de I'infini, au rapport des
mondmes de plus haut degré.
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Vrai Faux

1. Le produit de deux fonctions impaires est une fonc-

tion paire. O O

2. La somme de deux fonctions périodiques définies
sur le méme ensemble est une fonction périodique.

3. Le produit de deux fonctions monotones sur un
méme ensemble E est une fonction monotone sur E.

4. Lacomposée go [ de deux fonctions f et g décrois-
santes sur leur ensemble de définition est croissante.

O O O
O O O

5. Sifet g sont deux fonctions continues sur un inter-
valle, les fonctions f+ ¢ et fg sont continues sur le
méme intervalle.

O
O

6. Laréciproque d’une application continue et stricte-
ment croissante sur un intervalle est aussi continue et
strictement croissante.

7. Si la fonction fadmet une limite finie /, non nulle,
quand x tend vers «, alors f(x) ~ /.

8. Sionales équivalences f, ~ g et f, ~ g,, alors on
a aussi 'équivalence f o f, ~g og,.

9. Sifet gsont deux fonctions équivalentes quand la
variable x tend vers +oo, alors f(x)— g(x) tend vers 0.

O O O O
O O O O

EFLEXION -

—— =
—

—_——

10. Sans déterminer la dérivée, montrer que la fonction f définie par
f(x) =+/x(10—x) admet sur son ensemble de définition un maximum et un
minimum que 'on déterminera.
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11. On considere les applications f : x> +/x et g:x > x’. Déterminer les
applications composées go f et f og.Lesapplications f et g sont-elles récipro-
ques ['une de l'autre ?

12. Soit f et g les fonctions définies par :

3 2
+(m—1)x* —3x+2 2

flx)=e™ et g(x)=mx (m2 ) 5% +x+=
x +x+1 X

ou 7 est un parametre réel. Indiquer pour quelle(s) valeur(s) de m 'expression
h(x) = g(x)— f(x) admet une limite ﬁnie quand X —> Foo

13. A partir de lexpression f(x)=
continue sur tout R.

14. La fonction f est définie a partir de :

0 si x<2

f(x)= ﬂ—é si 2<x<4
x

1 si 4<x

Déterminer les parametres réels « et b pour que f soit continue partout.
15. On considere 'expression :
Nx+3—=b
fx)=—"7—
X—a

ou « et b sont deux nombres réels quelconques. Etudier la limite de f(x)
quand x tend vers &”.

T E—

Intervalles de R

16. Déterminer les intervalles de R définis par les conditions suivantes sur x :

Sx+22-3 &’ +1<1 |x=1]<4 2V2x—x" <1 |x+|x] 22

Analyse de I'énoncé et conseils. On remplace la condition imposée par une
condition équivalente qui ne fait plus intervenir de valeur absolue ou de
radical.
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17. En utilisant des valeurs absolues, exprimer sous forme de conditions sur x
les relations d’appartenance suivantes :

X € [—1,5] X € ]1,3[ X € ]—4,—2[

Analyse de I'énoncé et conseils. Pour que x appartienne a un intervalle, il
faut que la distance de ce point au milieu de 'intervalle soit inférieure a sa
demi-longueur.

18. A partir des intervalles A =]—°<>,—1], B= [—1,3], C=]—1,5[ et
D= [—2,+°<>[, déterminer les ensembles A, ANB, AnNC, AnD, BNC,
AUD, BUC, (BNC) U (BND), AAUC’ et AAND".

Analyse de I'énoncé et conseils. Il suffit d’étre attentif a la forme des inter-
valles ou les extrémités sont comprises ou non.

19. Pour 2 >0, on définit les intervalles :

1 1
A =lo—|, B =|o,—| e C =|-=0].
7 n n
Déterminer les ensembles :
) ) ) )
E,=(4. F={JA. G,=B, e H =[)C.
k=1 k=1 k=1 k=1

Etudier les limites de ces ensembles quand p tend vers I'infini.

Analyse de I'énoncé et conseils. Il faut examiner 'inclusion de deux ensem-
bles d’indices successifs £ et £+ 1 et en tirer une conclusion quant a leur union
ou leur intersection.

Ensemble de définition

20. Les expressions f(x) ci-apres définissent une fonction f sur un ensemble D
que I'on demande de déterminer a chaque fois :

2
a)w. b)"x3—1;

x’—=2x—3"

)=’ ; d) Vi +x—2;

x+1 Vx+1
e),/— ; f) ;
x—1 x—1

g) \/;+(2+x)_1/2 ; h) (x— | x |)_1/2 ;
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1_
y [zl D t2-x—2 ;

2-|x|

2+ P —3x+2
k) In=2% . Dl =3x 2

2—x x+1

Analyse de I'énoncé et conseils. L'ensemble de définition est obtenu a partir
de celui des fonctions usuelles : dénominateur non nul pour une fraction, argu-
ment positif pour une racine carrée ou un logarithme...

Parité, périodicité, graphe

21. Les expressions f(x) ci-apres définissent une fonction fsur un ensemble D
ou I'on demande d’examiner si elles sont paires ou impaires :

a) AJ1—|x]| ; b) \/1+x+xz—\/1—x+x2 ;

I E A [x+1]=|x=1] ;
- 1+

o x—1/x : b In x :
x+1/x 1—x
14 x)""

g (l_x)x+l'

Analyse de I'énoncé et conseils. Il suffit de remplacer x par —x dans 'expres-
sion de f(x) et de vérifier si on retrouve comme nouvelle expression f(x)
ou —f(x).
22. Les expressions f(x) ci-apres définissent une fonction / sur un ensemble
D ou l'on demande d’examiner si elles sont périodiques, paires ou impaires,
puis de les représenter graphiquement :

a) E(x) qui représente la partie entiere de x, c’est-a-dire le plus grand
entier relatif inférieur ou égal a x ;

b) 2x—E(x), x € [—2,2].

Analyse de 'énoncé et conseils. L'expression de E(x+1) a l'aide de E(x)
peut permettre de déceler une périodicité éventuelle des fonctions précédentes
et de simplifier la représentation graphique.

Composition d’applications

23. a) Déterminer 'application composée fo fo f=f’ avec f(x)= P
-
b) Déterminer 'application composée f o g, avec :

f(x)=\/1—x2 et g(x)=\/x2—3x+2
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Analyse de l'énoncé et conseils. L'application fog est définie par
(fog) (x)=f[g(x)], donc il faut que x appartienne au domaine de définition
de g et que g(x) appartienne a celui de f. Ayant ainsi déterminé les valeurs de
x pour lesquelles f og existe, on remplace x par g(x) dans I'expression de
/(x) pour obtenir celle de ( fo g) (x).

Application réciproque

24. Déterminer la réciproque des fonctions f définies par les expressions f(x)
ci-apres :

a)2x+1 ; b) J1—-x° ;
) lnx_1 ; d) f(x)=x pour x <0 et f(x)=x2 pour x>0.
x+

Analyse de I'énoncé et conseils. La résolution de I'équation y = f(x), ol x
est I'inconnue, conduit a une solution unique x = g(y) si la fonction / est
. . . P -1
inversible, et la fonction g obtenue est alors la réciproque /.

Calcul de limites

25. Déterminer les limites des expressions f(x) suivantes, sans utiliser de
fonctions équivalentes :

T+ x4+ 3%t =3x—1
a) —5————, X —> +oo ; b) > , x—1;
x =2 X +x—2
\/xz x\/;+x
o) x+1+ , x—0; d) 5, x > +oo
x x +4x+1

e) x—Vx’—x, x—+oo ; QL,x—)%w;

1 3 Vitx—1

) —— ,x—1; h) &——, x>0 ;

g - J+x-1

Ax—a .

i) —, x> a,avec >0 ; ) AJx(x+a)—x,x —> +oo, avec a
xXx—a

réel quelconque ;

k) x+/1—x, x — 4oo.
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Analyse de I'énoncé et conseils. Dans cet exercice, on demande de ne pas
utiliser les fonctions équivalentes pour déterminer les limites, bien que cette
méthode soit en général plus rapide. Dans le cas d’une fraction rationnelle, si
le numérateur et le dénominateur s’annulent simultanément, c’est qu’il y a une
simplification possible apres factorisation. Quand l'expression est un rapport
de fonctions puissances, la limite pour x tendant vers I'infini s’obtient en divi-
sant numérateur et dénominateur par le terme d’exposant le plus élevé. La pré-
sence de radicaux conduit presque toujours a utiliser les identités
remarquables permettant de faire disparaitre la forme indéterminée initiale.

Fonctions équivalentes

26. Pour chacune des expressions f(x) suivantes, déterminer une fonction
équivalente, puis la limite.

(x2+3x3)(2x+1) (2x2+x4)(2+x)
a) - , X =>4+ ; b) S , x—=0;
2x+x x+2x

-1 2x+1
)NV +x+2—x x+l,x%+°° ;d) al == s - ,x—1
Vo Y1) (= -1)

X —x—2 1 1
e) —F/—,x—>2; ) —+J(x—1) ———, x>1;
x—2 4 (x+1)°
-1 1
g) o , x—>1; h) —++x—-1- , x—>1.
|x=1] |« -1 2 x+1

Analyse de 'énoncé et conseils. Avant d’étudier la limite en un point, il faut
vérifier si la fonction est définie au voisinage de ce point. Dans le cas contraire,
on n’étudie que la limite a gauche ou a droite. Toute fonction polyndme est
équivalente a son terme de plus haut degré au voisinage de l'infini et a son
terme de plus bas degré au voisinage de zéro. Cependant, les équivalents peu-
vent disparaitre par différence ; dans le cas d’expressions avec radicaux, on peut
multiplier par la quantité conjuguée afin d’éviter cet inconvénient. Enfin, si x
tend vers un réel non nul #, I'équivalent de f s’exprimera a I'aide d’une puis-
sancede #n=x—a.

Continuité

27. Les expressions f(x) ci-apres définissent une fonction f dont on demande
de déterminer I'ensemble de continuité et la nature des points de discontinuité
éventuels.
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)2x2+x—1 b) 2% +2x° —x—1
Q) —F— ; :
Vx+1 | x+1]

2
X

+x
pour x #0 et f(0)=0 ;
N

)

2
x —x
d) ——=pour x#let f(1)=1":
Vx®—2x4+1

Ux+x —~1/x—
e)\/ Ty \/ al xpourx;tO et /(0)=0 ;
x+| x|

2

x —1
\/x2+42 —\/x+42

D f(x)=4x"+1 pour x <1 et f(x)= pour x> 1,

ou « est un nombre réel quelconque.

Analyse de 'énoncé et conseils. Aprés avoir déterminé 'ensemble de défi-
nition de la fonction £, on étudie sa continuité aux bornes finies des intervalles
qui composent cet ensemble. Si une fonction n’est pas définie en un point «,
mais avec des limites a gauche et a droite de ce point égales a /, on peut pro-
longer cette fonction par continuité en définissant f(az)= (.
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acv

1. Vrai. Si f et g sont deux fonctions impaires définies sur un méme ensemble
E, pour tout x de E, leur produit vérifie :

(fo) (=x) = f(=x) g(=x) = [- F(0)][-(0)] = £(x) g(x) = (fo) (x)

2. Faux. Le résultat est faux en général, mais peut étre vrai dans certains cas
particuliers. Si f et g sont deux fonctions périodiques définies sur un méme
ensemble E, il existe deux nombres réels T, et T, tels que sur E on ait
f(x+T,)= f(x) et g(x+T,)=g(x). Pour que leur somme soit une fonction
périodique, il faut qu’il existe un réel T tel que (f + g)(x+T) = (f + g)(x) soit
fx+T)+ gx+T)= f(x)+ g(x). Cela se produira si T est un multiple entier
de T, et T,, cest-a-dire s’il existe deux entiers relatifs p et g tels que
T = pT, = 47T, soit T,/ T, = g /p. Donc la fonction somme sera périodique dans

le cas ou le rapport T,/7T, est un nombre rationnel.

3. Faux. Soit par exemple f(x)=x et g(x)=x—1 ; les fonctions f et g sont
monotones sur [0,1] mais leur produit fg défini par (fg)(x)=x"—x est
décroissant sur [0,1/ 2], puis croissant sur [1/2,1], donc non monotone
sur [0,1].

4. Vrai. Soit deux réels x et x” tels que x < x” ; la fonction f étant décrois-
sante, on a [f(x)=f (x') Comme g est décroissante, on en déduit

g[fo]<g[f(x7)]. soit (g0 )< (go /().

5. Vrai. Ces propriétés sont des conséquences immédiates des opérations sur
les limites.

6. Vrai. Soit f continue et strictement croissante sur I'intervalle I et y et y’
deux réels de f(I) tels que y < y”. Nous allons établir que la réciproque f'
est strictement croissante. Les nombres réels x = f X y) et x'=f ! ( y') sont
tels que y=f(x) et y'= f(x") et on a donc f(x)< f(x"). Comme f est
strictement croissante, cela implique que x = f ' (y) <’ = f ' (y') , donc que

7' est aussi strictement croissante. /
()

7. Vrai. Propriété évidente puisque par hypothese — 1 quand x — 4.

1
8. Faux. Soit par exemple fl(x)=x3+x, gl(x)=x3, fx)=— et

2 x
g, (%)= :C avec x — +oo. On a bien f (x)~ g,(x), f,(x)~ g,(x), mais
57 ar 3
1 1 1 : 1
Viohl =5~ erlaenl @={55) -5
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9. Faux. Soit, par exemple, f(x)=x" et g(x)=x"—x ; ces deux polynémes
sont équivalents, quand x — +oo, 4 leur terme de plus haut degré qui est x>,
Cependant, f(x)—g(x)=x tend vers plus l'infini avec x.

10. La fonction f est positive sur son domaine de définition qui est I'intervalle
fermé [0,10] . Sa valeur minimum est donc la valeur 0, obtenue pour x =0 et
x=10. Par ailleurs, f atteint son maximum quand le terme sous radical est
maximum. Celui-ci est le produit de deux termes dont la somme est constante,
égale a2 10, donc est maximum quand ces deux termes sont égaux, soit pour
x=10—x=5. Le maximum a pour valeur f(5)=5.

11. Les applications f et g paraissent réciproques l'une de l'autre, puisqu’elles
associent le carré ou la racine carrée d'un nombre. On a dailleurs

2
(go f) (x)= (\/;) =x,mais go f n’est pas'application identique sur R, car

fn’est définie que sur R, . D’autre part, pour tout x réel, (fog) (x)=+x> =

| x |. Ces deux applications ne sont donc pas réciproques I'une de 'autre ; elles

le seraient si elles étaient restreintes a R, .

12. Pour m >0, le théoréme des croissances comparées permet d’affirmer que
/f(x) est un infiniment grand par rapport a g(x). Pour »=0,0na f(x)=1
et g(x)~ x, donc h(x) —> +oo . Il reste a éctudier le cas m <0 ou f(x) est un
infiniment petit, A(x) ayant donc méme limite que g(x), qui est équivalent
a (m+1)x pour m#—1. Dans ce dernier cas, A(x) est un infiniment grand.
Enfin, pour 7 =—1 on obtient :

2
—x" —2x+2 2
hx)=—F———+——¢" —-1
5% ar sgar Il X

C’est donc uniquement pour 7 =—1 que h(x) admet une limite finie.

13. L’expression f(x) n’est pas définie pour x =0 . Pour x — 0, le dénomi-
nateur est équivalent a x donc f(x) tend vers 1. Il suffit de poser alors f(0) =1
et de conserver I'expression de f(x) pour x # 0, afin d’obtenir une fonction /
qui soit définie et continue partout. C'est ce qu’on appelle un prolongement par
continuité, ou on a défini la valeur f(0) a partir de la limite de I'expression de
/[ (x) qui n’était pas définie pour x =0 .

14. Clest aux points x =2 et x =4 ou l'expression de f(x) change, que se
pose le probleme de la continuité de f. On calcule la limite a droite
f(240)=a—5b/2 qui doit étre égalea f(2)=0.De méme, f(4+0)=1 doit
étre égale a f(4)=a—b/4. Ces deux conditions de continuité permettent
d’obtenir b=4 et 2 =2, so0it f(x)=2—4/x pour 2<x<4.

15. Le dénominateur tend vers zéro et le numérateur vers /> +3 — 4 . Pour

b#+a*+3, f(x) est donc un infiniment grand. Pour ) =+/s’+3, on
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. . . .0 2
obtient une forme indéterminée —, avec pour x # 4" :
0

\/x+3—\/az+3: x—a’
x—d’ (x—ﬂz)(\/x+3+\/ﬂz+5)

f(x)=

1
 Jrr3 243
donc f(x) — 1U2\ad" +3.

16. On remplace la condition initiale par une condition équivalente portant
sur x :

X +22-3 & Sx=2-S5 & x=>-1

ce qui correspond a 'intervalle [—1, +°°[ . La condition x> +1<1 n’est réalisée
que pour x =0, soit 'intervalle [0,0]. On obtient les équivalences :

|x-1| <4 & 4<x-1<4 & 3<x<5
soit I'intervalle [—3,5]. Le terme sous radical doit étre positif, d’ou les
équivalences :
2 » 1 2 1
2V2x—x" <1 ©0<2x—x <Z S 0<x2-x) et O<x —2x+z
la premiére condition est vérifiée pour 0<x<2 et la seconde s’écrit

3 : 3 .. .. e :
(x—1)° - Z >0, soit |x — 1| > —— . Ces conditions réunies définissent les inter-

2
3

0,1-—— 1+£,2}.
2 2

valles et

Le nombre x + |x| est positif, donc la condition imposée s’écrit x + |x| >2.
Pour x <0, on obtient x+|x| =0 et cette condition n’est donc pas vérifiée.
Pour x>0, elle est équivalente 2 2 x = 2, d’ou l'intervalle [1,+°°[.

Vous avez compris ?

Déterminer les intervalles définis par les conditions ~\x+1<1, puis
|x—|x||<2.

Re{bomes:[—l,O[ et ]—1,+<>0[.

1
17. Le milieu de 'intervalle [d, b] est —(z+b), donc 'appartenance de x a cet
intervalle se traduit par la condition :

a+b
2

< b—a
2

x —
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On a en effet les équivalences suivantes :

P E B e gl g T o Ci
2 2
o _b—ﬂgx_ﬂ+bslf—ﬂ
2 2 2

Donc x € [—1, 5] est équivalent a |x—2|<3. Lorsque l'intervalle est
ouvert, on remplace 1'inégalité large par une inégalité stricte. Ainsi, x € ]l, 3[
est équivalenta |x—2|<1 et x € ]—4,—2[ équivalenta |x+3|<1.

18. On obtient les intervalles suivants :
A =]-L+[,ANB={-1},AnC=D,ANnD =[-2,-1],
BNnC=1]-1,3],AuD=R,BUC=[-15[,(BNC)U(BND)=B,
AVUC =(ANC) =R,A'ND =(AuD) =0
19. Pour tout entier positif # on a la relation d’inclusion :

1
0,—

1
0,——
k

F+1

A =

£+1 c

:Aé

L’intersection de ces deux ensembles se réduit donc au plus petit et I'union
au plus gros, soit :

1
E=A=O; et F,=A =[0,1]

Comme 0 appartient a A, pour tout entier p, cela reste vrai a la limite,

donc :

E:ﬁ@:M anO@z&zMﬂ
k=1 k=1

On a également l'inclusion B .On a

A+l

1
c@ﬂmcgzgzh—
14

encore 0 qui appartient a B, pour tout entier p, donc méme si — tend vers z€ro

ce point est encore dans I'ensemble limite, soit :

Gzﬁmzm
=1
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. . . 1 .
En raison de l'inclusion C,,, ©C,,ona H,=C, =|——,0/. Cette fois

par contre le point 0 est exclu de tous les intervalles H,, donc il en est de méme
a la limite et :

H=(¢, =2
=1

20. a) Le dénominateur se factorise en x° —2x—3=(x+1)(x—3), donc
D=R—-{-1,3}. Cependant, le numérateur se factorise aussi par

x° +3x+2=(x+1)x+2), donc on peut simplifier la fraction par x+1 pour

. x+2 . L
x#—1, soit f(x)=—3, et prolonger cette fonction par continuité en
o
1
posant f(—1)= —

b) Le terme sous le radical s’écrit x° —1=(x—1) (x*+x+1), donc est
positif pour x supérieur a 1, soit D = [1,+oo[ .

c) Sagissant d’une racine cubique, elle est toujours définie, donc D = RR.

d) Le terme sous radical s’écrit x*+x—2=(x—1) (x+2), qui est positif
en dehors de l'intervalle des racines, soit D = ]—oo,—Z] ) [1,+<>0[ .

e) Le terme sous radical doit étre positif, et il est du signe de (x —1)(x+1) .
Par ailleurs, le dénominateur doit étre non nul, d’'ou D = ]—00,—1] U ]1,+<>0[.

f) Les termes sous radicaux doivent étre tous deux positifs et le dénomina-
teur non nul, soit x+1=>0 et x—1>0, donc D = ]1,+°°[ .
g) La fonction fest définie pour —x =0 et 2+x >0, soit D = ]—2,0].

h) Pour tout réel x, ona x <| x|, donc la fonction f ne peut pas étre définie
eteD=(.

i) Cette fonction f est définie pour |x |#2 et (1—|x[|)(2—|x]) = 0. Nous
allons distinguer deux cas pour pouvoir retirer les valeurs absolues. Pour x

positif, la condition s’écrit (1—x)(2—x) =0, donc x <1 ou x =2, soit avec
la condition précédente x € [0,1] U ]2,+<>°[. Pour x négatif, on doit avoir
(1+x)(2+x) 20, soit x<—2 ou x=—1, donc x € [-e0,—2[ U[-1,0]. Au
total, on obtient D = ]—00,—2[ U [—1,1] U ]2,+00[ :

j) Chacun des termes sous radical doit étre positif, soit x=0 et
Jx+22+/x +2. Les deux membres de I'inégalité étant positifs, on peut
élever au carré et obtenir comme conditions équivalentes x =0 et
x+2>x+4+ 4\/; . La condition 2+ 4\/; < 0 étant impossible a réaliser, on
aD=0.
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k) L'argument du logarithme doit étre positif, soit (2+x)(2—x)>0 et
D=1]-22.

1) L'argument du logarithme est du signe de :
(x* =3x+2)(x+ D) = (x =D (x—2(x+1)

donc D = ]—1,1[ U ]2,+<>0[ :
x| on trouve f(—x)= f(x), donc fest paire.

21. a) Comme |—x| =
b) On obtient :

f(—x)zx/l—x+x2 —\/1+x+x2 =—f(x)

donc f est impaire.
c) Comme f(—x)= ‘xz I x‘ ne peut pas s’exprimer a 'aide de f(x), on en
conclut que f n’est ni paire ni impaire.
d)Ona:
f=x0) =|—x+1|—|-x—1]=|x—1|=|x+1| == f(x)

donc f est impaire.
e) Pour x non nul :

—x+1/x _ x—1/x

—x—1/x a x+1/x =/

fl=x)=

donc f est paire.
f) Pour —1<x<1 :

1-— 1+
f(=x)=1n al =—In I
1+ x =g

—f(x)

donc f est impaire.

g) Pour —1<x<1:

-0 40 _

f(_x): (1+X)—x+1 - (l_x)x+1 -

donc f est paire.

— Vous avez compris ?
Déterminer si les expressions ci-apres définissent une fonction paive ou impaire sur
son domaine de définition :

\%/(x+1)2 +i/(x—1)2 et e —Lx
e

Réponses : la premiere fonction est paire et la seconde impaire.
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22. a) La fonction partie entiére, notée E, est définie partout. Elle est constante
sur tout intervalle de la forme [é, k+ 1[, de valeur E(x)= £ sur cet intervalle,
avec un saut pour tout entier relatif £. Elle est croissante au sens large sur tout
R, donc elle ne peut pas étre périodique. Pour tout entier positif £, on a
E(x) =k pour x dans l'intervalle ],é, E+ 1[ et E(—x)=—k—1 car —x est dans
I'intervalle ]—é =1, —é[ , donc E n’est ni paire ni impaire. La figure 1.1 ci-apres
représente le graphe de E sur l'intervalle [—5,4[ :

YA

30 G

HY

Figure 1.1

b) Compte tenu des propriétés de la fonction partie entiére, cette fonction
n’est ni paire, ni impaire, ni périodique. Cependant, on peut remarquer que
sur tout intervalle [,é, E+ 1[ ou l'entier £ peut prendre les valeurs —2,—1, 0 et
1, la fonction f a pour expression f(x)=2x—E(x)=2x—#%, avec donc
f(B)=F, et que f(x+1)= 2x+2—[E(x)+1] = f(x)+1. La figure 1.2 ci-
apres représente le graphe de cette fonction sur I'intervalle [—2,2] .

23. a) La fonction f est définie sur R—{1}, donc fof est définie pour
f(x)#1,s0it x#0, avec :

_1-x sr=1 1
I—f(x) 1—-x-1 5 5%

(fof)m)=flf]=

Enfin, fo fof est définie aussi sur R —{0,1}, avec :

2 1 1
(fofof)w=f[f @] TR T
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Figure 1.2

b) La fonction g est définie pour X =3x+2=(x—1)(x—2)=0, soit sur

D, = |-eo,1]U[2,400[, et la fonction f pour 1—x” 0. La fonction fog est

donc définie pour tout x de D, tel que 1—g*(x) >0, soit x°—3x+2<1 ou
3

2
x’—3x+1<0, condition qui est équivalente 2 (x ——) _Z <0 ou

x —% < ? Le domaine de définition de f o g est donc l'intersection de D,
- — -
et de = 2\/3 , 5+2\/§ , soit [ - 2\/3 ,1] Ul 2, 2 2\/3 . Sur cet ensemble :

(Fog) ()= F[g)] = y1=[g)] =v—x"+3x—1

24. a) La fonction f est croissante sur R et son image est R. Pour tout réel y,

1
on écrit I'équation y=2x+1, qui admet la solution x=5(y—1). La réci-

1
proque de f est donc définie pour tout réel x par /' (x) =—(x—1).

b) La fonction f est décroissante sur tout R et I'équation y=</1—x’
admet pour solution x=3/1—y’ , donc f~' = f. Ainsi, fof=fof ' =i,
application identique sur R.

c) Cette fonction fest définie et monotone croissante sur chacun des inter-
valles ]—00, —1[ et ]1,+°<>[ , qui ont comme intervalles images respectifs
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J0,400[ et J-2,0[. Pour y#0, I'équation y= f(x) sécrit :

-1 ‘ -1 1+¢e’
x PN e}:x o g= e
x+1 x+1 1—e’

y=In

La réciproque £~ est donc définie pour x différent de zéro par :

1+e”

1—e"

=

d) La fonction f est la fonction identité sur R_, donc il en est de méme
pour sa réciproque. Pour x positif, cette fonction est croissante et a pour image
* s, . 2 . . .
R, I'équation y = x” admettant la solution unique x =4/ y . La réciproque est
donc :

x si xeR_
Jroosi x e R*

25. a) Comme il s’agit d’une fraction rationnelle avec la forme indéterminée

oo o o 2 2 o 3 o
—,0n lelSC numerateur et denommateur par X pour obtemr .
oo

flixe

x+1/x+1/x
(x)=————— > 4
f 1-2/x°

résultat prévisible car le polyndme numérateur est de degré plus élevé que le
polyndéme dénominateur.

. . 0 . .
b) Nous obtenons la forme indéterminée —, c’est-a-dire que 1 est racine
0

du numérateur qui se factorise par (x = 1) (xz +4x+ 1)) et du dénominateur
qui se factorise par (x —1)(x+2). Pour x différent de 1, cette fraction se sim-
plifie donc par :

2
PN 2 SN
x+2 B
¢) Comme \/x_2=|x

Pour x>0 :

, il va falloir étudier deux cas selon le signe de x.

f(x)=x+1+£%2
x

quand x tend vers zéro par valeurs positives.

Pour x <0 :
x
f(x)=x+1-——>0
x
quand x tend vers zéro par valeurs négatives. Ces deux limites étant distinctes,
on en conclut que f(x) n’admet pas de limite quand x tend vers zéro.
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d) On divise le numérateur et le dénominateur de cette forme indéter-

o 2 5
minee — par x , SO1t :

1/\/;+1/x

f= 1+4/x+1/x°

e) On résout cette forme indéterminée o —oo en multipliant par la quan-
tité conjuguée pour faire disparaitre le radical :

(x—\/xz—x (x+\/x2—x x 1 1
( ): = = %_
i x+x’—x x+Vx'—x 1+v1-1/x 2

f) On divise numérateur et dénominateur par vx :

f(x)= L —1

\/1 +1x+1/xx

g) On réduit au méme dénominateur :

+x-2
f(x)le—X%

— X

Comme numérateur et dénominateur s'annulent pour x =1, on peut sim-
plifier cette fraction par x—1, avec pour x #1 :

—-1

(x—D(x+2) x+2
f(x): B =— >
(1—x)(1+x+x) 85 A sear Ll

h) On peut poser 1+ x = #°, avec # qui tend vers 1 quand x tend vers zéro

51 (=D +u+1) L2
f(x):uz 1: U (” u ):u +Z{+1%é
u —1 (—1)u+1) u+1 2

i) On factorise le dénominateur, puis on simplifie par x —+a
pour x # a :

N 1
(Vx—a)(Vx+va) Vx+va  2Ja

j) On multiplie par la quantité conjuguée pour faire disparaitre le radical :

fx)=

x(x+a)—x°

ax a
(x)= = - —
i x(x+a)+x x[1+\/1+ﬂ/x] 2
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k) Pour résoudre cette forme indéterminée oo —oo on utilise 'identité
&+ b =(ﬂ+b)(az—ab+b2),avec icia=x et b=x1—x" ,donc &’ +4° =1
et :

f(x)= L -0

xz—x’\%/l—x’% +(’\%/1—x3)2

car les trois termes du dénominateur tendent vers +oo quand x tend vers +oo.

— Vous avez compris ?
Déterminer les limites des expressions suivantes pour x —> +oo :

2x° +3x—1 x+1

3x°+1 3?2

(o]

Réponses : ces deux formes indéterminées — tendent vespectivement vers 2/3 et 1.
(e o)

26. a) Au voisinage de 'infini, on remplace chaque polyndme par son terme de
plus haut degré qui lui est équivalent :

3x” X 2x
f~Z2 =6
x
donc cette valeur 6 est la limite de f(x).

b) Au voisinage de zéro, on remplace chaque polynéme par son terme de
plus bas degré qui lui est équivalent :

Fly~ 2 4y

X

donc f(x) tend vers 0 quand x tend vers O.

¢) Chacun des termes de la différence est équivalent a xJx , donc ces
termes disparaissent. Nous allons multiplier par la quantité conjuguée :

x Fx+2—x"(c+1/x)

fx)=
Vol + x4 2+ xx+1/x

2 2 _ 32

_\/x3+x+2+xm ZX\/;_

donc f(x) tend vers O quand x tend vers +oo.

d) On remplace les radicaux par leurs expressions, soit 4/(x — D' =(x—1)

2
et (x2 —1) = ‘xz —1‘. Il va donc falloir distinguer les limites a droite et a
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gauche pour pouvoir retirer la valeur absolue. Au voisinage de 1 et pour x >1 :

2

£ x’—=1 2x+1 x+1 2x+1 x° 1
x)= — = —_ = ~
(x—-1° x*—1 x-1 x"—1 (x—D(x+1) 2(x—1)

donc f(x) tend vers plus l'infini quand x tend vers 1 par valeurs supérieures.
Pour x<1:

x> =1 2x+1_x+1+2x+1_ X+ 4Ax+2 7
(x—1> 1-x x—-1 x*—1 (x—D(x+1) 2x-—1)

fx)=

et f(x) tend vers moins l'infini quand x tend vers 1 par valeurs inférieures.
Ainsi, f(x) n’admet pas de limite quand x tend vers 1.

e) La fonction f n’est définie que pour x > 2, donc on étudie la limite
quand x tend vers 2 par valeurs supérieures. Dans ce cas, on peut simplifier
par Vx—2 :

fE)=((x+DVx—2 ~3Jx—2

et f(x) tend vers O par valeurs supérieures.

f) On remarque que / n’est définie que pour x > 1, donc on étudie la limite
quand x tend vers 1 par valeurs supérieures. Pour obtenir I'équivalent, on pose
2
uw =x—1:

pil)=tepo— a1
f( ) (2+u2)2 4 (1+;/2/2)
Y P )(1— !
4 1+4°/2 1+4°/2
2
=i +— PR |
4(2+u2) 1+ 4°/2

Comme # est voisin de zéro, on ne conserve que les termes de plus bas
degré :
24
8
et donc f(x) tend vers zéro par valeurs supérieures.

£ ~ =%m—b

g) Au voisinage de 1 on obtient :

x 3x—1 x'=2x+1  |x—1]| 1| 1
_ - - [ e
[x=1] (x+D|x—1] (x+D|x—1] x+1 2

fx)=

et donc f(x) tend vers zéro par valeurs supérieures.
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h) La fonction f n’est définie que pour x 21, donc on étudie la limite
quand x tend vers 1 par valeurs supérieures. On obtient :

Foo="H2 =11+ “x_1]~\/x—1
2x+1) 2(x+1)

et donc f(x) tend vers zéro par valeurs supérieures.

— Vous avez compris ?
Déterminer un équivalent, puis la limite, des expressions suivantes :
2 4 2
(Zx +x )(x +5) %’ —1

5 , x—>0 o —m, x—1
Sx + x ol

Réponses : les équivalents sont 2x — 0 et 2Jx—1 —> 0" quand x —1".

27. a) Le numérateur est un polyndéme défini et continu partout et le dénomi-
nateur défini et continu pour x+12=0. Le rapport est donc continu sur son
ensemble de définition ]—1,+°<>[.

b) Cette fraction n’est pas définie pour x =—1. Nous allons cependant
écudier les limites a gauche et a droite, a cause de la valeur absolue, pour exa-
miner si on peut prolonger cette fonction par continuité. Pour x <—1 :

fx)=— 25 G- =2x"+1—> -1
x+1

et, pour x >—1:

2x°(x+1)—(x+1)
x+1

2
Flx) = 23 —1—-1
Les limites a gauche et a droite sont distinctes et / n’est pas définie pour
x =—1 ou il y a une discontinuité de premiere espece.

¢) La fonction f est définie partout sur R . Mais la valeur en x =0 doit
étre la limite de f(x) pour x #0 et x — 0, afin qu’elle soit continue en ce
point. Il faut étudier les limites a gauche et a droite. Pour x <0 :

f(x) — _M: —l(x+l) N _l
2x 2 2
et, pour x >0 :
f(x):M:l(xH)_)l
2x 2 2

Il y a une discontinuité de premiere espece pour x =0 .
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d) Le terme sous radical est (x —1)*, donc [est définie partout sur R . Elle
sera continue pour x =1 si les limites a gauche et a droite sont égales a
f()=1.Pour x<1:

x(x—1)
=—x— -1

fx)=

1—x

et, pour x >1 :

x(x—1)

x—1

x—1

f(x)=

donc fest continue a droite et discontinue a gauche.

e) Les termes sous les radicaux doivent étre positifs et le dénominateur de
f(x), pour x #0, non nul. Or, pour x <0 ona x+|x| =0, donc les condi-
tions sont :

x>0, x(x+1)=20, x(1-x)=20 & x>0, 1—x=0

Le domaine de définition est donc lintervalle [O,l] puisqu’on a
défini f(0)=0.

2
Comme f(lf) = f(1)=—, la fonction f est continue a gauche
pour x =1. Pour x>0 : 2

JUx+x —N1/x—x _ \/H-x2 —\/l—x2

2x ; 2x\/;
_ 2x° _ \/; 2N
B Zx\/;(\/1+x2 +\/1—x2)_ Vi4x? #4147

fx)=

0+

donc f est continue a droite pour x =0 et par conséquent continue sur son
ensemble de définition [0,1].

f) Pour x supérieur a 1, on a toujours \/xz +a > \/x+ 4, donc la fonc-
tion f est définie partout. Les expressions de f(x) étant différentes sur les
intervalles ]—00,1] et ]1,+<>0[ il faut écudier la continuité pour x=1. On a
fAH)=f1)= 4\/5. D’autre part, pour x >1 :

(xz—l)(\/xz+cz2 +\/x+az)

(x2+az)—(x+czz)

fx)=

+1
_ (\/x2+ozz+\/x+azz)%4 1+4°

X

donc il faut que > =1 pour que f soit continue partout.



D Dérivées
et différentielles

L’
(= ‘ESSENTIEL

La dérivee d'une fonction est définie a partir du taux
d'accroissement de celle-ci, divisé par le taux d'accroissement Ax
de la variable. Si ce rapport admet une limite quand Ax tend vers
zéro, alors la dérivée existe. Cette limite bien slr n’existe que si la
fonction est continue. L'existence d'une dérivée prouve donc une
certaine régularité de cette fonction, traduite par une direction privi-
legiée du graphe au voisinage d'un point. La constance du signe de
cette dérivée sur un certain intervalle correspond a la monotonie de
cette fonction sur cet intervalle. C'est donc un outil essentiel de
I'étude d'une fonction. La dérivation est une opération linéaire sur
I'ensemble des fonctions dérivables, c’est-a-dire que la dérivée
d'une combinaison linéaire de fonctions est la combinaison linéaire
des dérivées de ces fonctions. La dérivée des fonctions usuelles
permet d'obtenir celle de fonctions plus complexes, a partir des for-
mules indispensables de dérivation d'un produit, d'un rapport ou
d'une composition de fonctions. La dérivée logarithmique peut étre
utile notamment pour le calcul de la dérivée d'un produit ou d'une
forme exponentielle. Elle permet aussi de calculer |'élasticité d'une
fonction, notion utile en économie.

1 © Notion de dérivée

Définition. Une fonction numérique £, définie au voisinage d’un point x,, de
R, est dérivable en x, si le rapport :
fx) = f(x,)
X=X,
ou x est différent de x,, admet une limite quand x tend vers x,,. Cette limite,
quand elle existe, est appelée dérivée de f au point x, et notée f (x,) ou
LG
dx

X=X
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Notons que toute fonction dérivable en un point est continue en ce point
mais que la réciproque est fausse.

Définition. Si une fonction f est dérivable en tout point d’un intervalle ouvert,
. . R . . ’

la fonction f” qui associe a tout point x de cet intervalle le nombre /' (x) est

la fonction dérivée de f, définie sur cet intervalle.

Dérivées a droite et a gauche. On dit que f est dérivable a droite (resp.
gauche) en x,, si le rapport :

J ()= f(xy)
X=X
ol x est différent de x,, admet une limite a droite (resp. gauche) quand x tend
vers xg (resp. x,). Cette limite, quand elle existe, est notée
f(x,) (resp. f(x,)).

Une fonction est dérivable sur un intervalle fermé [, /] si elle est déri-
vable en tout point de l'ouvert ]a, b[, si elle est dérivable a droite en « et a
gauche en .

Dérivées successives. Si la fonction dérivée f” est dérivable a son tour en
. N . . s s 4 2 .

tout point d'un intervalle ouvert, la fonction dérivée (f') est définie sur le

A . s 77 P . .

méme intervalle, notée /. Elle se nomme dérivée seconde de . On peut ainsi

définir de proche en proche, quand elle existe, la dérivée n-ieme, ou d’ordre 7,

qui se note /' ou 47,
dx”
2 © Calcul des dérivées

Si # et v sont deux fonctions définies sur un intervalle ouvert et dérivables
en un point x, de cet intervalle, alors les fonctions #+v,Au,uv et = sont déri-
v
vables en x, avec :

(u+v) (%)) =u"(x,)+v"(x,)
(M) (%)) = it (), reR

() () = u(x,) v'(x,) + ' (x,) v (x,)

(ﬁ) () = LV E) =)V ) Gy
v

2
v (x,)
Dérivée d’une fonction composée. Si # est une fonction définie sur un inter-
valle ouvert I contenant x,, dérivable en x,, et si f est une fonction définie sur

un intervalle ouvert contenant #(I), dérivable en #(x,), alors la fonction com-
posée f ou est dérivable en x,, de dérivée :

(Fou) (x))=f lulx)]d (x,)
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Formule de Leibniz. Si # et v sont deux fonctions # fois dérivables sur un
intervalle ouvert I, alors la fonction #v est 7 fois dérivable sur I, avec :

1 -1) 7 —
()" =u" v+ C u" VS A+ C ATV ™

Dérivée d’une fonction réciproque. Soit / une fonction strictement mono-
tone et dérivable sur un intervalle ouvert I. En tout point y, de J = f(I) tel
que f'(x,) est différent de zéro, ot y, = f(x,), la fonction réciproque g = /'
est dérivable, avec :

_ 1 1
) £ eGo)]

Dérivée logarithmique. Si f est une fonction réelle, définie et dérivable sur
un intervalle ouvert I, non nulle sur I, on appelle dérivée logarithmique de f

’

g’(yo)

I'expression f—, qui n’est autre que la dérivée de In | f].

Elasticité. Si f est une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I, déri-
vable en un point x,, de I, I'éasticité¢ de la fonction f au point x,, par rapport a
la variable x, est le nombre :

dy/y, ﬁ(ﬂ)

e x(x ): =
s dx/x,  y, \dx/,_

f1(x,)

X
= ,( o): 0 <
P
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Vrai Faux

1. Une fonction peut étre continue mais non déri-
vable en un point. O

2. Si deux fonctions ont la méme dérivée sur un
intervalle ouvert, elles sont égales.

3. Si les dérivées a gauche et a droite en un point
sont égales, la fonction est dérivable en ce point.

4. Si une fonction est deux fois dérivable en un
point, elle est indéfiniment dérivable en ce point.

5. Une fonction a élasticité constante est une fonc-
tion puissance.

6. L’élasticité d’'une somme de deux fonctions est la
somme de leurs élasticités.

7. Si une fonction paire est dérivable, sa fonction
dérivée est impaire.

o O O O O O
O O O O O O

8. En utilisant la propriété suivante de la fonction logarithme :

o In(+2)
lim——=

#—0 Vi

1

retrouver I'expression de la dérivée de cette fonction.
9. Calculer la dérivée de la fonction £ définie par f(x) = |x* — 3x].

10. Montrer comment on peut déterminer par récurrence les dérivées succes-
. . Lo —x%2
sives de la fonction f définie par f(x)=e*'".
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11.La fonction f est définie par f(x)=x"e ™ —2, pour x>1, et par
F(x)=axe? pour 0 < x < 1. Déterminer les constantes réelles z et 4 pour que
/soit dérivable sur R,.

a> NTRAINEMENT

—= - —— ==

Dérivée en un point

12. Utiliser la définition de la dérivée d’une fonction en un point x, pour
calculer les dérivées f '(xo) des fonctions f définies par les expressions f(x) ci-
apres :

1
,x#—1; c)

X
x+1 Vx+1

Analyse de I'énoncé et conseils. La dérivée en un point x, est définie comme
S0 = fxp)
X=X,
tend vers x,. Il faut donc calculer ce rapport, en posant x = x, +4 avec b qui

tend vers zéro.

a) x°+x ; b) ,x>—1.

la limite, lorsqu’elle existe, du taux d’accroissement quand x

Calcul de dérivées

13. Calculer, lorsqu’elle est définie, la dérivée des expressions f(x) suivantes :

2 e b) V(x> +1)

X 1
5 d)— 5
x’+1 J2x+1)
, (1+/x)?
& ——F; —
X2 +x 1+ (x—1)°

A++x) . 1+x

(x+1° (x+1)°*"*"

)

g)
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Analyse de 'énoncé et conseils. A partir de la dérivée de la fonction puis-
sance, on déduit ces dérivées par application des formules de dérivation d'un
rapport ou d’une fonction composée.

14. Calculer, lorsqu’elle est définie, la dérivée des expressions f(x) suivantes :

a)xln|x + 1];

b) (x+1nx)’ ;

2

1 |
<) —+21r1x—ﬂ ; d)x— ;
x x Inx
o x+Inx : b ln x(2x—1)‘ ;
x—lnx x+3
g) 3)6 : h) x2€1/x :
. 1\ . 3
D{1+—] ; P Ind+x7);
x

k) In(1+ xe™).

Analyse de I'’énoncé et conseils. En utilisant les formules de dérivation d'un
produit ou d’un rapport, ainsi que la dérivée logarithmique, on obtient ces
dérivées a partir de celles des fonctions exponentielle et logarithme.

15. Calculer, lorsqu’elles sont définies, les dérivées des expressions suivantes :

Inx

u=x", v=x", w=u, t=(nx)

Analyse de I'énoncé et conseils. Toutes ces expressions étant de la forme [,
on calculera leur dérivée logarithmique qui sera g’ In f + gf’/f , définie pour
toutes les valeurs de x telles que f(x)>0.

Dérivées a droite et a gauche

16. Ecudier la dérivabilité des fonctions £ définies par les expressions f(x) ci-
apres :

a) |l +x—2| +|x+1]; b) ! XW pour x #0 avec f(0)=0;
+e
) «/m + Nl =x; d) ln(1+e_uxz)pour x#0 avec £(0)=0.

Analyse de I'énoncé et conseils. On écrit les expressions de f(x) ne faisant
pas intervenir des valeurs absolues. On calcule ensuite leur dérivée, et aux
points ou ces expressions changent, on calcule les limites a gauche et a droite
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qui définissent les dérivées a gauche et a droite. Pour que la fonction soit déri-
vable, il faut que ces dérivées coincident.

Dérivée d'une fonction composée

17. Calculer la dérivée de la fonction composée h= fou dans les cas
suivants :

a) u(x)=5x2+2x+3,f(u)=u4 ; b) ﬂ(x)=xex+l,f(u)=\/;,x>0 ;
x

2
u
)

9) z;(x)=x+\/;,f(u)=l,x>0 ; d) ﬂ(x)=1+lnx,f(u)=1
P

e) u(x)=~x+1,f(u)=e",x>-1.

x>0 ;

Analyse de ’énoncé et conseils. Il suffit d’appliquer la formule de dérivation
d’une fonction composée (f ox) (x)= f [u(x)] # (x). Elle peut se retenir plus
df [u(x)] _ df (w)  du

de  dr  dx
En effet, si on assimile ces dérivées a des fractions, on retrouve le premier
membre par une simplification symbolique de d# au numérateur et au déno-
minateur dans le second membre.

facilement en 'écrivant sous la forme différentielle

18. Les fonctions f et g étant définies par :
+ 1+
Flx = a+x x

gx)=In
1+ ax 1—x

oll z est un réel non nul, avec |#| # 1, montrer que les fonctions get go f ont

la méme dérivée par rapport a la variable x.

Analyse de ’énoncé et conseils. On calcule la dérivée de la fonction g sur son
domaine de définition, puis on applique la formule de dérivation d’une fonc-
tion composée. Bien entendu, si ces deux fonctions ont la méme dérivée, c’est
quelles different seulement d’une constante, ce que 'on pourrait vérifier en
calculant explicitement (go f)(x).

Dérivées successives

19. Calculer la dérivée seconde de la fonction f définie par :
F(x)=exp(x’ —3x+1).
20. Soit 7 un entier naturel et f(x)= (x+\/x2 —1) . Calculer 'expression

suivante :

(> =1) f) +xf (x) =1 f(x)
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Analyse de I'énoncé et conseils. Il faut exprimer les deux dérivées a partir
de la fonction elle-méme et on obtiendra ainsi facilement l'expression
demandée.

21. Calculer la dérivée d’ordre cinq de la fonction f définie par f(x) = IX
—x

Analyse de I'énoncé et conseils. Il est conseillé de faire apparaitre dans
I’écriture de la fraction rationnelle f(x) sa partie entiere polyndmiale, avant de
calculer les dérivées successives.

22. Calculer la dérivée d’ordre 7 des fonctions f définies par les expressions
/(x) suivantes :

a) (ax+b) ovaetbe R, b) Inx ;
1
c) ; d) xIn(1+2x) ;
1+ 2x
e) x\/; ; D ln(ax+b) avecae Rt etbe R,

Analyse de I'énoncé et conseils. Le calcul des deux ou trois premieres déri-
vées permet de pressentir quelle est 'expression générale de /™" (x) en fonc-
tion de 7. On dérive alors cette expression et ce que 'on obtient doit se déduire
de la forme générale précédente en remplacant »—1 par 7.

23. Calculer la dérivée d’ordre 7 de la fonction composée f ou, ou f est une
fonction indéfiniment dérivable et #(x) = ax+ b, avec a et b réels non nuls.

Analyse de I'énoncé et conseils. 11 suffit d’appliquer la formule de dérivation
d’une fonction composée pour obtenir cette dérivée par récurrence.

Formule de Leibniz

24. En utilisant la formule de Leibniz, calculer la dérivée d’ordre » des fonc-
tions f définies par les expressions f(x) suivantes :

2

+1

a) xe* ; b) : ;
x+1
s 1+x

o) x’Ilnx ; d) —;

NE

Analyse de I'énoncé et conseils. On calcule les dérivées d’ordre quelconque
p des deux fonctions # et v dont le produit donne f. On pourra éventuellement
utiliser les résultats de I'exercice 22. Enfin, dans certains cas, on remarquera
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que les dérivées sont nulles au-dela d’un certain ordre, ce qui simplifie ['utili-
sation de la formule de Leibniz.

Dérivée logarithmique

25. Calculer la dérivée logarithmique des fonctions / définies par les expres-
sions f(x) suivantes et en déduire leur dérivée f'(x).

x—1 Jx
a) (x+1D)QRx+1DRx+1) ; b) %/( 2)2\/( > ;o) xV.
x+ x+

Analyse de I'énoncé et conseils. Pour calculer la dérivée logarithmique de la
fonction £, il suffit d’écrire le logarithme de | /|, puis de dériver. La dérivée de
/ s’obtient ensuite en multipliant le résultat par f et en précisant le domaine
ou elle est définie.

Elasticité
26. Si f et g sont deux fonctions dérivables en un point x, d’élasticités notées
e, (x) et e, (x), on demande d’exprimer I'élasticité des fonctions fg, f/g et

/o g. En déduire alors I'élasticité des fonctions définies par les expressions ci-
apres :

35/
a) E x°, ax” avec a et o constantes réelles ;

x+1 2x+1
b) Vxl+1 al

\/x +1 \/x +1 \/4x +1 ,
Ox+1, x> +x, (1+l)‘.
X

Analyse de I'énoncé et conseils. Les formules de dérivation d'un produit et
d’une fonction composée permettent d’exprimer les élasticités demandées en
considérant le quotient f/g comme le produit de f par 1/g. On utilisera
ensuite ces formules pour le calcul des élasticités, en essayant d’exprimer a
chaque fois une fonction a I'aide de celles qui la précedent.
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1. Vrai. On sait que la dérivabilité implique la continuité mais que la réci-
proque est fausse. Par exemple, la fonction fdéfinie par f(x) =|x| est continue
a lorigine. Cependant, puisque f(x)=-x pour x<0 et f(x)=x pour
x 20, elle admet une dérivée a gauche égalea —1 et une dérivée a droite égale
a 1. Elle n’est donc pas dérivable en ce point.

2. Faux. L'égalité [ "(x) = g'(x) implique seulement que f(x)—g(x) est
constante sur cet intervalle.

3. Vrai. Si les limites a gauche et a droite du taux d’accroissement sont égales,
cela implique que ce taux admet une limite qui est par définition la dérivée de
la fonction en ce point.

4. Faux. Une fonction peut n'admettre des dérivées en un point que jusqu’a
un ordre p fini, et pas au-dela. Par exemple, f(x)= 4x2\/:cp est définie pour
x =0, ainsi que les dérivées f (x)=10x/x et f”(x) = 15\/;. Cependant,
P = 15/24/x nlest pas définie pour x =0.
f(x) a

5. Vrai. Si xf (x)/f(x)=a, on a -
In |x[" + C. [ x

La fonction est bien de la forme f(x) = Ax”, avec A constante quelconque.

, donc en intégrant In |fx)| =

6. Faux. C'est I'élasticité d'un produit qui est la somme des élasticités. L'élas-

4 ’ 4 ’

8

qui n’est pas lasomme de x~— et x=—.

4
7. Vrai. Par hypothese f(x)= f(—x), donc en dérivant cette égalité on
obtient f'(x) = —f’(—x), ce qui traduit le fait que f” est impaire.

ticité de lasomme [ + g est x

8. Pour déterminer la dérivée, on écrit le taux d’accroissement pour x >0, en

h
utilisant la relation In(x+4)=1nx+In (1 + —) :

x
+3) ()
In|1+— In|1+—
In(x+Ah)—Inx x 1 x 1
= =— —-—, h—=0
/ h x h X
x

, .1 2oz
et par conséquent on retrouve bien = comme dérivée de In x.
X
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9. Cette fonction est définie et continue partout sur R. Pour pouvoir calculer
la dérivée, il faut retirer la valeur absolue. L’expression x° —3x=x(x"—3)
change de signe pour x = —\/3 ,0 et \/3 . Nous allons donc distinguer quatre
cas. Pour x< —J§, on a f(x)= —x’ +3x et f’(x) =-3x"4+3. Pour
—\/§< x<0,ona f(x)=x —3x et f'(x)= 3x°=3. On peut noter que
f' (—\E‘) =—6 alors que f' (—\@*) =6, donc f n'est pas dérivable pour
X = —J§ Comme f est paire, on en déduit pour x positif sa dérivée par la rela-
tion f (x)——f (—x), soit f (x)==3x"+3 pour O<x<\/§ et
F(x)=3x"-3 pour x> /3 . Bien entendu, [ n’est pas dérivable non plus en
3 et comme f (07)==3 et £ (07)=3 elle n’est pas dérivable non plus a
lorigine.
10. La fonction f est indéfiniment dérivable, de dérivée logarithmique —x,
soit f'(x)=—xf(x). En dérivant cette expression, on obtient :

£ ==f)—xf (x)=—fx)+x" f(x) = (x" = 1) f(x)

En dérivant une nouvelle fois :

FPx) = 2xf () + (x> = 1) £/ (5) = (= + 3x) f(x)

On constate donc que les dérivées successives s’écrivent sous la forme
f('”(x) =P (x)f(x) ou P est un polynéme de degré », avec P (x)=1,
P(x)=—x, P(x)= x°—1 et P (x)= —x +3x . Vérifions que cela reste vrai a
lordre n+1 en dérivant f"(x) :

760 = Bl )+ B, f () = [B ()= 5, ()] ()

Cette expression est bien de la forme P, (x)f(x), avec P, (x)=
P/ (x)—xP,(x) qui est un polyndme de degré n+1 puisque xP, (x) est de
degré n+1 et P/(x) de degré n—1.

11. Les deux expressions qui définissent f sont des produits de fonctions puis-
sance et exponentielle, donc continues et dérivables sur les intervalles consi-
dérés. C'est au point de séparation de ces deux intervalles qu’il faut examiner
la continuité d’abord, puis la dérivabilité. Puisque f(1)=-1 et f 1) =ae’,
la continuité de / impose comme premiere condition que e’ =—1. Pour
0<x<1, on a f(x)—ﬂe + 2abx’e” , donc F'(1° y=ae’ (1+2b). Pour
x>1,0na f'(x)=2xe" —x’e™ et f’ (1) =1. La dérivabilité en ce point
donc sur R, implique ze’(1+24) =1, soit avec I’ autre condition 1+2b=—1.
On en déduit b=—1 et o =—e, et ainsi f(x)=— xe ™ pour 0< x<1.

12. a) On obtient comme accroissement de la fonction f:

f(xo +b)_f(xo) = (xo +b)3 +(x0 +b)_x(3) X
=3hx+3h*x,+h+h
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Et comme taux d’accroissement :

flx,+h)— f(x,) _
h

b +3hx, +3x; +1

o o 2 2 :

Sa limite, quand 4 tend vers zéro, est 3x; +1 qui est donc f '(xo) .
b) L’expression de 'accroissement de la fonction est ici :

x,+h X h

+h)— = -
fxy+h)— f(x,) kbt xy+l  (xg+D(x+h+1)

Donc le taux d’accroissement :

f(x0+b)—f(x0): 1
h (x, +D(x, +h+1)
a pour limite ——— qui représente f'(x,) .

0
¢) On écrit I'expression de 'accroissement de la fonction, puis on réduit

au méme dénominateur et enfin on multiplie par la quantité conjuguée pour
faire disparaitre au numérateur les radicaux :

1 Rtk bl
Voo th+1 xg+1 o +1 ., +h+1
_ b
Jxo H 1w Hh+1 ({x, +1+x, +h+1)

En divisant par A, puis en faisant tendre 4 vers zéro, on obtient comme
limite :

J ey +h) = f(x,) =

1
2x, +1)"

f,(xo)z—

13. a) La dérivée de f(x)=x" est f’(x)=nx""", définie sur un ensemble qui
est R si 7 est un entier supérieur a 1. L’ensemble de définition de f” est R” si
n= plqg avec p entier inférieur a I'entier ¢ impair ; c’est RY si 7 est un réel
quelconque. Ici #»=3/4, donc la dérivée est f’(x)=3/4f/; définie pour
x>0.

b) On a encore une fonction puissance de la forme #", avec » = 3/2, mais
cette fois # est une fonction de x, donc la dérivée est de la forme nz""u’.
Comme #=x"+1, on obtient #’ =2x et f(x)= 3\’ +1 qui est définie
partout.

c) Cette fois f se présente sous la forme d’un rapport #/v avec #=x et
3 2.tz 2 sz 2
v=x"+1, de dérivées #’ =1 et o' =3x". La dérivée (#'v—uv)/v* a pour
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expression :

, 1-2x°
f)=—¢5
(1 = x")
définie, comme f, pour x différent de —1.

d) L’expression de f(x) peut se mettre sous la forme #", avec #=2x+1

et n=—2/3.La dérivée na""'u’ est définie pour x différent de —% par :

4
fx)y=———F—
33(2x+1)

e) Il s’agit d'un rapport de la forme #/vavec #=x et v =x"+ Jx , de déri-
vées 1’ =1 et v’ =2x+1/24/x . La dérivée est définie pour x>0 par:

x2+\/§—2x2—\/x/_2:\/;(1—2><\/;) 1—2x/x

(x2+\/;)2 Zx(x\/;+1)2 - 2\/;(1+x\/;)2

flx)=

2
f) Nous avons encore un rapport #/v avec # = (1 + \/;) et v=1+(x—-1),

de dérivées #' =2 (1+ \/;)/2\/; et v' =2(x—1). La dérivée est définie pour
x>0 par :

(1473 (%2 = 25+ 2) = 26— DV (14
V(% =25 +2)°
(14 ) (—2" = 2xv/x + 2/x + 2]
Vao(x? =25 +2)°

2
g) Le numérateur est # = (l-l—\/;) et le dénominateur v = (1 + x)°, de
dérivées #’ =(1+/x)/v/x et o' =3(1+x)’. Dol une dérivée définie sur R,
par :

flx)=

, (143x) A+ 0 =3 (1) 0+ 2)°
S Vx(1+%)°
(14++x)(1-3vx - 2x)
V(@ +x)*

h) On peut remarquer que 'expression a dériver ici est la racine carrée de
la précédente. Il faut donc diviser la dérivée obtenue par 2,/ f(x), ou f(x)
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représente |'expression de la question g), soit la dérivée :

(1+\/;)(1—3\/;—2x)x A4 1-3yr—2x
V(1 +0)° 2(14+x) 2+

— Vous avez compris ?
Calculer la dérivée des expressions suivantes :

f“x_l I+<x1>

Réponses :

>0

x>0; X R |x|>1 (1= x)1+3%)

1
Sl 24x" ~1 , 2\/;[\/;+(x—1)2]2’

14. a) Il s’agit de la dérivée d’un produit, définie pour x différent de —1 :

s s 3 2 o o
b) La dérivée de #’ est 3u°#", avec ici #=x+Inx, donc # =1+—. La
b b
dérivée, définie pour x > 0, est : X

fx)= (x+1nx)’

1
e
x
.. Inx ) 1
¢) On considere —= comme le produit de lnx par L pour calculer la
dérivée, définie pour x >0 :

, 1 2 1 Inx 1
f(x):_;+__—+ =—@2x+Inx—2)

2 2
X X X X

d) L’expression a dérilver est sous la forme #/v avec #=x" et v=Inx, de
dérivées #' =2x et v’ = e Soit, pour x € ]O,l[u ]1,+00[ :
2x1nx—x

(In x)*

e) On a encore un rapport #/v avec #=x+Inx et v=x—Inx. Dot

f(x)=

”,:H_o_c et 1/=1—)—C et donc, pour x>0 :

f'(x)=2 1—Inx

(x—1nx)’
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f) On écrit f(x) sous la forme :
f)=In|x|+In|2x—1]|—In]|x+3]|
D’ou la dérivée, définie pour x différent de =3, O et 1/2 :
2 1 2x° +12x—3

1
[)=—+ - =
x 2x—1 x+3 xQ2x—1)(x+3)

g) On a In f(x)=x1n3, donc la dérivée logarithmique est In3, soit
F(x)=3"1n3.
h) On peut aussi déterminer la dérivée logarithmique a partir de
1 2 1
In f(x)=2In|x|+— dont la dérivée est ———. Soit pour x diftérent de
X X X
Z€10 :

£/(x) = 2x—1)e'”

1) On écrit encore :

In f(x)=xIn

1
e
X
dont la dérivée est :
’ 2
£ (1+l) L
f(x) 1+1/x

X
qui est définie quand I'argument du logarithme est strictement positif, soit
pour x<—1 ou x>0.

1
x+1

1
14—
X

=In

j) La dérivée de Inx est #’/u avecici # =14+ x,donc #’ =3x". Soit, pour
x>—1:
3

1+ x°

4
fo=
k) L’expression # =1+ xe” est toujours positive, de dérivée " =e" + xe”.
Donc pour tout x réel :

1+ x
1+ xe”

X

©

(%)=
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— Vous avez compris ?

Calculer les dérivées des expressions suivantes :

Inx+1 5 =
e x'e
Inx—1
Réponses :
2 2 —2x
-, xe]O,e[U]e,+<>°[ e xe (3-2x), xeR
x(lnx—1)

15. La fonction # est définie et dérivable pour x >0, avec In # = xInx, donc
W (x)=u(nx+1).

Pour x>0,0onaln v=# ln x, donc v" = (%" In x + #/x), soit :

1
(Inx)’ +lnx+—
x

v (x)=ww

La fonction w est définie et dérivable aussi pour x >0, avec In w =xlnu,
donc w’ =w(lnu+ xu’lu), soit :
w(x)=xwlnx+1)

L'expression de 7 est de la forme /7 avec f(x)=Inx . D’apres ce qui pré-
cede, sa dérivée est donc #' =z(In f+1)f’, soit pour x >1 :

#'(x)=[1+In(ln x)]M
X

16. 2) Comme x° +x—2=(x—1)(x+2) , il faut distinguer quatre intervalles
pour pouvoir retirer les valeurs absolues.

e Pour x<—2,o0na f(x)=x"—3 et f'(x)=2x,donc f(-27)=—4.

e Pour —2<x<-1, on obtient [f(x)= —x’—2x+1 et fx)=
—2x—2, donc f'(-2")=2 et f’(=17)=0. La fonction n’est pas
dérivable pour x =-2, les dérivées a gauche et a droite étant dis-
tinctes.

e Pour —1<x<1, on a f(x):—x2+3 et f'(x)=—2x, dou
it (—1+) =2et [’ (1_) = —2. La fonction n’est pas dérivable non plus
pour x=—1.

e Pour x>1, f(x)=x"+2x—1 et f'(x)=2x+2,donc f'(1+) =4 et
[ n’est pas dérivable au point x =1.
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b) La fonction f est définie partout mais il faut étudier 'existence d'une
dérivée a l'origine en cherchant la limite du taux d’accroissement :

f(x)—f(0) _ 1
x—0 1+

quand x tend vers zéro. L’exposant % tend vers I'infini avec le signe de x, donc
ce rapport tend vers 1 quand x tend vers O par valeurs inférieures et vers 0 quand
x tend vers O par valeurs supérieures. Ainsi, fadmet une dérivée a gauche égale
a 1 et une dérivée a droite nulle, donc elle n’est pas dérivable a 'origine.

c) La fonction f est définie pour x <1 et admet des expressions distinctes
selon le signe de x. Pour x <0, on obtient f(x)=+—-x++1—x, dou la
dérivée :

Foy=— 11
- 21—«

qui tend vers moins l'infini quand x tend vers O par valeurs inférieures. Pour
0<x<l,ona f(x)=\/;+\/1—x et :

f'(x) — L_;
Wx 21—«

n’est pas définie pour x =1 et tend vers plus I'infini quand x tend vers O par
valeurs supérieures. Ainsi, f n’admet ni dérivée a gauche ni dérivée a droite
pour x=0.

d) Pour éctudier la dérivabilité a I'origine, on utilise la définition de la
dérivée comme limite du taux d’accroissement :

LOZTO Ly (14.e)
55=0 x

. L —1/x*
quand x tend vers zéro. La limite de e~

dont x tend vers 0. On sait que :

est nulle, quelle que soit la fagon

In(1+
lim—n( %) =1

#—0 U e
—1/x

quand # tend vers 0, donc le taux a méme limite que qui tend vers zéro,
d’apres le théoréme des croissances comparées. Par conséquent, f est dérivable
a lorigine avec f’(0) = 0. Pour x différent de zéro on obtient comme dérivée :

267 [ B 2
1+ (1 +e™ )

f(x)=

qui tend bien vers zéro quand x tend vers zéro.
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17. a) Les fonctions f et # sont dérivables partout sur R, avec f'(u)= 447 et
#'(x)=10x+2, donc 4'(x) = 8(5x+1)(5x” +2x+3) .

b) La fonction f est dérivable pour # >0, ce qui est bien le cas ici, avec

fw)y=1/ 2\/; . La fonction # est définie et dérivable pour x différent de zéro,
avec :

u'(x)=e" +xe" ——
x

D’ou :

(14 x)e —1

b (x)=
g 2x x(1+xzex)

c) La fonction [ est définie et dérivable pour # diftérent de zéro, avec
f'(w)=—1/u" et u est dérivable pour x >0, avec #’(x)=1+ /2% dotr :

1+ 24/x
2x\/;(1+\/;)2

d) La fonction f est définie et dérivable pour # # —1 et on peut écrire :

b (x)=—

f(u)=u—1+1 !

+u
donc sa dérivée est :

1 _ u(2+u)
A+2)° 1+

fuy=1-

1
La fonction # est définie et dérivable pour x >0, avec #’(x) =—. Ainsi,
pour x>0 et différent de e : x
(1+1nx)(3+Inx)

b (x) =
& x(2+1n x)°

e) La fonction f est définie et dérivable partout sur R, avec f'(x)=¢€" et

la fonction # est dérivable pour x >—1, de dérivée #’(x) =1/2\/x+1,dou :

exp (V1)

b (x) =
2 20x+1
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Vous avez compris ?

Calculer la dérivée de h(x) = In(ln x).

1
Réponse : u(x)=1Inx, f(u)=lnu, h'(x)=
xInx

18. La fonction g est définie et dérivable pour |x| <1, avec:

1
()= ——t——=
. 1+x 1-x 1—-x°

La fonction f est définie et dérivable pour x # —1/z, avec :

;o 1-4°
f0= A+ ax)’

Pour |x| <1, f prend aussi ses valeurs dans l'intervalle ]—1 1[, donc go f
est dérivable, de dérivée :

de[f@] dgdf 2 1-4 2(1-4’)
dx  dfdx

1— 2 (14 ax)’  (L+ax)’ —(a+x)
2(1-4") - 2(1- %)

C(taxtatx)dtax—a—x) (A+2)1+x)0—-2)1—x)
2

_1—x2

car,

a | étant différent de 1, on a pu simplifier par 1—4°.

19. La dérivée logarithmique de f est définie partout et a pour expression
4x—3. Ainsi, f'(x)=(4x—3)f(x) et, en dérivant 2 nouveau :

Fr) =Af @) +(Ex—3) () = [4+(4x=3)"] f(x) = (165" = 24x +13) £ (x)

20. La fonction f est définie et dérivable pour |x| >1 avec:

1+

(x—l—\lxz—l);Z nf (x)

f’(X)=n(x+\/x2—l)n7 \/%)=n \/ﬁ :\/ﬁ

On dérive une nouvelle fois :

£ = nf’(x) _ mf(x) :nf(x) (”_ x )
\/xz—l (xz—l)ﬁ/2 x' =1 \/xz—l
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Par conséquent (x* —1) f”(x) =n" f(x)— xf’(x) et 'expression demandée
est nulle pour tout réel x du domaine de définition de /. La fonction f est donc
solution de cette équation différentielle du second ordre.

21. La division de x° par 1—x permet d’obtenir la partie entiere de cette frac-
tion rationnelle, pour x #1 :

1
f(x) =—x'—x—1+
1—x
Les dérivées successives sont alors :
‘(x)=-2x—1+
f (1—x)*
2
“(x)=-2+
/ (1-x)’

et, a partir de cette dérivée, on peut établir par récurrence que :

f(”)(x)Z( 1 )<n> 7!

1-x/ (1—x)""

En particulier :

120
1-x)°

f(5) (X) —
22. a) On obtient facilement :
F(x) = na (ax+b)""
f7(x) = n(n—1) a*(ax+b)>
On suppose donc que la dérivée d’ordre p s’écrit :
FP%) =n(n—=1)...n— p+1)a’ (ax+b)"
qui par dérivation donne :
f(“U(x) =nn—1)...n— p)czpﬂ(ﬂx + 5y !

Cette expression est bien de la forme précédente, ayant remplacé p par
p+1. Ainsi:

Fx)y=nla"
b) Pour x > 0, la dérivée de ln x est %, donc la dérivée d’ordre 7 de f(x)

s b ddide deie o—i de = ©n e f7(x)=——, puis
x x
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f ®(x) = 2/x°, donc la forme générale doit étre :

n—2 (ﬂ - 2)!

n—1

£ = (=)
Par dérivation, on obtient :
oy (m=1)!
(n) (n—1)
x)=-D""——
! "

Il s’agit bien de la formule précédente ot on a remplacé »—1 par 7.

c) Cette fonction est indéfiniment dérivable pour x différent de —1/2, avec
comme dérivées :

N
/ (X)_(1+2x)2
by 2X2°
/ (X)_<1+2x)3

On suppose donc que la forme générale est :

_ o (=1
(n—1) n—1
x)=0=2)"" ——
/ (1+2x)"
Par dérivation, on obtient :
@ ., 7!
x)=(2)———+
/ (1+2x)""

qui se déduit bien de 'expression précédente en remplagant »—1 par 7.

d) On obtient comme premiére dérivée :

2x

=In(1+2x)+1—

f(x) =In(1+2x)+
1+ 2x 1+ 2x

qui peut s’exprimer par f’(x) = In(1+ 2x)+1— g(x), ayant noté ¢ la fonction
de la question précédente. Ainsi, pour x >—1/2 on en déduit :

2
1+ 2x

F7(x) = —¢'(x) =2g(x)— g’(x)

puis :

f(ﬂ>(x) — Zg(ﬂ—z)(x) _ g(ﬂ—l)(X)
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Soit, d’apres le résultat précédent, pour 7 =2 :

(=27 (n=2) (=2 (n=1)!

fO () =2 —
(1+2x)" 1+ 2x)"
2y (n—2)!(x +” nl/2)
1+ 2x)

e) Cette fonction est indéfiniment dérivable pour x >0, avec :
’ 3 3/2-1 ” 3 3 3/2-2
()=—x""", ()=—|=-1]x
/ 2 / 2\2
On retient donc comme forme générale :

f<”_1)(x)=é(é—1) ...(é_ﬂ+2) x?)/z—n+1
2\2 2

Et, en dérivant cette expression :

f(”>(x)=%(%—l)...(§—n+l) %

qui se déduit bien de la forme générale en remplacant »—1 par 7.

b
f) Pour x >——, on obtient comme dérivée :
a

a

fe)= ax+b

Le résultat des dérivations successives sera identique a celui de la
question c¢), ou on remplace 2 par # et # par n—1, soit :

5 o (n=2)
(n=1) =7
x)=a(-a)""———
/ ! (ax+b)""
On obtient en dérivant a nouveau :
f(ﬂ)(x) — (_1)n—1 d” (” - 1)!
(ax+b)"

— Vous avez compris ?

Calculer les dérivées d'ordre n des expressions suivantes :
1= 55
fx)=e", a#0 a glx)=——m

1—x

Réponses :

f<”)(x) =4"e” e g(")(x) =y, x#1

(1 _ X)n+l ?
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23. La fonction # est dérivable partout sur R, de dérivée constante #’(x)=a,
donc la dérivée de la fonction composée f o est:

o] _ o _

dx du dx 2
Ainsi, en dérivant a nouveau :
dZ ’
—f[u(x)] = ai% =a’f"(u)

dx’ dz dx

D’ou par récurrence :

d”f[zz(x)] ' d"f
dx” du"

24. a) Les fonctions # et v qui définissent f par leur produit sont telles que
7(x)=1, #P(x)=0 pour p=2, et VP (x)=¢€" pour tout entier p. La
formule de Leibniz se réduit donc a :

) =m +Cou'v" ™" =(x+n) e

b) Les dérivées de #(x) = x"+1 sont nulles & partir de l'ordre trois, donc
par application de la formule de Leibniz pour » =2 :

f(”)(x) — (Xz + 1) 1}(;1) + ZC;Xy(n—1> + chv(W—Z)

Pour x # —1, la fonction » a pour dérivées successives :

(%) =— ! " (x) = 2 v (x) = (=1)! _r
1+ x)?’ A+x)> "7 (14 x)"™
Par conséquent :
|
f(n)(X) =(-1)" Lﬂ[xz +1-2x1+x)+(1+ x)z]
1+ x)”
:2(_1)nL1
A+ x)""

On aurait pu également obtenir ce résultat plus simplement en écrivant :

[y =x—1+
x+1
d’ou
2
"(x)=1-
/ (x+1)° .
et donc la dérivée d’ordre 7 de f est aussi celle de 2v(x) = —1 .
x+
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¢) Comme #(x)=x, la formule de Leibniz, pour 7 >4, se réduit a :
F7 () =20 + 3C;x21/(”_1> + 6ij1/(”_2) + GC;’W(”—B)

La dérivée d’ordre p de v(x) =Inx a été calculée pour x >0 dans la ques-
tion d) de 'exercice 22. Ainsi :

n—1 (” - 4)!

n—3
X

") =(=1)

u

ou on a posé :
u,=n—=1)n—=2)n—3)=3n(n—2)n->3)
+3n(n—1)(n—3)—n(n—1)(n—2)
soit :

(n—4)

n—3
X

f(rz)(x) — 6(—1)”

I1 était ici beaucoup plus facile de calculer les dérivées successives :
fx)=3x"lInx+x", f7(x)=6xlnx+5x, [P (x)=6lnx+11

On remarque alors que la dérivée d’ordre » de f, pour » =4, n’est autre
que la dérivée d’ordre »—3 de lnx , multipliée par 6.

d) Comme #(x) =1+ x, la formule de Leibniz se réduit a :

F7 ) =A+x)0™ +C"Y

avec :
4 1 = ” 1 5 =
vV(x)=——x 5/2,1/ ()=—X—x 5/2,...,
2 2 2
1 2p—1
v(p)(x)=(—l)"—><é><...><—p x 7
2 2 2
Ainsi :

IX3X5X...X(2n—3)

JACIEICV T [2r— 1)1+ x)— 2nx]
x
= (1 22X 5;.;;52(2;7—3) (2n—1-x)
x

25. a) L’expression de f(x) se présente sous la forme d'un produit dont la
dérivée logarithmique s’obtient comme somme des dérivées logarithmiques
de chacun des facteurs :

In|f@)|=In]x+1]|+1n|2x+1]+In|3x+1]
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On en déduit par dérivation :

fo_ L 2 53
f(x) x+1 2x+1 3x+1

La dérivée de f est donc définie sur R par :
) =Cx+1DBx+ 1D+ 2(x+1)Bx+ 1) +3(x+1)(2x +1)
=2(9x° +11x+6)

b) La fonction fest définie pour x =1 et peut s’écrire comme le produit :

Fx)=(—1)"(x+2)7" (x+3)7"

Sa dérivée logarithmique est donc :

) 1 2 3
f)  2x—=1) 3(x+2) 2x+3)
B Sx” +x—24

3(x —1(x+2)(x +3)

et sa dérivée est définie pour x >1 par :

5x” 4+ x — 24

fee)y=—
3x =13/ +2)° \J(x + 3)°

¢) Pour x >0 on obtient :

lnf(x)z\/;lnx

Soit, en dérivant :

f(x) Inx Jx
= + —
f(x) 2\/; x

D’ou la dérivée de /:

1
flx)= Ex&’” ‘(Inx +2)
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— Vous avez compris ?
Calculer la dérivée logarithmique, puis la dérivée de :

xvx—1

(x—2)°

f(x)=

Réponse :

feoo_1. 1 3 3x° +2x—4
f(x) x 2x—1) x-2 2x(x—1)(x—2)
3x +2x—4
ff)y=——F——"-—,
20x—1(x—2)"
26. En utilisant la formule de dérivation d'un produit et la définition de I’élas-
ticité d'une fonction en un point :

(f9)'(x) . F()g(x)+ f(x)g" (x)

x € |L,2[ U2, +eo]

efg(x)=x

(fe)(x) f(x)g(x)
= x&.px g (%) = ef(x)+eg(X)
f(x) g(x)

Calculons 'élasticité de la fonction 1/f:

AN (x)  flx)
=—x =—e, (%)
(L/f X)) f(x)

el/f(x) =55

1
On en déduit alors I'élasticité de L =f XE par :
g

e, (=€, () +e, () =e,(x)—e, (x)
La dérivée d’'une fonction composée s’obtient par :
(fo)(x)=f'[g(x)]g"(x)
d’ou I'élasticité :
! X ! X 4 ! X
: [f([giff = (X)];f[[j:x))]]

=e (x)e, [g()]

efog(x)=x
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% , . sy e e
a) La dérivée de f(x)= Exm est f(x)=x 3 d’ot Délasticité :

-1/3
5% 2

KA

Pour une fonction puissance quelconque de la forme fx) = ax®, sa dérivée
est f/(x)=a0x”", donc xf’(x)=aox” =af(x) et son élasticité est cons-
tante, égale a I'exposant o.

b) On peut écrire vx” +1 = f[g(x)], avec g(x)=x"+1 et f(u)= Ju,

donc en utilisant 'élasticité d'une fonction composée :

1 2x x°
e, (x)=e (x)e, |g(x)[=—x =
/s (e [¢(2] 272 +1 K41

L’expression A(x) = étant I'inverse de la précédente :
2
x +1

2
X

x°+1

e,(x)=—
On peut écrire :

x+1
= f(x)h(x)
A/ x*+1

en ayant posé f(x)=x+1. Ainsi:

A(x) =

x x° x(1—x)
ek(x)=ef(x)+e,g(x)= - = ;
x4+l +L 1+ (l+x7)

On remarque que :

2x+1
Vax*+1

Donc on utilise la formule donnant I'élasticité d’une fonction composée :

l(x)= = k(2x)

2x(1—2x)
(1+22) (14 42”)

e,(x)=¢e,(2x) =

puisque I'élasticité de la fonction puissance g(x) =2x est constante, égalea 1.
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¢) On écrit encore x+1 =f[g(x)] avec cette fois g(x)=x+1 et
[(u)= Ju . Par conséquent :

x
3(x+1)

1
€ 1o, (%) =geg(x) =

) . B 50 a o .
L'expression h(x) =~/ X+ x peut s’écrire comme le produit de la fonction
précédente par x dont élasticité vaut 1/ 3,dou:
5% 1 2x+1

e,(x)= +—=
3(x+1) 3 3(x+1)

On peut remarquer que :

1/3 3/
b(x) = (1+l) :x_-l-l
x U

et par conséquent :

X 1__ 1
3(x+1)

T3+ 3

e, (x)

— Vous avez compris ?
Calculer I'élasticité des fonctions définies par les expressions ci-apres :

f(x)= ! et glx)=(x+ D"’

Réponses :

X

1
D=3 4 W




D Formule de Taylor
et application

L’
(= ‘ESSENTIEL

La notion de développement limité est une des plus utiles
dans la recherche des limites et |'étude d'une fonction au voisinage
d'un point. Elle vient compléter celle de fonction équivalente, insuf-
fisante dans certains cas ou les équivalents peuvent disparaitre par
addition. Elle consiste a remplacer, au voisinage d'un point, une
fonction réguliere, c'est-a-dire admettant des dérivées jusqu’a un
certain ordre, par un polynébme, fonction beaucoup plus simple a
étudier. Elle se déduit des formules fondamentales de Taylor et de
Maclaurin. Il est indispensable de connaitre les développements
limités des fonctions usuelles.

Dans de nombreux problemes, on doit rechercher I'existence
d'extremums d’'une fonction et parfois étudier sa convexité. Il est
trés important de noter que ces deux notions ne sont pas liées a
priori a celle de dérivée, association que I'on a souvent tendance a
faire trop rapidement. Elles sont définies de facon totalement indé-
pendante. Dans un certain nombre de cas, moins rares qu’on pour-
rait le penser, une fonction fprésente un extremum en un point x,
ou justement elle n‘est pas dérivable. Cet extremum ne pourra
donc se trouver que par I'étude directe du signe de fix) —f(x,), qui
doit rester constant quand x reste au voisinage de Xx,.

1 © Théoreme de Rolle

Si fest une fonction numérique définie et continue sur un intervalle fermé
[ﬂ,b], dérivable sur I'ouvert ]d,b[ et telle que f(a)= f(b), alors il existe au
moins un point ¢ de I'ouvert |a,4[ tel que f'(c)=0.
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Ce théoreme traduit le fait que la fonction f présente au moins un
minimum ou un maximum sur l'intervalle ouvert, avec une tangente horizon-
tale en ce point.

2 © Théoreme des accroissements finis

Si fest une fonction numérique définie et continue sur un intervalle fermé
[a,b] et dérivable sur 'ouvert ]d,b[ , alors il existe au moins un point ¢ de
I'ouvert ]4,!7[ tel que :

f®&) = f@)=0b=a)f'(e)

D’aprés ce théoréme, il existe au moins un point du graphe de /,
d’abscisse ¢, ou la tangente est parallele a la droite qui relie les points
A(cz,f(a)) et B(b,f(b)) . Il montre aussi comment le sens de variation d'une
fonction peut étre déterminé a partir du signe de la dérivée, qui est celui de
l'accroissement f(b)— f(a).

On peut écrire différemment ce résultat en faisant apparaitre la longueur
h=b—a del'intervalle et en posant @ = x . Le point ¢ de 'ouvert peut alors
s’écrire sous la forme ¢ = x+65, ot 0 est un nombre, dépendant de A, tel que
0<0<1. Avec ces nouvelles notations, la formule des accroissements finis
devient :

Flx+h)— f(x)=hf"(x+6h)

3 @ Formules de Taylor

Si f est une fonction dérivable jusqu'a un certain ordre, le résultat précé-
dent se généralise a I'aide des dérivées successives. Les formules de Taylor se
différencient par un reste qui peut s’exprimer sous différentes formes.

3.1 ® Formule de Taylor-Lagrange

Si fest une fonction numérique définie et continue sur un intervalle fermé
[ﬂ,b] , admettant # dérivées successives continues sur cet intervalle, telle que
£ existe sur I'ouvert ]a,b[ , alors il existe au moins un point ¢ de 'ouvert
]d,é[ tel que :

b— b—a
Fy = flay+ =2 ")f<ﬂ> ( )f”( )+

(b _ )n+1
(n+

(b d)”

f(ﬂ)( ) f(ﬂ+1)
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Il s’agit du développement de la fonction f au point # par la formule de
Taylor a U'ordre 7»+1, ot le dernier terme se nomme reste de Lagrange.

3.2 © Formule de Taylor-Young

Si fest une fonction numérique définie et continue sur un intervalle fermé
[a,b] , admettant » dérivées successives continues sur cet intervalle, telle que
F"""(a) existe, alors il existe une fonction € définie pour tout point x de
l'ouvert ]oz,b[ telle que :

(x— a)’

fx)= f(d)+ f( )+ f@+..
(X ﬂ)nJrl i) ( _ ﬂ)nJrl
(n+1)! EEFTRA (n+1)! ¢

avec €(x) qui tend vers 0 quand x tend vers «. Il s’agit du développement de la
fonction f au point « par la formule de Taylor a 'ordre #z+1, ou le dernier
terme se nomme reste de Young.

Si on écrit 'expression précédente pour # =0, on obtient la formule de
Maclaurin avec reste de Young :

n+l

0= fO+ f(0)+ f”(0)+ K 0) 4 e ()
(n+1)!

avec &(x) qui tend vers 0 quand x tend vers 0.

4 © Développement limité

Définition. Une fonction /, définie au voisinage de 0, admet un développement
limité d’ordre n au voisinage de 0 s'il existe un polynéme P, de degré inférieur
ou égal a z tel que f(x)— P (x) soit un infiniment petit d’ordre supérieur a »
par rapport a x, ¢’est-a-dire si on peut écrire :

f)=a,+ax+ax’+..+ax"+x"e(x)

ou € est une fonction définie sur un voisinage de 0 et qui tend vers 0 avec x.
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Développement limité au voisinage de 0 des fonctions usuelles :

2 4

. X X x .,
e =l+—+—+..+—+x"ex)
J U 7!
o(o—1 o(a—=1)...(a—n+1
(1+x)°‘:1+(xx+¥x2+...+ ( )(’ ! )x”+x”8(x)
7!
1 2 3 n _n n
—=1l—-x+x —x"+..+D"x"+x"e(x)
1+ x
X X x"
In(+x)=x——+"——  +(=1D)""—+x"e)
2 3 ”n
x?) XS 2n+1
sinx =x——+"—— ... +(-1) ——+x"e(x)
3 sl Q2n+1)!
XZ x4 erz
cosx=1—"—+"——  4+(-1)—+x""e(x)
20 4 2n)!

ou, pour chaque développement, € est une fonction définie sur un voisinage de
0 et qui tend vers 0 avec x.

5 @ Extremum

Définition. Une fonction f présente un extremum en un point x, s'il existe un
intervalle ouvert I de centre x, tel que f(x)— f(x,) garde un signe constant
pour tout point x de cet intervalle. Si f(x)— f(x,) 20, il s’agit d’un mininum
etsi f(x)— f(x,) <0, il sagit d’un maximum.

Si le signe est constant dans tout le domaine de définition de la fonction,
il s’agit d’'un extremum global. Dans le cas contraire, on peut préciser qu’il
s’agit d'un extremum local.

6 © Fonction convexe

Définition. Une fonction numérique f définie sur un intervalle I est dite con-
vexe sur cet intervalle si, pour tous les points x et y de I et pour tout nombre #
de [0,1], on a I'inégalité :

fIA=nx+ry] <A —=1) f(x)+1f ()

On dit que f est concave si la fonction —f est convexe.

Si fest dérivable, la condition de convexité s’écrit plus simplement :
flx+h) = fF(x)+hf'(x)

pour tous les points x et x+ /4 de I. Cela traduit géométriquement le fait que
le graphe de la fonction est toujours au-dessus de chacune de ses tangentes.
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Si f est deux fois dérivable, la condition de convexité s’écrit encore plus
simplement :

()20

en tout point x de /.

Point d’inflexion. Une fonction numérique admet un point d’inflexion en un
point x, ou elle est continue, s’il existe un intervalle ouvert ]a, b[ tel que cette
fonction soit concave (resp. convexe) sur ]cZ,XO[ et convexe (resp. concave) sur
]xo,b[.

En un point d’inflexion ol le graphe admet une tangente, la courbe tra-
verse cette tangente.
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Vrai Faux

1. Le reste de la formule de Maclaurin peut étre nul
en tout point du domaine de définition d’une fonction. O O

2. Si deux fonctions ont le méme développement
limité a ordre 7, elles sont égales. O O

3. Si une fonction possede un développement limité
a lordre 7, ce développement est unique. O O

4. Le développement limité d’une fonction paire ne
comprend dans sa partie polynomiale que des puis-
sances paires de x.

5. Si une fonction admet un développement limité a
I'ordre deux, elle est deux fois dérivable.

6. Lacondition f'(x,)=0 est nécessaire pour qu'une
fonction fadmette un extremum en un point x,,.

7. Si une fonction f est deux fois dérivable, la condi-

tion f”(x,) =0 est nécessaire pour que / admette un
point d’inflexion en x,,. O O

8. Une fonction convexe sur un intervalle ouvert est
croissante ou admet un seul minimum sur cet inter-

valle. O O

9. Soit fla fonction définie par f(x)=</x" . Existe-t-il un point ¢ de I'inter-
valle [~1,1] tel que f'(c)=0 ?
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10. Le développement de Taylor-Lagrange peut s'écrire sur l'intervalle
[d,ﬂ + b] et le point ¢ de I'ouvert s’écrit alors sous la forme ¢ = 2+ 05, ot 0 est
un nombre de 'intervalle ]O, 1[ qui en général dépend de /4. On va établir que,
dans le cas d'un polynéme, 6 ne dépend que de son degré. Pour cela, on
demande d’écrire le développement de Taylor-Lagrange d’un polynéme P de
degré n,a l'ordre n—1 avec ¢ = 2+0h, puis a U'ordre 7+ 1. Par différence, on
en déduit L'expression de P~ (a+0h)—P""(a). En appliquant ensuite le
théoreme des accroissements finis au polynéme P"™" sur lintervalle
[#,4+6h] on pourra obtenir I'expression de 8 en fonction de 7.

11. Indiquer comment, a partir de I'expression :

xInx

x =1

fx)=

on peut définir une fonction f continue et dérivable sur ]0,+o9[ .

12. Déterminer les extremums éventuels des fonctions / définies par les
expressions suivantes :

a) f(x)=x,xe[1,2]; b) f(x)=x", xeR ;
c) f(x)=|x

, xeR ; d) f(x)=0 pour x<0 et
f(x)=e" pour x 20.

13. Montrer que la fonction £ définie par f(x)=</x+2 présente un point
d’inflexion pour x =—2.

a ',QE-.;NTRAINEMENT

Théoréeme de Rolle

14. Examiner si on peut appliquer le théoréme de Rolle aux fonctions / défi-
nies par les expressions f(x) ci-apres.

! xel[-2,2]; b)lx-1], x€[0,2]; c)x—_l,xe[o,l].

a) ,
x =3 x+1

Analyse de I'énoncé et conseils. Il faut vérifier toutes les hypotheses du
théoreme de Rolle, c’est-a-dire la continuité de la fonction sur 'intervalle
fermé et sa dérivabilité sur I'ouvert, sans oublier la condition d’égalité aux
bornes de l'intervalle. Bien entendu, si une seule de ces hypotheses n’est pas
vérifiée le théoreme ne s’applique pas.
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15. Utiliser le théoreme de Rolle pour déterminer le nombre de racines de
I’équation :

f(x)=4x3—20x2+17x—4=0

Analyse de I'’énoncé et conseils. Le calcul de la dérivée de f permet de déter-
miner une racine de cette équation et d’en localiser une seconde sur l'intervalle
[17/6,+2[ . Le théoreme de Rolle permet d’affirmer qu’il ne peut pas y avoir
une autre racine sur cet intervalle.

Théoréme des accroissements finis
16. Examiner si on peut appliquer le théoréme des accroissements finis sur
I'intervalle [—1,1] a:

f)=x" et glx)=x"
Analyse de I'énoncé et conseils. Il faut examiner si les fonctions f et g sont
continues sur l'intervalle fermé et dérivables sur I'ouvert.
17. Appliquer le théoréme des accroissements finis a :

f(x)=x—x3

sur 'intervalle [—2,1] en précisant la valeur de ¢.

Analyse de I'énoncé et conseils. Aprés avoir vérifié les hypotheses du théo-
réme, on calcule la dérivée de f pour obtenir la valeur de ¢ qui figure dans la
formule des accroissements finis.

18. Appliquer le théoréme des accroissements finis 2 :

1
f(x)=—
X

sur un intervalle [4,19] qui ne contient pas 'origine, en précisant la valeur de c.
Si on pose b=a+h et ¢ =a+0h, calculer 8 = 6()) puis étudier sa limite
quand 5 tend vers O.

Analyse de I'énoncé et conseils. Pour que /soit dérivable sur I'ouvert ]d, b[ ,
il ne doit pas contenir l'origine, donc les réels # et 4 sont de méme signe. On
exprime d’abord ¢ =446, puis 0, en fonction de # et de «+5 pour faire
tendre ensuite / vers O et obtenir ainsi la limite de 6.

19. Si f est une fonction numérique définie et deux fois dérivable sur ]O,+0<>[ ,
de dérivée f” négative, montrer, en utilisant le théoréme des accroissements
finis, qu’elle vérifie :

fx+D=f) S /()< f(x)= flx—=1)

En déduire que la limite de /’(x) est nulle quand x tend vers plus l'infini,
si f(x) admet une limite finie.
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Analyse de I'énoncé et conseils. La fonction f vérifie les hypothéses du théo-
reme des accroissements finis sur n’importe quel intervalle inclus dans
]0,+<><>[ , donc en particulier sur les intervalles [x — 1,x] et [x, x+ 1] pour tout
x >1. L’hypothese faite sur /” permet d’en déduire les inégalités demandées.
On calcule ensuite les limites quand x devient infini, ce qui permet de con-
clure que f’(x) tend vers zéro.

Formule de Taylor-Lagrange

20. Ecrire la formule de Taylor, avec reste de Lagrange, a 'ordre quatre, des
fonctions f définies par les expressions f(x) suivantes :

a) x’ —2x*+3x+5, pour 2 =2 ; b) ,pour 2 =1 ;
1+ x
1
o) lnx,pour z=1; d) ———, pour z=1.
x(x+1)

Analyse de I'énoncé et conseils. On calcule les dérivées successives de /, puis
on écrit la formule de Taylor-Lagrange sur I'intervalle [ﬂ,d + x] avec x voisin
de 0 ou sur l'intervalle [a,x] avec x voisin de «.

Formule de Maclaurin

21. Ecrire la formule de Maclaurin, a Uordre quatre, au voisinage de zéro, pour
la fonction f définie par f(x)=x++1—x.

Analyse de I'énoncé et conseils. On calcule les dérivées successives de /, puis
on écrit la formule de Taylor-Young au point 2=0.

Développements limités

22. Ecrire les développements limités a I'ordre 7 des fonctions f définies par les
expressions f(x) ci-apres :

a) Inx , au voisinage d’'un nombre 2 >0; b) (1+x)*, ot o € R,
au voisinage de 1 ;

2
X -1 .. s e / .. ,
¢) — , au voisinage de plus l'infini ;  d) €™, au voisinage du réel
X

a#0;
In (x+1)
x+1

e)

, au voisinage de 0.
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Analyse de I’énoncé et conseils. On effectue un changement de variable per-
mettant d’utiliser les développements des fonctions usuelles au voisinage de
zéro. Pour la derniére question, il faut effectuer le produit de deux développe-
ments usuels et regrouper les termes de méme degré, en ne dépassant pas
I'ordre 7.

23. Ecrire les développements limités a 'ordre quatre, au voisinage de 0 de :

) =v1+x++1—x g(x)zln(\/1+x+ l—x)

Analyse de 'énoncé et conseils. Le développement de f(x) s’obtient par
addition de deux développements usuels. Celui de g(x) s’en déduira par chan-
gement de variable et en utilisant un autre développement usuel. Apreés un
changement de variable, il faut faire attention de ne pas réintroduire des
termes d'un ordre supérieur a ceux qui ont été négligés auparavant.

Recherche des équivalents et limites

24. Déterminer un équivalent, au voisinage de 0, des expressions suivantes :

a) & —l,onae R, —{1}; b) 1—x—1+§;

) Vi+x—x =31-243x ; d) iz(e"+e"‘—2)—1.
X

Analyse de I'énoncé et conseils. Pour obtenir un équivalent, il faut pousser
le développement limité suffisamment loin, car on sait que les équivalents peu-
vent disparaitre par différence. On utilise les développements limités usuels.

25. Déterminer les limites des expressions f(x) suivantes :

, x
a) xsin———, quand x — +oo ;
2
x"+1

xe —e +x+1
b) = ,quand x =0 ;
x(e —1)

) 1( X N x
C) —lex (:¢
X p1+x P

—Ze"),quand x—0;

Incos x
2 b

d) quand x =0 ;

1
e) —Z[In (1+sinx)—x], quand x = 0.
x
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Analyse de I'énoncé et conseils. C'est l'utilisation des développements
limités usuels qui va permettre de déterminer ces limites, 'infiniment petit
étant 1/x quand x tend vers I'infini.

26. Déterminer un équivalent des expressions f(x) suivantes, quand
X —> too

Ji+2\ In x4+ D] =[Inx]
a) 1+—1+X —-2",oume R; b) [n(x lil]x [nx] :
X

Analyse de I'énoncé et conseils. Il suffit dans la premiere expression d’intro-
duire le dénominateur x sous le radical numérateur. Dans la seconde expres-
sion, on utilise une identité remarquable et ensuite on écrit x+1=x(1+1/x)
pour faire apparaitre I'infiniment petit 1/x.

27. Déterminer les nombres réels # et 4 pour que les expressions f(x)
suivantes soient des infiniment petits d’ordre le plus élevé possible par rapport
a l'infiniment petit x :

1+ 1+ 24 ax’
a) e — al ; b) In x—x ﬂxz .
1+ bx 1—x 1+ bx

Analyse de I’énoncé et conseils. On écrit le développement limité du second
terme de la différence et on I'identifie avec celui du premier terme, ce qui don-
nera deux équations a résoudre pour trouver et b.

28. Déterminer un équivalent au voisinage de x =2 de :
Vx+2-2 3
flay="=—o-2
Nx+7-3 2

Analyse de I'énoncé et conseils. Il faut d’abord faire un changement de
variable permettant d’utiliser le développement limité des radicaux au voisi-
nage de zéro. Ensuite on effectue le développement d’une fraction dont le
dénominateur est écrit sous la forme 1+ %, ot # est un infiniment petit.

Recherche d’asymptotes

29. Les expressions f(x) suivantes définissent des fonctions /. On demande de
déterminer les équations des asymptotes au graphe de f et de préciser leur posi-
tion par rapport a ce graphe.

2 x —x
x e" —e
a) = ; b) x————;
=1 e te
3 2 3
x’ —=3x" —2x+1 X
c) x+ ; d) x’ —3x4+2— ———-

x+1 x =1
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Analyse de I'énoncé et conseils. On examine d’abord I'existence d’une
asymptote verticale. Ensuite, pour x tendant vers I'infini, on cherche un déve-
loppement limité des expressions qui définissent f(x) par rapport a I'infini-
ment petit 1/x . Si on obtient une expression de la forme f(x)=ax+b+ g(x),
ol g(x) est un infiniment petit, Y = ax+4 est 'équation de I'asymptote et le
signe de g(x) donne la position du graphe de / par rapport a cette asymptote.

Recherche d’extremums

30. Déterminer les extremums des fonctions [ définies par les
expressions f(x) suivantes et préciser leur nature.

a) x—x/2; b)(x=1" (x+1°; o 2x+33/x_2;

Analyse de I'énoncé et conseils. Lorsque la fonction fest dérivable, on étudie
le signe de la dérivée seconde au voisinage des points ou la dérivée premiere
s'annule. Aux points x, ou la fonction f n’est pas dérivable, il faut faire une
étude locale, c’est-a-dire examiner si le signe de f(x)— f(x,) reste constant.

Convexité

31. Les expressions f(x) suivantes définissent une fonction /. On demande de
déterminer les parties de R ou elle est convexe.

_2
a) |x|; by e,
1/x

O X+ 2x-1] ; d) (x—1)> .
X

Analyse de I'énoncé et conseils. Lorsque la fonction f est dérivable, I'étude
du signe de f”(x) permet de déterminer les intervalles ou elle est convexe.
Dans le cas ou elle n’est pas dérivable partout, on doit vérifier I'inégalité défi-
nissant la condition de convexité sur un intervalle.

Point d’inflexion

32. Déterminer les éventuels points d’inflexion des fonctions f qui sont défi-
nies par les expressions f(x) ci-apres :

a) 3x' —4x’ b) 3x" —x+1 ;
35,2 Al
o) x+2 d)x-l-xz—ix3'
52—

Analyse de I'énoncé et conseils. On étudie le signe de la dérivée seconde
pour déterminer les points éventuels ol f change de concavité.
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Etude de fonction

33. Etudier et représenter graphiquement les fonctions f qui sont définies par
les expressions f(x) ci-apres :

5 4
a) 3x+1+‘x —-x—2|; b) x+l+——;
(x—=1)
19) \/x2+3x+3+1/x ; d) Jx’=3x+2 ;
x—1
e) .
x+1

Analyse de I'énoncé et conseils. On détermine au préalable le domaine de
définition et les limites de la fonction aux bornes de ce domaine. On calcule
ensuite la dérivée pour obtenir le sens de variation. On peut avoir a étudier la
dérivabilité en certains points particuliers. On examine ensuite s’il existe des
asymptotes, obliques ou non. Enfin, le graphe peut étre précisé par I'étude de
la convexité et la recherche de points d’inflexion éventuels.
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QCcm

1. Vrai. Clest le cas des polyndmes, quand on écrit la formule de Maclaurin a
un ordre supérieur a leur degré.

2. Faux. Si les dérivées a 'origine de deux fonctions distinctes prennent les
mémes valeurs, les développements seront identiques.

3. Vrai. Le développement limité se déduisant de la formule de Taylor a
l'origine, il est défini de fagon unique pour une fonction donnée. Ce résultat
n’est pas contradictoire avec le précédent, car si a une fonction est associé un
développement unique, un développement donné peut étre lui associé a
plusieurs fonctions distinctes.

4. Vrai. La partie polynomiale du développement limité d’une fonction est de
méme parité que celle-ci. Voir par exemple le développement des fonctions
sinus et cosinus.

5. Faux. Si par exemple une fonction impaire n’admet pas de dérivée seconde,

son développement limité a l'ordre deux existe quand méme et sécrit
2

f(x)=ax+ x"e(x).

6. Faux. Une fonction peut admettre un extremum en un point ou elle n’est
pas dérivable. On trouvera des contre-exemples dans la question 12.

7. Faux. Considérons par exemple la fonction / définie par f(x)= x*. On
obtient en dérivant f’(x) = 4x’ et f”(x)=12x" qui s'annule sans changer de
signe pour x =0 . Il y aun minimum a l'origine mais pas de point d’inflexion.

8. Vrai. Si par exemple f est dérivable, sa dérivée est croissante et il ne peut y
avoir au plus qu’'une valeur pour laquelle elle s’annule. Si la fonction présentait
deux minimums, il devrait y avoir un changement de concavité sur l'inter-
valle.

9. La fonction f est définie et continue sur 'intervalle [—1,1], avec de plus
f(Q)= f(=1)=1. Cependant, sa dérivée f’(x)= 4/5%x nest pas définie pour
x =0 et ne s'annule en aucun autre point de 'intervalle [—1,1] . Le théoreme
de Rolle ne s’applique pas, car cette fonction n’est pas dérivable sur tout
l'ouvert ]—1,1[. On voit sur cet exemple qu'il faut étre attentif a toutes les
hypotheses qui figurent dans I’énoncé du théoreme de Rolle.

10. Le développement de Taylor-Lagrange du polynéme P a lordre n—1
s'écrit :
n—2 n—1

P(a+h)=P(a)+ hP’(2) + ...+/9—P<"*2>(ﬂ) +b—P<”*“(a +05)
(n—2)! (n—1)
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Le méme développement a I'ordre #+1 ne comportera pas de reste, car la
dérivée du polynome P de degré 7, a I'ordre #+1, est identiquement nulle :

n—1 n

h
P (a)+—P"(a)
n—1)! 7!

P(a+h)=P(a)+ hP'(a)+...+ (
Par différence, on en déduit :
(n-1) (n-1) b
P" (a+0h)—P" (a)=—P"(a)
n

D’apres le théoréme des accroissements finis appliqué au polynéme P~
sur l'intervalle [d,d-i' 6/9] , il existe un nombre 0" dans ]0,1[ tel que :

P"(a+0h)—P" " (a)=04P" (a+60"h)

Le polynéme P étant une constante, on conclut de ces deux égalités
que :

1

n

0=

11. La fonction f doit d’abord étre définie pour x =1. L'expression de f(x) se
présente sous la forme indéterminée = quand x tend vers 1. Pour étudier la
limite, nous allons poser x =14 #, ou # tend vers 0, donc In x admet comme
équivalent #. D’aprés les propriétés des fonctions équivalentes, on obtient
donc :

1+« 1
F) ~n— =
12+ u) 2
Donc, si on pose par définition /(1) =1/2 qui est la limite de f(x) quand
x tend vers 1, on aura défini une fonction f continue sur ]0,+<>°[ . Pour qu’elle
soit aussi dérivable sur cet intervalle, il faut que le rapport :

feo—fD
se=1

admette une limite quand x tend vers 1, la fonction f étant dérivable pour tous
les autres points de son domaine de définition. L'expression de ce rapport est :

2xInx—x*+1

2(x—1)* (x+1)
Si on se contentait de prendre un équivalent du logarithme au numérateur
qui s’écrit 2(1+ #) In(1+ #) — #(2+ ) , on obtiendrait u qui n’est pas I'équi-

valent du numérateur. Les termes du premier degré disparaissant par diffé-
rence, il faut écrire le développement du logarithme a l'ordre deux, pour
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introduire le terme du second degré qui avait été négligé en prenant seulement
un équivalent, soit :

2

A0 4= ) — B ) = 2R 2) (ﬂ—%+u28(ﬂ)) — D

On constate que les termes d’ordre deux disparaissent aussi, donc il faut
écrire le développement limité a I'ordre trois du logarithme :

o s
In(Q+#)=u——+—+ue(n)
2 3

pour obtenir —#’ /3 comme équivalent du numérateur et au total :

f(x)_f(1)~ uw v 1—x

x—1 C3%242CQ+x) 12 12

qui tend vers 0 quand x tend vers 1. La fonction fest donc dérivable en ce point
avec f'(1)=0.

12. a) La fonction f est définie, continue et dérivable sur 'intervalle [1,2] , de
dérivée constante f’(x) =1, qui ne s'annule donc en aucun point de cet inter-
valle. Cette fonction étant croissante, elle admet cependant un minimum
pour x =1 et un maximum pour x =2. Notons bien sir qu’elle n’admet
aucun extremum sur l'intervalle ouvert ]1,2[.

b) La fonction f est définie, continue et dérivable partout, de dérivée

2 0 . 5 > N

/’(x)=3x" qui s'annule pour x =0. Cependant, il n’y a pas d’extremum 2
l'origine puisque cette fonction est croissante sur tout R.

c)Ona f(x)= |x| > 0= f(0), donc l'origine est un minimum global, bien
que la dérivée ne soit pas nulle en ce point. En effet, f’(x)=—1 pour x <0 et
F(x)=1 pour x>0,donc f(0")=—1 et f’(0")=1. Par conséquent, cette
fonction admet un minimum en un point ou elle n’est pas dérivable.

d) Pour tout réel positif la fonction f est décroissante, donc
f(x)< f(0)=1,etau point x =0 il y a donc un maximum, qui est d’ailleurs
un maximum global puisque cette fonction est nulle pour les réels négatifs. En
ce point ou la fonction présente un extremum, la dérivée ne s’annule pas
puisque f n’y est pas dérivable, n’étant pas continue a 'origine.

1
13. La fonction f admet comme dérivée f’'(x)= g(x +2)7 pour x différent

2
. L. R . 5 .
de —2. Si on dérive a nouveau, on obtient f”(x)= —§(x+ 2)”" | expression

qui est positive pour x <—2 et négative pour x >—2. Il y a donc un point

d’inflexion pour x =-2, point ou la dérivée seconde change de signe, mais
sans s’annuler, puisque la fonction n'y est pas dérivable.
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14. a) Cette fonction n’est pas définie pour x = \/5 et x = —\/5 , donc le théo-
reme de Rolle ne s’applique pas sur l'intervalle [—2,2]. Cependant, si on se
restreint a l'intervalle [—1,1] ol la fonction est définie, continue et dérivable,
le théoreme s’applique puisque f(=1)= f(1)=-1/2. La dérivée est
f(x)= —Zx/(x2 — 3)2 , donc elle ne s’annule que pour x =0.

b) Cette fonction est définie et continue sur l'intervalle [0,2] , avec
f(0)= f(2)=1. Cependant, elle n’est pas dérivable pour x =1, admettant
une dérivée a gauche f’(17) =—1 et une dérivée a droite f’(17)=1. Le théo-
reme de Rolle ne s’applique pas ici.

¢) Cette fonction est définie, continue et dérivable sur [O,l], mais
avec f(0)=-1 et f(1)=0, donc le théoreme ne s’applique pas non plus.

— Vous avez compris ?

Examiner si on peut appliquer le théoreme de Rolle a f(x)=~N1—x> sur
Pintervalle [—1,1].

Réponse :  la  fonction [ est définie et continue sur [—1,1] avec

f(=1) = f(1)=0 ;elle n'est pas dérivable aux extrémités de cet intervalle, mais

la dérivée existe sur ['onvert ]—1,1[, donc le théoreme de Rolle s’applique, avec

£(0)=0.
15. On obtient comme dérivée f'(x)= 12x> —40x+17. Les racines de
f/(x)=0 sont 1/2 et 17/6. On remarque aussi que f(1/2)=0, donc on
obtient une premiere racine x, =1/2. La dérivée étant négative sur I'intervalle
[1/2,17/6] , la fonction f est décroissante, donc prend des valeurs négatives.
Comme f(x) tend vers plus l'infini avec x, il y a une valeur x, dans I'inter-
valle ]17/ 6, +°°[ telle que f(x,)=0. Sl existait sur cet intervalle une autre
valeur x, telle que f(x;) =0, on pourrait appliquer le théoréme de Rolle sur
[x,,x,] etil y aurait ainsi une valeur ¢ telle que f’(c) = 0. Cela est impossible
puisque f” est un polynéme du second degré qui n’admet que deux racines.
S’il n’y a que deux racines distinctes de f(x) =0 c’est parce que x, =1/2 est
racine double, ce que l'on aurait pu déduire du fait que f(1/2)=0 et
£’(1/2) = 0. On peut donc factoriser (x — 1/2)*, la division de f(x) donnant :

fx)= (x—%) (4x—16)=(2x—1)" (x —4)

I’autre racine étant donc x =4 .
2
. . L -1/3
16. La fonction f est continue sur [—1,1], de dérivée f'(x)=—x"", non

définie pour x =0, donc les hypotheses du théoreme des accroissements finis
ne sont pas remplies. On a ici f(=1)= f(1)=1 et il n'y a aucun point ou
f’(x)=0.0On voit sur la figure 3.1 qu’il y a un point de rebroussement a ’ori-
gine.
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yA

Figure 3.1

. . . 1
La fonction g est continue sur [—1,1], de dérivée g’'(x)=—x ’  non

définie pour x =0, donc les hypotheses du théoréeme des accroisséments finis
ne sont pas remplies. Cependant, si on consideére cette fonction successivement
sur les intervalles [—1,0] et [0,1] , les hypothéses vont étre vérifiées, puisque g
est dérivable sur les intervalles ]—1,0[ et ]0,1[. Ona g(0O)—g(=1)=1letilya
bien un point ¢ de ]—1,0[ ot g’(c)=1, soit ¢ =3 ou c=—1/5\/§. De
méme, au point B d’abscisse 1/3\/5 la tangente au graphe est parallele a la
corde OA (voir figure 3.2).

=y

A’ 4

Figure 3.2
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17. Le polyndme f vérifie bien entendu les hypothéses du théoreme, avec
f(1)=0 et f(=2)=6. La dérivée étant f'(x)=1 —3x”, la valeur de ¢ doit
vérifier —6=3(1— 362) soit ¢> =1, de solution unique ¢ =—1 sur I'intervalle

-2.1[.

— Vous avez compris ?
Appliquer le théorome des accroissements finis & f(x)=x" sur Uintervalle
[az, b] et préciser la valenr de c.

Réponse :

1
f)y—f@)=b—a)b+a), ['(x)=2x, c=5(ﬂ+b)

18. Les hypotheses du théoréme des accroissements finis sont vérifiées sur tout
o c ° > e . 2 o
intervalle qui ne contient pas l'origine, avec f’(x)=—1/x", donc le point ¢ de

]d, b[ vérifie :

1 1 b—a

2
b a ¢

soit ¢° = g4b. Dans le cas ol « et b sont positifs par exemple, on obtient
c=Aab. Pour b=a+h et c=a+0h, on en déduit 2+0h=+la(a+h),
SOit :

1 a
0=—|+ h)—a|=———
b[ Ak ﬂ] Nala+h)+a

obtenu en multipliant par la quantité conjuguée et en simplifiant ensuite par 4
différent de zéro. Ceci peut encore s’écrire, en simplifiant par # non nul :

1 1
%_

0=——
1+V1+hla 2

quand 5 tend vers zéro.

19. On applique le théoreme des accroissements finis a la fonction f, successi-
vement sur les intervalles [x—l,x] et [x,x 4 1] :

F) = flx=1)= f'(x)
flx+1D)=f(x)=f'(x,)

ol x, et x, sont respectivement des points de ]x—l,x[ et ]x,x+1[. Comme
f” est négative, la fonction f’ est décroissante, donc les inégalités
x, <x<x, impliquent les inégalités suivantes :

F)=flx+D)= f(0)< /()< f(x)= flx=1) = f(x)
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Si f(x) admet une limite finie 7, les différences f(x+1)— f(x) et
f(x)— f(x—1) ont comme limite /— /¢ =0, ce qui impose, d’apres les inéga-
lités précédentes, que f’(x) tend vers O quand x tend vers + oo.

20. a) La fonction f est un polyndme indéfiniment dérivable partout, avec
fl(x)=3x"—4dx+3, [(x)=6x—4, fP(x)=6 et f¥(x)=0. Au point
a =2, le développement de Taylor-Lagrange s’écrit donc sans reste, avec :

2

fQ+x)= f(2)+xf'(2)+%f”(2)+ f(”(Z)

=114+ 7x+4x" +x°

Dans ce développement x est voisin de 0. Bien entendu, on aurait pu
obtenir directement ce résultat a partir de 'expression du polynéme en rem-
plagant x par x+2.

b) Cette fonction est indéfiniment dérivable sur [l,x], pour x voisin de 1,
avec :

[0 =~ fx)=

1
1+x)°° (1+ x)’

, fP)=

) _
f7e 1+ x)* (1+x)

Le développement de Taylor-Lagrange est donc :

_12 1
f(X)Zf(1)+(x—1)f'(l)+(X2 ) £+ (x— )f(a)(l)
(x D' (4)
1+6 1
s 7/ [1+6(x—1)]
= (x—D+— (-1’ ——(x—-1) +—m——

avec 0 dans I'intervalle ]0,1[ . On pourrait également écrire ce développement
sous une autre forme en posant x —1 = #, avec # voisin de O :
111, 15 u'
8" 16" " @+

¢) La fonction logarithme est indéfiniment dérivable au voisinage de 1,
avec :

6

4

1 1 2
f’(X) — ;’ f”(X) — -—, f(S)(x) _% f(4)(x) —

X X
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Le développement de Taylor-Lagrange sur [l,x] s'écrit donc, avec
0<o6<1:

f(x)zf(l)+(x—1)f'(1)+( f”(l) (v — f(”(l)
(x— 1) o
14+6(x—1
t [ 186D
1 2, 1 ; (x—1)"
3 Z(x ) +3(X ) 4(1—0+6x)"

d) On peut remarquer que f peut s’écrire sous la forme :

1 1 1 1
fy==———=—
x x+1 14+ 2+u
_ 2 1
2424 2+4+u

ou #=x—1. Nous allons donc pouvoir utiliser le résultat de la question b) ot
nous avions écrit le développement de Taylor de :

1
ot o) =
fz( ") 5

+u

La partie réguliere polynomiale de ce développement était :

Celle de fest donc :

1 1 1 1
2P(2z¢)—P(z¢)=l—z¢+u2 ——|———ut—u——
2 4 8 16

-1 5Zl+7 Ezﬁ

2 4 8 16

Pour exprimer le reste, on écrit la dérivée d’ordre quatre en utilisant
encore le résultat de la question b) :

(4) _ﬁ_ 24
fre) ©  (1+x)

On calcule sa valeur au point 1+6(x—1), avec 0< 0<1, pour obtenir
enfin :

f(x)=%—%(x—1)+é(x—l)2 —%(;«—1)3 +

(x

_ )4
——— 1 +6(x—1)]
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21. On calcule les dérivées successives de la fonction f, définies pour x <1 :

1 1
4 =1- w —
rs s T T
/7 (x) S(1—x)" » f(x) 16(1—x)"

dont les valeurs pour x =0 sont :

1 3) 3 “ 15
-, [PO=-2, fOo=-—
4 / 8 / 16

4 1 ”
fO=—, f70)

2
Cela permet d’écrire le développement de Maclaurin au voisinage de zéro :

£ 145 x° 3%’ 15x" +xte(x)
xN)=1l+—————- x e(x
2 8 48 384

ou €(x) tend vers zéro avec x.

— Vous avez compris ?
Ecrire le développement de Maclaurin, a l'ordre quatre, au voisinage de zéro, de

la fonction f définie sur [—1,1] par f(x)=~+1—x>.

Réponse :
x %t
f)=1-—=—+x"e(x)
2 8

22. a) On effectue le changement x =+ « , pour pouvoir utiliser le dévelop-
pement de In (14 #) au voisinage de 0. L'expression de f(x) devient ainsi :

V4
1+—
a

V4
14—
a

]=ln¢z+ln

Inx =1n (¢z+u)=ln[4

Pour x voisin de #, on a #, donc #/a, qui est voisin de 0, et par conséquent :

2 Bl ”n
u u u o U "
G N ()

-t 5o

u
1+
a 2a 3a na

a

In

Soit, en fonction de x, au voisinage de « :

x—a (x— ﬂ)z o (x—a)’
Inx=lna+ — —+...+ (=1
a 2a na"

+(x—a)e(x—a)

ou € désignera dans toutes les questions une fonction de limite nulle a l'ori-

gine.
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b) Pour utiliser le développement de (14 #)* au voisinage de 0, on pose
x=1+u:

Al = = 5 1+§
avec .
o 2 n
oo —1)..(x—n+1
1+Z =1+0cz+oc(oc—1)”—+...+ ( G )u—+z/8(z¢)
2 2 8 7! !

Soit, avec x au voisinage de 1 :

(a—1)

o
1+ x)* = 2° 1+%(x—1)+T(X—1)2+---

—D...(a—n+1
+oc(oc )..(oc—n+1)
2" n!

(x—1D"+(x—1)"e(x—1)

¢) L'expression a développer peut s’écrire :

=

X X

On peut donc utiliser le développement de (1+47#)* au voisinage de 0, en
remplagant 7 par —1/x°, qui est voisin de 0, et o par 1/2. Ainsi :

VAol L1 XX xX@e=3) 1 e(1/x)
x 2t 8x' T 2x4x..x2n  x” e

/ ula

d) On pose x =a+ u , avec # voisin de 0, ce qui permet d’écrire € = ee
et de déduire le résultat du développement de e’ au voisinage de 0, en
remplagant  par #/a :

» x—a (x—a) x—a) ,
e’ =e|l1+ IF > ...+( ”) +(x—a) e(x—a)
a 2a na

e) Nous allons effectuer le produit des deux développements usuels :

2

In(l+x) = x—%Jr...+<—1)"*1 I ox"e (x)
n

n n

=l—-x+x"—...+D'x"+x" g,(x)

1+ x

. 3 . . .o
Pour obtenir le terme en x* du produit, avec 1< £< 7, il faut multiplier
: o e
un terme en x' dans le premier développement par un terme en x" ' dans le
. . . N — 3 .
second et faire varier 7 de 1 a 4. Le coefficient de x” dans le produit est donc la
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. . . 3 jo
somme des produits des coefficients respectifs de x’ et x”* dans chacun de ces
développements, soit :

i—1 k
i CD ey = D

i=1 z =1 z

Ainsi :
In(I+x) <

(_1)é—1
14k 5

x4+ x"e(x)

1 1 1
l+—+—+..+—
2 3 k

k=1

— Vous avez compris ?

Ecrire les développements limités des expressions suivantes, au voisinage de O :
In (1 + ex) a lordre 2,1n cosx a [l ordre 4,

JMA+sinx  alordre3,1n A +sinx) a4/ ordre 3.

Réponses :
x X
In(l+e*) = ln2+5+§+x28(x)

x° x A
Incosx =————+x e(x)

3

2
J1+sinx =1+£—X—+X—+x38(x)
3 9 162

. X x .
In (1+s1nx)=x—?+z+x'8(x)

23. On utilise le développement limité de (1+x)”, pour a =1/2, et ensuite
on remplace x par —x. Par addition des deux développements ainsi obtenus,
les termes de degré impair vont disparaitre, puisque la fonction f est paire :

4

x x° x Sx 4
Vi+x =l+———+———+x¢,(x)
2 8 16 128

+ 2
2 8 16 128

2 4
VI+x++1-x :z—xz—%ﬂﬁs(x)
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On peut alors écrire :

In(Vitx+V1—x)=1n2+In (1+2)

2 4
5
en ayant posé # = —x——é+ x“e(x). On utilise alors le développement de

In (1+ #), a l'ordre deux seulement, puisque # est un infiniment petit d’ordre

N 2 . . 4
deux par rapport a x. Dans le terme #” on ne doit retenir que le terme en x°,
puisque les termes d’ordre supérieur ont déja été négligés. Ainsi :

2

+x483(x)

x° S5x° 1( x°
8

In(l+z)=—"—-2—=
8 128 2

d’ou le développement a 'ordre quatre :
x* 3xt
ln(\/1+x aF 1—x) = 1n2—§—a+x484 (x)

Toutes les fonctions €;,1<7<4, sont de limite nulle a I'origine.

24. a) On utilise le développement limité a I'ordre 1 de e” en écrivant :
x xlna

a =e " =1+xlna+xe(x)

Par conséquent, 4" —1 ~ xln « au voisinage de 0.

b) Pour obtenir un équivalent, on doit écrire le développement a I'ordre
deux de V1—x :

2
V1—-x =1—£—x—+x28(x)
2 8

et ainsi \1—x —1+x/2 ~—x"/8.

c) Il suffit d’écrire le développement a I'ordre un des deux radicaux :

Vit x—x° =1+§+x€1 (%)
2
1—2x 36 =1—?X+xe2 (x)

pour obtenir \/1+x—x2 —‘\q’/1—2x+3x2 ~7x/6.

d) Le développement de e +e " ne comporte que des termes pairs et il
faudra donc utiliser ici des développements jusqu’a I'ordre quatre pour obtenir
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un équivalent :

) R )

e =l+x+—+—+—+x¢ (x)
2 6 24
P

e =l-x+———+—+x"e,(x)

6 24

4
. x
e"+e =2+x2+5+x4£3(x)

et ainsi :

1., _ %’
—z(e FE —2)—1 =
x 12
25. a) Au voisinage de U'infini, x*+1 est équivalent 2 x° et 'argument du
sinus est équivalent 2 2x/ x> qui est un infiniment petit, donc le sinus est équi-
valent aussi a 2/x. On en conclut donc que la limite demandée vaut 2.

" . L. N 2 . 2 2 . <

b) Le dénominateur est équivalent a 2x” puisque e —1 est équivalent a
2x. Il nous faut également trouver un équivalent du numérateur en utilisant
le développement :

4 B
e™ =1+2x+2x2+%+x38(x)

D’ou :
2x 2 4X3 B
(x=De™+x+1=x—1+2x(x—1)+2x (x—l)—7+x+1+x e(x)

2x° 2
=—+x7e(x)
3

obtenu en ne conservant que les termes de degré inférieur ou égal a trois. Le

numérateur est donc équivalent 2 2 x°/3 et le rapport a x/3, dont la limite est
nulle.

¢) On doit d’abord écrire les développements des arguments des exponen-
tielles qui tendent vers zéro :

x
—=x—x2+x3+x381(x)
1+ x

5%
—=x+x2+x3+x382(x)
=g
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Ensuite, on utilise le développement de 'exponentielle :
2 3
u u u 3
e =l+tu+—+—+uwe, (u)
2 6 '

. 2 3 : 2 3
En remplagant successivement # par x —x" +x~, puis par x+x~ +x, et
en ne conservant que les termes d’ordre inférieur ou égal a trois :

X 2 3 1 2 3 1 3 3
ex =l+x—x"+x"+—(x —2x" | +—x" +x7¢,(x)
p1+x 2( ) 6 !
1 1
exp x =1+ x+x’+ 20 += (2 +2x°) + =5 + 58, (x)
1—x 2 6
Et enfin :
2 3
x x . 5 1 3 XX
exp +exp —2e =24+2x+x" +—x —2({l+x+—+—
14k 52 1—x B) 2 6

3 3 3
+x’e(x)=2x"+x"e(x)
L’expression étudiée est donc équivalente a 2, qui est sa limite.

d) On écrit le développement a 'ordre deux du cosinus :

x° .
cosx=1—?+x g, (x)

Puis on utilise celui du logarithme :

2
In (1+ﬂ)=%—%—+ﬂ282(%)
2

ott #=cosx—1 est équivalent 2 —x’/2 et donc Incosx aussi. La limite de
f(x) est donc égale a —1/2.

e) On utilise le développement a I'ordre deux du sinus :
sinx = x+ xzel (x)

et on remplace dans le développement a 'ordre deux de In (1+#) :

2
In (1+sinx)—x=—%+x2£(x)

La limite de f(x) est donc égale a —1/2.
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— Vous avez compris ?

Déterminer les limites des expressions suivantes quand x tend vers O :

1 1 i
—|ln (1+e")—1n2]; —Zlnsmx;
5% 5% x
1 1 1 1
—In(d+x)——; — -1
3

X 5% x \J/1—x

) 1 1 1

Réponses : —; ——; ——; .
2 6 2 3

26. a) On écrit :

\/1+x2: | L

2
X X

qui peut se développer 4 I'ordre un par rapport a I'infiniment petit 1/ x”

1 e ]
f(x):[1+1+—2+—1(zx) -2"
2x X
1 & Wx\"
=21+ 2+L2X)) -1
4 2x

Ainsi, f(x) est équivalent a m2" /4x> = m2" 5.

b) On factorise le numérateur :

[In (x+ D] =[Inx] =[ln (x+ D =lnx][ln (x+1)+Inx]

Ensuite, on écrit :

1 1

ln(x+1)=ln[x 1+—||[=lnx+In|1+—

X x

pour faire apparaitre I'infiniment petit 1/x et obtenir :
1 1

In{l1+—||2lnx+In{1+— . 5
flx)= z a ~21n(1+—)~—
In x x/ x

27. a) On utilise le développement a 'ordre trois :

=1—bx+bzx2—bax3+x381 (x)
1+ bx
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On le multiplie par 1+ ax, en ne conservant que les termes d’ordre infé-
rieur a trois, pour obtenir :

1+ ax
1+ bx

=1—bx+b'x" —bx" +ax—abx’ + ab’x’ + x382 (%)
=1+(a—bx+blb—a)x’ +b (a—b)x’ + x3€2 (x)

Pour que f(x) soit un infiniment petit d’ordre le plus élevé possible, il
faut que les premiers termes de ce développement soient identiques a ceux de
e". Cela impose «—b=1 et b(b—a)=1/2, soit b=—1/2 et a=1/2. On
obtient alors :

2+ x X
(W=e ==~
f 2—x 12

b) Le développement de f(x) ne comportera que des termes impairs
puisque cette fonction est impaire. Comme les deux termes de la différence
sont équivalents a 2x, ils vont disparaitre. Pour déterminer « et 4, il faut iden-
tifier les deux termes suivants qui sont d’ordres respectifs trois et cing, et donc
pousser les développements jusqu’a l'ordre sept. Pour obtenir le développe-

ment de In al =In (1+x)—In (1—x), on multiplie par deux les termes

=g
d’ordre impair du développement de In (1+x) :

3 5 7

1+x XX X -
=2 x+—+—+—+x"¢g,(x)
3 5 7

In
I—x

On écrit ensuite le développement a I'ordre trois, par rapport a 'infini-
: 2
ment petit x° :

1
1+ bx’

=1—bx’ + b %" = x° +x784 (%)
3

On le multiplie par 2x + ax

24 ax’
X 2
1+ bx

=20 —2bx> +2b°%° = 26°x" + ax® — abx’ + ab’x’ + x’ €, (x)
=2x+(a—2b)x" +b2b—a)x’ +b° (a—2b)x" + x” € (x)

L’identification des premiers termes de ces développements conduit aux
équations «—2b=2/3 et b(2b—a)=2/5, de solution & =-8/15 et b=-3/5.
On obtient donc :
1+x 2x(15-4x") g4
1-x  3(5-3%%) 175

fx)=1In
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28. On effectue le changement x =2+ %, ol # sera un infiniment petit, et on
écrit les développements limités a I'ordre deux des radicaux :

Nx+2=~4d+u=2

1/2 2

u u 2

=2[1+———+zz e, (1)
8 8

u
1+—
4

1/2 2
JirT =9t =3 :3[1%_62_8”282(”)]

V4
14—
9

Les termes constants au numérateur et au dénominateur disparaissent et
la fraction se simplifie par #. C'est pourquoi il était nécessaire d’effectuer les
développements jusqu’'a 'ordre deux. Apres simplification de la fraction par
#/12 on obtient :

1—ul6+ue,(u) 3
1=u/36+ue, () 2

5
f(X)—2><

=i(1—ﬁ 1+i+ﬂ85(ﬂ))—i
2 16 36 2
=—iu+us(u)

donc f(x) est équivalent a 5(2—x)/96.

29. a) Cette fonction est définie pour |x| >1, avec f(x) qui tend vers plus
I'infini quand | x| tend vers 1. Il y a donc deux asymptotes verticales, le
graphe de f étant a gauche de 'asymptote X = —1 eta droite de X =1. La fonc-
tion étant paire, le graphe est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
Pour x tendant vers plus I'infini, le terme sous radical est équivalent 2 x° et
donc f(x) est équivalent a x. Il y a une direction asymptotique qui est celle
de la premiére bissectrice. On écrit :

xz 1 -1/2
(x)Z—Zx(l——) Zx(l
4 |x|\/1—1/x2 x° 2x° X

et le développement du radical permet d’obtenir 1/2x comme équivalent de
/f(x)—x quand x tend vers plus I'infini. Ainsi, la droite Y’ = x est une asymp-
tote oblique située au-dessous du graphe de £, puisque f(x)—x est positif. Par
symétrie, la droite Y =—x est aussi asymptote oblique située au-dessous du

graphe de f.

1 e(l/x))

b) La fonction f est définie sur tout R et paire, donc on étudie son com-
portement seulement pour x tendant vers plus I'infini. Dans ce cas, f(x) est
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équivalent a x puisque e " tend vers 0. On étudie alors :

—2x
@

1+e™

—2x

l=e

1+e

f)—x=x —1)2—2x

=25

qui tend vers O par valeurs négatives. Donc, Y’ = x et, par symétrie, Y = —x,
sont des asymptotes situées au-dessus du graphe de /.

¢) Lorsque x tend vers —1 par valeurs inférieures, f(x) tend vers plus
I'infini, donc X =—1 est une asymptote verticale située a droite du graphe
de /. Pour obtenir un développement du radical au voisinage de I'infini, on
effectue la division euclidienne du polyndme numérateur par le
dénominateur :

5) 2

P —3x" —2x+1 1
al al G =x’—4x+2—
x+1 x+1

. . 2 . ~ ye e . .
On factorise ensuite x~ pour faire apparaitre I'infiniment petit 1/x :

x> =32 —2x+1 4 2 11"
=ld|1-—+t5-———
x+1 x x x(x+1D
2 1 1(-4/x) eq
S e
x x4 2 X

Donc, pour x tendant vers plus l'infini :

f@0=2x—2_l+EGM)
X 5%

Cela établit que Y = 2x — 2 est une asymptote oblique située au-dessus du
graphe, puisque f(x)—1Y tend vers O par valeurs négatives.

Pour x tendant vers moins l'infini :

1 e/x)
=2+——
/) x x

Donc, asymptote horizontale Y =2, située au-dessus du graphe de f
puisque f(x)—2 est équivalent a 1/x, qui tend vers O par valeurs négatives.

d) La fonction f est définie pour |x| >1, avec f(x) qui tend vers plus
I'infini quand | x| tend vers 1. Il y a donc deux asymptotes verticales, le
graphe de f étant a gauche de I'asymptote X =—1 et adroitede X =1. La frac-
tion est équivalente a x°/ |x| quand x tend vers 'infini, donc f(x) est équiva-
lent 2 2x” quand x tend vers moins l'infini, ce qui correspond a une branche
parabolique. Pour x tendant vers plus I'infini, les termes en x° disparaissent,
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o oo 2 o o o . . 2
donc il faut écrire un développement limité du radical en factorisant x~ pour
faire apparaitre I'infiniment petit 1/x :

3
X

xN1—1/x"

f(x)=x2—3x+2—

==t 2= |l — 34+8(1£x)
2x 8x X
1/
BN I B 1)
2 8x X

On voit ainsi que Y =—3x+3/2 est une asymptote située au-dessus du
graphe de f.

— Vous avez compris ?
On demande de déterminer les équations des asymptotes an graphe des fonctions
définies par les expressions suivantes et de préciser leur position par rapport a ce
graphe.

x+2 [ ( 1 )
x =1 g(x) =(x—2)exp
%=3

fo=

X

Réponses : la fonction [ est définie pour |x| >1, avec f(x)—(x+2) équivalent

a — 1/2x pour x — +oo, donc courbe an-dessous de U'asymprote X' = x+2 et

[(x)—=(=x—=2) équivalent a 1/2x pour x — —oo, donc courbe au-dessous de

Vasymptote X' = —x — 2 ; asymptote verticale X =3 a gauche du graphe de g et

g(x)—(x—=1) équivalent a 3/2x, donc asymptore Y =x—1 au-dessus du
graphe pour x —> —oo et au-dessous pour x —> +oo.

30. a) La fonction f est dérivable partout, avec f’(x)=1—x qui s’annule pour
x=1 et f”(x)=—1 négatif, donc maximum au point (1,1/2).

b) La fonction f est dérivable partout, avec f’'(x)=(x—1)(x+ D’(5x—1)
qui sannule pour x=1, x=-1 et x=1/5. La dérivée seconde est
F7(x)=4(x+ 1)(5)62 —2x— 1), positive pour x =1 et négative pour x =1/5.
Donc, minimum au point (1,0) et maximum au point (1/5, 3 456/3 125). Pour
x =—1, la dérivée seconde s’annule en changeant de signe, donc il y a un point
d’inflexion en (=1,0). Ce point n'est pas un extremum puisque
f(x)— f(=1)= f(x) est dusignede x+1 dans son voisinage et donc ne garde
pas un signe constant (voir figure 3.3).

c) On obtient par dérivation f'(x)=2+ 213lx qui n’est pas définie pour
x =0 et sannule pour 3/x =—1, c’est-a-dire pour x = —1. La dérivée seconde
est définie, pour x#0, par f”(x)=—2/3x/x et par conséquent il y a un
maximum au point (—1,1). Au voisinage de 0, f(x) est équivalent a son terme
de plus bas degré, soit 3x”° qui est positif. Il y a donc un minimum 2 lori-

gine, puisqu’au voisinage de ce point on a f(x)> f(0)=0. La dérivée
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premiere tend vers moins l'infini (resp. plus I'infini) quand x tend vers O par
valeurs inférieures (resp. supérieures), ce qui correspond a un point de rebrous-
sement (voir figure 3.4).

y

Figure 3.3

Figure 3.4
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— Vous avez compris ?

Déterminer les extremums des fonctions définies par les expressions ci-aprés et

déterminer leur nature :
4

f(x)———x 1 ) ==

Réponses : minimums aux points (—1, 1/2) et (1, 1/2), maximum au point
(0, 1) pour [ ; minimum pour x =2/5 et maximum a l'origine o g n'est pas
dérivable, mais avec g(x) < g(0) =0 puisque g(x) est équivalent & —x° au
voisinage de 0.

31. a) La fonction f n’est pas dérivable pour x =0. Nous allons donc essayer
d’établir I'inégalité qui définit la convexité, a partir de deux réels quelconques
x et y et d’'un nombre 7 de 'intervalle [0,1] . On obtient ici :

FlA=Dx+ny]=|1-Dx+n|<|[1—1)x|+|n]
Le majorant s’écrit :
A=) |x|+£|s] = A=) f)+ 2 (9)

Par conséquent cette fonction est convexe sur tout [R.
—x°/2
b) La fonction f est définie et dérivable partout, avec f’(x)=—xe™™ " et
’/2
f(x)= (x 1)6 *'7, qui est positive pour |x| > 1. Elle est donc convexe sur

les intervalles ]—oo —l] et [1 +<><>[.

¢) La fonction f peut s’écrire comme somme des fonctions g et A, avec
g(x)=x" et h(x)=2|x—1/2|. La fonction g est convexe partout puisque
g”(x)=2. D’apres la premiére question, 4 est aussi convexe partout puisqu’il
suffit de faire un changement d’origine en remplacant x par x—1/2. Ainsi,
[ est convexe comme somme de deux fonctions convexes.

d) On peut calculer la dérivée logarithmique de cette fonction, qui n’est

pas définie pour x =0 :
1
In f(x)=2ln|x—1|=In|x|+—
x

fx) 2 1 1

f(x) x-—1 «x X

Soit, en dérivant a nouveau :
2 N 1 N 2
= 1)2 e 3

2 1 1
I P
1 x x

x —

frey=1- F o)+

1/x 1/x

=[(x+2)(x -1y’ —2x3](;—4+ [2x° —(x—l)(x+1)]26;—5

1/x

=(1+2x—x2)ex—5
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La dérivée seconde est du signe de x(1+2x—x") donc fest convexe sur
chacun des intervalles ]—00,1— \/E] et ]O,l + \/E]

— Vous avez compris ?

Déterminer les intervalles de R oa les fonctions définies par les expressions sui-
vantes sont convexes :

3

In x x
=T e
Réponses :
2ln x —
[ (%)= #3, [ convexe sur [e\/g,+oo[;
e
6 _ 2
g (x)= 24X5—x3, g comvexe sur |~o0,—6] er  [0,6].
(12+x?)

32. a) La fonction f est définie et dérivable partout sur R, avec
Fl(x)=12x"—12x" et f”(x)=12x(3x—2). La dérivée seconde s’annule en
changeant de signe pour x =0 et x = 2/3, qui correspondent donc a des points
d’inflexion ou le graphe traverse la tangente.

b) La fonction f est définie et dérivable partout sur R, avec
Fl(x)=12x"—1 et f”(x)=36x". La dérivée seconde est toujours positive,
donc la fonction est convexe. Pour x =0 cette dérivée s’annule sans changer
de signe.

¢) On obtient f’(x)=(x+2)""/3, qui n'est pas définie pour x =2, et
F7(x)==2(x+2)""/9. Cette dérivée est positive pour x <—2 et négative
pour x>-2, donc la fonction est convexe puis concave, avec un point
d’inflexion pour x =—2 ou il y a une tangente verticale.

d) Cette fonction est dérivable pour |x| = \@ , AVeC :

(-1)(+* )

flx)=

On calcule la dérivée logarithmique :

F7(x) 2x 2x 4x
= 2 T = 2xg (x)
fllx) x*-1 x"=6 x"-3

Au voisinage du point x =0, la dérivée premiere est positive et la fonction
g négative, donc f”(x) est du signe de —x . La dérivée seconde s’annule en
changeant de signe au point (0,1) qui est un point d’inflexion, avec une tan-

gente de pente f’(0)=2/3.
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— Vous avez compris ?

Déterminer les éventuels points d'inflexion de la fonction [ définie par :

1
(x) = :
/ 1+ x?
4 ” —Q)xz -1 .
Réponse : [ (x) = Zﬁ s'annule en changeant de signe pour x = —1/ \@
x +1)

et x = 1/\/5 i il y a des points d'inflexion.
33. a) Pour retirer la valeur absolue, il faut tenir compte du signe de
x'—x—2=(x—2)(x+1). En dehors de lintervalle [—1, 2] , on obtient
f(x)=x"+2x—2,de dérivées f’'(x)=2x+2 et f”(x)=2,donc la fonction
est convexe. Dans Iintervalle [—1,2] , on a f(x)= —x"+4x+2 avec
f(x)=—2x+4 et f”(x)=-2, donc la fonction est concave. Elle est définie
partout, mais n’est pas dérivable pour x =—1 et x =2, admettant des dérivées
a gauche et a droite distinctes. Au voisinage de l'infini, f(x) est équivalente
a x°, donc il y a une branche parabolique. Le graphe de f est d’ailleurs cons-
titué de trois trongons de deux paraboles. On obtient le tableau de variation

suivant :

x —oco -1 2 o0

/(%) — o+ ol +
f(x) —oo N =3 v 6 Va +oo

On constate d’apres ce tableau que f admet un minimum global au point
(—=1,-3) (voir figure 3.5).
b) La fonction f est définie pour x différent de 1, avec comme dérivée :
8  (x—3)(x’+3)
(x=1)’ (x=1)’
qui est du signe de (x—1)(x—3). Quand x tend vers 1, f(x) tend vers plus

I'infini, donc la verticale X =1 est asymptote. D’apres 'expression de f(x),

on voit que :

fe)=1-

— 1 —
f)—(x+1) 1)

tend vers O par valeurs positives quand x tend vers l'infini, donc la droite
Y =x+1 est une asymptote située au-dessous du graphe de /. Le tableau de
variation suivant permet ensuite de tracer le graphe (voir figure 3.6).
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Figure 3.5

yﬂ

Figure 3.6
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¢) On peut écrire f(x)= \/; en ayant posé # = (x+ 1)’/x. La fonction f
est donc définie sur les intervalles ]—00,—1] et ]0,+°°[ , avec comme dérivée :

x+1

3
X

u 1

fl(x)= = ( ==

2u 2

Pour x tendant vers O par valeurs supérieures, f(x) tend vers 4oo, donc

I'axe des ordonnées est asymptote. Au voisinage de l'infini, on effectue un
, . -, 2 .
développement limité en mettant x~ en facteur sous le radical :

1/2

1
f(x) =] 1+é+%+—3
X X X
1
= || L+t 32— 92+8( éx))
2x 2x° 8x x

Ainsi, pour x — +oo, f(x)—(x+3/2) est équivalent a 3/8x, donc la
droite Y =x+3/2 est asymptote oblique située au-dessous du graphe de f.
Pour x — —oo, f(x)—(—x—3/2) est équivalent a —3/8x, donc la droite
Y =—x—3/2 est asymptote oblique située au-dessous du graphe def. Le
graphe présente un minimum au point (1/2,3\/3/72 ) . Le tableau de variation
permet ensuite de tracer le graphe (voir figure 3.7). Au point (—1,0) la tan-
gente est I'axe des abscisses.

X —o0 -1 0 1/2 —+o0

1) - 0 I - 0 +

[0 | 4= N0 N

d) La fonction fest définie partout sur R et admet comme dérivée :

x -1 gaapll

’( )= = 1 2
/G =1t (x+2? =D (x+2"

pour x différent de 1 et —2. Cette dérivée est du signe de (x—1)(x+1). Au voi-
sinage de I'infini on peut obtenir un développement limité de f(x) en met-
tant x° en facteur sous le radical :

f(x)=x(1—%+£3
XX

2 2
X X

" (1_1 e(l/x))
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Figure 3.7

Donc f(x)—x est équivalent a —1/x. La droite Y = x est une asymptote
située au-dessous du graphe pour x tendant vers —oo et au-dessus pour x ten-
dant vers +eoo. Calculons la dérivée seconde :

20x-1°" 2
(X% _3X+2)3/3 (x_1)4/3 (x+2)5/2?

[y ==

Elle est du signe opposé a x + 2, donc la fonction est convexe pour x infé-
rieur a —2 et concave au-dela. La dérivée n’est pas définie au point x =—2,
mais le graphe présente un point d’inflexion avec tangente verticale puisque
f/(x) = 4eo quand x tend vers —2. Quand x tend vers 1, f’(x) tend vers
I'infini avec le signe de x—1 ; il y a un point de rebroussement en (1,0), la
dérivée seconde étant négative au voisinage de ce point. Le tableau de variation
ci-dessous montre qu’il y a un maximum local en (—1,3/2). La figure 3.8
représente le graphe de cette fonction.

1(x) +  ooll4ee  + 0 —  —oo|l+e  +

f) | A 0 2 a0y 0 S e
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|

Figure 3.8

e) Cette fonction est définie pour x différent de —1 et sa dérivée se calcule
en examinant le signe de (x—1)(x+1). Si on introduit € qui vaut 1 pour
|x| >1 et —1 sinon, on peut écrire :

-1 2
f(x)=€x :8(1—
x+1 x+1

On peut alors dériver :

2¢€
(x+1)°

On adonc f'(1")=—1/2 et f’(1")=1/2, donc f est continue mais non
dérivable au point (1,0). Quand x tend vers —1, f(x) tend vers 4o, donc la
verticale X =—1 est asymptote. Quand x —> 4o, f(x) tend vers 1, donc
I'horizontale Y =1 est aussi asymptote. Le tableau de variation est donné ci-
dessous et le graphe dans la figure 3.9.

fx)=

F(x) + I - 12012 o+

f(x) 1 S teolltee N 0 A oo




94 TD Analyse

Y

-1 0 1 X

Figure 3.9



D 4 Fonctions puissance,
logarithme et

exponentielle

7
(= ‘ESSENTIEL

Les progressions arithmétique et géomeétrique sont des
suites numeériques fondamentales qui peuvent étre définies a partir
de deux termes consécutifs, dont respectivement la différence ou
le rapport est constant, appelé raison de cette progression. Il est
essentiel de connaitre I'expression de la somme des n premiers
termes de ces suites.

La fonction logarithme népérien, ou de base e, est définie
comme primitive de 1/x qui s'annule pour x = 1, la fonction expo-
nentielle étant sa réciproque. On définit ensuite les fonctions loga-
rithme et exponentielle de base quelconque, réciproques |I'une de
I'autre. Le théoreme des croissances comparées est un outil fonda-
mental pour déterminer les limites qui font intervenir ces trois types
de fonctions : puissance, logarithme et exponentielle. |l peut se tra-
duire en langage familier en disant que dans une confrontation
entre ces trois fonctions, c'est la fonction exponentielle qui
I'emporte sur la fonction puissance, elle-méme I'emportant sur la
fonction logarithme.

1 © Progressions arithmétique et géomeétrique

Définition. On appelle progression arithmétique de raison » une suite de
nombres réels telle que la différence de deux termes consécutifs est constante,
égale au réel r. Les termes de cette suite sont donc définis, a partir du premier
terme #, et, pour tout entier £, par :

Uy =Uu,+7r
ou par le terme de rang 7 :

u,=u, +n—"lr
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La somme des 7 premiers termes de cette suite a pour expression :

n—1
u +

r

n
S =u+..tu, :5(”1+””):n

Définition. On appelle progression géométrique de raison g une suite de
nombres réels telle que le rapport de deux termes consécutifs est constant, égal
au réel ¢. Les termes de cette suite sont donc définis, a partir du premier terme
u, et, pour tout entier £, par :

U = qH,
ou par le terme de rang 7 :

_ n-1
Zln - q Zll

La somme des 7 premiers termes de cette suite a pour expression :

1_ n
S =u+...tu =u 1
1—-¢
si g#1,avec § =nu, si ¢=1. Lorsque |q| <1 la suite des sommes partielles
“
converge, quand 7 — oo, vers § = .
—9q

2 © Fonction logarithme

Définition. On appelle fonction logarithme népérien la primitive de 1/x qui
s'annule pour x =1. Elle est définie pour tout réel x strictement positif par :
X
dr
lnx=] —
Ly
Il s’agit de la fonction logarithme de base notée e, définie par lne=1.
Pour tout nombre « strictement positif et différent de 1, on peut définir une
fonction logarithme de base @, c’est-a-dire telle que log, 6 # =1, proportion-
nelle a la fonction logarithme népérien :
In x

log, x=—
Ina

Elle est indéfiniment dérivable sur son domaine de définition, de dérivée
1/x1n a , donc monotone croissante pour « supérieur a 1 et décroissante pour
inférieura 1. Les propriétés fondamentales de cette fonction sont les suivantes :

log, 1=0, log (xy)=log, x+log, y

X

log,

1
=log,x—log,y, log,—=—log, x
X

log, x” = ylog, x

pour tous réels strictement positifs x et y.
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Si @ et b sont deux bases de logarithme, les formules de changement de
base s’écrivent :
log , x =log, x Xlog &

log,, x =—log, x

3 © Fonction exponentielle

Définition. On appelle fonction exponentielle de base e la fonction réciproque
de la fonction logarithme népérien, c’est-a-dire telle que pour tout réel y stric-
tement positif :

y=e¢" & x=Iny

Cette fonction est définie, continue et indéfiniment dérivable partout sur
R, toutes ses dérivées étant égales a e” . De la méme maniere, la fonction expo-
nentielle de base # est définie comme fonction inverse de la fonction loga-
rithme de base «, avec pour y >0 :

xlna

y=a =e & x=log,y

Elle est indéfiniment dérivable partout sur R, de dérivée " Ina, donc
monotone croissante pour « supérieur a 1 et décroissante pour « inférieur a 1.
Les propriétés fondamentales de cette fonction sont les suivantes :

(ﬂx )y:dxy (ﬂb)x =5

pour tous réels x et y et tout réel b strictement positif et différent de 1.

4 © Formes indéterminées exponentielles

Il existe trois formes indéterminées exponentielles, c’est-a-dire d’expres-
sions dont la limite ne peut pas étre déterminée immédiatement :

9 avec f(x) =0 et g(x) =0 ;

— forme 0° : toute expression [ f (x)]
— forme oo° : toute expression [f(x)]gm avec | f(x)|— 4o et g(x) >0 ;

0 avec f(x) =1 et | g(x)|—> +oo.

— forme 17 : toute expression [f(x)]

Théoréme des croissances comparées. Si z est une base quelconque de loga-

rithme et 00 un exposant strictement positif, on obtient les limites suivantes :
o

lim ——— =00
xX—>Foo logd x
x
. a
lim — = +oo
x—>teo x(x

lim x* log, x =0
x—0"
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Vrai Faux

1. Une suite de nombres réels peut étre simultanément
une progression arithmétique et géométrique. O O

2. Si a et b sont deux réels tels que Inab existe, on a
toujours la décomposition Inab=1na+1nb.

/

3. Si f et g sont deux fonctions équivalentes, alors e’ et

e sont aussi équivalentes.

4. Un nombre peut étre égal a son logarithme.

5. La forme 07 est une forme indéterminée exponen-
tielle.

o OO O
O OO O

i
|
|
[ |
|
|

. e . 2
6. Montrer sans calculs que la fonction f définie par f(x)=1n (—x" +3x—2)
admet, sur son ensemble de définition, un maximum que 'on déterminera.

7. Montrer, en utilisant le théoréme des accroissements finis, que si / et g sont
des fonctions équivalentes qui tendent vers 0, alors ¢/ —e* est équivalent a

/-g.

8. Montrer que [f(x)=In(x—1)+In

peut s’écrire sous la forme

f(x)=1ng(x) et préciser le domaine de définition de f.

9. Montrer que si # et b sont des nombres réels distincts, on a I'inégalité :

1

5( a +eb) > e(a+b)/2

et I'interpréter géométriquement.
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10. Déterminer les racines des équations suivantes :

2

a)e' —1—-x=0 ; b) ex—l—x—%=0;

o) e —bx=0otuaetbe R+ ; d) x—log, x=0 otz e R —{1}.

« NTRAINEMENT o

S

Progression arithmétique

11. Trouver trois nombres en progression arithmétique dont la somme est
égale a 30 et le produit a 910.

Analyse de 'énoncé et conseils. On écrit ces trois nombres sous la forme
x—7r,x, x+r ourest la raison de la progression.

12. Trouver » nombres insérés entre les réels # et b > a tels que ces n+2
nombres forment une progression arithmétique.

Analyse de I'énoncé et conseils. Il suffit d’exprimer le dernier nombre en
fonction du premier pour obtenir la raison et ainsi tous les termes de la pro-
gression.

13. Calculer la somme de chacun des ensembles de nombres définis ci-apres :
a) tous les nombres formés de trois chiffres ;
b) les 7 premiers nombres pairs ;
c) les » premiers nombres impairs ;

d) les # premiers multiples de trois.

Analyse de I'énoncé et conseils. Il suffit de remarquer a chaque fois que ces
nombres sont les termes d'une progression arithmétique dont on déterminera
le premier et le dernier terme.

Progression géométrique

14. Trouver deux nombres « et 4 tels que les réels @, a+2b, 2a+ b soient les
termes successifs d'une progression arithmétique et (b+ D, ab+5, (a+1)
soient les termes successifs d’'une progression géométrique.
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Analyse de 'énoncé et conseils. On exprimera d’abord la raison de la pro-
gression arithmétique et le nombre # en fonction de 4 et on calculera ensuite
la valeur de 4 en utilisant la seconde condition.

15. Déterminer la raison d'une progression géométrique dont le troisieme
terme est la somme des deux premiers.

Analyse de I'énoncé et conseils. La condition imposée permet d’écrire une
équation vérifiée par la raison de cette progression.

16. Dans chacune des questions suivantes on définit trois nombres a I'aide des
_ 2 2 ,- . )
réels a et b tels que &~ # b~ . Montrer qu’ils forment les termes successifs d’'une
progression géométrique dont on donnera la raison.
543
1 a —b

a) (a+b), a’ =, (a—b) ; b)( il 52,(¢2+ab+b2>2.
a a —

Analyse de 'énoncé et conseils. On formera le rapport de deux termes con-
sécutifs et, s’il est constant, il déterminera la raison de la progression.

17. Si #, est le k-ieme terme d’une progression arithmétique de raison 7,
montrer que v, =e"* est le £-ieme terme d'une progression géométrique dont
on donnera la raison. Calculer la somme des » premiers termes de cette
progression géométrique et indiquer dans quel cas elle converge.

Analyse de 'énoncé et conseils. On constate aisément que le rapport de
deux termes consécutifs de la suite v, est constant, ce qui fournit la raison de
cette progression géométrique.

Calcul logarithmique et exponentiel

18. Résoudre les équations suivantes :

TR o[22 )

b) In(x* =) =1nR—-x)+1n3—x) ; ¢) e*—3e"4+2=0 ;

a) 1nx=1n2+ln(2+\/§)+ln

d) ex _e—x — 3 : e) Xx — (\/;)x+l : f) 4x _Sx—l/z — 3x+1/2 _22x—1 )

Analyse de I'énoncé et conseils. 11 suffit d'utiliser les propriétés de la fonc-
tion logarithme, de poser X =e* dans les questions ¢) et d), et, dans la der-
niére question, de grouper les termes de facon a pouvoir mettre en facteur 4"
dans un membre et 3" dans 'autre.
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19. Résoudre les systemes d’équations suivants en fonction du parameétre
a>0:

2
2 2 _ 402 Xy =a
x +y =4
a){ ) b) 5
Inx + lny = 2ln3a — 3ln2; In?x + In?y = “In%a;
2
ol“ =7
dx+1:yq+x;

Analyse de I'énoncé et conseils. Les deux premiers systemes se transforment
en un systéme ol le produit et la somme de deux réels ont une valeur fixée. Le
troisieme systeéme doit étre transformé en prenant les logarithmes de chaque
membre.

Théoreme des accroissements finis

20. Appliquer le théoréme des accroissements finis pour déterminer la limite
quand x = +oo de:

g(X) — (X + 1)1+1/(x+1) _ xl+1/x

Analyse de I'énoncé et conseils. Le théoréme des accroissements finis est
. PN . P . 5. 1+1/.
appliqué a la fonction f définie sur lintervalle [x,x+1] par f(x)=x"", ce
qui permet d’exprimer g(x) en fonction de la dérivée de f en un point de

l'ouvert correspondant.

Formule de Taylor

21. Montrer, en utilisant la formule de Taylor, que pour tout réel x positif on
a les inégalités :
2
x
x—;S Inl+x) < x

En déduire la limite pour 7 tendant vers I'infini du produit :

k
1+—2
7

n

v =11

k=1

Analyse de ’énoncé et conseils. On applique la formule de Taylor, avec reste
de Lagrange, a f(x)=In(1+x) sur lintervalle [O,x] , successivement 2
l'ordre un puis a I'ordre deux. Les inégalités obtenues permettent ensuite de
déterminer un encadrement de In#, , dont on déduira la limite.
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Regle de L'Hospital

22. Soit f et g deux fonctions continues sur I'intervalle fermé [a,4] et dériva-
bles sur I'ouvert ]a,é[. On suppose également qu’il n’existe aucun point de
[#,6] ot f” et ¢’ sont simultanément nulles. Appliquer le théoreme de Rolle
a la fonction ¢ définie par :

o) =[/B) = f(@)]e(x)=[¢0) ~ g(@)] f (x)
pour en déduire la formule des accroissements finis généralisés -

f&~f@) _ 0
gb)y—gla) g0

ou ¢ est un point de I'ouvert ]ﬂ,b[ .

Supposons maintenant que /et g sont continues et dérivables sur un inter-
valle ouvert I contenant «, avec f(a)= g(a)=0. Montrer que si le rapport
f/(x)/g’(x) admet une limite, finie ou infinie, quand x tend vers «, alors le
rapport f(x)/g(x) admet la méme limite. Appliquer ce résultat dans le cas ot :

flx)=e* A g(x)=a" =B
o et B étant deux réels strictement positifs, pour x tendant vers 0.

Analyse de I'énoncé et conseils. On vérifie que le théoreme de Rolle
s'applique a la fonction @ et on en déduit la formule demandée en formant le
rapport qui y figure. On applique ensuite cette formule sur I'intervalle [ﬂ,X] ,
x étant un point quelconque de I. En faisant ensuite tendre x vers # on obtient
le résultat demandé, qui s’appelle la régle de L'Hospital. L'application de cette
regle permet d'obtenir la limite de f(x)/g(x) qui est une forme
indéterminée 0/0.

Développement limité

23. Donner un développement limité a 'ordre deux des expressions f(x)
suivantes :

2x—1

X

a) In , au voisinage de 1 ; b) 1+ x)"™, au voisinage de O ;

o) In(z" +47), au voisinage de O et @, b € R .

Analyse de I'énoncé et conseils. On applique la formule de Maclaurin avec
reste de Young a chaque fonction /, en remplagant x par x —x, si on effectue
le développement au voisinage de x,, . Pour les questions b) et ¢), on utilise les
développements usuels que 'on applique a une variable # qui va dépendre de
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x. Il faut faire attention apres ce changement de variable a ne pas réintroduire
des termes d'un ordre supérieur ou égal a ceux qui ont déja écé négligés.

24. Donner un développement limité a 'ordre trois des expressions f(x)
suivantes :

a) In (1+e€"), au voisinage de 0 ; b) (" —x)"*, au voisinage de O ;

¢) In (x+e"), auvoisinage de 0 ;  d) xln(x+1)—(x+1lnx, au
voisinage de oo .

Analyse de I'énoncé et conseils. Comme dans I'exercice précédent, on utilise
un développement limité usuel et on effectue un changement de variable, en
prenant soin de ne conserver que des termes d’ordre au plus égal a celui du
développement déja effectué.

Calcul de limites

25. Déterminer la limite des expressions f(x) suivantes :

1 1 1
a) =, x—>0; —————,x—0;
1+ InQ+x) x
1. 1+ In(1+¢e*
c) —In x,x%O; d)M,xﬁﬁm;
x l1—x X
]‘ ax bx ~
e) Inx—1)In(x—e), x >e ; ) —(e”—e”), x>0, a et b étant
x
deux réels distincts ;
x =1 %
g ——, x—>1; h) ,x—>0etx—1;
x—1+Ilnx x—1 x(1—x)
Ner
i) ————,x—>aavec a>0et a#1 ;
log, x—1
x“—a"

J) —,x—>a avec a>0et a#1.
log, x—log, a

Analyse de I'énoncé et conseils. En présence de forme indéterminée on uti-
lise un équivalent, ou si nécessaire un développement limité. Lorsque x tend
vers un réel # non nul on effectue le changement x =2+ # de fagon a faire
intervenir I'infiniment petit #.
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Formes indéterminées exponentielles
26. Déterminer la limite des expressions f(x) suivantes :

a) M x—>0" b) [1n(1+x)]x , x—=0"

x+2

, X —>F00 ]

x—1

x+3

o) (Inx)"™, x — 4oo ; d)

1429
x

e)

, X = +oo avec lim #(x)=a ;
x—>+oo

)1/(0L+ﬁlnx)

f)(pz+bx” , x>+, z,0e R, pe Rietn, b € R} ;

1/ ln(x2+1)

g) x , X —> too,

Analyse de I'énoncé et conseils. On détermine la limite de In f(x) en utili-
sant éventuellement des équivalents.

Etude de fonction

27. Etudier et représenter graphiquement les fonctions f qui sont déterminées
par les expressions f(x) ci-apres :

1 Inx
a) —(lnx—x"—1) ; b) —7— ;
)2 ) )T
X 1"
_r 1+=] .
) o d) M
e) (x+2)e'” ; f) xln|e* —1].

Analyse de I'énoncé et conseils. On détermine au préalable les intervalles de
définition de la fonction et les limites aux extrémités de ces intervalles. Le
calcul de la dérivée permet ensuite d’obtenir le sens de variation. On peut par-
fois avoir a étudier la dérivabilité en certains points particuliers. On compleéte
I’étude par la recherche d’asymptotes éventuelles, I'étude de la convexité et la
recherche de points d’inflexion. Le graphe peut enfin étre précisé par les coor-
données de certains points particuliers.

Taux d'intérét

28. Préciser la durée a 'issue de laquelle un capital C, placé a un taux d’intérét
annuel 7 =6 % , aura doublé ; aura été multiplié par dix.
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Analyse de I'énoncé et conseils. Il suffit d’utiliser la définition du taux
annuel qui transforme au bout d’un an un capital C en C(1+7). Les réponses
seront données en années et mois.

Taux instantané

29. Un capital de 1 000 euros est placé a un taux d’intéret annuel de 5%.
Déterminer la valeur de ce capital a un instant ¢ quelconque, et calculer sa
valeur au bout de 1 000 jours, 'année civile étant de 360 jours.

Analyse de I'énoncé et conseils. Il faut d’abord déterminer le taux instan-
tané en fonction du taux annuel, puis exprimer la valeur du capital a I'aide de
ce taux, a une date quelconque exprimée en fraction d’année.

Valeur actualisée

30. La valeur d’un bien a la date 7 est déterminée par V(z) = V0e$ . Déterminer
le taux de croissance instantané de ce bien et sa valeur actualisée A, en fonction
du taux d’escompte annuel r. Calculer la date ou cette valeur actualisée est
maximum dans le cas ot » =10 % .

Analyse de I'énoncé et conseils. Le taux de croissance instantané d’une fonc-
tion du temps est sa dérivée logarithmique. Si C est la valeur d’un capital dis-
ponible a la date #, sa valeur actualisée dans le cas d’'un escompte pratiqué a la
fin de I'année est C(1 + »)™.
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acv

1. Vrai. Mais seulement dans le cas tres particulier d'une suite constante qui
est a la fois une progression arithmétique de raison nulle et une progression
géomécrique de raison 1.

2. Faux. L'expression Inab est définie pour # et b de méme signe, qui
peuvent donc étre négatifs. On doit donc écrire Inab=1n|a|+In|b].

3. Faux. Le résultat est faux en général. Il devient vrai si en plus f —g¢ tend
vers 0. Soit par exemple f(x)=x" et g(x)=x+x qui sont équivalentes
quand x tend vers +oo. On obtient e/ /e =™ qui tend vers 0, donc e’
et e ne sont pas équivalentes.

4. Vrai. On pourra voir dans la question de réflexion 10 d) que 'équation
x =log, x admet des solutions si on choisit convenablement la base @. Par
exemple, dans la base e le nombre e est égal a son logarithme, c’est-a-dire
que logem e=e.

5. Faux. Soit h(x) = [f(x)]gm avec f(x)—>0" et |g(x)| — +o0 . On obtient
Inh(x) = g(x)1n f(x) qui tend vers 'infini avec le signe de —¢g, donc il n’y a
pas d’indétermination. Si g(x) — +oo, alors A(x) = 0 et si g(x) — —oo alors
h(x) —> +oo.

6. On peut écrire f(x)=Ilnu(x) avec u(x)=(1—x)(x—2). La fonction f est
donc définie sur 'intervalle ouvert ]1,2[ . Par ailleurs, on peut écrire le poly-
ndme # sous la forme #(x)=—(x—3/2)"+1/4<1/4, donc # est maximum
pour x =3/2. Comme la fonction logarithme est croissante, il en est de méme
pour f qui admet le maximum f(3/2)=—1n4.

7. On sait que e/ —1 et e —1 sont respectivement équivalents aux infini-
ment petits /et g. Cependant, on ne peut pas en déduire directement par diffé-
rence que e’ —e® est équivalenta f — g, car I'équivalent d’une différence n’est
pas toujours la diftérence des équivalents. Nous allons donc appliquer le théo-
réme des accroissements finis a la fonction exponentielle sur l'intervalle
[g,f] : il existe un nombre # de 'ouvert ]g,f[ tel que e/ —ef =(f —g)e".
Comme f et g tendent vers O, il en est de méme de #, et par conséquent :

e/ —ef

f-g

—e* est équivalenta f—g.

=e" >1

ce qui traduit bien que e’
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8. Lasomme de deux logarithmes est égale au logarithme du produit, soit :

In(x—1)+1n =In2

se=1l
mais on ne peut pas en déduire que f(x)=1In2 pour tout x réel. Il faut en effet
déterminer au préalable le domaine de définition de la fonction f, qui est
I'intervalle ]1,+00[ . L’expression obtenue n’est donc celle de f(x) que sur cet
intervalle.

9. Supposons par exemple que 4 soit supérieur a # et posons b= a+ 25, avec
h>0. On a alors (a+b)/2=a+h et e +e' =e’(+e?) avec, par
conséquent :

e’ +e’ _1+eyg

_ b b _
G -5 ¢ te = g(h)
e e

Cette fonction g admet pour dérivée g’(h)=¢’ —e” =e"(e”” —1) qui est

négative pour 5 <0 et positive pour » >0 . Ainsi ¢ admet un minimum pour
h=0, de valeur g(0)=2, et par conséquent, on a bien I'inégalité :

b

e“+e

e(¢z+/;)/2

>2
Si on pose f(x)=e", cette inégalité s’écrit :

/

1 1 1 1
—at+—b|<—=f(a)+—f(b)
2 2 2 2
ce qui exprime que la fonction exponentielle est convexe (voir figure 4.1), pro-
priété évidente puisque la dérivée seconde est positive.
10. a) La dérivée de e" —1—x est e —1, qui est négative pour x <0 et posi-
tive pour x > 0. Cette expression admet donc un minimum pour x =0, qui a
pour valeur 0, et donc I'équation admet comme seule racine x =0 .
s,z 2 . B . s 2

b) La dérivée de e* —1—x—x"/2 est e" —1—x, qui est 'expression précé-
dente dont on a vu qu’elle était toujours positive. Il s’agit donc d’une fonction
monotone croissante, qui ne sannule que pour la valeur x=0 (voir

figure 4.2).

c) La fonction f déterminée par f(x)=e” —bx admet pour dérivée

f'(x)=ae” —b, qui s’annule pour x =—In—=0a. On obtient le tableau de
a a

variation suivant :

X —oo o +o0
f(x) - 0 +
f(X) +o0 \; B /‘ +oo
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A

(ed+ Eb)———————“——

exp—z-(_a+b)~ e

oA
2
B

Figure 4.1

- o

Figure 4.2
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On voit ainsi que f passe par un minimum pour x =0, de valeur

b ae . . . e SIS :

[3=f(0c)=—ln7. Si cette valeur minimale est positive, c’est-a-dire si
a

ae > b ,I'équation f(x)=0 n’admet aucune racine. Pour 4 = ze , ce minimum
est nul et il y a donc une racine unique x =1/z. Pour 4> e, le minimum

o . . 1 b1
étant négatif, il y a deux racines qui encadrent o0 =—In—>—.
a a a
d) La dérivée de g(x)=x—log, x est g’ (x)=1-1/xlna qui s'annule
pour xlnz=1, soit x=Ine/lnz=1log, e. La fonction g étant définie pour
x>0, cette valeur n’appartient pas au domaine de définition si 0 <z <1 et
dans ce cas g’ est toujours positive. La fonction g est donc strictement crois-
sante de —oo a +4oo et il existe alors une valeur unique o<1 telle que
g(a)=0. Pour #>1, on obtient le tableau de variation suivant :

X 0 log, e +oo
g’ (x) I — 0 -
gx)  [ll+oo N B / +oo

La fonction g présente donc un minimum de valeur
B =g(log, e)=log, e—log (log, e)=log (e/log,e). Si ce minimum est
positif, c’est-a-dire si e >log e, alors I'équation g(x) =0 n’admet aucune
racine. Pour e=1Ine/lna,ona f =0 ce qui correspond a une racine unique
de valeur x=1log, e=e, la base étant donc définie par lnz=Inele, soit
a=e¢" . Enfin, pour 1< z<e" le minimum est négatif et dans ce cas il y a

deux racines qui encadrent la valeur log e.

11. Ces trois nombres ont pour somme (x—7)+ x+(x+7)=3x =30, donc
x =10 . Leur produit est 1010 — )10+ ) =910, soit 100—+> =91, donc la
raison est 3 ou —3, ce qui donne les mémes nombres : 7, 10 et 13.

12. Le nombre 4 se déduit du premier terme « de cette progression par la rela-
tion b =a+ (z+1)r. La raison est donc :

_b—a
n+1

r

et les termes intermédiaires s’écrivent, pour £=1,2,...,7 :

b—a
n+1

X, =a+tk

13. Si #, et x, sont les termes de rang 1 et » d'une progression arithmétique,
elle a pour somme S, =n(u, +u,)/2.
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a) Le premier nombre de trois chiffres est #, =100 et le dernier #, =999 ,
soit un total de » =900 nombres en progression arithmétique de raison » =1.
Leur somme est donc égale a S, =450%x1099 =494550.

900

b) Les nombres pairs forment une progression arithmétique de raison
r =2, le premier terme étant #, =2 et le n-ieme #, = 2n. On obtient donc
S, =nn+l).

¢) Les nombres impairs forment une progression arithmétique de raison
r =2, le premier terme étant #, =1 et le n-iéme #, =2n—1. On obtient donc
S, =n.

d) Les multiples de trois forment une progression arithmétique de raison

r =3, le premier terme étant # =3 et le #n-ieme #, =3n. On obtient donc
S, =3nn+1)/2.

14. Si r est la raison de la progression arithmétique, on a a+2b=a+r et
2a+b=a+2r,donc r=2b et a=3b.La condition suivante se traduit par :

ab+5 (a+1)
b+1)° ab+5

Soit en remplacant # par 34 :
(b+1*Gb+17 = (36 +5)

Cette équation admet la solution unique /=1, dot 2 =3 et r=2, la
raison de la progression géométrique étant aussi égale a deux.

15. Les trois premiers termes #,, #, = qu, et u#, = q u, sont liés par la relation
n,=u,+1u,, soit 1+g—¢°)u, =0. En dehors de la suite nulle constante, la
raison g de la suite doit vérifier ¢°—g—1=0, soit deux solutions
q=(1+\/§)/2 et qZ(l—\/g) /2.

— Vous avez compris ?
Déterminer la raison et les trois premiers termes d'une progression géométrique,
l1és par les velations u, +u,+u, =312 et u;—u, =192,

Réponse : q=3, u, =24, u,=72, u; =216 ou q=-7/5, u, =200,
u, =—280, u; =392.

16. a) Les rapports de deux termes consécutifs ont pour expressions :

a =0 a—b . (a—b)y° a—b
_ e _
(a+b)y  a+b a—=b a+b

Ces rapports étant égaux, leur valeur commune est la raison de la progres-
sion.
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b) De la méme maniére :

3_&3
ﬂz b2(5z+b)2=(42+ﬂé+b2)(a+b)
22—
a—=b 2
; é3(42+ﬂb+é2) =(a+b)(dz+ﬂb+bz)
42—

Le rapport constant de deux termes consécutifs fournit la raison.

17. Le rapport de deux termes consécutifs est tel que :

1}/z+1

vy

= exp(u,,, —u,) =€

donc il s’agit bien d’une progression géométrique de raison e’ . La somme des
n premiers termes de cette suite est :

pour r différent de 0, avec §, =ne" pour r=0. Pour que cette somme
admette une limite finie, il faut que » soit négatif, et dans ce cas la limite est :

il

€

r

I—e

18. a) On utilise d’abord la propriété Inz+1Inb=Inab,avec a =2++2+ N0
et b=2—+/2+~/2 . Donc ab= 4—(2+\/§) =2—+/2 et I'équation devient :

lnx:ln2+ln(2+\/§)+ln(2—\/§) =1n2+1n(4—-2)=2In2

La solution unique est x =4 .

b) L’égalité des logarithmes implique 1'égalité des arguments, soit :
x=1=Q2-x)B—x)=x"=5x+6

de solution x =7/5.

c) En posant X =e", on obtient I'équation du second degré
X’ —-3X+2=(X-1)(X~-2)=0, de solutions X =1 et X =2, s0it x=0 et
x=1n2.

d) Si on pose X =e", I'équation s’écrit X —1/X =3 ou X’ —3X—-1=0,
dont seule la racine positive X = (3 55 15) /2 convient, soit
5 = ln(3+\/B)—ln2.

e) En prenant le logarithme des deux membres, on obtient

xlnx= E(x +1)Inx de solution unique x =1.
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f) On écrit I’équation sous la forme :

4x + 22X—1 — 3x+1/2 + 3x—1/2

Ce qui permet les mises en facteur suivantes :

1
\/§+$

1
4% [1+=|=3"
2

————

Cette équation est équivalente a :

-6

de solution x =3/2.

— Vous avez compris ?

Résoudre les équations suivantes :

ﬂ) e3x+1 _262x+1 +ex+1 — O )
b &= x =0
0) 37 +97" =1458.

Réponses :
3x+1 2x+1 +1 +1 2
a) e =2e +e =" (e =17, x=0 ;

1
b) \/;lanExlnx, x=1et x=4 ;

() X=3", X°+81X—-2X81°=0, X=81, x=4.

19. a) La seconde équation peut s’écrire :
2 9 2
lnxy=1In92" —1ln8 = lnga

Le systeme se transforme alors en :
2 2 2

x"+y =4a

2
8

Xy = ~a?

On a donc :
2 2 2 2 9 2 2
x ty =x+y) —2xy=(x+y) —Zﬂ =44

soit x + y = 5a/2 puisque x et y doivent étre positifs. Connaissant la somme et
le produit des nombres x et y, ce sont les deux racines de I’équation du second
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degré :
X’ —24X+242 =0
2 8

Soient les solutions :

x=§(5+ﬁ) x=z(5—\/;)

ou .
y =Z(5—\/7) y :£(5+\/;)
4 4
b) Nous posons X =Inx, I'=Iny et A=Ina et le systeme devient :
X+Y=2A
X 4T =2 A

On en déduit donc X+ Y’ =(X+Y) —2XY =4A>-2XY =5A%/2,
soit le systeme :

X+Y=2A

XT:EN
4

Donc X et Y sont les deux solutions de I'équation z° —2Az+2 A’ =0,

soit X =A/2, Y=3A/2 ou X=3A/2, Y =A/2. Les solutions correspon-
dantes sont x=x/;, y=aa ou x=az\/;, y=\/;.

c) Pour 2=1, le systeme est indéterminé avec y =1 et x quelconque.
Pour @ #1, en prenant les logarithmes le systeme s’écrit :

xlna=alny

(x+Dlna=(x+a)lny
Soit, en formant le rapport de ces équations :

1 x
1+—=14+—
x a

Les solutions sont x =+« et x = —\/; , 'autre inconnue étant respective-

Ja 1z

ment y=a""" et y=a~



114 TD Analyse

— Vous avez compris ?
Résoudpe le systeme suivant :

x+y=2
27 +27 =1

Réponse : x=y=1.

20. On applique le théoreme des accroissements finis a la fonction £, avec :

In x

X

f(X) — Xl+1/x = xexp

Sur 'intervalle | x, x + 1] cela permet d’écrire g(x) = f’(x+0), ot 0 est un
nombre de 'ouvert 0,1[ . La dérivée de fest :

1 1 1 |
f(x) =exp it — nzx exp S
x x x x
x+1—Inx In x
= exp
X X
Et ainsi :
1 1 +0 1 +6
glx)=|1+ - n(x+9) ex n(x+6)
x+0 x+0 x+0

Quand x —> +oo, il en est de méme de x+ 0 et, d’apres le théoreme des
croissances comparées, on en déduit aisément que g(x) tend vers 1.

21. Les dérivées de f(x)=In(1+x) sont :

’ _ 1 ” — 3) — 2
e 1+x /7 A+x)’ S A+ x)’

D’ou les développements de Taylor-Lagrange sur [O,x] :

2

X
In(l4x)=x————
2(1+0,x)°
X2 X3
In(1+x) = x——+—3
2 3(1+6,x)

ou 0, et 6, sont deux nombres de ]0,1[ . L’expression des restes, de signe cons-
tant pour x >0, montre que :

2
x—%Sln(1+x)Sx
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On calcule le logarithme du produit #, :

Inu, = Zﬂ: In
4=1

On utilise ensuite la double inégalité :

k
1+—2
n

kEoE

k
2

n

k
1+—2 <

n

<ln
w 2n'

Par ailleurs, on utilise les résultats suivants :

Z”: b n(n+1)
=1 2

i: P = n(n+1)2rn+1)
P 6

On en déduit 'encadrement :

n+1 (n+1)(2n-|—1)<l <n+1
— <lnu«

2n 1212° 2n

Les deux termes de I'encadrement ont la méme limite 1/2, qui est donc
aussi celle de In#, . Par conséquent #, admet pour limite Je.

22. La fonction ¢ est continue sur le fermé [ﬂ,b] et dérivable sur l'ouvert
]az,é[ ,avec de plus ¢(b) =@ (2) = f(b)g(a)— f(a)g(b) . D’apres le théoreme de

Rolle, il existe un point ¢ de I'ouvert ]a,b[ tel que @’(c) =0, soit :

[F0)— f(@)]g' ()= [gb)— g@)] f(c)=0
Ce qui conduit a la formule des accroissements généralisés :
f&=f@) _ £
gb)—gla)  g'()

Si on applique cette formule sur 'intervalle [a,x] , il existe alors un point
¢ de 'ouvert ]4,x[ tel que :

fG)=f@) _ [ _ F/©
gx)—gla) gx) g0

Si x tend vers «, il en est de méme du point ¢, ce qui permet d’obtenir la
regle de L'Hospital :
lim&z { = lim&=€
X—a g (x) X—>a g(x)
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Appliquons cette regle aux fonctions / et g qui sont telles ici que
f(0)=g(0)=0 et qui admettent pour dérivées :

(%) = ae™ —BeBx, gx)=0%lno—B“elnP

Ainsi f’(0)=o—p et ¢g’(0)=elno—eln . Par conséquent :

C ™ —eP o—pB
lim =
=0 o =B eln(o/B)

23. a) On obtient comme dérivées :

L2 11 . o 1—4x
f(X)_Zx—l x  x(2x—1)" F7e) x* (2% —1)°

de valeurs f'(1)=1 et f”(1)=-3, ce qui conduit au développement limité :
2x—1

X

In =x—1—%(x—1)2+(x—1)2£(x)

avec €(x) =0 quand x —> 1.
b) On écrit :

1
In f(x)=—In(1+x)
X
et on utilise le développement au voisinage de 0 de In(1+x) :

2
X X
lnf(x)=1—5+?+x281(x)

On peut alors mettre f(x) sous la forme f(x)=e'™, en ayant posé

2
X

u= —E+x—+x2£1(x). On utilise enfin le développement limité de I'expo-

nentielle au voisinage de O :

2
’ u 2
e =1+u+—+ue,(u)
2
Soit, en ne retenant que les termes en x de degré inférieur ou égal a deux :

2 2
f(x):e[1—£+x—+x—+xzeg(x)
2 3 8 !

11
=ell—i+—x2+x283(x)
2 24

ou tous les termes €,(x) tendent vers O avec x.
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c¢) On wutilise dabord le développement limité de la fonction
exponentielle :

2
x xlna

x
a =e =1+xlna+?lnza+x281(x)
2

b =™ = 1+xlnb+%ln2 b+x282(x)

On écrit ensuite :
f)=In(a" +6")=1n2+2x) =1n2+In(1 + )

en ayant posé :

2
2u=x(lna+1n é)—l—%(lnz a+1n° b)+x283(x)

On utilise enfin le développement de la fonction logarithme :

2
In(l+x%) = Zl—%'l' u284(u)

. 2
SOlt, €n ne conservant que les termes en x et x~ :

In(a” +b’f):1n2+§<1n¢+1nb)+%2(1n2¢+1n2 b)

2
—%(mdﬂnw + e, (x)

2
:ln2+§(lna+lnb)+%(ln2¢+lnzb—21nalnb)+x286(x)

ou tous les termes €,(x) tendent vers O avec x.

— Vous avez compris ?

Donner le développement limité a [lovdre deux, au woisinage de 0, de
f)y=0+x)".
Réponse :

A+ x)" =14+ x" +x’e(x)

24. a) L'expression de f(x) est de la forme In(1+ #),avec # =e€", qui n’est pas
un infiniment petit au voisinage de 0 et qui admet comme développement a
I'ordre trois :

. x5 x 2
€’ =llaFsgar—aF=—4r5"E, (%)
2 6
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Soit :
f(x)=1n2+v)=1n2+In(1+7)

en ayant posé :
3
X" x .
2t=v=x+—+—+x"¢,(x)
2 6

On écrit également le développement a l'ordre trois du logarithme, au
voisinage de O :
2 3
Ind+7)=t——+—+1¢e,(x)
2 3

On remplace ensuite # par son expression en fonction de x, mais dans les
2 3 . z N
termes en ¢~ et ¢~ on ne retient pas les termes en x de degré supérieur a trois.
Ainsi :
2 3

X X
x+—+—=
2

1
=ln2+—
f(x)=1n +2 7

1 1
—— (" )+ —x° +x383(x)
8 24 :

2
X X
=ln2+5+—+x383(x)

ou toutes les fonctions €; sont des infiniment petits au voisinage de 0.

b) On utilise le développement de I'exponentielle a I'ordre trois :

. X 5
e —x=1+—+—+x"¢g,(x)
2 6

. L. X X L.
et ensuite on écrit f(x)=(1+ )" avec u = —+z+ x'%sl (x) . On écrit alors
2

le développement de cette fonction puissance, a I'ordre un seulement puisque
u est du second degré par rapport a x :

u
1+x)'" =1 +g + ue,(n)
On remplace enfin # par son expression en fonction de x :
PR
(" —x)" =1+=—+—+x"e,(x)
6 18 ’

ou toutes les fonctions €; sont des infiniment petits au voisinage de 0.

¢) Le développement a I'ordre trois de I'exponentielle permet d’obtenir :

. x X 5
0ear =1+2x+?+?+x'81(x)
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2 B)
x° X .
On écrit alors f(x) =In(1+ %), ayant posé # = 2x + —2 +—+x'g,(x). Le

développement a l'ordre trois du logarithme, au voisinage de 0, est :

2 Bl
ln(l+z¢)=z¢—%+%+u3ez(u)

Soit, en remplagant # en fonction de x et ne conservant que les termes de
degré inférieur ou égal a trois :

2 3
X

ln(x+ex)=2x+?+%—§(4x2 +2x3)+§x3 +x’g, (%)

2 11 3 3
=2x——x"+—x +x7€,(x)
2 6

ou toutes les fonctions €; sont des infiniment petits au voisinage de 0.

d) Linfiniment petit est 7=1/x et on obtient comme nouvelle
expression :

1
+(1+-
t

1
1+=

f(x) =lln
t 13

1
Inf=-In(z+1)+1n¢
t

Soit en développant le logarithme au voisinage de O :

r 7
=lnr+l—-—+———+1et
f(x)=1n >t 373 (2)

1 1 1 1 e(1/x)
=ln—Fl-—t————+—
x 2x  3x° 4dx x

25. a) Il faut distinguer deux cas :

. 1 .
esi x> 0", alors — — 400 et " — +oo, donc f(x)—=0 ;
x

. - 1 .
esi x>0 ,alors —— —oo et e

X

—0,donc f(x)—>1.

b) Un équivalent de In(1+ x) ne permet pas de résoudre cette forme indé-
terminée oo —oo . Il faut écrire le développement limité a l'ordre deux pour
obtenir :

—In(1+ 2 1
f(x)=x n( x)~x2 _1

xIn(1+ x) x 2

c) Il suffit ici d’utiliser les équivalents In(1+ x) ~ x et In(1 —x) ~ —x pour
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obtenir :
1 1
fx)=—In(1+x)——In(1—x) — 2
x x

d) Quand x — +oo, In(1+€*) ~ Ine” = xet par conséquent f(x) tend
vers 1.

e) Pour résoudre cette forme indéterminée 0Xoo on fait le changement
x=e+u :

V4
1+—
€

f(x)z[ln(e+u)—1]lnu=[ln(e+u)—lne]lnu=lnuxln

On voit ainsi que f(x) est équivalent a #ln«/e, qui tend vers O d’apres
le théoréme des croissances comparées.

f) En effectuant le développement limité a I'ordre 1 des exponentielles, on
o % o b z .
obtient les équivalences e” —1 ~ ax et e —1 ~ hx. Donc e” —e™ est équi-
valent a (¢ —#b)x . La limite de f(x) est a—b.
0

g) Clest une forme indéterminée — que nous allons résoudre en prenant
des équivalents du numérateur et du dénominateur, apres le changement
x =1+ . Le numérateur devient :

x"=1l=exp(xlnx)—1= exp[(1+ﬂ)lr1(1+u)]—1 ~u
car 1+ u)In(1+#) ~ u, puis e" —1 ~ u. Le dénominateur devient :

x—1+lnx=u+1n(l+%) ~ 2u

et par conséquent f(x) tend vers 1/2 quand # tend vers O.

h) Il faut distinguer deux cas selon le signe de x :

esi x >0 ,alors = — —oo et f(x) = 0 d’apres le théoreme des crois-
x(1—x

sances comparées 5

esi x— 0", alors — +oo et f(x) se présente sous une forme indé-
x(1—x)
1/x

e
terminée 0Xoo, ayant méme limite que gx)=—x"exp(l/x)=— e qui

tend vers —oco d’apres le théoréme des croissances comparées.

Quand x tend vers 1, il faut encore distinguer deux cas :

°si x —1 ,alors — too et f(x) = —oo ;

x(1—x)
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1
®si x > 1", alors ———— — —o0 et f(x) est une forme indéterminée — qui
x(1—x) 0
A . 1 1 u 3 1
a méme limite que g(x) = exp =—, ayant pos¢ #=——.
x—1 1—x e” x—1

Quand # — 4o, g(x) tend vers O d’apres le théoreme des croissances
comparées, donc il en est de méme pour f(x).

0
i) L’expression se présente sous la forme indéterminée —. Avec le change-
ment x = «+ #, le numérateur devient :

E‘)szz

In(az + %) = In(1+ #/a) u

Ina Ina alna

N i

et le dénominateur :

log, x—1=

Par conséquent, f(x) a pour limite Jalna.

j) Nous avons une forme indéterminée — que nous transformons avec le
changement x = &+ #. Le numérateur s’écrit

atu __ u

u
I+—| —a

a

x‘—a =(a+un) —

avec comme équivalents au voisinage de 0, ((+#/a)’—1~u et
4" —1 ~ ulna soit au total :
x“—a" ~ua”(1—1na)
a condition que « soit différent de e. Le dénominateur a pour expression :
In(a + #) Ina 1+ In(1+ #/a) Ina
Ina In(a + «) Ina Ina+In(1+ #/a)

log, x—log, a=

Soit, en utilisant I'équivalent In(1+ #/a) ~ ula :

2u

alna

log, x—log, a ~

Pour « différent de e, en effectuant le rapport des équivalents, on obtient
comme limite de f(x) :

—aMna(l-1lna)
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Il reste a éctudier le cas particulier 2z =e ou le numérateur devient, avec

uU=x—=¢€ .
e
u
—e

Il faut ici utiliser les développements limités a I'ordre deux :

€

"
xf—e" =e|[1+—

€

€

=l+u+

u e—1
1+—
e

u +z¢2£1(u)

2e

2

u u 2

e =1+Zt+?+ﬂ e, (n)

soit par différence :

2
u

e x
X —€ ~——€

e—1
L’équivalent du dénominateur étant 2u«/e, on obtient finalement :
ee
f(x) ~——(x—e)
4

Donc la limite est égale a 0.

— Vous avez compris ?

Déterminer les limites des expressions suivantes :

1
f(x)=In(1—e""),x —> +oo; g(x)z—3 In(+x)* —2x+x°|,x = 0;
x

In0l+x) 1
x” x

h(x) = x — 0.

Réponses :

f(x) =0, glx)— %, h(x) — —%

> . , ., o 0
26. a) C'est une forme indéterminée exponentielle 0" avec :

Inx In x 1

lﬂ = = =
S = Sy T ok tin3 15103/ Inx

donc f(x) tend vers e.

5 . 2 . s 0
b) C’est encore une forme indéterminée O avec :

In f(x)=x1n[ln(1+x)]
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Comme In(1+ x) est équivalent a x, In f/(x) a méme limite que xlnx,
qui tend vers 0 d’apres le théoréme des croissances comparées. Donc f(x) tend
vers 1.

¢) C’est une forme indéterminée oo’ avec :

In#

u

In f(x)= lln (lnx) =
x e

ou on a posé #=Inx. D’apres le théoreme des croissances comparées, ce rap-
port tend vers O donc f(x) tend vers 1.

d) C’est une forme indéterminée 17, avec :

-1
In f(x) = (x+2)In>
54F 3
1 1
=(x+2)|ln{1-—| =In 1+é ~ X L
x x x X
Donc In f(x) tend vers —4 et f(x) vers e,
e) C’est une forme indéterminée 17, avec :
In f(x)=xIn 1+@ ~ 2u(x)
x

donc In f(x) tend vers z et f(x) vers e”.

f) C’est une forme indéterminée o, avec :

lﬂ(ﬂ"‘bxﬂ) _Inbx"  nlnx
o+PBlnx  PBlonx Plonx

donc f(x) converge vers P

In f(x)=

g) Cest une forme indéterminée oo”, avec :
lnx  lnx

In(x*+1) lnx’

Donc In f(x) tend vers 1/2 et f(x) vers \/E.

27. a) Cette fonction est définie et continue pour x strictement positif, en
raison de la présence du logarithme. Elle admet pour dérivée :

In f(x)=

=

f’(x)=—iz(lnx—x2 —1)+l
x x

X

1 2
=—Q2-x —lnx)
5

. . P 2 stz
qui est du signe du numérateur # =2—x" —Inx . Sadérivéeest #' = —2x—1/x,
toujours négative. La fonction # est donc strictement décroissante de 400 & —oo |

s’annulant pour une seule valeur o. Comme #(1) =1 et #(2)=—-2—-1n2<0,on
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en conclut que cette racine o est comprise entre 1 et 2 ; sa valeur approchée est
. . 1 2
1,31. La fonction passe par un maximum d’ordonnée B = f(a)= a(l —20°),

proche de —1,86 . Lorsque x tend vers O par valeurs positives, f(x) — —eo,donc

'axe des ordonnées est asymptote. Pour x tendant vers plus I'infini, le numérateur
2 . N 2 N B

est équivalenta —x~, et f(x) a —x . D’autre part :

f(x)+x=l(lnx—1)
x

converge vers 0 par valeurs positives, donc la droite Y’ = —x est une asymptote
située au-dessous du graphe représenté dans la figure 4.3. L’asymptote coupe
le graphe pour Inx—1=0, soit pour x =e. Le tableau de variation est le
suivant :

X 0 o +o0

F(x) Il + 0 —

¥ A o (S X
1 4 1 } I P
0 ) ,
] ( y=—x
B: ------------ ! l:
Figure 4.3

b) Cette fonction est définie et continue pour x strictement positif, avec
pour dérivée :

1 In x 2—Inx

A x\/;_ Zx\/; - Zx\/;
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qui change de signe pour x =e’. D’apres le théoreme des croissances compa-
rées, f(x) tend vers O quand x — +oo , donc I'axe des abscisses est asymptote.
De méme, f(x) — —co quand x tend vers 0, donc I'axe des ordonnées est aussi
asymptote. On obtient le tableau de variation suivant :

X 0 ez “+oo

oo | + 0 —

S| —eo / 2/e N 0

Pour préciser le graphe représenté dans la figure 4.4, on calcule la dérivée
seconde :

, . .. . . 8/3 .
Le graphe présente un point d’inflexion d’abscisse x, =e”, la fonction
étant convexe pour x > X, .

2/e

0,6

0,4 :
0.2
0 1 E e "
fT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T S
10 20 30 40 50
=02

Figure 4.4

c) Cette fonction n’est pas définie pour x =0 , mais on peut remarquer que
f(x) tend vers 0 quand x tend vers 0. On peut donc la prolonger par conti-
nuité en posant par définition f(0)=0. On obtient comme dérivée, pour x
différent de O :

1/x

1+e™ +e™/x

FOm ey
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qui est toujours positive, donc la fonction est croissante. On peut étudier la
dérivabilité a I'origine en formant le rapport :

f—fO) 1
x—0  l+e*
qui admet comme limite a gauche 1 et comme limite a droite 0. Le graphe
admet des demi-tangentes a gauche et a droite distinctes. Quand x devient
infini, on peut écrire le développement limité :
g ly Ly L e, (1/x)
x 2% 6x° %

Ce qui permet d’obtenir :

x X ;
(x)= ==(1—u+u’—u'+u'e,(n)
4 2(1+2) 2( 2
1 1 e/
ayant posé 2z =—+—+—+ il %x) . Ainsi :
x  2x° 6x X

=2|1-——— - ——+—+
f 2 2x  4x° 12x°  4x°  4x’  8x° x

x 1 N 1+e(l/x)

x( 11 1 111 83(1/x))
LE

B 2 4 48x"

donc la droite Y =x/2—1/4 est une asymptote située au-dessous du graphe
représenté dans la figure 4.5.

y A
0,2
T T T T T T T -
-06 -04 -02 0 0,2 0.6 08 x
—02 4y =2x-1
— 04

Figure 4.5
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d) La fonction est définie pour 1+ 1/x positif, expression qui est du signe
de x(x+1), donc positive a I'extérieur de I'intervalle [—1,0] . Le domaine de
définition est donc formé des intervalles ]—00,—1[ et ]O,+<>°[ . On calcule
ensuite la dérivée logarithmique :

(%) _
f(x)

dont on étudie le signe en calculant sa dérivée :

1
14—
X

In — L = g(x)

x+1

1 N 1
x(x+1) (x+1)° x(x+1)°

gx)=—

On détermine maintenant les limites de g aux bornes des intervalles de
définition. Quand x devient infini, on doit écrire les développements limités a

l'ordre deux, par rapport a 'infiniment petit 1/x, car les deux termes sont
équivalents :

1 1 1 e (1/
In{1+— :———2+¥

X X 2x X

1 1 1 1 e,(1/x)
x+1 x1+1/x x x x
Donc :

1+e(1/x)
gx)=—75—

2x

tend vers 0 quand x devient infini. Quand x tend vers —1 par valeurs infé-
rieures, on écrit :

g(x) =ln(=x—1)—In(—=x)—

%

L [1-(x+Dln(=x— 1)+ (x+ 1) In(=x)]
ggar 1l

:l[1+ulnu—%ln(1+%)]
u

ol #=—x—1 estun infiniment petit positif. Le terme entre crochets tend vers
1, donc g(x) tend vers +oo . Enfin, quand x tend vers 0, il est facile de voir que
g(x) tend aussi vers oo .

Il reste maintenant a étudier les limites de la fonction elle-méme. Quand
x devient infini :

In f(x)=xIn —1

1
1+~
X
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donc f(x) tend vers e. La droite Y =e est donc une asymptote horizontale.
Quand x tend vers —1, alors In f(x) = +oo, donc f(x) —> +eo. La droite

X =—1 est une asymptote verticale. Enfin, quand x tend vers O :

In f(x)=xIn(x+1)—xlnx —0

donc f(x) tend vers 1. Comme la dérivée logarithmique tendait vers T°°,
'axe des ordonnées est la demi-tangente verticale au point (0,1). Le tableau de
variation ci-apres résume tout cela et le graphe est représenté dans la figure 4.6

ci-dessous.

X —00 -1 0 +oo

g’ (x) - Il [l

2(x) 0 /! +oo || [l +oo 0

£(x) + Il [l +oo

£(x) e tool 11 e
y A
e —
l...

T T T T T -
P 0 X

Figure 4.6

e) Cette fonction n’est pas définie pour x =0 et admet pour dérivée :

f/(x) — e1/x _

x+2 . (x=2x+1) .
— e

2 € = 2
x

qui tend vers O quand x tend vers O par valeurs inférieures. De méme, f(x)
tend vers 0 quand x tend vers O par valeurs inférieures, donc ’axe des abscisses
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y A
10 -

hofe foe=n2

L e L

Figure 4.7

est une demi-tangente a l'origine. Quand x devient infini, on utilise un déve-
loppement limité de I'exponentielle :

1.t v +e(1/
fer=terp|ir e Ly DU g, 20D
x 2x x I

qui permet de constater que la droite Y’ = x+ 3 est asymptote au graphe, avec
f(x)—=Y qui est du signe de x. On obtient le tableau de variation suivant :

X —o0 =1 0 2 +oo
£(x) = 0 = I = 0 +

f(x) —o /e N O 4o N\ 4\/2 /' 4o

On peut préciser le graphe de la figure 4.7, en étudiant la dérivée
seconde :

1/x

1 4
)
X X

1 2
11— =

2
X X

lx
€ 2
X

A2
—e

4
X

f”(X) —

La fonction est donc convexe sur les intervalles [—2/5,0[ et ]0,+<><>[. Iy
a un point d’inflexion pour x =-2/5.
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f) La fonction n’est pas définie pour e* —1=0, c’est-a-dire pour x =0.
Cependant, e* —1 est équivalent a x au voisinage de 0 et xIn| x| tend vers O,
donc on peut prolonger f par continuité en posant f(0)=0. Les dérivées ont
pour expression :

X
e
e —1

X
L€ ==l

f'(x)=ln‘ex—1‘+x

X

e
7”7 = +
£ e" —1 c (e* —1)°

L2 —1D)—x
e
(e" =1y

La dérivée seconde est du signe de g(x)=2(e"—1)—x, de dérivée
g’ (x)=2e" —1. Ce qui permet de construire le tableau de variation suivant :

5% —oo —In2 0 +oo
g’ (x) = 0 + 1 +

¢x) | 40 N In2-1 7 0 ' 4

Le minimum de gest In2—1<0, donc il y a deux valeurs oo <—In2 et 0
pour lesquelles g s’annule. La dérivée seconde change de signe au voisinage de
ces deux points qui sont donc des points d’inflexion. La fonction fest convexe
sur ]—oo,oc[ et ]O,+<><>[. Pour x — —oo ln‘ex —1‘ est équivalent a e*, donc
/f(x) améme limite que xe” ,soit f(x) —> 0 d’apres le théoreme des croissances
comparées. L'axe des abscisses est asymptote. Pour x— oo,
f(x) ~ xIlne” =x", donc f(x) = +oo. Comme f(x)/x —>+eo, il y a une
branche parabolique dans la direction de 'axe des ordonnées.

Sur ]O,+<><>[, f’ est croissante de —oo 2 +oo donc elle s’annule pour une
certaine valeur B >0 ou la fonction f présente un minimum. On obtient
comme valeurs numériques approchées o =—1,6 et B =0,28. La dérivée [’
s’annule aussi pour x =—1In2 ou f présente un maximum local. Tout cela est
résumé dans le tableau de variation ci-aprées. Le graphe de f est représenté dans
la figure 4.8.

x = —In2 0 § oo
f(x) + 0 — I — 0 +

fx) |0/ 2> N o0 Il 0o N 7= / 4o

28. Si le capital a doublé a I'issue de # années, on a la relation :

2C=C(A+z)
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y A
14
— - (In 2)?
: p
T T T T t ; T -
-2 o —In2 0 i 1 x
" N |
Figure 4.8

Donc t=1n2/In(l1+7) =11 ans 11 mois. Il est multiplié par dix apres une
durée r =1In10/1n(1+7) =39 ans 6 mois.

29. Le taux annuel 7 et le taux instantané o équivalent donnent le méme
capital au bout d'une année, soit la relation 1000(1+7)=1000e”. Ainsi
o=In(14+7)=0,04879 et la valeur du capital a une date 7 quelconque
exprimée en fraction d’année est :

C(r) =1000e%
Pour #=1000/360 on obtient C =1145,14 euros.

30. Le taux de croissance instantané est la dérivée logarithmique de la
fonction V' :

V'(2) 1

V) 2vr

La valeur actualisée du bien est :

A=VA+n) " =V,el Q+r)”

Pour déterminer son maximum, on calcule aussi sa dérivée
logarithmique :
InA=1nV,+z—tIn(+7)
A’ 1
—=———In(1+7)
A 2\t
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La dérivée s’annule pour \/; =1/21n(1+ r), avec une dérivée seconde :

—In(1+7)

A// _ A/[ 1 A

N 4e-lt
de valeur négative en ce point ot A”=0. Le maximum de A est donc obtenu
pour t= [21n(1+ y)]_ =27 ans 6 mois.

— Vous avez compris ?
La valeur d'un bien a la date t est déterminée par V() =V, 2 Caleuler la
date o1l la valenr actualisée A est maximum dans le cas on le taux d'escompte

annuel est r=12%.

Réponse :
N ., , | In2
A=V, 2V (1+7r) e A =|—f4=-=-In(0+7r)|=0
| 2
In2 .
pour t = |———| =9 ans 4 mois.
2In(1+7r)




Fonction de plusieurs
variables
et optimisation

L’
(= ‘ESSENTIEL

Les notions de limite, de continuité et de dérivabilité sont
étendues aux fonctions de deux ou trois variables. Si la définition de
la continuité n'est qu'une généralisation de celle donnée pour une
fonction d'une variable, il faut étre attentif au fait que cette notion
concerne I'ensemble des variables et non pas chacune d’elles prise
séparement. Toutes les propriétés relatives aux fonctions conti-
nues d'une variable ne sont donc pas généralisables a l'identique.
La notion de dérivée partielle, par contre, concerne la dérivabilité
par rapport a chacune des variables prise isolément. Lorsque les
dérivées partielles secondes sont continues, |'ordre de dérivation
par rapport aux variables est indifférent. L'étude d'une fonction, au
voisinage d'un point, peut se faire a I'aide de la formule de Taylor
qui se généralise au cas d'une fonction de plusieurs variables. Son
expression est beaucoup plus compliquée, mais souvent tres utile,
notamment lors de la recherche d'un extremum local.

Il est important de noter que la recherche d'un extremum
local d'une fonction n'est pas a priori liee a I'étude de ses dérivées.
Cet extremum peut notamment se situer en un point ou la fonction
n'est pas dérivable. Une fonction présente un extremum en un
point si ses valeurs, au voisinage de ce point, sont toutes supé-
rieures, ou toutes inférieures, a la valeur en ce point. Cependant, si
la fonction admet des dérivées partielles continues jusqu’a I'ordre 2
et si on recherche un extremum dans un ensemble ouvert, alors
cette recherche peut se ramener a I'étude du comportement des
dérivées. Dans ce cas, on cherche d'abord les points ou toutes les
dérivées partielles premieres sont nulles, ce qui correspond aux
conditions dites du premier ordre. Ces points candidats a un
extremum sont alors en effet les seuls ou il peut y avoir un
extremum. On les appelle points critiques ou points stationnaires.
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Pour savoir ensuite s'il s'agit effectivement d'un extremum et
quelle est sa nature, maximum ou minimum, on examine les condi-
tions du second ordre. Nous donnerons des conditions suffisantes
explicites d'existence d'un extremum dans les cas particuliers de
fonctions de deux ou trois variables. Il arrive parfois que les varia-
bles soient liées par une ou plusieurs relations, appelées con-
traintes. On introduit alors une nouvelle fonction, faisant intervenir
ces contraintes, en utilisant des multiplicateurs de Lagrange.

1 @ Fonction de plusieurs variables

Définition. On appelle fonction numérique de n variables réelles une application
fd’une partie E de R” dans R.

L’image d’'un point M de coordonnées x,,x,,...,x, est donc un nombre
réel noté f(M) ou f(xl,xz,...,xn).

Définition. Une fonction £, définie dans une partie E de R”, est continue en un
point z de E si elle admet une limite quand x tend vers «, avec :

lim £ (x) = f ()

Pour simplifier la présentation, nous n’introduirons le concept de dérivée
partielle que dans le cas d’une fonction f de trois variables notées x, y et z. On
attribue a deux variables des valeurs constantes, par exemple y=54 et z=r.
Quand on fait varier x, f devient une fonction continue de la seule variable x.
Si cette fonction admet une dérivée au point A(ﬂ,b,c), elle définit la dérivée
partielle en A de f par rapport a x :

7 0 ) a+Ax,b,c)— fla,b,c
A o) flas)

On définit bien siir de facon analogue les 2 autres dérivées partielles :

: of (4) , of (4)
f;(4)= £1(A)=
Jy Jz
Il est important de noter que I'existence des dérivées partielles en un point
n’entraine pas la continuité en ce point. On a seulement le résultat suivant.

Théoréme. Si une fonction f admet des dérivées partielles toutes continues en
un point, alors elle est continue en ce point.

Dérivées partielles du second ordre. Si les dérivées partielles existent, elles
P . P L ’ 4 ’ . <
définissent les fonctions dérivées, notées f_, fy, /.. Ces fonctions peuvent a

leur tour admettre des dérivées partielles, appelées dérivées partielles du second
PR ’ .
ordre ou secondes. Par exemple, les dérivées de f, par rapport aux variables x;, y,
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z sont notées respectivement :
oOf Of IS
dx’ Ixdy  0xdz

On peut bien str continuer a définir des dérivées partielles d’ordre 3,
puis 4...

fo L5 L ou

Théoréme de Schwarz. Si une fonction f admet des dérivées partielles du
second ordre dans un voisinage du point A et si elles sont continues en ce
point, alors :

£5(A)=1(a)  f2(A)=70a)  f(A)=£1(4)

Dérivée d’une fonction composée. Soit f une fonction définie dans une
partie E de R?, admettant des dérivées partielles continues dans E. Si x et y
sont des fonctions d’une seule variable indépendante 7, continues et dérivables
dans un intervalle ouvert de R, elles définissent une fonction composée de ¢

par :
F(e)=fLx(r),5 ()]

Cette fonction est dérivable par rapport a #, avec :

dE _Of dx  Of dy
dt  Ox dt dydt

Si x et y étaient des fonctions de deux variables indépendantes 7 et s, on
aurait, avec des conditions analogues :

f _fdx_ _dfdy  of f ox of 9y
ot Ox0dr Jdyodr  Ods Oxds JyOs

Formule de Taylor. Si f est une fonction admettant des dérivées partielles
d’ordre p+1 continues en M (x,y,z) et M+ H (x +h,y+kz+ Z), la formule
de Taylor a 'ordre p+1 pour la fonction fs’écrit :

r1( 9 a aY
f(M+H)=f(M)+ ;Z(/oa—x+/ea—y+la—z)f(i\/[)

o 3 a\"
—+b—+/— M+0H
o oyt az) f (M+0H)

1
+(p+1)!

Dans le développement par la formule du binéme de :
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le terme :

6T |
g —1l| = aveco+PB+vy =7

représente 'opérateur :
ai
0x“9y° 92"

qui est appliqué a f, au point M, avec 0<0<1 qui définit le point
M+0H (x+0h,y+06k,z+6/).

Pour une fonction de deux variables, on peut écrire la formule de Taylor a
I'ordre deux, au voisinage du point (ﬂ,b) en posant h=x—a,k=y—b:

2

fla+hy+k)=f(ab)+hf (a,b)+Ff, (g,b)+%f;1 (a,6)+hEf, (a,b)

é;f (a,6)+ (5> + £ )& (b, %)

ol € (b,,é) tend vers O quand (/9,,%) tend vers (0,0).

Fonction implicite d’une variable. Soit f une fonction définie dans un ouvert
Q de R?, admettant des dérivées partielles premieres continues dans 2. Si
. 4 . .
(xo,yo) est une solution de f(x,7)=0, avec 7, (xo,yo) #0, alors il existe 2
intervalles ouverts I et J tels que pour tout x de I, il existe un réel unique y de
Jtel que f (x, y) = 0. Cette propriété définit une fonction continue ¢ : [ — J,
de dérivée continue sur I définie par :

o Flxe(x)]
(p(x)— f)’[x,

o (x)]

Fonction convexe. Une fonction f de dérivées partielles secondes continues
2 . .
dans un ouvert Q de R” est convexe si en tout point (x, y) de Q :

F(9)20  fi(x)20  f () ()= [ £ ()] 20

On dit que f est concave si —f est convexe.

Fonction homogene. Une fonction f définie dans une partie E de R” est dite
homogéne de degré r, nombre réel, si pour tout point M de E et tout réel positif
A tel que AM est aussi un point de E, elle vérifie :

F(AM)=1"fF (M) ou f(?»xl,sz,...,kxﬂ)ZWf(xl,xz,...,xn
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Propriété. Si une fonction homogene de degré » admet des dérivées partielles,
alors ce sont des fonctions homogenes de degré » — 1.

Théoreme d’Euler. Une fonction f définie dans une partie E de R” est homo-
gene de degré 7 si et seulement si, en tout point ol ses dérivées partielles sont
continues, elle vérifie :

n
’
1’f(xl,x2,...,xn)= infx, (xl,xz,...,xn
=1

2 © Extremum sans contrainte

Définition. On dit que f présente un extremum local au point M s’il existe un
voisinage de M, ou f(M)—f(MO) garde un signe constant. Si ce signe est
positif, il s'agit d"un minimum local et s'il est négatif, d’un maximum local. Si
f (M ) -f (MO) garde un signe constant pour tous les points M ou fest définie,
il s’agit d™un extremum absolu ou global.

Théoréme. Si f admet des dérivées partielles premiéres toutes continues, pour
que f présente un extremum en un point M, d’un ouvert, il est nécessaire, mais
non suffisant, que toutes les dérivées partielles premieres s’annulent en ce
point :

4

(M,)=0  pour  i=12,...n

Définition. Un point M, ou toutes les dérivées partielles premieres s'annu-
lent est appelé un point stationnaire ou point critique.

Extremum d’une fonction de deux variables. Si f admet des dérivées par-
tielles continues jusqu’a I'ordre 3, au voisinage d’un point stationnaire M, les
termes du premier ordre du développement de Taylor sont nuls. Ainsi,
f(xo +h,y, +,é)—f(x0,yo) est du signe de :

D17 (%0 20|+ 2B R (%0530 )+ €21 (%05 30

pour (b,,é) voisin de (0,0). Nous pouvons donc donner des conditions suffi-
santes du second ordre d’existence d'un extremum. On utilise pour cela les nota-
tions de Monge :

4

4 :fxz

. 2 . . - .
*si 71, —s5, >0, il y a un extremum en M qui est un minimum si

7, >0 (ou 7, >0) et un maximum si 7, <0 (ou ¢, <0) ;

(Xo’yo) J(J:f»:;(xo’yo) to:f;z,(xo’yo)

o si nt,—s. <0, il n'y a pas d’extremum en M, ; on dit que M, est un
point col, ou point-selle ;
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e si 7, — 5. =0, on ne peut pas conclure; il faut étudier directement le
signe de f(xo +h,y, + ,é)— f(xo,yo) pour (b, £) voisin de (0,0), ou

écrire la formule de Taylor a un ordre supérieur si cela est possible.

Extremum d’une fonction de trois variables. Si /f admet des dérivées par-
tielles continues jusqu’a I'ordre 3, au voisinage d'un point stationnaire M, les
termes du premier ordre du développement de Taylor sont nuls. Ainsi,

f(xo +h,y,+ k2, +/)—f(x0,yo,zo) est du signe de :
Ay, (bl 1) =B f (M )+ & (M, )+ £ (M, )+ 2b k] (M)
+2kLf] (M) +2h1f (M, ]

yz

pour (b, ,/) voisinde (0, 0, 0) . Ils’agit d’une forme quadratique des trois varia-
bles A, £,/ quel’on peut décomposer par la méthode de Gauss (voir Algébre, chap.
8). Les conclusions dépendent alors de la nature de cette forme quadratique :

°si A est définie positive (resp. négative), il y a un minimum (resp.
M, >
0
max1mum) en M() 5

* si A, est non définie, il n’y a pas d’extremum en M, qui est un point
0
col ;

*si A, est semi-définie, on ne peut pas conclure; il faut étudier direc-
tement le signe de f(xo +h,y,+ 42, +/)—f(x0,y0,zo) pour (h,4,1)
voisin de (0,0,0) , ou écrire la formule de Taylor a un ordre supérieur
si cela est possible.

I1 est possible également d’écrire des conditions suffisantes d’existence d'un
extremum de / qui font intervenir sa matrice hessienne constituée de toutes les
dérivées secondes :

4

H=(f!,

)1sz,/ss
Nous noterons H,,1< p<3, le déterminant formé a partir des p pre-
mieres lignes et des p premieres colonnes de H. Ces conditions suffisantes
s’écrivent alors sous la forme suivante :
*si H <0, H,>0, H, <0 enun point M, alors il y a un maximum
en ce point ;
*si H >0,H,>0,H, >0 en un point M
en ce point.

o> alors il y a un minimum

3 © Extremum sous contraintes

On suppose maintenant que les variables x,,x,,...,x, sont liées par une
contrainte qui se traduit par une équation de la forme :
J=0

g1X,,%,,...,%

n
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Deux cas particuliers peuvent se présenter.

e L'équation précédente permet d’exprimer l'une des variables en
fonction des 7—1 autres. On est alors ramené a un probléme de
recherche d’extremum sans contrainte, pour une fonction de »—1

variables.

e L’équation précédente peut étre paramétrée, c’est-a-dire que toutes les
variables x,x,,...,x, peuvent s’exprimer en fonction d’'un méme
parametre réel 7. On est alors ramené au probleme de la recherche d’'un
extremum pour la fonction F de la seule variable 7, définie par :

F()=f [xl (2),%,(2),....x, (z)]

Dans le cas général, on introduit un nombre réel quelconque A, appelé
multiplicatenr de Lagrange, qui permet de définir une fonction L, appelée lagran-
gien, et définie par :

n

L(xl,xz,...,xn; )=f(xl,xz,...,xn)+7ug(x1,x2,...,x

On est alors ramené au probléme de la recherche d’'un extremum pour
cette fonction L.

Si fet g admettent des dérivées partielles premiéres continues, on écrit les
conditions nécessaires du premier ordre qui permettent de déterminer les
points stationnaires de coordonnées (fc1 s Kyyenns fc”). Pour déterminer la
nature de ces points, extremum ou col, il faut étudier le signe de :

F(R+b, 2 b, % +h)—f(R,%,.....%)
lorsque (/91,/92,. . .,/9”) varie au voisinage de l'origine, sous la contrainte :
g(R +h, % +hy . +h)=0

Cette étude de signe peut se faire en utilisant un développement de
Taylor, mais il faut bien noter qu’ici les termes du premier ordre en
h,h,,...,h ne sont pas nuls et qu'en plus ces variables ne sont pas indépen-
dantes.

Extremum d’une fonction de deux variables. On obtient des conditions
nécessaires qui s’expriment a 'aide du déterminant :
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On calcule la valeur de ce déterminant en un point stationnaire M, .
°si Al (MO) <0, il yaun minimum en M, ;
°si Al (MO) >0, il y a un maximum en M, .

Extremum d’une fonction de trois variables. On obtient des conditions
nécessaires qui s’expriment a I'aide des déterminants :

l:l ” l‘” 2 I::C} L;:z 8 :c
5 Lx , g ; l): ” ’” 5
A _ ;; ”} 7 A _ xy LJ‘Z L yz g y
37 ny L},Z g y 4 L” ’ [:/ 7
. = &
’ % Xz )z 2 z
& & 0 2 8
’ & & & 0

On calcule la valeur de ces déterminants en un point stationnaire M, .
°si A (MO) <0 et A, (MO) <0, il y a un minimum en M ;
°si A (MO) >0 et A, (MO) <0 il y a un maximum en M, .
Cas de plusieurs contraintes. Dans le cas ou il y a p contraintes qui se tra-
duisent par les p équations :

g/(xpxz’”-axn):() pour 1<7<p

on introduit  multiplicateurs de Lagrange A,,...,A, et on cherche les extre-
mums du lagrangien L défini par :

»
L(xl,xz,...,xn;Xl,...,7»/]) =f(xl,x2,...,xﬂ)+z Ag; (xl,x2,...,x”
j=1
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1. Si f (ol) existe et si la limite de f (x) existe quand x tend vers , alors /
est continue en «.

2. Une fonction de deux variables, continue en un point par rapport a
chacune des deux variables séparément, est continue en ce point.

3. Linversion de l'ordre de dérivation par rapport aux variables ne change pas
la valeur des dérivées partielles du second ordre en un point ou elles existent.

4. Une fonction de signe constant posséde au moins un extremum.

5. Si une fonction de deux variables admet des dérivées secondes toutes posi-
tives en un point stationnaire, il y a un minimum en ce point.

6. Une fonction ne peut présenter un extremum qu’en un point stationnaire.

7. Une fonction qui admet des dérivées partielles premiéres et ne possede
aucun point stationnaire peut présenter des extremums.

8. FErtudier la limite 2 l'origine de la fonction £ définie par :

2
__ %)
f(x’y)_x4+y2

9. On considere la fonction f définie par :

2
X

f())==—=
x"+y

Etudier sa limite a 'origine en faisant tendre x et y vers 0, d’abord séparé-
ment puis simultanément.
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Limites

10. Calculer les limites des expressions suivantes :

o (xy) avec (x,y) - (0,1) b) ( 1+l avec x —> +oo,y — 2
x x
9) f+y2 avec x —> 00,y —> 400
x +y

Analyse de I'énoncé et conseils. Il faut utiliser les équivalents pour les fonc-
tions usuelles. Quand les deux variables deviennent infinies, on peut utiliser
les coordonnées polaires.

Continuité

11. Ecudier la continuité a l'origine des fonctions / définies par f (0,0) =0 et
par les expressions [ (x, y) suivantes pour (x, y) * (0,0).

2 2
a) = by £ =2 o il
x+y xz+y2 x2+y2

Analyse de I'énoncé et conseils. La valeur de fa l'origine étant nulle, il faut
que sa limite soit aussi égale a O pour qu’elle soit continue en ce point.

Dérivabilité
12. On considere la fonction f définie par :
X2 _ yZ
foy) =20y —=—>
X +y

£(0.0)=0

Déterminer les fonctions g et 4 définies par :

g(x)= 1 (x,0)  h(y)=/(0.y)

si (x, y) # (0,0)

Calculer ensuite ¢’ (O) et 4 (O) . Que peut-on en conclure ?
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Analyse de I'énoncé et conseils. On utilise la définition des dérivées par-
tielles pour les calculer. On exprime ensuite les fonctions g et 4 a 'aide de /
pour conclure.

Calcul de dérivées partielles

13. Calculer les dérivées partielles premieres des fonctions f définies par les
expressions ci-apres.

X

al)fx,=x+ﬁ b) f(x,y)=—F—=
( J’) ) ( J’) m
c) f(x,y)zln(x+«/x2+y2) d) f(x,y,z)=ln(xy+z)
e) f(x,y,z)=(xy)Z

Analyse de I'énoncé et conseils. Quand on dérive par rapport a une variable,
les autres sont considérées comme des constantes.

3

14. Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions f définies par les
expressions ci-apres.

a) f(x,y)=xey2 b) f(x,y)=xy

1/3

c) f(x,y)= % +y° d) f(x,9,2)=x"2+x" +2

e) f(x,y,z) =xz +y'z+xy'z 0 f(x,9,2)=xylnz

Analyse de I'énoncé et conseils. Lorsqu’on dérive par rapport a une variable,
les autres sont considérées comme des constantes. Si les dérivées partielles pre-
mieéres sont continues, il n'y a que trois dérivées secondes a calculer, pour une
fonction de deux variables, et six pour une fonction de trois variables.
Dérivées de fonctions composées
15. Soit f la fonction définie par :
2 2
f (Xs )’) =X - _)/
On définit la fonction composée de 7 :

F(t) =f (d sin#,bcos zf)

ol « et b sont deux réels positifs. Calculer les deux premieres dérivées de F par
rapport a Z.
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Analyse de I'énoncé et conseils. Il suffit d’appliquer les formules des rappels
de cours.

16. La fonction f est fonction des variables x et y par I'intermédiaire des fonc-
tions # et v :

f(zz,v) = zzln|1/|
avec ﬂ=ﬂ(x,y)=x+2y et 1/=1/(x,y)=y—2x
Calculer les dérivées partielles premiéres de /.

Analyse de I'énoncé et conseils. Il suffit d’appliquer les formules des rappels
de cours.

Fonctions homogeénes

17. Vérifier que les fonctions / définies ci-apres sont des fonctions homogenes
dont on précisera le degré. Montrer ensuite qu’elles vérifient le théoreme
d’Euler.

x+y

a) f(x,y)=

2

b) f(x,y) =InZ
y

Jx’+y°

O () =2"¢(2)
x
avec O réel quelconque et g fonction dérivable sur R.

Analyse de I'énoncé et conseils. Il suffit d’appliquer la définition puis de
calculer les dérivées partielles premieres.

Formule de Taylor
18. Ecrire la formule de Taylor pour les fonctions £ définies ci-apres.
a) f (x,y) =x’y a l'ordre deux, au voisinage du point (1, 1).
b) f(x,y) = y" al'ordre deux, au voisinage du point (1, 1).
o f (x,y) =e"sin y a l'ordre trois, au voisinage de 'origine.
m I’énoncé et conseils. On calcule les dérivées partielles au point

demandé, a 'ordre 2 ou a 'ordre 3, puis on applique la formule donnée en
cours.
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Polynémes de deux variables

19. Rechercher les extremums des fonctions f définies ci-apres.
a) f(x,9)=x"+4y" +2x—4y b) f(x,y)=x2+y4—2y2
O fx,y)=x"+3x"—15x—12y  d) f(x,9)=x"+x"y—x"—y
e) f(x,y)=x2 —4dxy+8y" +2x+3 D) f(x,9)= x'—x"+2xy+ 9y

Analyse de I'énoncé et conseils. Chaque fonction f est un polyndéme, donc
on cherche les points stationnaires M,. Les conditions du second ordre permet-
tent ensuite de déterminer la nature de ces points.

PolynGbmes avec parametres

20. Rechercher, en fonction du parametre réel #, les extremums des fonctions /
définies ci-apres.

a) f(x,y)=x3—3¢xy+y3 b) f(x,y)=x4—¢zx2y+y2
a( > 2
c) f(x,y)=5(x +y )+xy+y—x—1

Analyse de I'énoncé et conseils. On procéde comme dans l'exercice précé-
dent, en discutant suivant les valeurs du parametre.

Fonctions quelconques
21. Rechercher les extremums des fonctions / définies ci-apres.

Xty
x*+xy+y°+3

2/3

D) f(x.)= by /(xy)=1=(x"+5’)

I+x—y

) f(x’y):ﬁ d) f(x,y)=exp(2x2+y2—8x—4y)
X Ty

Analyse de I'énoncé et conseils. Les expressions de ces fonctions étant assez
compliquées, on essaye de déterminer les extremums par une étude directe ou
par l'utilisation des coordonnées polaires.

Extremums sans dérivée

22. Rechercher les extremums des fonctions f définies ci-apres.

a) f(x,y)=x2+|x+y| b) f(x,y)=(y2—2){/x_2
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Analyse de I'énoncé et conseils. Aux points ou une fonction n’admet pas de
dérivées partielles premiéres, il faut faire une étude directe pour la recherche
d’extremums.

Fonctions de trois variables
23. Rechercher les extremums des fonctions f définies ci-apres.
a) f(x,9,2)=5"—2xy+2y" +2y+2" —4z+5
b) f(x,9,2)=x"—2x"y+2y" =292+ 22" =42+ 5
) f(x,y,z) =xlny+zlnx—y
m I’énoncé et conseils. Aux points stationnaires, on détermine la
nature de la forme quadratique A (b, b,/ ) ou on fait une écude directe.

Optimisation avec contrainte

24. Rechercher les extremums des fonctions f définies ci-apres, les variables
étant liées par une contrainte.

2 2

a) f(x,y)=%+yz avec t+y=1

b) f(x,y)=xlnx+ylny avec x+ty=2
) f(x,y)=x2y avec x+y=1
d) f(x,y)=exp(—x2+xy—y2+3y—3) avec x+y=1

Analyse de I'énoncé et conseils. 1l s’agit a chaque fois d'un cas simple ou
I'une des variables peut s’exprimer en fonction de 'autre. On est donc ramené
au probleme de la recherche d'un extremum d’une fonction d’une seule
variable.

25. Rechercher les extremums des fonctions f définies ci-apres, les variables
étant liées par une contrainte.

a) f(x,y) =xy avec x + y2 =2
b)f(, ) ( ) avec x2+y2=2
0 flxy)=e

d) f(x,y) +e_x«/y+1 avec x+1+y+1=4

( —x’ =y —2x+y) avec ' +y =2
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Analyse de 'énoncé et conseils. Dans les trois premiers cas, la contrainte
correspond a I'équation d’un cercle. En paramétrant I’équation de ce cercle, on
est ramené au probléme de la recherche d'un extremum d’une fonction d’une
seule variable. Dans le dernier cas, on peut soit a nouveau paramétrer la con-
trainte, soit utiliser le multiplicateur de Lagrange.

26. Rechercher les extremums des fonctions f définies ci-apres, les variables
étant liées par une contrainte.

a) f(x,y,z)=x+y+z avec 'y =1

b) f(x,y,z)=xlnx+ylny+zlnz avec x+y+z2=9

Analyse de I'énoncé et conseils. On calcule la valeur des déterminants A, et
A,, définis en cours, aux points stationnaires. Si les conditions suffisantes
d’existence d'un extremum ne sont pas remplies, on effectue une étude directe.

Optimisation avec deux contraintes

27. Rechercher les extremums de la fonction f définie ci-apres, les variables
étant liées par deux contraintes :

f(xy,2)=x"+2y" —4xy+62° +12z avec z—-x=3 et x—y=0

Analyse de 'énoncé et conseils. La simplicité des contraintes permet de
ramener le probleme a celui de la recherche d’extremum pour une fonction
d’une seule variable. Cependant, a titre d’entrainement, il sera intéressant de
retrouver le résultat par la méthode générale du lagrangien.
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Qcm
1. Faux. Il faut de plus que la limite de f{x) soit égale a fa).

2. Faux. Voir la question de réflexion 9.
3. Faux. Ce n’est vrai que si ces dérivées partielles sont continues.

4. Faux. Une fonction de signe constant ne posséde pas obligatoirement un
extremum, sauf si elle s’annule a l'origine. Par exemple, si elle est positive,
pour tout point M on a f(M) = f(0) = 0 et il y a donc un minimum global a
l'origine.

. . 2 ’ o
5. Faux. Si en ce point on a 7, —s, <0, ce n’est pas un extremum mais un
col.

6. Faux. Une fonction peut présenter un extremum en un point ou elle
n’admet pas de dérivées. Par exemple f(x,y)= |x| 4 |y| >0=£(0,0);ilyaun
minimum global a 'origine qui n’est pas un point stationnaire.

7. Vrai. Si une fonction est définie sur un domaine borné, elle peut présenter
des extremums sur la frontiére de ce domaine.

8. Quand x et y tendent vers 0, U'expression de [ (x, y) est une forme indéter-
minée 7. Nous allons étudier cette limite selon la maniere dont le point (x, y)
se déplace vers l'origine. S’il est sur la droite passant par l'origine y = #x, on
obtient pour 7 fixé et x non nul :

1’ Ix

f(x,tx)z - =

P S e

Dans ce cas, f tend vers O pour toute valeur de 7.
Faisons tendre maintenant le point (x, y) vers lorigine sur la parabole
2
y=x":
4
f (x xz) > !
x50 = =
xtxt 2
Pour Eout x non nul, f est constante sur cette parabole, donc sa limite est
cette fois 5. La limite obtenue dépend de la fagon dont (X, y) tend vers (0,0),
donc on en conclut que / n’admet pas de limite en ce point.

9. Pour tout x :

f(x,0)=0
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Donc f est continue par rapport a x, pour x =0, puisque :
lim £ (x,0)=0= £(0,0)
x—0

De méme, pour tout y :

£(0,59)=0

Donc f est aussi continue par rapport a y, pour y = 0. Faisons maintenant
tendre le point (x,y) vers l'origine, le long d’une droite passant par 'origine,
définie par y = zx. Pour tout réel 7 fixé :

3
X, X ) =——— x#0
f (1) 1—r+7
Cette valeur dépend de 7 quelconque et n’a pas pour limite f (0,0) =0
quand x tend vers 0. La fonction f n’est donc pas continue au point (0,0).

10. a) On écrit I'expression sous la forme :
sin (x
 Sin ()
Xy
Quand (x,y) tend vers (0,1), le produit # = xy tend vers O et par consé-
quent ’équivalence sinz ~ ¢ permet d’obtenir :
sin (xy)
Xy

—1

Puisque y tend vers 1, on en déduit donc que :

sin (xy)
x

—1

b) On prend le logarithme :

1+1)=xm@+l)
X X

In

Quand x devient infini, # =2 st un infiniment petit et 'équivalence
In(1+47)~# permet d’obtenir: *
In (1 A l) ~xZ
x x
Puisque y tend vers 2, le logarithme précédent tend aussi vers 2, et :
X

(1+l) —e’
X



150 TD Analyse

c) On écrit lexpression avec les coordonnées  polaires
x=pcosBO,y=psin0 :

x+y p(cose+sin6) _ cosB +sinB
%+ 97 pz(cosze+sin26) p

Quand x et y deviennent infinis, il en est de méme de p et la fraction pré-
cédente tend vers O puisque le numérateur est borné.

Vous avez compris ?

Calculer la limite suivante :

e’ avec x —> +oo, y —> +oo

Réponse : pas de limite.

11. a) On fait tendre (x, y) vers l'origine sur la droite y =#x. Pour 7 fixé et x
non nul, on obtient :

5% 1

f (x,tx) = =—

Cear e ey

Cette expression dépend de 7, qui peut étre quelconque, donc f (x,tx)
n’admet pas de limite a 'origine. La fonction f ne peut donc pas étre continue
en ce point.

b) On procéde comme dans la question précédente :
=t -1

f(x, z‘x) = =

x>+ 144

Cette valeur dépendant de z, f (x,tx) n’admet pas de limite, donc f n’est
pas continue a 'origine.

¢) On obtient encore pour x non nul :

|x+z‘x| _ |1+t|
K B (1+z‘2)|x|

f(x,tx) =

Cette expression devient infinie quand x tend vers 0, donc f (x,tx)
n’admet pas de limite et / n’est donc pas continue a l'origine.

— Vous avez compris ?
Etudier la continuité & U'ovigine de la fonction f définie par f (0,0) =0 et pour
(x,y) * (0,0) par:

/(x,9)=(x"+5")sin (xiy)

Réponse : | f (x, y)| <x’+ 9> =0, fonction continue a l'origine.
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12. Par définition de la dérivée partielle :

f,'(x,O)zlimf(X’y)_f(x’O)

y—0 y

Soit, puisque f(x,O) =0 pour x non nul :
, - fley) K=y
8le) =, (o) = = e

De méme :

/(%)

= lim Z—2~

b(y)=1. (Osy)=1iggf(x’y)_f(o’y) im

2

=lim y—

=)
x—0 X +y2

Ces deux fonctions ont donc pour dérivées respectives g'(x)=1 et
#(y)=-1, donc ¢’(0)=1 et 4’(0)=—1. Par ailleurs :

of (x,0) , of. (0, .
¢ (x)= % =f.(x0)  #(y)= % = /4 (0,7)

On a par conséquent :
£ (0,0)=g(0)=1  £;(0,0)=4(0)=-1

V4 4 . , . ~
On constate donc que f},x (0,0) = fXJ, (0,0). Ces deux dérivées existent a
g G 5 o Lo 4 ”
lorigine, mais leurs valeurs sont distinctes car les dérivées f et f = ne sont
pas continues en ce point.

13. a) Pour dériver par rapport a x, on écrit :
1
f (X, y) =%\ ) +;

On obtient comme dérivée :
X, = —
fX( )/) 2«/x(y+1/y)

On dérive de méme par rapporta y :

x(l—l/yz)

ey
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b) Si on dérive par rapport a x, le numérateur a pour dérivée 1 et le déno-
—1/2
. D P .
minateur x(x +y ) . On obtient donc :

) x2+y2 l/Z_x2 x2+y2 —-1/2 2
fx(w)=( ) )

Xty (x2+y2)

Si on dérive par rapport a y, on écrit la fonction sous la forme :
2 2 —-1/2
f(x,y)zx(x +y )

La dérivée est donc :

, _ox 312 3 xy
/) (x,9)= —E(Xz +5') " (29)= —m

Ces dérivées existent sur 'ensemble de définition de f, c’est-a-dire dans
tout le plan, sauf a 'origine.

’

c) La fonction a dériver est de la forme In#, donc de dérivée —. Si on

dérive par rapport a x :
-1/2
Il=F x(xz + y2) 1
x+\/x2+y2 \/x2+y2

En dérivant par rapporta y :

£ (%,9)=

2 2 —-1/2
f’(Xy)_y(x +)/> _ )
y N\ -
x+\/xz+y2 x\/x2+y2+x2+y2
Ces dérivées existent sur I’'ensemble de définition de f, c’est-a-dire dans
tout le plan, sauf a 'origine.
d) Les dérivées se calculent comme dans la question précédente, pour

xy+2>0 :

X

£ (%,9,2)=

f;(x,y,z)= f;(x,y,z)z !

xy+z xXy+z xy+z

e) Les dérivées par rapport a x et y sont simplement celles de fonctions
puissances :

fx, (x, y,z) = yz(xy)z_1 f; (x, y,z) = xz(xy)z_1

Pour dériver par rapport a z, on écrit lnf(x,y,z)zzln (xy) dont la
dérivée est In (xy) Par conséquent :

fz’ (x,y,z) =f (x, y,z) XIn (xy) = (xy)zln (xy)
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Ces dérivées existent dans le domaine de définition de f ol on doit avoir
xy > 0.

— Vous avez compris ?

Calculer les dérivées partielles premieres des fonctions définies par les expressions
ci-apres :
2
fxy)= i g(x,9)=1In 1+2
x+y X
Réponses :
, ’ , 2%+
fle)=r=—  flxy)=0 5
(x+5) (x+)
)Y ()=
g (x,7) ) (x,7) e

14. a) La fonction exponentielle est continue et denvable partout, donc toutes
les dérivées de f existent et sont continues dans R’. On calcule les deux déri-
vées partielles premieres :

fi(xy)=e" £l (xy)=2xpe"

On en déduit :

4 4

fxn)=0  f(x9)= £ (x.y) =2
f; (x,y)Z Zx(l—l-Zyz)eJ

b) Cette fonction est continue et de dérivées continues dans son domaine
de définition o1 on doit avoir x > 0. On écrit In f(x,y)= ylnx et on obtient
comme dérivées premieres :

fi(ey)=y" £ (x,y)=x"Inx

Les dérivées secondes sont :

Fo(wy)=y(=-1)x"  f(6y)=f. (%)= (ylnx+1)
£ (x,9)= " (Inx)

c) Cette fonction admet des dérivées continues sauf a 'origine, avec des
dérivées premieres :

£(w0)=2al )

—2/3 -2/3

f} (x,y) = gy(xz + yz)
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On obtient comme dérivées secondes :

” 2(3.)/2 _X2> ” 7 SX_)/
fi(xy)= —9(X2 . yz)w fo(x9)=fr(x,9)= _—9(x2 . y2>5/3
, 2(3x =y’
£ (x9)= m

d) C’est une fonction polynémiale continue et de dérivées continues, avec
pour dérivées premieres :

1. (x, y,z) =2xz+y’ f; (x,y,z) =3xy’ f (x,y,z) =x"+1

Les dérivées secondes sont :

”

falonz)=22  fl(x,9.2)=f, (x,9,2) =3y’
falx 32 fa(% y,2)2x

Flard=6 £

fo(x,9,2)=0

e) C'est encore une fonction polyndmiale, de dérivées continues, avec :

7

(x, y,z) =1, (x,y,z) =0

7 (x, y,z) =2 +y'z f}l (x,y,z) =2yz+4xy’z

fz’ (x’yyz):?)XZz +)/2 +Xj/4

Les dérivées secondes sont :

fi(2,2)=0 £l (x9.2)=f, (%9.2) =45z

4 4

fxz (X’y’z)zf-zx (X,y,z)=322+y4

4
)z

f; (x,y,z) =27+ 12xyzz f} (x,y,z) = f;)’ (x,y,z) =2y+ 4xy3

fz'zl (x,y,z) = 6xz

f) La fonction logarithme est dérivable dans son ensemble de définition,
donc cette fonction admet des dérivées continues pour z > 0. Les dérivées pre-
mieres sont :

7/
y

fx,(x,%z):ylnz f)(x,y,z):xlnz fz’(x,)/,z):%
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f; (x, % z) =0 f;}’ (x,y,z) = fy’; (x,y,z) =Ilnz

4

Je

4

(%, 9,2) = f.. (%, 9,2) =f

Filana) =0 FLland)= £ a) =2
X

fimys) ===
Z

— Vous avez compris ?

155

Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions définies par les expressions

ci-apres :
f(x,y)zx; g(x,y,z)=x3y22+2x—3y+z+5
xXTYy
Réponses :
” 4_)/ ” X — _)/ ” 4X
> — — xy = 2 =
/. (x + y)3 / (x + y)3 fj (x + y)5

gh=6xy"z gl =gl =6x"yz gl =gl =3x"y"

g=2x0z gl =g =20y gh=0

15. On obtient comme dérivées :
fo =2x f;=—2y x' (1) = acost y (#)=—bsint
D’apres les formules des rappels de cours :
F’ (z‘) =24’ sintcost+2b* sinzcost = (ﬂz +b )sin 2t
11 suffit ensuite de dériver pour obtenir :
F” ()= 2(42 +b2)c032t
16. D’apres les formules de rappels de cours :
fo= i+ 0 f = fa+ £,

On obtient ici :

foslall == ul=1 Wf=-2 u=20 4=l



156 TD Analyse

Soit :

fx,(x,y)=ln|v(x,y)|_2”(x’3’) :1n|y—2x|—2

v(x,y) y—2x
f’ (x,y)=21n‘1/(x,y)‘+ u(x,y) —ln(y—2x)2+ Zytx
! v(x,y) y—2x

— Vous avez compris ?

La fonction [ est fonction des variables x et y exprimées en coordonnées polaires
x=pcosO, y=psin®. Exprimer les dérivées partielles de f par rapport a x
et y en fonction de celles par rapport a p et 6

Réponse :
¥ _o, sino
dx dp a0 p
a—f=a—fsin6+a—fﬁ
dy dp 20 p

17. a) Pour tout A >0 :

Ax+ A

2x2 yZ 2 :kl/gf(x’y)
YA X+ ATy

N ! g . .
donc f est homogene de degré 3 En tout point autre que l'origine, on obtient
comme dérivées partielles :

f (A, ny) =

,( | ): (xz + yz)l/%—(gx(x +)32(X2 + yz)—Z/,% _ x2(+ 3)/2 _)215?/
x*+ 5 3(x” + 97
, _ yz + 357 — 2xy
-f)’ (X,J’) 3(X2+y2)4/3

On vérifie le théoreme d’Euler :
% +3xy" =257y + 7 +3x7y — 2x)°

xf; + j/f; = 3(962 N yz)m

Aty amlety) ) +r) 1

3(x2+y2)4/3 - 3(x2+y2)4/3 _gf
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b) On obtient pour tout A >0 :

£ (k) =105 = £ (x.5)
)

donc f est homogene de degré 0. En tout point ot xy >0 :

;| , 1
fx =— fy —p———
X )

On vérifie le théoréme d’Euler :

xf; + yf; =0
¢) Pour tout A >0 :
o 7\’)/ o
f (e, hy)= () [ = | =2°F ()

donc f est homogene de degré o. Les dérivées partielles sont obtenues pour
x>0 :

fi=oxg (l) — a7’ (l)
X

X

On vérifie le théoréme d’Euler :

xf; + yf; =ox"g

f)=0€f(m)

— Vous avez compris ?

Vérifier que f(x,y)=2Nx’ \/; est homogeéne et montrer qu’elle vérifie le théo-
reme d’Euler.

Réponse :
Fhehy)=0"F (x,9) o, +of, =2f

18. a) On calcule les dérivées partielles jusqu’a l'ordre 2 :

4

X

Leurs valeurs au point (1, 1) sont :

fi=2  f,=1 f.=2 f =2 ];:0
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Le développement de Taylor a l'ordre 2 est donc :
7 ’ ]. r” r” r”
FHh1+E)= F(L1)+hf +Ef, +E(/92fxz +2hkf]+Ef)
+(/o2 + éz)e(b,é)
=1+2h+k+ 5 +2bk+(h + £ e (k)

avec (/9,,%) au voisinage de (0,0) et € qui tend vers 0 a l'origine. En fait, on
obtient ici :

FUHh1+E)=(1+5) (1+£) =1+ 2h+E+h +2hk+ bk

b) On écrit In f =x1n y et on obtient comme dérivées, pour y >0 :

el =g =il = e
y Y y

2

X X
===
J )

44
2
2

/

)
Leurs valeurs au point (1,1) ou f =1 sont:

=0 fi=1  fi=0  fi=1  f.=0
On obtient comme développement de Taylor a l'ordre 2 :

FUb1+E)=1+k+ b+ (b + E e (b, )

avec (/9,,%) au voisinage de (0,0) et € qui tend vers 0 a l'origine.

¢) On calcule les dérivées partielles jusqu’a 'ordre 3 :

’ 4 ” ’ ”
fi=f fi=¢csy fi=f fo=f, f.=-f
4 7 ’

f=f fl=f 0 fl=—f  fl=-F

Py Xy y
A lorigineona f=0 et f) =1, d’ou le développement a 'ordre 3 :

. 3/

f(b,é):,é+bé+%b2/e—%+(bz+é2) e (h,#)

avec (b,,é) au voisinage de (0,0) et € qui tend vers 0 a l'origine.
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— Vous avez compris ?

Ecrire la formule de Taylor pour g(x, y)=e"" a lordre 3, au voisinage du
point (1,—1).

Réponse :

g(1+4, 1+,é)—1+/a+/e+2(b+é)

+ %(b +£)+ (5 + 8) e (b, )

19. Chaque polynéme [ est indéfiniment dérivable, de dérivées partielles
continues. On écrit donc d’abord les conditions du premier ordre pour déter-
miner les points stationnaires. On examine ensuite les conditions du second
ordre en ces points.

a) Conditions du premier ordre :

f;(x,y)=2x+2:o
f;(x,y)=8y—4=0

: . . 1 : .
Il y a un seul point stationnaire |—1,—|. On étudie les conditions du
2

second ordre en un point stationnaire (xo, yo) par le signe de :

A(Xo’yo):f,; (xo,yo)Xf;(xO,yo [fx}( o’yo]

On obtient ici comme dérivées partielles secondes :
’’

fi=2  fi=8 f/=0

X y

Soit A

1 . .
—1,—| =16 >0, donc un extremum en ce point. Les dérivées par-

tielles secondes étant positives, il s’agit d’'un minimum. On aurait d’ailleurs

1)
_1,_ )
2

pu écrire :

F(xy)=(x+1)+(2y-1) =222
et conclure ainsi directement a l'existence d’'un minimum global en

1
avec f —1,5 =-2.

b) Conditions du premier ordre :

fxl(x,y)=2x=0
f;(x,y)=4y3—4y20
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Donc trois points stationnaires (0,0) , (0, 1) , (0, —1). On obtient ici comme
dérivées partielles secondes :

4

_ II_ 2 II_
fi=2 0 fi=12y =4 f1=0

X

On étudie les conditions du second ordre en chacun des points
stationnaires :

A(0,0)=-8  A(0,1)=A(0,-1)=16
Il y a donc un col a 'origine et des minima en (O,l) et (O,—l). Il s’agit de

minima globaux puisque :

flx,9)=x" +(y2 —1)2—1 >-1
c) Conditions du premier ordre :
fi(x,9)=3x"+3y>—15=0
f; (x,y)=6xy—12 =0
Donc quatre points stationnaires : (1,2), (—1,—2) ,(2,1) ,(—2,—1). On
obtient ici comme dérivées partielles secondes :
f,=06x fyZ =16 fy =06y
On étudie les conditions du second ordre en chacun des points
stationnaires :

A(L,2)=A(-1,-2)=-108  A(2,1)=A(-2,-1)=108

Il y a donc des cols aux points (1,2) et (—1,—2) et des extremums aux
points (2,1) et (—2,—1), minimum local en (2,1) avec f(2,1) =-—28 et
maximum local en (—2,—1) avec f(—2,—1) = 28.

d) Conditions du premier ordre :
1. (x,y)=4x3 +2xy—2x=0
f;(x,y)=x2—1=0

Donc deux points stationnaires : (1,—1) et (—1,—1). On obtient ici
comme dérivées partielles secondes :

4

[ =127 +2y—2 fo=0  fo=2x

On étudie les conditions du second ordre en chacun des points
stationnaires :

A(L,-1)=A(-1-1)=—4

Il y a donc un col en chacun de ces points.
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e) Conditions du premier ordre :
f;(x,y)=2x—4y+2=o
fy' (x,y)z 16y—4x=0

Donc un seul point stationnaire : (—2,——) . On obtient ici comme déri-
vées partielles secondes : 2

7 ”

fo=2  f.=16  fo=—4

2 y

On étudie les conditions du second ordre en ce point stationnaire :

a2
2

=16, donc minimum. On peut remarquer que :

f(x9)=(x=2y+1)"+(2y+1) +121
donc il s’agit d'un minimum global.

f) Conditions du premier ordre :
1. (x,y)=4x" —2x+2y=0
f; (x,y)=2x+2y=0

Donc trois points stationnaires : (0,0),(l,—l),(—l,l). On obtient ici
comme dérivées partielles secondes :

’”

fi=12"=2  fl=2 fl=2

On étudie les conditions du second ordre en chacun des points
stationnaires :

A(0,0)=-8  A(L,-1)=A(-L1)=16

Il y a donc un col a l'origine et des minima aux points (1,—1) et (—1,1),
qui sont des minima globaux, car :

f(x,y)=(x2—1)2+(x+y)2—12—1

— Vous avez compris ?

Rechercher les extremums des fonctions définies ci-apres :
f(x,y)=x3+y3+9xy—36 g(x,y)=x3+y3—5xy
lo(x,y) =5x"+2y° —2xy+4x—2y+1

Réponses : pour f, col en (0,0) et maximum local en (—3,—3) ; pour g, col en

21 l)
3°3)

(0,0) et minimum local en (1,1) ; pour h, minimum absolu en
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20. Comme dans l'exercice précédent, on écrit d’abord les conditions du
premier ordre pour déterminer les points stationnaires. On examine ensuite les
conditions du second ordre en ces points.

a) Conditions du premier ordre :

fi(%9)=3x"=3ay=0
£ (%,y)=3y" =3ax=0

Donc un point stationnaire (ﬂ,ﬂ). On obtient ici comme dérivées par-
tielles secondes :

Y4 4 4

f2:6x f,2:6.y fxy:_ad

X J

On étudie les conditions du second ordre au point stationnaire :
2 2 2
A(d,ﬂ) =36a4" —9a" =27a

Il y a donc un minimum pour # >0 et un maximum pour «<0. Pour
a =0, on ne peut pas conclure. Il faut faire une étude directe, au voisinage

(h,#) de lorigine, du signe de :
F(0+5,0+%)—£(0,0)=5"+F#

Pour 5 et £ positifs, cette différence est positive; elle est négative quand 5
et £ sont négatifs. Le signe n’étant pas constant, il n’y a pas d’extremum, mais
un col a lorigine, pour « =0.

b) Conditions du premier ordre :
1. (x,9)=4x" —2axy=0
f; (x,y) =2y—ax’ =0

o o o 2 . 2 :

Donc les points stationnaires sont : (0,0),(x,x ) St a=2, (x,—x ) si

a = —2 avec x quelconque. On obtient ici comme dérivées partielles secondes :
4 4

£ =125 = 2ay fp=2 fy=-2ax

On étudie les conditions du second ordre en chacun des points
stationnaires :

A(O,O)=A(x,x2)=A(x,—x2)=0

Pour conclure dans tous les cas, il suffit d’écrire :

2

4L
2

Flon)=¥ =)
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On voit ainsi que l'origine est un minimum global pour |ol| <2 et un col
pour |z| > 2 puisque f ne garde pas un signe constant au voisinage de 'origine.
Pour |z =2, tous les points situés sur les paraboles (x,xz) ou (x,—xz) corres-
pondent a des minimums globaux.

a

c) Conditions du premier ordre :

f;(x,y)=¢x+y—1=0
f;(x,y)zay+x+120
1

: . . 1
Donc points stationnaires : (— —
11—

conque si « =—1. On obtient ici comme derlvees partielles secondes :

si |d| 7&1 x x+1) avec x quel-

4 4

fzzd fzzd fxyzl

23 ¥

On étudie les conditions du second ordre en chacun des points
stationnaires :

A( L L )242—1 A(x,x+1)=0

) il y a un minimum si #>1, un maximum si

Au point
P (cl 1'l—a

a<-—1 etunc0151 pz|<1

Pour a=-1:

| , 11
)= (x—y+1)fmm < ——
f(x,7) Z(X y+1) SS-3

donc il y a un minimum global pour tous les points de la droite (x,x I 1).

— Vous avez compris ?

Rechercher, en fonction du parameétre réel a, les extremums des fonctions définies
ci-apres :

f(x,y)=x§+ozxy—y3 ( ) x° + 2axy+ y°
b(x,y) (pz +1)(x +y )+4¢zxy— ( )(x+y)+2

. a . .
Réponses : pour f, col en (0,0), MINIMUN. €N —,—— st a>0 et maximum

si a<O0 ; pour g, minimum global en (O 0 5i |ol| <1 et col pour |pz| >1,
minimum globazl en tous les points (x,—x sia=1eren (x,x)s5i a=—1 ave

1
x quelconque ; pour h, minimum global en ,
a+l a+l

points (x,l—x) sia=1et (x,x) 5i a=—1 avec x quelconque.

§1 |d| %1, en tous les
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21. a) Les dérivées partielles premiéres de cette fraction rationnelle s’annulent
quand leur numérateur s’annule, soit :

x2+y2+xy+5—(x+y)(2x+y)=—x2—2xy+5=0
x2+y2+xy+5—(x+y)(2y+x)=—y2—2xy+3=0

On obtient deux points stationnaires : (1,1) et (—1,—1). Pour déterminer

leur nature, on fait une étude directe en examinant le signe de :

h+k+2e 2¢g

—|—b, +:é - ) = 6

fle+he+k)—f(ee) b +E +hk+3eh+3ek+6 6
g(b2+,é2+bé)

3(h° + £ + b+ 3eh+3ek+6)

avec € =*1 et (b,/e) voisin de (0,0). Le dénominateur est voisin de 18, donc
positif. Pour le numérateur :

2

3

b+ hk+E = +Z,é220

k
h+—

2
donc la différence précédente est du signe de —e. Le point (1,1) correspond a
un maximum et (—1,—1) a un minimum.

b) L'expression de f(x,y) s'exprime plus simplement en coordonnées

polaires :

f(pcos@‘,psine) =1-p*? = F(p)
On est ainsi ramené a la recherche d’extremum pour une fonction déri-
vable d’une seule variable. On obtient :

F/(p):_§p1/3 <0

La fonction F est décroissante, donc on obtient un maximum a l'origine,
F(0)= f(0,0)=1.
. 2 2 2.tz . L3N ’ 2 .
c)Sion pose #=1+x"+y", les dérivées partielles premieres s’écrivent :

u" ;=1—x+xy+y2 =0

zfmf; =—(1+y+xy+x2 =0
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Il y a un seul point stationnaire (1,—1). On écrit de la méme facon les

dérivées secondes :
P =(y—1)u—3x(1-x+xy+y’)
ﬂsxzf; :—(x-l— 1)ﬂ+3y(1 +ytay+a’
”S/Zf;;:(x + 2y)u—3y(1 —x+xy+y’)

Les conditions du second ordre conduisent a :

A(l,—1)=4x37 -3 =

9

donc le point (1,—1) est un maximum puisque f: (1,—1) =-2x37"7<0,
avec f(l,—l) = \@

d) La fonction exponentielle étant strictement croissante, les extremums
de f correspondent aux extremums de son argument, Soit :

g(x,y) =2x"+7y° —8x—4y
On obtient comme conditions du premier ordre :
g =4x—8=0

g; =2y—4=0

Donc un seul point stationnaire (2,2). Les dérivées secondes sont :

7

gr=4  g,=0 =2

Ce point correspond donc a un minimum pour f.

— Vous avez compris ?

Rechercher les extremums des fonctions définies ci-apres :
flo0)=(x+57+29)e™  g(xy)=(x*+y)exp (s~ 5]

1
Réponses : pour f, minimum au point (—,—1 ) s pour g, minimum en (0,0) et
col aux points (0,1) et (0,—1).

22. a) Pour calculer les dérivées de £, il faut distinguer deux cas pour pouvoir
retirer les valeurs absolues. Si y > —x:

fi=2+1  f =1
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Siy<—x:

fi=2x-1  f =-1

Dans ces deux cas il n’y a pas de point stationnaire. Cependant, f n’est pas
dérivable en tous les points tels que x+ y =0, notamment a 'origine. Or, on
af (x, y) 20, donc a l'origine il y a un minimum global. Les autres points ou
f (x, y) = x” ne correspondent pas 2 des extremums.

b) On obtient comme dérivées premiéres :

’ 2()/ 2_2) 4 3/ 2
fx = 2/_ f‘y = 2)’ X
3%
On n’obtient donc pas de point stationnaire, car si f s’annule pour
x =0, ladérivée f n’existe pas pour cette valeur. Cependant au voisinage de

l'origine, on a f (x y) <0 et par conséquent il y a un maximum local en ce
point ou f n’est pas définie.

23. a) La fonction f est un polyndéme indéfiniment dérivable. On écrit les
conditions nécessaires du premier ordre :

fi=2x-2y=0
f, ==2x+4y+2=0
f, =4z

On obtient un seul point stationnaire (—1,—1,2). On peut faire ici une

étude directe :
F(=1+h=1+k2+1)= f(-1,-1,2)=(h—k) + & +1> >0

Il y a donc un minimum en ce point. Il s’agit d’ailleurs d'un minimum
global puisque :

f(x,9,2)= (x—y)2+(y+1)2+(z—2)2 =0
b) On écrit les conditions nécessaires du premier ordre :
fl=4x’—4xy=0
f; =-2x"+4y—22=0
fl=—2y+4z-4=0

On obtient donc trois points stationnaires :

(Oéé) (vV2.22)  (—2.22)
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Nous allons faire une étude directe en chacun de ces points. Tout d’abord :

f

Ty
33

2 4 4
—f(o,g,g) =5 —glf =207k + 28 — 2kl + 2/

4 4
On peut noter que pour £=/=0, A’ —gloz =) (/Jz —;) est négatif
pour 4 voisin de 0. Par ailleurs, pour /=0:

2

+21220
2

&> — 2k + 2/ =2(,é—é

La différence précédente ne garde pas un signe constant au voisinage du

: 2 4 : . .
point (O,g,g ou il y a donc un col. Pour les deux autres points, écrits sous

la forme (8\/5 ,2,2) avec € = =1, on calcule les dérivées secondes :

’’

fl=126—dy=16  f]=—dx=—deV2  f =0

fa=4  fo==2 f,=4

y

La différence f(E\/§+b,2+,é,2+[)—f(8\/§,2,2) est donc du signe de

la forme quadratique :
A (b £,0) = 165" ~8ex2bk+ 48° — k1 + 41° = (4h—eI2k) +2(k~1)'+2/°

Cette forme quadratique est définie positive, donc il y a des minimums
aux points (\/5,2,2) et (—\/5,2,2).

¢) On écrit les conditions nécessaires du premier ordre :

f;=lny+£=0
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On obtient un point stationnaire (1,1,0). Les dérivées secondes en ce

point ont pour valeurs :

f‘yz:fz :O

z

La différence f(1+/9,1+,é,l)—f(1,1,0) est donc du signe de la forme
quadratique :

A(b, k1) = 2hi+2hk— B = (h+1) —(h—k) = I

C’est une forme quadratique non définie, donc il y a un col en (1,1,0).

— Vous avez compris ?
Rechercher les extremums des fonctions définies ci-apres :

2 2

][(X,)/,Z)=X+y—+z—+z g(x,y,z):x2+y2+zz—xy—x—22
x y z

1 1
Réponses : pour f, minimum en ( E ,1,1 ) 5 MAXIMUN en (_E ,—1,—1 ); pour g,

el
minimum en | —,—,1|.
33

24. a) On utilise la contrainte pour rempacer x° =1—y et obtenir la fonction
d’une seule variable :

1-y
F(y)=—24+ 2
(7) 5%

avec y <1. On obtient comme dérivée :

, 1
F (y)=%—§
D’ou le tableau de variation :
y —o0 - 1
F’(y) - 0 +
F(y) |+t N & 2 4

La fonction f admet un minimum aux points (—ﬁ,g) et (
un maximum au point (0, 1). 39

ﬁ,z) .

39
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b) On remplace y=2—-x,0<x <2 pour obtenir la fonction d'une seule
variable :

F(x)=f(x,2—x)=xlnx+(2—x)ln(2—x)

Cette fonction admet pour dérivée :

F'(x)zlnx+1—ln(2—x)—1=ln

2=5
Elle s’annule pour x =1 et on obtient le tableau de variation suivant :

% 0 1 2
F'(x) I 0 + I

F(x) 12102 v 0 /' 2In2ll

La fonction fadmet un minimum en (1,1). Si on prolonge fpar continuité
en posant :

f(x,0)=xInx f(O,y)zylny

pour tout x >0 et tout y >0 avec f (0,0) =0, cette nouvelle fonction admet
aussi un maximum aux points (O, 2) et (2,0).

¢) On remplace y =1—x pour obtenir la fonction d’une seule variable :

F(x)zxz—x3

Sa dérivée F’(x)=2x—3x" s'annule pour x=0 et x = 2 On obtient le
tableau de variation suivant :
% ==3 0
F’ (x) - 0 +
F(y) [+ N 0 2 5 Ny —=

oo

w o

S

S

. . : 21
La fonction f admet un minimum en (0,1) et un maximum en |—,—|.

d) La recherche d’'un extremum pour la fonction f est équivalente a celle
de la fonction :

ﬂ(x,y)z—x2+xy—y2+5y—3

qui est 'argument de la fonction exponentielle, fonction strictement crois-
sante. On remplace y=1—x:

F(x)Zﬂ(x,l—x)z—xz—4x+1=—3x2—1S—1
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Cette fonction admet un maximum global pour x = 0. Cela correspond a
un maximum global pour fau point (0,1).

— Vous avez compris ?

Rechercher les extremums des fonctions définies ci-apres, les variables étant lides

par une contrainte : f(x,y)=x"+y" avec 3x+4y=5;, g(x,9)=xy avec
x+y=2,x20,y20.

Réponses : | admet un minimum absolu [ ( %,g ) =1; g admet un maximun en

(1,1) et un minimum en (0,2) et (2,0).

25. a) La contrainte représente ’équation d'un cercle centré a I'origine et de
rayon V2. On va donc le paramétrer sous la forme x = V2 cos £,y = V2sinz.
La fonction f devient alors une fonction d’une seule variable :

F(z‘)=f(\/zcost,\/zsint)=25inlcost=sin21

Lorsque ¢ varie de 0 a 2m, la fonction sinus est minimum pour les angles
3n n . TC TC .
t =— et t =— et maximum pour les angles ;== et ;= 5_ La fonction
. 4 4
/admet donc des minimums en (—1,1) et (1,—1) et des maximums en (1,1)

et (—1,-1).

b) On procéde comme dans la question précédente et on obtient la
fonction :

F(z‘)Zf(x/Ecost,\/Esim‘)=1n\/§+ln(cosz‘—sim‘)

. o . .. 3n w
La fonction F est définie pour ¢ variant dans I'intervalle |——,—|. Elle
y admet pour dérivée :
—sint—cos? sin(z+ %
cost—sin¢t cosz—sinz
z " z ’ n z M N z . N
Cette dérivée s’annule pour 7 = L étant positive a gauche et négative a

droite. Il y a donc un maximum pour F en ce point, soit pour f au point
(1,-1).

¢) On effectue le méme paramétrage que dans les questions précédentes,
pour chercher les extremums de I'argument de I'exponentielle, soit g (x, y) =
—x” — 5> —2x+y. On obtient :

F(t)zg(\/gcost,\/isinz‘)=\/§sint—2 2cost—2
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Pour 7 variant de 0 a 2m, la dérivée :

F'(i)zx/zcost+2\/§sint

. o 1
s'annule pour cos# = —2sin ¢, soit sin’ 7 =—. Cela correspond aux deux angles
o et B tels que :

Sin(XZ%,COSOCI—% sinBz—%,cosBZ%
On obtient le tableau de variation suivant :
t 0 o B 2n
F’(z) + 0 - 0 4
F() / N /'

Il y adonc un maximum en o et un minimum en B, ce qui correspond pour

. . /2 2 .
g, et donc aussi pour £, 2 un maximum en (—2 —,./— | et a un minimum en
5 V5

£

d) Il n’y a pas ici de paramétrage évident de la contrainte, donc on forme
le lagrangien :

L(x,y.A)=¢” x+1+e_x\/y+1+7u(\/x+l+\/y+1—4)

On cherche les points stationnaires comme solutions de :

8_L ey +1+
2\/x+ )

X

oL Ax+1+ ¢ + A 0
—— = — x =
dy 2y+1 2 y+1

En réduisant au méme dénominateur, on obtient comme systéme
équivalent :

e’ =2 J(x+1)(y+1)+A1 =0
e —2"’ (x+1)(y+1)+7» =0

En faisant la différence de ces deux équations, on en déduit que x = y. En
reportant dans la contrainte, on obtient donc un seul point stationnaire (3, 3).
On calcule alors les dérivées secondes du lagrangien et les dérivées premieres
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de la fonction g qui définit la contrainte par g(x, y) =+x+1+4y+1-4=0.
On obtient :

-y

” € —x
sz =———75te {ytl-

4(x+1) 4(x+1)3/2
” eix
L =—————+e’Jx+l-——————
PTG )"
l:/ _l:/ _ eiy _ eix
T 2+l 2yl
1 1

4 4

&«

= g/ —_—
2x+1 T2 y+1

Leurs valeurs au point (5,5) sont :

L=, =1 [ =0 =—1¢& ,_ o, 1
2 )/2_46 Xy T yx 26 gx_g}_4
Cela permet de calculer le déterminant :
16—3 _le—a l Ze—s —26_3 l
4 2 4| |4 4 4
1 1
A’, (3’ 3): __6_3 Ze—3 l = ——6_3 26—3 l
2 4 4 2 4 4
1 1 1
4 % Y — 0 0
4 4 4
9 -
=——e
32

obtenu en retranchant la premiere colonne de la deuxieme. On constate que
A, (3,5) <0, donc il y a un minimum en (5,3).

— Vous avez compris ?
Rechercher les extremums des fonctions définies ci-apres, les variables étant lides
par une contrainte : f(x,y) =x+2y avee x4y’ = S;g(x,y) =
(x+y+1)
Réponses : [ admet un mininum en (—1,—2) et un maximunt en (1, 2) ;g admer
un minimum en (1,1).

avec x+y=2.
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26. a) On forme le lagrangien :
L(x,y,z,?»)=x+y+z+7u (x2 +y2 + 7 —1)

On cherche les points stationnaires comme solutions de :

oL
—=14+2Ax=0
x
oL
—=1+2Ay=0
dy
oL
—=1+2A2=0
0z
1 . .
Onadonc x=y=z= o soit en reportant dans la contrainte deux

1 1 1 1 1 1 .
points stationnaires A (—,—,—) et B (——,——,——) . Les condi-
NERRVERNE) BB B
tions suffisantes d’existence d'un extremum en ces points ne peuvent pas étre

utilisées ici car A; = A, =0. On fait donc une étude directe en examinant le

signe de :
€ € € € & &
fl—7—=+h,—=+bk—+/ (— —,—
G EEY TN B
lorsque (b, ,é,l) est voisin de (O, 0,0) et ou € prend les deux valeurs 1 puis —1.
En raison de la contrainte, les trois variables 4, £ et / sont liées par la relation :

=h+k+/

b2+é2+1”+2£(b+é+1):

N

La différence précédente peut donc aussi s’écrire :

NGB f(ﬁ’ﬁ’ﬁ):
5

e Bipipar
2

Elle est de signe constant et par conséquent il y a un extremum aux points
stationnaires, qui est un maximum en A et un minimum en B.

b) La méthode la plus simple ici consiste a exprimer z en fonction de x et
y dans la contrainte. On est alors ramené au probléme simple de la recherche
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de 'extremum d’une fonction de deux variables, sans contrainte. Cependant, a
titre d’entralnement, nous allons introduire le lagrangien :

L(x,5,%A)=xlnx+ylny+zlnz+2 (x+y+z-9)

On cherche les points stationnaires :

L
a—=lnx+1+7» =0

X

oL

—=lny+1+A =0
dy

oL

—=Ilnz+1+A =0
1z

On obtient donc un seul point stationnaire A (3, 3, 5). Examinons les con-
ditions du second ordre a partir des dérivées secondes :

La contrainte s’écrit g(x,y,z) =x+y+2—9=0, avec les dérivées :
g.=g=g=1

Au point stationnaire, les déterminants ont pour valeurs :

1
- 0 1
3
W R
! 3 3
1 1 0
1
- 0 0 1
3
0 l 0 1 1 1
A4: 3 :_AB__:__
1 3 9 3
0O 0 — 1
3
1 1 1 0

Ces deux valeurs étant négatives, il y a un minimum en A.
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— Vous avez compris ?

Rechercher les extremums de la fonction définie ci-apres, les variables érant lides
par une contrainte :

f(x,y,z)zxyzz avec 8x+y+4z=32,x20,y=0,z=0.

Réponse : minimums absolus en (0,32,0) et (x,0,8—2x) avec x 20;
Maximun en (1,16,2).

27. On forme le lagrangien :
L(x,y,2,h,1)=x"+2y" —dxy+ 62" +12z+ L (z—x—3)+p (x—y)

Les conditions du premier ordre s’écrivent :

a—L=2x—4y—7»+].L=O
ox

a—L=4y—4x—u =0

dy

JL
—=12z+12+A1 =0
0z

Avec les contraintes, x = y =z —3, on obtient & =0,A =—2x et un seul

24 24
point stationnaire A(——,——,—g). Nous allons étudier le signe de

5 5

f(M)—f(A) lorsque le point M (—%4—%2,—%—!— é,—%-k[

est au voisi-

nage de A, avec h,k,/ voisins de O et liés par les contraintes :

—2+/+%—b:3 —%+b+&—/:0
5 5 5 5

Par conséquent, /= %=/ et on obtient :

2 24 2
f(M)—f(A)=(—— h| +2 —?+,é
—4(—ﬁ+b —%+é
5
9 2
+6 —§+/ +12|—=+/
=5k’

Cette différence est toujours positive donc il y a un minimum au point A.



Calcul
intégral

L’
(= ‘ESSENTIEL

La notion de fonction intégrable au sens de Riemann est liée
a l'existence d'une limite de certaines sommes et s'interpréte
comme l'aire située sous le graphe de la fonction. Cependant, on
peut retenir le résultat simple, mais important, que toute fonction
continue sur un intervalle fini y est intégrable, méme si I'ensemble
des fonctions intégrables est plus vaste que celui des fonctions
continues. La propriété essentielle de I'intégrale simple est la linéa-
rité, c'est-a-dire que l'intégrale d'une combinaison linéaire de fonc-
tions est la combinaison linéaire des intégrales, bien entendu si
elles existent. Les méthodes d'intégration par changement de variable
et par parties permettent de se ramener aux primitives usuelles
gu’il est essentiel de connaitre. Pour calculer I'intégrale d’une fraction
rationnelle, il faut employer une méthode spécifique qui consiste a
décomposer au préalable cette fraction en éléments simples, c'est-
a-dire une somme de fractiops dont les dénominateurs sont de la
forme (x—a) ou (x”+ px+4) et d'une partie entiere éventuelle.

Le point le plus délicat de ce chapitre est celui de |'étude de
la convergence des intégrales généralisées, c'est-a-dire du cas ou
I'une des bornes est infinie ou du cas ou I'intégrande devient infinie
au voisinage de l'une des bornes. Le principe de I'étude de cette
convergence consiste en une comparaison avec une intégrale dont
on connaft la nature, convergence ou divergence. Le cas le plus
simple est celui ou on peut remplacer la fonctiona intégrer par une
fonction équivalente.

1 © Définition de l'intégrale simple de Riemann

Soit f une fonction numérique d’'une variable réelle, définie et bornée sur
un intervalle [a,b] . On effectue une subdivision de cet intervalle en 7 intervalles
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b—a

n
fonction f étant bornée, il existe deux nombres 7, et M, tels que pour z,

disjoints [kapxé[ , de méme longueur ,avec x,=a et x,=b. la

dans I'intervalle ]xé_l,x,e[ :

m, < f(z,)< M,

On leur associe les sommes de Darboux :

" "
= Z (x, =%, )m, et §, = z (2, =2, ) M,
k=1 k=1
Définition. La fonction f est dite intégrable sur [4,!7] , au sens de Riemann, si
les sommes de Darboux s, et §, tendent vers une limite commune I quand
n — oo . Cette limite est alors appelée intégrale de la fonction fsur I'intervalle
[az,é] et notée :

Izjjf(x)dx

La valeur de I représente laire située sous le graphe de f et délimitée par
I'axe des abscisses et les verticales x =& et x =4 . On peut également définir
cette intégrale comme limite des sommes de Riemann :

Z (X,é _X/e—l)f(xle)’ z (xm _xé)f(xé)’ z (Xé _Xk—l)f(z,é)
4=l £=0 £=1

2 © Propriétés de l'intégrale

Les fonctions f et g étant intégrables sur [oz,b] , les principales propriétés
de I'intégrale sont les suivantes.

— Pour tout point ¢ de [4,&] : J.L f(x)dx=0.

b ¢ b
— Pour tout point ¢ de [a,b] : I f(x)dx = J. f(x)dx+ J. f(x)dx .

— Pour tous points ¢ et 4 de [4,17] : Jd f(x)dx = —J: f(x)dx .

—Pour tous réels A et , la fonction Af + g est intégrable sur [a,5] avec :
b b b
L A +pg)(x)dx = 7»L f(x)dx +].LL g(x)dx

— Si fest une fonction paire, pour tout intervalle [—c,c] inclus dans [4,17] ,
ona:

j Flydx = 2]0 Fla)dx
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— Si f est une fonction impaire, pour tout intervalle [—5,5] inclus dans

[ﬂ,é] ,ona:
J._[ f(x)dx=0

— L’intégrale conserve les inégalités, c’est-a-dire que si f 20 sur [d,b] ,

alors J‘b f(x)dx =20 ousi f>g sur [d,b] , alors :

Jj f(x)dx 2 J.j g(x)dx

Théoréme de la moyenne. Si f est une fonction continue sur l'intervalle
[a,b] , alors il existe un point ¢ de cet intervalle tel que :

1
= b—a

le second membre étant nommé valeur moyenne de f sur U'intervalle [a,b] .

3 O Primitives

Définition. On appelle primitive d’'une fonction numérique f définie sur un
intervalle I de R toute fonction F dérivable sur I, telle que F’(x)= f(x) pour
x € 1. Une primitive est notée F(x)= jf(x) dx . Toute autre primitive de f
est de la forme F+C, ou C est une constante réelle quelconque.

Calcul d’une intégrale définie. L'intégrale définie de f sur [ﬂ,é] s’exprime a
I'aide d’une primitive F par :

b b
[ rwas=[F] = F&)-Fa)

Les primitives usuelles sont les suivantes :

XOH—I dX
Jxadx= , 0#—1 J =ln|x+a|
o+1 x+ta

J‘ dx J- dx .
=arctan x T arasinx
x”+1 V1—x’

X ﬂx
J-x x Jﬂdx=—, a>0et a#l
e'dx=e lna
Jsinxdx=—cosx Jcosxdx=sinx

x+\/x +a

1+x‘

J. dx 1l J‘ —n
=—I|n =
1-x* 2 Vil +a

dx
——=tanx — — =—cotx
cos” x sin” x

1—x
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4 © Méthodes d’intégration

Intégration par changement de variable. Pour calculer I'intégrale d’une
fonction f continue sur l'intervalle [d,b], on peut faire le changement de
variable x = #(#) au moyen d’une fonction # de dérivée continue sur l'inter-
valle [o, B], avec 2 =u(a) et b=u(P). La variable 7 est la nouvelle variable
d’intégration et les bornes sont changées :

J./ fxo)dx = Jf fle®]a (1)de

Intégration par parties. Si # et v sont deux fonctions intégrables sur l'inter-
valle [d,b] , on obtient la formule d'intégration par parties :

J./; #(x) v (x)dx = [u(x) v (x)]i - r v(x)u’ (x)dx

Intégration de fractions rationnelles. Pour calculer la primitive d’une frac-
tion rationnelle, c’est-a-dire d'un rapport P/Q de deux polyndmes, il faut au
préalable décomposer cette fraction en éléments simples. Cela consiste d’abord
a déterminer la partie entiere, dans le cas ou le degré de P est supérieur au
degré de Q. On détermine ensuite les racines réelles x; du polyndme Q qui se
factorise sous la forme :

Q) =Alx—x)" ..(x=x)" (" + px+q)" ..(x" +px+gq)"

les trindmes du second degré n'admettant pas de racines réelles. La fraction se
décompose alors en une somme, de la partie entiére éventuelle, d’éléments de

. N o N N
premiére espece de la forme : ——~ ol k, prend les valeurs entieres de 1
(x=x,)"
a n_, I'indice j variant de 1 a r et d’éléments de seconde espece de la forme :
ax+b,

—> ou £; prend les valeurs entieres de 1 a 7, I'indice j variant
2 7

(x"+px+q,)

de las.

5 © Intégrales généralisées
5.1 @ Intervalle d'intégration non borné

Si f est une fonction continue sur l'intervalle [4,+<><>[ , on dit que l'inté-

grale généralisée (ou impropre) J+ f(#)dr est convergente si F(x)= JX f()dr
admet une limite finie quand x tend vers + oo . ‘

Pour établir cette convergence, on peut utiliser la propriété suivante. Si f
et g sont deux fonctions équivalentes et de signe constant quand x tend vers
+ 00, les intégrales généralisées :

Ew f(r)dr et J.:m g(r)dr
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sont de méme nature. Si la fonction équivalente de f est une fonction puis-
sance, on peut conclure a la nature de I'intégrale suivant la valeur de 'expo-
sant. Si f(#) est équivalent a A/t”, alors :

+oo converge si o>1
J f@dey _
“ diverge si o<1

5.2 © Fonction non bornée

Soit f une fonction continue sur lintervalle [a,b[ et telle que

| /(x)|— +oo quand x — 4 . On dit que I'intégrale généralisée (ou impropre)
b x

J f(#)dr est convergente si F(x)= f f(#r)dr admet une limite finie quand x

tend vers b par valeurs inférieures.

La encore, pour établir cette convergence, on peut utiliser la propriété sui-
vante. Si f et g sont deux fonctions équivalentes quand x tend vers 4 par valeurs
inférieures, de signe constant, les intégrales généralisées :

Lb f(r)dr et jb g()dr

sont de méme nature. Si I'équivalent de f#) est de la forme A/(b—1)", on peut
conclure a la nature de I'intégrale suivant la valeur de I'exposant :

b converge st o<l
[ rmaei |
a diverge si =1
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Vrai Faux

1. Si fet g sont deux fonctions définies sur I'intervalle
[d,b], ol « et b sont deux nombres réels finis, on a
toujours la relation :

J.b (f+g)(x)dx =_|.]7 f(x)dx+Jj g(x)dx

O O
O O

2. Pour qu'une fonction soit intégrable au sens de
Riemann, il faut qu’elle soit continue. O O

3. Si f est une fonction impaire sur IR, alors

|7 reax=o. O O

4. Si les fonctions f et g sont intégrables sur I'intervalle
[a,b] , leur produit fg l'est aussi. O O
5. Si f et g sont deux fonctions équivalentes quand x

oo
tend vers +oo, alors les intégrales J f(x)dx et

Foo
j g(x)dx sont de méme nature, c’est-a-dire toutes les

a .
deux convergentes ou divergentes. O O

6. Si f et g sont deux fonctions telles que
0< f(x)< g(x) pour x=a, alors la convergence de

Iintégrale J”rm g(x)dx entraine celle de J.+°° f(x)dx. O O
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@ TXEFLEXION

7. Calculer la primitive :

x” —2x

—dx

(x=1)
en utilisant I'identité x* —2x = (x —1)> — 1, puis en intégrant par parties. Que
peut-on remarquer ?

8. On peut calculer la valeur numérique d’une intégrale sans utiliser de
primitive, mais en partant de la définition de I'intégrale comme limite d'une
somme de Riemann, par exemple :

S” :z (Xk _X,%—l) f(xk)
k=1

On se propose de calculer les intégrales I suivantes par cette méthode.

a) Soit 'intégrale :
szol (x—xz)dx

Calculer la somme §, associée a la subdivision de I'intervalle [0,1] en 7
intervalles [xé_l,xk] avec x, = k/n pour £ entier variant de 0 a ». En déduire
la valeur de I en faisant tendre 2 vers I'infini.

b) On considére I'intégrale :
B
I =J- a” dx
o
ol # est un réel strictement positif et différent de 1. Calculer la somme §,

associée a la subdivision de I'intervalle [o,,B] en 7 intervalles [x,@_l,xé] avec

k
x, =0+ ([3 - oc)— pour £ entier variant de 0 a #. En déduire la valeur de I en

aisant tendre 7 vers l'infini.
f: t tend 1
¢) On considere 'intégrale :

g

ou ocet P sont deux réels strictement positifs. Calculer la somme §, associée a
S ,. . b
la subdivision de l'intervalle [o,B] en 7 intervalles [x b1 X é] avec x, =0g ,q
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étant une valeur a déterminer et £ un entier variant de O a ». En déduire la
valeur de I en faisant tendre 7 vers I'infini.

9. De la méme maniére que dans 'exercice précédent, on peut cette fois
utiliser la valeur d’une intégrale pour en déduire la limite d’'une expression §,
qui sera considérée comme une somme de Riemann. Dans les cas suivants, on
demande de déterminer la limite de §, quand # tend vers I'infini, en lui asso-
ciant une intégrale définie sur I'intervalle [0,1] .

N/ NP

n :Z \/_ n o+l ?
=1 N7 =1 17

10. Déterminer une primitive de | x|.

a) S oz—1

11. Calculer I'intégrale :

17 (1 o\2
(=[120

0 x
en effectuant le développement de (1—x)" par la formule du bindme. Calculer

ensuite [ en effectuant le changement de variable y=1—x et en déduire
I'égalité :

v (—])E . "
22 cf=) -
2 et

.

> NTRAINEMENT g

= - R— e
el e —

Formule de la moyenne

12. Déterminer la valeur moyenne de la fonction f définie par f(x)=ox+f
sur l'intervalle [4,&] et calculer I'unique valeur de ¢ qui apparait dans cette
expression. Donner une interprétation géométrique du résulcat.

Analyse de I'énoncé et conseils. On calcule 'intégrale de f et on applique le
théoreme de la moyenne. On obtient une équation du premier degré en ¢ qui
admet donc une solution unique. La valeur obtenue permet de situer le point
sur le graphe de /.
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Calcul d’'une intégrale au moyen d’une primitive

13. Calculer les intégrales définies suivantes :

2 [ -D-2)dx ; by [ [Vax +3/x] dx
c)J.x— \/7dx; d)Jx— xdx;

e)J. —— x f)J [1—x|dx ;
Ax

1 3
g) 1ixx ; h) L 2" dx ;

0
1) Jl e_2;c+1 dx : ])J. x/2 dX :
k)J' .

342"

Analyse de I'énoncé et conseils. Pour calculer ces intégrales, on utilise les
primitives usuelles, en écrivant par exemple les radicaux sous forme d’exposant
fractionnaire.

Intégration par changement de variable

14. Calculer les intégrales définies suivantes :

5 — Z dx
2) -[1 2x—ldx b) jlx(1+lnx) ;

J x+1/2 j e dx
©) X+ x— 3 s D 0(10—3e )2’

—X
. e"—e .
e) ‘[ f) ‘[ dx 5
—X
o l++x o€’ +e
In8
g)J A1+ % dx h)J N1+e dx ;
0 In3
H J’ 1+1In o
xlnx
Analyse de I'énoncé et conseils. Il faut étre attentif aux nouvelles bornes de
I'intégrale qu’il faut calculer apres le changement de variable. En présence
d’un radical, c’est souvent la nouvelle variable qu’il faut choisir. Dans le cas
d’un rapport, on examine si le numérateur est, a un coefficient pres, la dérivée

du dénominateur qui serait alors la nouvelle variable. Si la fonction a intégrer
ne comporte que des termes avec Inx et 1/x, la nouvelle variable est Inx .
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Intégration par parties

15. Calculer les intégrales définies suivantes :

2 [ In(x* ~1)dx ; by [ 2" dx ;

S f % [ [xre)[20—edx s
&) E (x+1)3" dx f le(mx)2 dr

o) | we dx h) J'1 (h;f)z dx .

Analyse de I'énoncé et conseils. Il faut choisir les fonctions # et v de telle
sorte que 'intégrale de v’ soit plus facile a calculer que celle de #2’. S’il y a
une fonction logarithme, c’est généralement cette expression qui est choisie
pour #. Dans le cas d'un produit de fonctions puissance et exponentielle, on
choisit pour # la fonction puissance.

16. En intégrant par parties, trouver une relation de récurrence entre :

Inzj_ll(xz—l)”dx et [

n—1
puis en déduire la valeur de 1, .

Analyse de I'énoncé et conseils. Apres avoir effectué I'intégration par par-
ties, on remplace x” par (x> —1)+1 de facon a pouvoir exprimer la nouvelle
intégrale en fonctionde I et I .

Intégration de fractions rationnelles

17. Calculer les primitives suivantes :

1+ %" —x° +1

o [L =g, b) j WL
o ].—X X +1
F ox +1 J' dx

Q) | ———dx; d)|—
JxP—x-2 * x=5x+4
¥ x dx

e) —dx; QJ.—»
X’ =3x+2 x’—7x+6

g)J‘ dv ; h)J‘ 2x+1 dx : 1)J’4x —6x+1 de
(x _1) x —1 X —X
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Analyse de I'énoncé et conseils. Si le degré du numérateur est supérieur a celui
du dénominateur, on détermine le polyndme qui représente la partie entiere de
la fraction. Si le dénominateur posséde une racine réelle simple #, on obtient le
numérateur de I'élément de premiére espéce en multipliant les deux membres par
x —a puis en remplacant x par . Pour obtenir les autres termes de la décom-
position on peut donner a x des valeurs particulieres simples (x =0,1,—1...).
11 est de toute fagon déconseillé de procéder par identification des deux membres.

Intégrales avec des radicaux

18. Calculer les primitives suivantes :

a) | [2xvVx—1+ dx ;

x’ b)J’
s Vx—1 , 1+\/_

xdx d)jx+Vx+ +Vx+1
~\3/1+x—\/1+x x+2++x+1

o H J' xdx )
J (x— 1)\/—x +3x -2 1422 J1-x"
2) JeX\II—Zex dx .
Analyse de I'énoncé et conseils. En regle générale on prend le radical
comme nouvelle variable d’intégration. Il faut parfois cependant modifier

I’écriture des radicaux qui interviennent dans la fonction a intégrer, avant de
choisir la nouvelle variable.

C)

7

Convergence d'une intégrale

19. Etudier la convergence des intégrales suivantes :

! dx 1 dx
2) ; b)j L
'—1X2 ()\ll—x4
Pl 1
o de ny d)J' In(1+ x) de s
JoX —5x
o1
e) T A-x)""dx,p, g€ R, f)J.le"lnx dx,ze€ R;
lnx e K
S)J’ h)J —dx ;
1+X o € -1

1) J. x e dx,ae R.
0
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Analyse de I'énoncé et conseils. On cherchera par des majorations ou des
équivalents a comparer avec une intégrale dont on sait si elle est convergente
ou divergente.

Intégrales généralisées

20. Calculer les intégrales généralisées suivantes quand elles sont conver-
gentes.

a) (> +oc dx . b) J.+°° dx .
b (1) L 2k 145
[+ dx e dx

) = d)J.
i oxldx +x xlnx
'+ocl

e) ﬂdx ,a € R.
Jioox?

Analyse de I'énoncé et conseils. On applique la méthode de comparaison
avec une intégrale dont on sait si elle est convergente ou divergente ou, si cela
est possible, on calcule directement sa valeur, ce qui prouve bien siir qu’elle est
convergente.




188 TD Analyse

acv

1. Faux. Il se peut que f + g soit intégrable sur [ﬂ,b] mais pas f ou g. Cest

1
le cas par exemple de f(x)=x+1/x et g(x)=x—1/x ou JO (f + g) (x)dx=1
alors que les fonctions f et g ne sont pas intégrables sur [O,l] .

2. Faux. La continuité est une condition suffisante, mais pas nécessaire, pour
qu'une fonction soit intégrable. Par exemple, une fonction qui est constante
par morceaux sur l'intervalle [a,b] , donc qui présente des discontinuités, est
intégrable sur cet intervalle.

3. Faux. Il s’agit d’une intégrale général(ilsée qui n’est pas forcément conver-
5 +oo . .
gente. Clest le cas par exemple de J. XX qui est divergente.
= 1+x°

4. Vrai. C'est un résultat de cours.

5. Faux. Si les fonctions équivalentes ne sont pas de signe constant, on peut
trouver des exemples ot une intégrale est convergente et I'autre divergente.

6. Vrai. Cette propriété découle de I'inégalité vraie pour tout x supérieur a « :

j f(t)dtSJj g(r)dr

. . 5 S %) . ..
7. Si on utilise I'identité x° —2x =(x—1)"—1, on obtient comme primitive :

J’ —2x J‘ J' 1
dx = x+
(x—1)° (x— 1) x—1

. N . 2 2 .
Si on intégre par parties avec # = x~ —2x et dv =dx/(x—1)", on obtient

cette fois comme primitive :

x° —2x x° —2x 2x—2 x° —2x
—zdx=— + dx=2x———
(x—1) x—1 x—1 x—1

On pourrait penser qu’il s’agit de deux résultats distincts pour la méme
intégrale. En fait, cette derniére expression peut s’écrire :
2
58 = 28% 1 1

2x—————=2x—(x—1)+ =x+ +1
sr=1l gr=1l x—1

et il s’agit donc bien de deux primitives de la méme fonction, qui sont
égales a une constante additive pres.
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8. a) Tous les intervalles de la subdivision ont la méme longueur
X, —x, ,=1/net:

5,223 (s —sk) = Zé——Zéz

7 p= =1
:n+1_(n+1)(2n+1)
2n 6n°

Ainsi, §, a pour limite 1.2 — 1 qui est la valeur de I'intégrale I.

2 6 6

b) Tous les intervalles de la subdivision ont la méme longueur

B—a

h=x,—x,, = et:

§ _lgz orbh _ g awz(d/a)"e‘l_b arh & *—1

k=1 a =1
) “Bl

a =1

Yo [+ -+ h 2 . N
Lorsque 7 tend vers I'infini, / tend vers O et " —1 est équivalenta hlna,
donc la limite de §, est:

B o
a —a B
:J a dx
o

Ina

c) La valeur de ¢ doit étre telle que x, =B = 04", donc ¢ = ([3/0()1/” . On
obtient :

1
Lorsque 7 tend vers 'infini, ¢ tend vers 1 et g—1= exp(—lnE) —1 est
n

1
équivalent a2 —In— donc la limite de §, est :
n o
pd
IHEZIHB—IDOCZ &
o o« x

9. a) L'expression de §, peut s’écrire sous la forme :

=23 |2

7 p=
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C’est donc une somme de Riemann associée a la subdivision de I'intervalle
[0, 1] en 7z intervalles [xé_1 ) %, ] ,avec x, = k/n etk entier variant de 0 a 7, soit :

n

Sn = Z (xé _x/a—l)f(xla)

k=1

la fonction f étant définie ici par f(x)=+/x . Par conséquent, la limite de §,
est 'intégrale de cette fonction sur l'intervalle [0,1] :

32 11

X

3/2

limSﬂ=J.01\/;dx= =

n—>o°

2
o 2
b) L'expression de §, peut s’écrire sous la forme :

1 (£)°
=Y
nim \n

C’est donc une somme de Riemann associée a la subdivision de I'intervalle
[0,1] en 7 intervalles [xk—l,xk]> avec X, = k/n et k entier variant de 0 a 7, soit :

S, = 2 (o, =2, /()
£=1

la fonction f étant définie ici par f(x)=x". Par conséquent, la limite de §,
est I'intégrale de cette fonction sur l'intervalle [0,1] :

B o+1
0

10. Pour pouvoir calculer cette primitive, il faut utiliser le signe de x, que nous
allons noter €, ce qui permet d’écrire |x| =ex dont une primitive est :

2
1
F(x):J|X|dX=8J‘xdx:8x—:8x£:—x|x|
2 2 2

11. On utilise la formule du bindéme :

n

(1-x)"=) (-1 Ct5*

£=0
L'intégrale devient :

1 n 1 »
1-(1-
J.—( %) dx =J z:(—l)/€+1 Cf 7 e

U & 0 4=1

_ zn“ (=) C,éJ‘I Xy = i (- ct
)é_ n 0 = é n
=1 k=1
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D’autre part, si on effectue le changement de variable y=1-x, on
obtient dy =—dx et les bornes sont inversées, donc au total :

"1-(1-x)" = !
J.ﬁdx— j (H—y-l—...—l—y"*1 dy
0 % o 1= y 0
y_ -
Z p Z

d’ou 'égalité demandée.
12. La fonction f est continue sur I'intervalle [a,b] et sa valeur moyenne est
I'intégrale :

5 b

X

1
o—+Bx
2

—a

b+ a

+B

=

Jb ((xx+ B)dx =

g
a

D’apres le théoreme de la moyenne, il existe une valeur ¢ de cet intervalle
telle que f(c)=oc+ P soit égal a cette valeur moyenne. Cette valeur est ici

a+b

unique, avec ¢ = , donc le point C(c, f(¢)) est le milieu du segment

d’extrémités A(a, f(a)) et B(b, f(b)).

— Vous avez compris ?

Calculer la valenr moyenne de la fonction définie par f(x) = x> sur l'intervalle
[—a, d] et déterminer les valeurs de c qui figurent dans cette formule.

Réponse :

2

_ L, _a _
f(c)—;_'._dx dx—?, F=

&
S
S
I
|
&

13. a) On effectue le produit dans I'intégrande :

3 2
X X
342
3 2

f(x—l)(x—2)dx=f(x2 —3x+2)dx =

1

b) On écrit les radicaux sous forme d’exposants fractionnaires :

8

100
3

\/7 X 3/2 X4/3
-t

32 43,

Jy W4 ) e = [ (V2 4 =
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c) La fonction a intégrer est paire et 'intervalle d’intégration centré a 'ori-
gine, donc :

11/3 13/6 |1

X X

11/3 13/6

54
143

J._ll(xz—\/M)3/96_2dx=ZJ‘Ol(xz—xl/z)xw7 dx =2

0
d) La fonction a intégrer est impaire et I'intervalle d’intégration centré a
lorigine, donc I'intégrale est nulle.

e) Cette intégrale est définie pour « et 4 strictement positifs :
1 2
—=—x"|dx= b —-a

(e

On peut constater que cette intégrale est convergente quand « tend vers O ;
elle admet pour limite 2\/2 —b/3.

52| ol iz

L
3

f) Pour pouvoir retirer la valeur absolue, on sépare en deux l'intervalle
d’intégration :

LO |1—x|dx:£\/ﬁdx+fmdx

=J:\/x—1d(x—1)—Jl()\/1—x d(1—x)
:%l(x_l)a/zrz_gl(1_x)3/zlf:_é

g) On utilise une primitive usuelle :

1
J dx =[ln|x+1|]:)=ln2

0X+].

h) On utilise une primitive usuelle :

3 3 3
J. 2x dX — J‘ exandX - exan —
2 2 In2 2 In2
1) On utilise une primitive usuelle :
—2x 1
e € 1 1
J e “Mdx=e|— =—|ed—=
=i 2 |, 2 e

j) Il suffit de développer le carré :

J.ol(e"/z+e_X/2)2dx=J.0l (ex+2+e_x)dx=[ex+2x—e_X]:=2+e—1/e
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k) On modifie Iécriture de la fraction pour faire apparaitre au numérateur,
a un coefficient pres, la dérivée du dénominateur :

3

r dx 1J‘3(1 2" E x 1 J‘3d(2"+3)
= — —_ x=|— i
03+2°  3J, 2° +3 3], 3ln2J, 2"+3
:1—L[1n(2x+3)13:2—1n11
31n2 © 3 In8

— Vous avez compris ?

Calculer les intégrales ci-apres :
-1
J: (3\/;—4x)dx, J d—f, J-Zl (\/x+1 + /| x |)dx
2 X -
Réponses :

[ [ &2

20X 8

[* [Nar T+ Tl e =2 3%@%

14. a) La présence du radical nous incite a le prendre comme nouvelle variable,
soit #=~/2x—1, et le nouvel élément différentiel dz=dx/~/2x—1 ou

dx = udu .

Les nouvelles bornes sont # =1 et =3, d’ou I'intégrale :

3
u

JT V2x—1dx =J-13 u’ du=

1

b) On prend comme nouvelle variable # =1+Inx, d’ou dz =dx/x et les
nouvelles bornes #=1 et #=1+1n2 :

2 d 1+ln2d N
J —x:J _”:[m;,]i“ ‘=In(1+1n2)
1 x(1+1nx) 1 u

¢) Le numérateur est la dérivée du dénominateur au coefficient 1/2 prés.
On effectue donc le changement de variable #=x"+x—3, soit
du=Q2x+1)dx et les nouvelles bornes #=3 et =9 :

s 9
J- Ll/zdx:l %:%[lnu]jzlﬂ\/g

2x2+x—3 2Jd5 u
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d) Le numérateur e est la dérivée, a un coefficient pres, du terme 10— 3e”
qui est au carré au dénominateur. On retient donc comme nouvelle variable
#=10—3e",avec du =—3e" dx et les nouvelles bornes =7 et #=10—3e :

J-l e*dx _ 11035%_1 10‘33_ 1 ( 1 1)
0 (10—3e”)’ ;34" 3

; 3110=3e 7
e) On prend le dénominateur comme nouvelle variable, soit =1+ \/; et
du = dx/Z\/; =dx/2(#—1). Les nouvelles bornes sont #» = 1 et #=3 :

1

V2

o d Su—1
'[ al =) “ duZZ[y—lnu]f=4—ln9
0 1

1+\/;_ u

f) Le numérateur étant la dérivée du dénominateur, on prend ce dernier
comme nouvelle variable # =e* +e ", avec dz = (¢ — €*) dx et les nouvelles
bornes #=2 et u=e+1/e :

1 x —x e+l/e 2
= d etlfe +1
J‘ S— dxzj —ﬂz[lnu] - =lr1e

= 2
oe +e "

2 u 2e

g) On prend le radical comme nouvelle variable #= 1+x" | donc
#* =1+x" et 2udu =3x’dx . Les nouvelles bornes étant # =1 et #=+/2 :

Jlxz 1+x° dx=zfﬁ%2dﬂ=zl”3]ﬁ=£
0 341 9 1 9

h) Le radical est choisi comme nouvelle variable #z=+1+¢" , soit
2 g
u =1+e" et 2udu = e*dx avec comme nouvelles bornes # =2 et # =3, soit :

In8 3 2 2 3 1 1
j 1+e” deJ 2” duZJ (2+ — du
In3 5 1 5 u+1

u — n—1

: 3

=[2¢+In(x—D-1n@+D] = 2410
i) Le numérateur étant la dérivée du dénominateur, ce dernier est la nou-
velle variable # = xInx et dz=(1+1nx)dx , les nouvelles bornes étant z =e

et =2 :

141 2¢2d K
J rlxclx=J‘ —”=[lnu]j =1+In2

e Xxlnx e U
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— Vous avez compris ?

3 d 2 ,.2 /4
.y . 5 x dx
Calculer les intégrales suivantes : I j ,J‘ tan’ x dx,

o\/25—5x, 02+x> Jo

/2 /2 2
cos x dx CoS X e
, dx, sin” xcosxdx.

0 l4sinx Jni4sin’ x 0
Réponses :
> d 2 (5
0+25—3x 3°4
2xtde 1(%dx 1
-—=—| —=-In5;
02+x” 3Jd2 u 3
/4 7d 1d 1+u 1
I tan’%xdeJ‘ -~ u——j —)——(1—1n2) 5
0 ol+° 0 o 1+4 2
™2 cos x dox 24 (1+ sin x)
= =In2;
o l+sinx 0 1+sinx
/2 T2
d(sin
J‘ c:oszx dXZJ‘ (sin x) _ o L
n/4 sin” X 4 sin’ x

/2 . 2 /2 . 2 .
I sin xcosxdeI sin” xd (sinx) =—
0 0

K

15. a) En 'absence de produit, il n’y a pas de choix a faire :

2xd
{u=ln(x2—1) du = i

x°—1
dv =dx v=x

La formule d’intégration par parties conduit a :

3 E 32x°d
'[ln(xz—l)dx:[xln(xz—l)]%—‘[ Di al
2 2 Jy x -1
’ 1
:3ln8—21n3—j 24+ ———
2 se=1 gesrll
w11’
=9In2-2In3—|2x+In =10ln2—31n3-2
x+11,

b) On choisit la fonction puissance comme fonction # :

U=x dz=dx
dv=2"dx |v=2"/In2
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et on obtient :

1

1 2% 1 ¢t
J x2°dx = Akl B e*"? du
0 In2 . In270
2 1 [Zx]l_ZIHZ—l
In2 (In2°" ° (n2)

¢) L’intégrale a calculer peut s’écrire sous la forme d’une différence de deux
intégrales :

X

x+1

2 2 2
I=L x1n dx=jl xlnxdx—jl xIn(x+1)dx

La premiere intégrale se déduit d’une primitive F de x1nx et la seconde
se calcule a partir du changement de variable r =x+1 :

] =J-12 xIn(x+1)dx :.E (t—=1)Inzdz :Jj xlnxdx—L3 In x dx
Si G est une primitive de ln x, on obtient au total :

[=F(2)-F1)-J=FQ-FO)-[FG)-F2)-G3)+G(2)]
On calcule G par une intégration par parties :

_dx

X

{ﬂ=lnx du

dv =dx v=x
et ainsi :

G(x)lenx—jdexlnx—x

On calcule F de la méme maniere :

dn=—
{u=lnx x

dv = xdx x

et donc :

2 1 2 2
F(X)=X—lnx——jxdx=x—lnx—x—
2 2 2 4
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On obtient par conséquent :
[ =2F2)—FQ1)—FQ3)+G3)—G(2)
=41r12—2—!—1—21r13+2+31r13—21r12—1=2lr12—élr15—l
4 2 4 2 2

d) On effectue d’abord le produit pour obtenir :

I =I_11 (x + ex) (Zx— efx)dx = .[_11 (2%2 —xe " +2xe” — 1) dx
1
—J._ll xe ™" dx+2J‘_1l xe” dx

0

2 2
:——-I—J‘1 z‘e’c'lz‘-l—ZJ.1 xexdx=——+3j1 xe” dx
3 . >

2%’

=2|——x

ayant fait le changement de variable # = —x. On intégre maintenant par par-
ties en prenant pour # la fonction puissance :

U=x du=dx
dv=e"dx v=e"

_ 2 x L z x _ 2 =il x L
= —§+ 5[xe ]_1—3.[71 e dx = —g+3(e+e )—S[e ]_1
__2,6
3 e
e) La fonction puissance est choisie pour # :
du =dx
u=x+1 "
dv=3"dx v= =
In3
et on obtient :
3 x+1 3 1 3
j (x+13" " dx = (x+1)3 - 1 dy
2 In3 : In372

_324—81_[ 3 ]%_243_ 54
In3 (In3)’], In3 (n3)’
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f) On choisit la fonction logarithme comme fonction # a dériver :

1
2 du=2"2%dx
{uZ(lnx) x
dv = xdx x°
v=—
2
Ainsi :
1 2 ! 1
_[ x(In x)* dx = x—(lnx)z —I x1nxdx
2 2 2
2

=-2(1n2)—-F1)+FQ2)=1n4—-2(n2)° —%

ayant utilisé la primitive F de la question c).

g) La fonction puissance est choisie comme fonction a dériver :

{y:xz {du:2xdx

dv=¢"dx v=e"

Par conséquent :
2 2 x 2 x 2 2 x 2 x x x 2
I xe dx=[xe ]1—2.[ xe dx=[x e’ —2xe" +2e ]1
1 1
=2e’—e

obtenu a 'aide du résultat de la question d).

h) Il faut dériver la fonction logarithme :

1
= (nx)’ du—Zﬂdx
X
d
== 1
X v=—-
x
et on obtient :
¢lnx’ 1 ‘1
[ g o | 00 j b g,
1 X
On intégre une nouvelle fois par parties :
u=lnx du = dx
4 X
dv = —f 1
5 V===
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pour obtenir :

€]
J. nzde:
1 X

Ainsi, la valeur de I'intégrale est :

el 2
j (nzc) dx=2—2
1 X

©

e
In x

X

“dx 1 2

2
Y1 ox e

— Vous avez compris ?

Calculer les intégrales suivantes :

+1 4]
j al dx, nx x, Iz(ln x)” dx
0 \/_ 1

Réponses :

't . L 3
onex dx:[—(x+1)e ];+I()e dx=2——;

©

“lnx 4 dx
Ilﬁdx—[%/_lnx] -2f J==ddnd-n;

Ilz(lnx)z dx = [x(lnx)2 —2xlr1x+2x]12=2(1n2)2 —41n2+2.

16. L’intégrande n’étant pas un produit de deux fonctions, il n'y a pas ici de
choix possible pour la fonction # a dériver :

{u = (x2 — 1)’z {du = an(xz — 1)”_1 dx

dv =dx

V=X

Ce qui permet d’obtenir :

= x(xz = 1)”] 1_1— ZnJ-j1 x° (xz = 1)”_1 dx

= _274]_11 (x> —1+1)(x*~1)" de=—201, — 201,

D’ou la relation de récurrence :

2n
Iﬂ:_ n—1
2n+1
On en déduit ainsi :
8 8 6 6 8 6 4 2 256
I,=——I =—X—L,=——X—=X—], =—X—=X—=—X=-], =——
9 9 7 9 7 5 3 315
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17. Nous noterons C la constante d’intégration.

a) La fraction a intégrer peut s’écrire :

1+x —x° 1+x° (1—x) 5 1
1= I—x 1=

On obtient donc comme primitive :

d 6
F(x):J'dex+ 1—x=%—ln|1—x|+C
— X

2 2
. . ., . 2( 2 3
e dénominateur s’écrivant sous la forme x7(x =(x"+x
b) Le dénominateur rivant la for +1 +x),
I'expression du numérateur ameéne a faire le changement de variable

3 2 o o __o.0
u=x"+x,avec du= (3x i 1) dx . On obtient comme primitive :

du 1 1
F(x) :J.?:—;:—(Z—-FC
x| x +1)

¢) Le numérateur et le dénominateur se simplifient par x + 1 :

x 41 x —x+1 B)

- =
%8 =m=2 fe=2 =2
Une primitive est donc :

2
F(x)=%+x+31n|x—2|+C

2 . . 2
d) Le dénominateur se factorise en x~ —5x+4 =(x—4)(x—1), donc la
fraction se décompose en éléments de premiére espéce sous la forme :

1 B 1 _a N b
X =5x+4 (x—4)(x—-1) x—4 x-1

En multipliant les deux membres par x—4 puis en faisant x =4, on
obtient « =1/3 ; ensuite, en multipliant par x—1 puis en faisant x =1, on
obtient 4 =—1/3. Une primitive est donc :

F(x)=lJ‘ dx _lJ’ dx =lln|x_4|+C
3dx—4 3Jx-1 3 |x—l|

e) On remarque que 1 est racine double du dénominateur qui se factorise
sous la forme (x—1)°(x+2). La décomposition de la fraction comporte donc
uniquement des éléments de premiere espece :

x x a b ¢
+

= —_ +
©=3x+2 (x=1)°(x+2) (-1 x—1 x-2
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En multipliant successivement par (x—1)° et x+2 puis faisant x =1 et
x =—2,onobtient # =1/3 et ¢ =—=2/9 . En faisant ensuite par exemple x =0,
on doit avoir 0 =1/3—4/—1/9, donc 4= 2/9 . Une primitive s’écrit donc :

1 dx 2 dx 2[ dx
T ST
3Jd (x—1)° 9Jdx—1 9J x+2
1 2 o=
= +—In
31—=x) 9

1
+C
x+2

f) Le dénominateur admet trois racines réelles 1, 2 et —3, ce qui conduit a
la décomposition en éléments de premiere espece :

1 1 _ U5 V4 120
©=7x+6 (x—=D(x—-2)(x+3) x—-2 x—1 x+3

et a une primitive :

1 —2) | x+
O I e i
2 [x—1]

g) La décomposition ne comporte que des éléments de premiere espece :

x+2 a b

2 + 2
(x—1) sw=1 (w=1)

En multipliant par (x—1)° puis en faisant x =1, on obtient 4=3. Pour
x=0,onaalors 2=—-4+3, donc #=1. Une primitive est :

F(x)z.[ dx +3I dxzzlnlx—1|+ = +C
x—1 (x—1) =gz

h) La décomposition en éléments de premieére espéce est de la forme :

2x+1 a b ¢ d
2= + >+ + 2
(xz—l) x—1 (x=1 x+1 (x+1

ot en multipliant par (x—1)*, puis (x+1)°, on obtient b =3/4 et d =—1/4.
Si on multiplie par x puis qu’on le fait tendre vers I'infini, cela donne la rela-
tion 0 =a+ ¢ . D’autre part, pour x = 0 on a la relation 1 =—a+3/4+c—1/4.

Par conséquent « = —c =—1/4 et une primitive s’écrit :
o= il I [
59 4F l (x—1) (x+ 1)
— 4ln |x+l| 3

P e 4(1+x)
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i) La décomposition en éléments de premiére espéce est de la forme :

4x2—6x+1_4x2—6x+1_ a +é ¢

25 — x° a x°(2x—1) _2x—1 x X

et en multipliant par 2x —1 puis par x° on obtient z=—4 et ¢ =—1. En fai-
sant ensuite x =1 par exemple, on déduit —1=—-4+5b—1 soit b =4 . Une pri-
mitive est donc :

F(x)= 4I j 2_[ 2dx
2x—1

1
—41n|x|+——21r1|2x ll=—+ln———+C
5% 1—2x)

4

— Vous avez compris ?

Calculer les primitives suivantes :

Fx) = J‘ 7x—5 d Gx) = J'x +6x+5
x +x° —6x x —6x+5

Réponses :
26
F(x)=21n|x|+21r1|x—2|——ln|x+3|+C
6 10 15

|x—5P
|x—1]

G(x)=x+3In +C

18. Nous noterons C la constante d’intégration.

a) On prend comme nouvelle variable le seul radical présent # =+/x—1,
P . ...
donc #” =x—1 et 2#du = dx . On obtient comme primitive :

F(x)zzj M

U
:2.[(%2 +1)(24” + 4’ +l)dz¢=2j.(3z¢4 + 40’ +1) du

20’ +1)+ udu

6 8
=—+—’+2u+C =£(18u4 + 404 +30)+C
5 3 15

2\/7

(9 +2x+4)
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b) On pose # = \/; ,donc #° =x et 2udu=dx.Lla primitive devient :
du

6
F(x)=2j “ du=2j(u5—ﬂ4+u3—y2+y—l+
1+« u+1

2
xzx/;+%—§x\/;+x—2\/;+21r1<1+\/;)+C

x 2
3 5
¢) En présence de deux radicaux, nous allons poser 1+x=z°, soit
dx = 64°du . La primitive s’écrit :
6
u —1
j n’du

u—1

6
=1l
F(x)=6-[ ﬂz 3Ztsclz¢=—6
uw—u
_—6I<ﬂ8+%7+ﬂ6+ﬂ5+ﬂ4+Zl3)dll

+=C

2 6
=—u' (_”5 +éﬂ4 ‘= +at+—ut+=
7 5 2
1/6

Il faut ensuite remplacer # par (14 x)
d) L’intégrale a calculer se sépare en deux intégrales :
xdx

F(x)=|dx+
: -[X Vx+2++x+1

En multipliant par la quantité conjuguée du dénominateur de la seconde

intégrale :
F(x) =x+Ix<\/x+2 —\/x+1)dx

On sépare a nouveau en deux intégrales ou on fait les changements de
variable respectifs # =+x+2 et v = /x + 1, soit 2udz =dx et 2vdv =dx :

F(x)= x—l-ZJ-uZ (le —Z)dﬂ—ZIvz (1/2 —l)dv

2 4 2
=x+=d——i -0+ g1/3+C
5 3 5 3

=x+%(3x—4)(x+2)\/x+2—%(3x—2)(x+1)\/x+1 +C

e) Le terme sous le radical s’écrit —x” +3x—2=—(x—2)(x—1), quantité
qui est positive dans l'intervalle ]1, 2[. On effectue alors le changement de

2rdz

variable :
-1 257 +1 ¢
= = N=x"+3x—2= —, dx=— 5
r+1 (r +1)

r=4|— s X 2 )
+1
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On obtient alors comme primitive :

2—x

=1

F(x)= I—=—— Cc=-2 @
f) Comme dans la question précédente, le terme sous le radical se factorise
n (1 - xz)(l 4 xz) et sur l'intervalle ]—1,1[ on effectue le changement de
variable :

1+x°  , -1 2rds T 2
p= = X =7, xdx=—F, l-x" =—
1—x +1 (r+1) 41

On obtient comme primitive :

dt 1 1 [1-x7
F(x)=j—2=——=—— L
2t 2t 2\1+x

g) On prend comme nouvelle variable le radical #=+1-2e", soit
#’ =1-2¢" et ndu=—e"dx, la primitive devenant :

3
Foy=—[wdu=—""rc=-L(1-2¢")"+¢
() ==[widu=== J(1=2¢")

— Vous avez compris ?

Calculer les primitives suivantes :

-1 d
al dx, J.e\/;dx, J X

\2x+1 1+x J‘\/e +1

Réponses :

ﬁ :—(X 4)2x+1
X
J-e& dx = 2(\/;—1)6\/; ;

d 2
J‘L:g(x+10)\/1+x—2(1+x)—121n(2+ 1+x);
1+x

J‘jx% (e —2)Ver +1.

19. a) La primitive de 1/x° est —1/x, qui n’est pas défini pour x =0 , donc cette
intégrale est divergente puisque le point O appartient a I'intervalle d’intégration.
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b) Sur I'intervalle d’intégration, ona 1 — ' =1-x) (1 +x+x"+ x’%) >1—x
et par conséquent :

1 1 dx
J‘ dx <
0l—x' Jol1—x
Cette intégrale est donc convergente, comme 'intégrale qui la majore
puisque l'exposant est o0 =1/2< 1.

¢) La fonction a intégrer est négative au voisinage de l'origine et équiva-
N 2 5. 2 A 2
lente 2 —1/5x". L’intégrale est donc de méme nature que celle de 1/x” sur
[0,1] , qui est divergente, I'exposant étant oo =2>1.

d) La fonction a intégrer tend vers 1 quand x tend vers 0, donc elle est
bornée et son intégrale converge.

e) Au voisinage de 0, la fonction a intégrer est équivalente 2 x”~' dont
I'intégrale est convergente pour 1— p <1. Au voisinage de 1, I'équivalent est
-1 59, 2 . .,
(1—x)"" dont I'intégrale converge pour 1—¢ <1. Ainsi, pour que cette inté-
grale soit convergente, il faut que p et ¢ soient strictement positifs.

L a . . .
) On calcule I x“Inxdx par une intégration par parties :
€

dx

du=—

u=Inx x

dv = x“ dx X
1]:

a+1

Nous obtenons pour « différent de —1 :
1
1 a
x
—-[ dx
eatl
&
8¢z+l ln € 1 8a+1

- Bl 2
a+1 (a+1) (a+1)

a+l

In x

1
I x“lnxdx =
E a+1

dont il faut étudier la limite quand € tend vers 0. Il y a deux cas a étudier sui-
vant la valeur de 'exposant « + 1.

Si 2+1>0, alors € et €' Ine tendent vers O d’apres le théoreme des
croissances comparées, donc l'intégrale est convergente et a pour valeur
—1/(a+1)".

Si 2+1<0,alors €' tend vers 'infini et I'intégrale est divergente.

Enfin, dans le cas particulier #=-1, on obtient comme intégrale
_[ Inxd(lnx) qui est divergente.
0

En résumé, cette intégrale est convergente pour z > —1.
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dx par une intégration par parties :

1
1
g) Nous allons calculer I nx

81+X
#=lInx dx
p=—
d X

dv = al

1+x Lz=In0+x)

Nous obtenons :

1 1
| In(1+
j nx dx = [lnx X 1n(1+ x)]lS —I udx
el+x € X
1
In(1+
et on sait d’apres la question d) que 'intégrale I —n( %) dx est convergente.
0o X

D’autre part, Ine X1n(1+¢€) est équivalent a € Ine qui tend vers 0 quand € tend
vers 0, donc cette intégrale est convergente.

h) La fonction a intégrer tend vers 1 quand x tend vers 0, donc elle est
bornée au voisinage de cette borne d’intégration. D’aprés le théoreme des
croissances comparées, on sait que pour x assez grand on a e” —1> x’. Donc,
la fonction 2 intégrer est majorée par 1/x* dont I'intégrale est convergente,
Iexposant étant oo =2 > 1. Cette intégrale est donc aussi convergente.

i) Au voisinage de 0, cette intégrale se comporte comme celle de x“™ qui
est donc convergente pour 1—2 <1, soit @ >0. Pour x assez grand, e " est
plus petit que n'importe quelle puissance de 1/x d’apres le théoréme des crois-
sances comparées, donc par exemple x“'e”* <1/x°. L'intégrale du majorant
étant convergente puisque I'exposant est oo =2>1, cette intégrale est aussi
convergente. En résumé, il y a donc convergence pour « strictement positif.

— Vous avez compris ?

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

1 2
J‘ dx J CxTdx J' e
0 (1 X ) A/ x +1
Réponses : la premiere intégrale converge pour a <1 ; la deuxiome est divergente
et la troisiéme convergente.

2
20. a) Pour x supérieur a 2, on a (xz = 1) >(x—1)°, donc l'intégrale est
majorée par celle de 1/(x—1)° qui est convergente, I'exposant étant o,=2> 1.
Pour le calcul, on décompose la fraction en éléments simples :
1 a b ¢ d
2 + 2 + + 2
(xz—l) x+1 (x+1)° x—-1 (x=1)
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La fraction étant paire, on peut remarquer que ¢ =—a et 4 =4 . En mul-
tipliant ensuite par (x + 1)° et faisant x =—1, on obtient 4=1/4 . Pour x =0,
onal=a+1/4+a+1/4,soit a=1/4. Ainsi :

JA+oo ds _lJA+oo
2 (xz_l)z 4d

_[1 x+1 1 1 ]“_1 1
2

1 1 1 1
+ —— + -
x+1 (x+1) x—1 (x—1)

4 x—1 4x+D) Aa—1)

=———In3

b) Au voisinage de l'infini, la fonction a intégrer est positive et équiva-
lente a 1/2x dont I'intégrale est divergente, donc elle est aussi divergente.

¢) Au voisinage de I'infini, la fonction a intégrer est positive et équivalente
a 1/2x* dont I'intégrale est convergente, donc elle est aussi convergente. Pour
la calculer, on fait le changement de variable z=1/x, soit dz=—dx/x’ et la
nouvelle expression de I'intégrale :

J‘m dx Il W [2Era] =254
= = U — i

L x\dx’+x YoNd+u 0

d) L’intégrale s’écrit :

J‘*“’ dx J‘+°°d<1nx)_ " du

xlnx In x L
intégrale qui est divergente.

e) Pour x assez grand, Inx >1 et la fonction a intégrer est supérieure a
1/x“, donc est divergente pour 2 <1. Pour #>1, on intégre par parties :

d
u=lnx [du==2
; x
dv = f Yy 1
X (a—1)x“"
pour obtenir :
oo

j+°°lnx [ lnx 1 J‘+°°dx
dx=|— —| + —
1 x“ (a—Dx"" 1 (a—1DJd1 x“

! [_1]*""_ 1
(@a—1°L x (a—1)°

1
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— Vous avez compris ?

Calculer les intégrales suivantes, si elles sont convergentes :

J‘+°° dx j+°°1+x
> ~dx
e x(Inx) 0o 1+x

.[+°° dx J‘+°°d(ln X)
= =1l
e x(In x)2 e (In x)2

¢t la seconde intégrale est divergente.

Réponses :




Suites et équations
de récurrence

L’
(= ‘ESSENTIEL

Une suite est une application numérique u définie sur
I'ensemble des entiers naturels, dont les valeurs, pour chaque
entier n, sont notées traditionnellement u, au lieu de u(n). Nous uti-
liserons la notation (u,) pour représenter la suite de terme général
u,. Si I'expression de u, admet une limite finie quand n devient
infini, on dit que la suite est convergente. On s’intéresse parfois a
certains éléments d'une suite, comme par exemple ceux qui sont
d'indices pairs ou d'indices impairs, et qui constituent ce qu’on
appelle des suites extraites. Si par exemple ces suites extraites
admettent des limites différentes, ces limites sont appelées des
points d'accumulation de la suite qui dans ce cas n‘admet pas de
limite et est qualifiée de divergente. Il arrive souvent qu’une suite
ne soit pas définie par la donnée de la fonction u, mais par une rela-
tion de récurrence exprimant un terme en fonction du précédent. |l
s'agit d'une suite récurrente qui est donc définie par une fonction f
qui relie deux termes successifs sous la forme u,,,, = flu,) et par le
premier terme v, (parfois u,). L'outil le plus utile pour démontrer la
convergence d'une telle suite est le théoreme des suites mono-
tones.

Une équation de récurrence linéaire d'ordre p est une relation
ou le terme général d'une suite s'exprime comme une combinaison
linéaire des p termes précédents de cette suite, plus une fonction
donnée de son indice. Cette fonction constitue ce qu’'on appelle le
second membre de I'équation. Pour déterminer la solution générale
d'une telle équation, on procede en trois étapes. On cherche
d'abord une solution générale de I'équation sans second membre,
appelée équation homogene. Cette solution s'exprime comme une
combinaison linéaire de p suites obtenues par les racines de I'équa-
tion caractéristique associée. Dans une deuxiéme étape on cherche
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une solution particuliere de I'équation avec second membre. L'addi-
tion de ces deux solutions donne une solution générale de |'équa-
tion compléte qui s'exprime a l'aide de p constantes réelles. La
troisieme étape consiste a déterminer ces constantes en utilisant
les p valeurs initiales de la suite solution.

1 © Définitions générales

Définition. On appelle suite numérique une application # de N dans R.

La notation usuelle de I'image de 'entier # est %, et non pas #(n), et se
nomme terme général de la suite représentée symboliquement sous la
forme (u,).

Suite monotone. Une suite (#,) est dite croissante (resp. strictement crois-
sante) si, pour tout entier 7 :

u <u

”n nt+l (resp' ”n < %71+1)

Elle est dite décroissante (resp. strictement décroissante) si, pour tout
entier 7 :

(resp. u,>u,,,)

Une suite qui est croissante ou décroissante est dite monotone.

Suite bornée. Une suite (#,) est dite majorée (resp. minorée) s’il existe un
nombre réel # qui est un majorant (resp. minorant) de I’ensemble des nombres
réels u,, c’est-a-dire que pour tout entier 7 :

u,<a (resp. u,2a)

Une suite qui est majorée et minorée est dite bornée.

Suite majorante, minorante. La suite (v,) est une majorante de la suite (#,)
si, a partir d’un certain rang :

La suite (#,) est alors une minorante de (v,).
Suite convergente. Une suite (#,) est dite convergente s’il existe un nombre
fini ¢ tel que, pour tout réel € >0, on puisse trouver un entier N tel que :
VnZN:>|uﬂ—£|<s
On dit alors que la suite (#,) converge vers ¢ ou admet la limite /. Une
suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

Point d’accumulation. Si la suite (#,) converge vers /, cela signifie qu'a
partir d'un certain rang tous les éléments de la suite vont se trouver dans



TD 7 © Suites et équations de récurrence 211

I'intervalle ]f —e, 0+ 8[, aussi petit que I'on ait choisi €. De fagcon imagée, on
peut dire que tous les éléments de la suite vont venir s’accumuler autour du
point /. La notion plus générale de point d’accumulation correspond a celle
d’un point autour duquel on trouvera toujours une infinité d’éléments de la
suite qui seront proches, mais pas tous les éléments de la suite au-dela d’un cer-
tain rang. La définition précise est la suivante. Un nombre réel # est un point
d’accumulation de la suite (#,) si pour tout réel € > 0 et tout entier N, on peut
trouver un entier 7 tel que :

nZN:>|u”—¢|<s

La propriété importante a noter est que la limite d’une suite convergente
est le seul point d’accumulation de cette suite. Par conséquent, si une suite
admet plus d'un point d’accumulation elle est divergente.

2 © Théorémes sur les limites

Théoreme. La limite d'une suite, lorsqu’elle existe, est unique.

Suite extraite. Une suite extraite d'une suite (#,) est une suite (u”é) ou (n,)
est une suite infinie d’entiers, strictement croissante, indexée par £. On retient
donc un certain nombre de termes de la suite (#,) en conservant le méme ordre,
par exemple tous les termes d’indice pair.

Théoréeme. Toute suite extraite d’'une suite convergente converge vers la
méme limite.

Théoréme. Si une suite (#,) converge vers une limite ¢ et qu’a partir d’'un cer-
tain rang il existe deux réels z et b tels que e <u, <b,alors a<(<).

Théoréme. Si les suites (v,) et (w, ) convergent vers une méme limite / et qu’a
partir d'un certain rang ona v, < #, <w, ,alors la suite (#,) converge aussi vers
(. Ce théoreme est appelé théoreme de I'encadrement, ou des « gendarmes ».

Théoreme des suites monotones. Une suite croissante est convergente si et
seulement si elle est majorée. Une suite décroissante est convergente si et seu-
lement si elle est minorée.

3 O Suites adjacentes

Définition. Deux suites (#,) et (v,) sont dites adjacentes si elles vérifient les
trois conditions suivantes :

(i) la suite (#,) est croissante ;
(1) la suite (v,) est décroissante ;
(iii) lim(z, —v,]=0.
n—ro0
Théoreme. Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite.
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4 © Suites récurrentes

Définition. Une suite récurrente (#,) est définie au moyen du premier terme
u, et d'une application réelle f par une relation de récurrence telle que pour
tout entier 7 on ait #,,, = f(un)

Théoréme. Soit (#,) une suite récurrente définie au moyen du premier terme
#, et d’'une application réelle f dérivable sur |«,4[ . On suppose qu'il existe un
nombre £ dans [0,1[ avec |f'(x)| < % pour tout x dans ]ﬂ,b[. Si Iéquation
¢ = f(£) admet une solution unique ¢, dans ]a,é[ et si le premier terme de
la suite vérifie ‘”0 — fo‘ < min {b =00, — ﬂ} , alors elle converge vers /.

5 @ Equations de récurrence linéaires

Définitions. On appelle éguation de récurrence linéaire, ou parfois aux différences
finies, d’ordre p, a coefficients constants, une relation entre p termes successifs
d’une suite, de la forme :

Uprpy =AUy T Ay — e T AU, = g(ﬂ)

ou a,,...,a, sont des constantes réelles données et g une fonction réelle
donnée.

On appelle éguation homogene associée a I'équation précédente, I'équation
sans second membre :

/un+p - dl/ynﬂﬁ—l - ‘lz”wp—z T dpvn = O

On appelle éguation caractéristique associée a 1'équation précédente,

I’équation :
s S - _
rt —ar a,r coo—a, r—a,=0
Théoréme. L'ensemble des solutions d'une équation de récurrence linéaire
d’ordre p, sans second membre, forme un espace vectoriel de dimension p. La
solution générale s’obtient comme somme de la solution générale v, de I'équa-
. , . . . # s, .

tion sans second membre et d'une solution particuliere #, de I'équation avec
second membre :

*
u,=v, +u,
Propriété. Si le second membre se décompose sous la forme :

g(ﬂ)=g1 (ﬂ)+...+gé (n)

. #(1 *( . . ‘< , . N
et si Z/n( ) Z/n( ) sont des solutions particulieres des équations ayant le méme

premier membre que I'équation initiale et comme seconds membres respectifs
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8 (n), g, (n) , alors la suite :
#(1) *(#)
u, ' +..tu,
est une solution particuliere de I'équation initiale.

6 © Equations de récurrence linéaires
du premier ordre

Ces équations sont de la forme :

N P L . % . .
ol « est une constante réelle non nulle donnée. Si #, est une solution particu-
liere de I'équation complete, la solution générale est :

u,=Aa" +u LeR

6.1 © Solutions particulieres

Le principe consiste a rechercher une solution particuliere de méme nature
que le second membre. Nous allons passer en revue les principaux cas.
e Second membre constant : g(n) =5

Si 2 #1, solution :

Si 2=1, solution :
u,=1u,+bn
e Second membre polynomial de degré £: g (n) =P, (n)

Si @ #1, on cherche comme solution particuliere un polyndme de degré
ko, =Q, (n), et la solution est :

u,= [zxo—Qé(n)]az”+Qé (n)

Si 2=1, on cherche comme solution particuliere un polynéme de degré
k+1,u4. =nQ,(n), et la solution est :

u, = u,+nQ, (n)

* Second membre exponentiel : g(n)=br"
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Si a #r, solution :

Si @ =r,ondit qu'il y a vé&onance et on cherche une solution particuliere
% .
de la forme #, = una" ; la solution est alors :

b
ny+—n
a

— n
u,= a

7 © Equations de récurrence linéaires du second
ordre

Ces équations sont de la forme :

Zln+2 - ﬂ”ﬂ+1 - bﬂn = g(”)

ol « est une constante quelconque et 4 une constante non nulle.

7.1 © Equation homogéne

La solution de I’équation homogene associée dépend des racines de 1'équa-
tion caractéristique :

2
r —ar—b=0
* Racines réelles distinctes 7 et 7,:
_ n n
v, =\ +Ur,

e  Racine réelle double » = g :

ﬂ n
0, = (1 +un) (—)
2
. . . 0 N —if
* Racines complexes conjuguées , =pe” , r,=r, =pe " :

v, =p" (A cosn®+usinnd)

ou A et W sont deux constantes réelles quelconques.

7.2 © Solutions particulieres

*  Second membre polynomial de degré £: g(n) =P, (n)

Si 1 n’est pas racine de I'équation caractéristique, on cherche comme solu-
. . RN A z *
tion particuliere un polynéme de degré £,u#, =Q, (n) .
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Si 1 est racine simple de I'équation caractéristique, on cherche comme
. . N N . *
solution particuliere un polynéme de degré £+1,#, = 2Q, (n) .

Si 1 est racine double de 1'équation caractéristique, on cherche comme
. . < A ~ * 2
solution particuliere un polynéme de degré £+2,#, =n"Q, (n) :
*  Second membre exponentiel : g ()= br"
Si 7 n’est pas racine de I'équation caractéristique, solution particuliere
* o ”n
u,=or".
Si 7 est racine simple de I’équation caractéristique, on dit qu’il y a réso-
. . N *
nance et la solution particuliere est de la forme #, = our” .

Si @ est racine double de I'équation caractéristique, on dit qu’il y a réso-
. . o 3 2
nance (double) et la solution particuliere est de la forme uz =onr".

8 © Systeme d’équations récurrentes

Dans le cas ou il y a p équations de récurrence qui sont linéaires par rapport
a p suites (Zln ) 5\2, )5 \w, ], ., onaun systeme d’équations récurrentes qui s’écrit
sous forme matricielle :

ou X, est la suite vectorielle, représentée par un vecteur colonne a p compo-
santes #,,v,,w,,... et M la matrice carrée d’ordre p du systeme. La solution
générale de cette équation de récurrence matricielle est :

n?

X, =M"X,

Cette solution pourra s’obtenir aisément dans le cas oi M est diagonali-
sable, en écrivant M = PDP™" (voir TD Algebre, chapitre 6) pour obtenir
M"=PD'P".
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1. Silasuite (| #, |) est majorée, la suite (#,) est bornée.

2. Si(u,) et (v,) sont deux suites divergentes, la suite
somme (#, + v, ) est aussi divergente.

3. Silasuite (|#,|) est divergente, il en est de méme
de la suite (#,).

4. La convergence d’une suite extraite implique la
convergence de la suite elle-méme.

5. Si(u,) et (v,)sont deux suites telles qu'a partir d'un
certain rang on ait #, < v, alors la convergence de (v,)
implique celle de (#,).

6. Si(x,) et (v,)sont deux suites telles qu'a partir d’'un
certain rang le terme général #, est équivalenta v , alors
ces deux suites sont de méme nature, ¢’est-a-dire toutes
les deux convergentes ou divergentes.

7. Une suite solution d'une équation de récurrence
linéaire peut étre convergente ou divergente suivant la
valeur du premier terme de la suite.

8. Deux solutions particulieres d'une équation de
récurrence linéaire, homogene, du second ordre permet-
tent d’exprimer la solution générale de cette équation.

9. Il existe une suite unique solution d’une équation de
récurrence linéaire, homogene, du second ordre et de
premier terme fixé.

Vrai

O

O
O
O

O

TD Analyse

Faux

O

O
O
O

O
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EFLEXION

10. Montrer que la suite de terme général :

n+1
n+2

u,=(-1)"

est bornée. Est-elle convergente ?

11. On considere la suite (#,) définie pour tout entier p par :

_ _ 7
Uyy =P Uy =

p+1

Examiner si cette suite est bornée et convergente.

12. La suite (#, ) est définie par I’équation de récurrence linéaire, a coefficients
non constants :

U, = (n+1)2z1n —n’ =2n

Apres avoir obtenu une solution constante (#) de cette équation, on demande
d’écrire la relation de récurrence vérifiée par v, =u,—a . On en déduira les
solutions (v, ) puis (#,) de ces équations. On précisera la nature de la solution
trouvée en fonction du premier terme #, de la suite.

13. Résoudre le syteme suivant d’équations de récurrence non linéaires:

# = ",
e
1/2
v = 1
“,,+v,,
%
v

Convergence d'une suite

14. Etudier la convergence des suites définies ci-dessous par leur terme
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général u, :

a)ln—n; b) ~/n2+3n—n ;
\Nn+1

c) lsinn ; d) (1+\/1+1/n)n ;

n”
e) sz > f)£2+ zn toot——>
3 ” n +1 n +2n+1
2nm i
g) sinL ; h) 2" sin— ;
3 2"
1) l+l
2 n

Analyse de I'énoncé et conseils. L'étude de la limite de I'expression de #,
en fonction de # permet de conclure a la convergence ou a la divergence de la
suite. Pour une suite de signe quelconque, il peut étre utile d’étudier la suite
positive de terme général |« |. La comparaison avec une suite géométrique
permet souvent également de déterminer sa nature.

Suite géomeétrique

15. Etudier la convergence des suites définies ci-aprés par leur terme
général u, :

2
+...+

n

, a réel quelconque ; b) 1+ 1 + 1 +

1+4° 2 n

1 1
_+_
2 n

2
a) 1_61

Analyse de I'énoncé et conseils. On sait qu'une suite géométrique est con-
vergente quand sa raison, en valeur absolue, est inférieure a 1. La seconde suite
est définie comme somme des premiers termes d'une suite géométrique.

16. La suite (#,) est définie, pour tout entier 7, par la relation de récurrence :

ﬂn+2 = E(”n + ”n+1)

et par ces deux premiers termes #, =a et y =}, ol « et b sont deux réels
quelconques. Montrer que la suite de terme général v, =# —u,_ est une suite
géométrique convergente et en déduire que (#,) est aussi une suite conver-
gente dont on déterminera la limite.
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Analyse de I’énoncé et conseils. L'expression de v, en fonction de v, | mon-
trera qu'il s’agit bien d’'une suite géométrique convergente. Le terme général
u, s’exprimant a l'aide de la somme partielle de cette suite, on pourra facile-
ment déterminer sa limite.

Théoreme de I'encadrement

17. La suite (#,) est définie par son terme général, pour tout entier 7 stricte-
ment positif :

1 1 1
= + +...+
’ \/ﬂ2+1 \/n2+2 N

Montrer qu’il existe deux suites (v,) et (w,) convergentes, de méme
limite et telles que :

u

v <u Sw

n n n

En déduire que la suite (#,) est convergente et préciser sa limite.

Analyse de I’énoncé et conseils. En déterminant un majorant commun et un
minorant commun de chacun des termes de la somme, on obtient I’encadre-
ment demandé. Le théoreme de I'encadrement permet alors de conclure que la
suite (#, ) converge vers la méme limite que ces deux suites minorante et majo-
rante.

18. La suite (#,) est définie par son terme général, pour tout entier 7 stricte-
ment positif :
1 1 1 1

n,=—+——+ +o.+—
n n+l n+2 np

ou p est un entier strictement positif fixé. On veut montrer qu’il existe deux
suites (v,) et (w,) convergentes, de méme limite et telles que :

v, <u,<w,

Pour cela, on établira d’abord que pour tout x dans ]0,1[ :

1
1+x<e" < ——
1—-x

et on en déduira que pour x strictement supérieur a 1 :

X+1S£Sln X

X X x—1

In

En conclure alors que la suite (#,) est convergente et donner sa limite.
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Analyse de I'énoncé et conseils. Pour obtenir I'encadrement de I'exponen-
tielle, on la transformera en prenant les logarithmes, puis en dérivant. En
appliquant ensuite 'encadrement de 1/x a chacun des termes de la somme qui
constitue #, on obtiendra un encadrement du terme général de la suite (#,).
Le théoreme de 'encadrement permettra alors de conclure.

Théoreme des suites monotones

19. Ectudier la convergence des suites définies ci-dessous par leur terme
général u, :

2 [1-1 (1—1)...(1— L i, a>0;
3 5 2n+1 7!
C)w; A A+a)A+a7)...(1+4"),avec 0< a< 1.

7!

Analyse de I'énoncé et conseils. Pour démontrer que la suite est monotone,
il faut établir que la différence de deux termes consécutifs est de signe cons-
tant, au moins a partir d’'un certain rang, ou que le rapport de deux termes
consécutifs est toujours supérieur ou inférieur a 1, au-dela d’un certain rang.
Il faut ensuite trouver un majorant si la suite est croissante, ou un minorant si
elle est décroissante, pour conclure a la convergence d’apres le théoreme des
suites monotones.

Suites adjacentes

20. Montrer que les suites (#,) et (v,) définies ci-dessous par leur terme
général sont des suites adjacentes.

I 1 1 1 1 1 2
A u,=l+—+—+..+— o =l+—+—+.. . +——+—;
1 2 7! 2! (n=1)! n!
1 1
b) #,=n—|cosl+cos—+...+cos— v, =u,+sin—.
2 n n

Analyse de I'énoncé et conseils. On établit d’abord que les suites sont mono-
tones, l'une croissante et I'autre décroissante, en formant la différence de deux
termes consécutifs. On montre ensuite que la diftérence v, —#, tend vers 0, ce
qui établit que les suites sont adjacentes, donc convergentes vers la méme
limite.
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Suites adjacentes récurrentes

21. Montrer que les suites (#, ) et (v,) définies par les relations de récurrence
suivantes sont adjacentes :

[ 1
Zln+l = _(2ﬂn + 1/”)

Vn+1

1
=—(u,+2v,))
* 3

avec #, =4 et v, =1. Calculer leur limite commune.

Analyse de ’énoncé et conseils. On pourra établir d’abord que la différence
v, —u,, est une suite géométrique, de méme que les suites # ,, —u, et
v,., —v,. Pour déterminer la limite commune de ces deux suites adjacentes,
on pourra par exemple déterminer v, par sommation des différences et
ensuite faire tendre 7 vers I'infini.

Moyennes arithmétique et géomeétrique

22. Montrer que les suites (#,) et (v,) définies par les relations de récurrence
suivantes sont convergentes :

Zln+l = Zlnyn

1
\ 1/;1+1 = 5(”n+1/n)

avec #,=a>0 et v,=b>a. Montrer qu'elles ont une limite commune

1
appartenant a l'intervalle \/Z ,5(4 +b)

Analyse de ’énoncé et conseils. On pourra établir d’abord que la différence
v,., —u,, estune suite positive, de méme que les suites #, , —u, et v, —v, .
Pour établir que ces suites sont convergentes, on utilisera le théoreme des
suites monotones. Les relations de récurrence étant toujours vérifiées, on en
déduira que ces deux suites ont la méme limite.
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Récurrence homographique

23. Etudier la convergence des suites définies ci-dessous par leur terme général
#, obtenu par une relation de récurrence.

u,  +1 u,  +1
a)u,=———,u4,=0; b) u,=—"~——, u,=0;
2”n—1+3 ”n—1+2

u
o) u,=—-= u, =1
1+3u,_,

Analyse de I'énoncé et conseils. Pour pouvoir utiliser le théoreme des suites
monotones, on démontre par récurrence que la différence de deux termes con-
sécutifs est de signe constant. Il faut ensuite établir que la suite est majorée ou
minorée, suivant les cas. La limite est obtenue enfin en utilisant la formule de
récurrence, qui reste vraie quand #» devient infini.

Récurrence homographique et terme initial

24. Etudier, suivant la valeur du premier terme #,, la convergence des suites
définies ci-apres par leur terme général # ,, obtenu par une relation de récur-
rence.

nt+l

3u, 1
a) u,,, =——, u,>0 ; by u,, =- +3, #,>0.

_2+5uﬂ’ u,+3

n

Analyse de I'énoncé et conseils. La suite est définie par une relation de
récurrence de la forme %, = f(u,) et si elle admet une limite /, celle-ci doit
vérifier f(/)=/{. On cherchera donc la solution x, de I'équation f(x)=x,
équivalente a g(x)= f(x)/x =1, et on étudiera la convergence suivant la posi-
tion du premier terme de la suite par rapport a x,,.

Récurrence homographique et suites extraites

25. On considere la suite (#, ) définie pour tout entier 7 par la récurrence :

4u, — 1
u,, =—"—— u,=1
+
! 4u, — 2
n
Montrer que les deux suites extraites, respectivement d’indices pairs et
d’indices impairs, sont convergentes et en déduire que la suite (#,) est aussi
convergente.

Analyse de I'énoncé et conseils. On exprimera #,,, en fonction de #, et on
en déduira par différence que les suites extraites sont monotones. Par majora-
tion de I'une et minoration de l'autre, on en déduira qu’elles convergent vers
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la méme limite, qui sera aussi celle de la suite formée de ces deux suites
extraites.

Suites récurrentes

26. Etudier la convergence des suites définies ci-dessous par leur terme général
#, obtenu par une relation de récurrence.

2
u +3
a)%H:2;+2>%:2; b)%ﬂz%%+6,%:3;
C) ﬂﬂ"’l :lﬂ(1+ﬂ”>, ZtO :1 ; d) Zl,,+1 = ﬂj/2+ﬂ” B Z{() :1 5

e) u,,, =~1+2u, =1, u,=4.

Analyse de I'énoncé et conseils. Dans la premiere question, on utilisera le
théoreme de convergence des suites récurrentes en montrant que la dérivée de
la fonction qui définit la relation de récurrence est majorée en valeur absolue
par un nombre inférieur a 1. Dans les autres questions, on utilisera le théoreme
des suites monotones en étudiant le signe de la différence de deux termes con-
sécutifs.

Méthode de cobweb (toile d’araignée)

27. On considere la suite (#, ) définie pour tout entier # par la récurrence :

—2__,2 —
u,, =3 u,, avec #,=1

n

Montrer que les suites extraites d’indices pairs et d’indices impairs sont
convergentes et en déduire que la suite (#,) est aussi convergente.

Analyse de 'énoncé et conseils. On peut déterminer le comportement de la

suite (#,) en tragant le graphe de la fonction f qui définit la récurrence, soit
2

f(x)=3 —xz pour x dans lintervalle ]0,2\/3[ . L’équation f(x)—x=0

admet une seule racine positive x, et les suites extraites (#,,) et (#,,,,) se

2p+1
répartissent respectivement dans les intervalles |0, x, [ et ]xO,Z\/g [ Le théo-

réme des suites monotones permet de conclure a la convergence de ces deux
suites vers la méme limite x, qui est donc aussi celle de la suite (#,).
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Equations de récurrence linéaires du premier ordre

28. Déterminer les suites solutions des équations de récurrence suivantes puis
étudier leur convergence.

a) u,+2u, , =3n"+1, avec #,=1 b)u,, =E(u” +1), avec #,=3

1 1
c) 3u, , —3u,+n=1, avec u,=1 &) u,——u,_, =—-1, avec #,=0

” n—1

5 1
L=t — avec u, =1

e) 2u,—u >

n

Analyse de I'’énoncé et conseils. On cherche d’abord une solution de 'équa-
tion homogene associée. Ensuite, on cherche une solution particuliere de
méme nature que le second membre. Si ce dernier comporte plusieurs fonc-
tions différentes, on consideére les équations ayant chacune de ces fonctions
comme second membre. Dans le cas d'un second membre exponentiel, il faut
examiner s'il y a résonance. On additionne ensuite la solution de I'équation
homogene, qui dépend d’une constante, et la solution particuliere. On déter-
mine enfin la valeur de la constante par la condition initiale.

29. Déterminer les suites solutions de I'’équation de récurrence suivante, puis
étudier leur convergence en fonction de la valeur du premier terme #,:

_ 2
”ﬂ - S”n—l

Analyse de I'énoncé et conseils. On transforme cette relation de récurrence
non linéaire en faisant le changement w, = In#,. De la solution w, de I'équa-
tion linéaire obtenue, on déduira la solution #,, exprimée en fonction de #, .

30. Déterminer, en fonction du parametre réel « # 1, les suites solutions des
équations de récurrence suivantes, puis étudier leur convergence.

a ( 1
a) ., — u =|——
2

n

b) u,,, —ala—1)u,=2"

Analyse de I'énoncé et conseils. La solution particuliere dépendra des
valeurs du parametre #, suivant lesquelles il y aura ou non résonance.

Equations de récurrence linéaires du second ordre
31. Déterminer les suites solutions des équations de récurrence suivantes.
a) 2u,—3u,  tu, ,=2, avec uy =3, u =3

b) u,=2u,  +2u, =1, avec u, =2, u, =3
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c) u,—5u, +6u,,=2n+l, avec uy =1, u, =4
d)u,,=3u,,—2u+2n+tl, avec #y, =0, u =1

e) u,—4u,  +4u, ,=n"+n+l, avec uy =25, wu, =31
£ u,~5u, +6u,,=2", avec #y=0, u =1

g) u,—4u,_ +4u, ,=2", avec #y=0, u =3

T
h) u, = 2\/5”;7—1 —4u, ,+2" cos%, avec #y,=0, u =2+ B

Analyse de I'énoncé et conseils. On détermine les solutions générales de
I’équation homogene associée, a I'aide des racines de I'équation caractéristique.
On cherche ensuite une solution particuliere de méme nature que le second
membre. On additionne ces solutions et on cherche la solution qui vérifie les
conditions initiales données.

32. Déterminer, en fonction du parametre réel «, les suites solutions des équa-
tions de récurrence suivantes, puis étudier leur convergence.

a) «,,, —cz\/gum + azun =0, avec uy =1, u;=0
n 1 612
b) w  +au =(—1 avec u, = =
n+2 n ( ) ’ 0 1+ 42 4 1+42

C) Z{n+2 _(1_4)Z{”+1 +d(1_26l)ﬂn =

n

, 0<ax<l

d) u,,—3an,,, +2a’°u, =1+

Analyse de I'énoncé et conseils. On détermine les solutions générales de
I’équation homogene associée, selon les racines de I'équation caractéristique.
Ces solutions peuvent dépendre du parametre #. On cherche ensuite une solu-
tion particuliére de méme nature que le second membre, lorsqu’il y en a un.
On additionne ces solutions et on cherche la solution qui vérifie les conditions
initiales, lorsqu’elles celles-ci sont données.

Equations de récurrence linéaires d'ordre quelconque
33. Déterminer les suites solutions des équations de récurrence suivantes.

a) #,,, =5u,,—8u, +4u, +1, avec uy=2, u =5, un,=12
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by u,—3u, ,+3u, ,—u,, =0, avec u,=1, w, =1, u,=9

Analyse de ’énoncé et conseils. Le principe est le méme pour ces équations
de récurence d’ordre trois. La solution générale dépend de trois constantes qui
sont déterminées par les conditions initiales.

Systeme d’équations récurrentes

34. Résoudre les sytemes d’équations de récurrence suivants :

u =24 + 3
a) | "1 " ” avec u, =2, v,=0.
v, =3u,+ 20,

n

= Su, + 2v
b) nel " " avec u = S, v, = —2.
v, =—2u,+ v,
ﬂm—l = vn + wﬂ
Alv,, =u, +w,  avec u,=1, v,=0, w,=-1.
wn+1 = ”n + vn

Analyse de I'énoncé et conseils. On écrit le systéme sous forme matricielle.
Sa solution s’exprime a 'aide de la puissance #-éme d'une matrice, que 'on
obtient a partir de sa forme diagonale. Si cette matrice n’est pas diagonalisable,

on utilise I'équation typique (voir TD Algebre, chapitre 6) pour calculer sa
puissance 7z-e€me.
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=

POLUTIONS

QCcm

1. Vrai. S'il existe un réel positif # tel que
suite (#,) est bornée.

”ﬂ

Sa,alors —2<u,<a,doncla

2. Faux. On ne peut rien conclure a priori sur la somme. Soit par exemple :

1/” — (_1)n+1 L
n+2

L, ntl
un, =(=1)
n+
Ces deux suites sont divergentes et pourtant :
=D"
n+2

converge vers 0.

3. Vrai. Raisonnons par 'absurde et supposons que (#,) converge vers O.
Alors, pour 7 assez grand on a |z¢ﬂ| <€, ce qui implique que (|#|,) converge
vers 0, d’ou une contradiction. En cas de convergence vers une limite non
nulle 7, il suffit de remplacer #, par u,— (.

4. Faux. Cest la réciproque qui est vraie. Par contre, il se peut que deux suites
extraites convergent vers des limites distinctes. Dans ce cas, la suite elle-méme
aura deux points d’accumulation et sera donc divergente.

+1

n
positif v 2 u ,lasuite (v,) qui converge vers 1 et cependant la suite (#, ) est

5. Faux. Soit par exemple #, =(=1)" et v, = . On a bien pour tout 7

divergente.

6. Vrai. Par hypothese %59 quand 7 tend vers l'infini. Donc, I'une des
v

n

suites admet une limite ¢ si et seulement si I'autre admet la méme limite 7 .

7. Vrai. La nature d’'une solution peut dépendre du premier terme; voir par
exemple I'exercice 12.

8. Faux. Il faut que ces deux solutions particuliéres soient linéairement indé-
pendantes pour engendrer I'ensemble des solutions de cette équation homo-
gene.

9. Faux. Il faut que les deux premiers termes soient fixés pour que la solution
soit totalement déterminée.
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10.Ona:

n+1
= <1
n+2

n

donc la suite est bornée. Elle admet deux points d’accumulation puisque les
suites extraites (#,,) et (#,,,, ) convergent respectivement vers 1 et —1. Elle est
donc divergente. On sait que toute suite convergente est bornée, mais bien siir
la réciproque est fausse.

11. Comme les termes d’indices pairs tendent vers l'infini, la suite n’est pas
bornée et ne peut donc pas étre convergente. Cependant, la suite extraite des
termes d’indices impairs converge vers 1.

12. Une solution constante (z) doit vérifier :
2 2
oz=(n+1) a—n —2n
On obtient aisément @ =1. On effectue alors le changement v, =%, —1:

v +1=(7z+1)2(1/n+1)—n2—2n

n+l

soit :
Vo= (n aF 1)21/,7

Sile premier terme #, est supérieura 1, alors v, =#,—1>0 et par récur-

rence la suite (v,) est a termes positifs. Le terme w, =4V, vérifie alors :
w,,, =(n+1)w, =(n+1)...x2Xx1Xw,

2
. — ) : — ()
La solution est donc w, = nlw,, soit v, =(n!)v, .

Si u, <1, alors v, =u#,—1<0 et la suite (v,) est a termes négatifs. Le
terme w, = /—v, vérifie la méme relation de récurrence et on obtient donc la
méme solution. Au total, on obtient donc :

u =vn+1=(n!)2(z¢0—1)+1

n

La suite (#,) est donc divergente pour #, # 1 et stationnaire pour #, =1.

13. On établit par récurrence que les suites (#,) et (v,) sont a termes positifs.
Si on forme la différence :

2
_ _ Zlnfl - vn 1 __ _ _ _ _
%n ’I/” - + - %ﬂ—l 1/”_1 T ZlO Z/0
”ﬂ—l Vrz—l

Il s’agit donc d’une suite stationnaire.
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Formons maintenant le rapport :

2 4 2"
Zlﬂ—Z — — Z{O

v

n n—1 n—2 1/0

Si u#, =v,, les deux suites sont stationnaires et égales. Sinon, en combi-
nant ces deux résultats, on obtient :

_ Y 4y — Y
”ﬂ - 2" 1/;; - 2"

1—(1/0/210) (ﬂo/vo) -1

Pour %, >v,:
— u, — —0"

ﬂrz ZlO 1)0 1/71

Pour #,<uv,:
"
u,—0 V= o=
SN o . ) Inn
14. a) D’aprés le théoreme des croissances comparées, f tend vers 0
n+1

quand 7 tend vers I'infini, donc la suite (#,) converge vers 0.

b) En multipliant numérateur et dénominateur par la quantité conjuguée,
puis en divisant par 7, on obtient :

n” +3n—n’ 3 _)3

u s = _—

" P 43n+n 1143 2
3

donc la suite (#,) converge vers E .

c) La suite est a termes de signe quelconque, mais avec 0 <| %, [<1/7, donc
la suite (|#,[|) converge vers O et par conséquent il en est de méme de la
suite ().

d) On a 1++/1+1/z >1+1 donc #,>2" et la suite minorante est une
suite géométrique divergente dont le terme général tend vers 'infini, donc il
en est de méme de la suite (#,)).

e) La suite est a termes de signe quelconque, mais avec |z, |< et la

suite majorante converge vers 0, donc il en est de méme des suites (| #, |) et (#, ).

f) Le terme général #, est une somme de fractions dont le dénominateur
2 N . . . R
est de la forme 7"+ p, o p est un entier qui varie de 0 a 2z+1. On a donc
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I'encadrement suivant :

n n n
2 S s
n+2n+l ntp n
Donc, pour le terme général qui est la somme de 2z +2 fractions, on a
I'encadrement :

n(2n+2 & o n(2n+2
ZED g, =Y LoD
n +2n+1 o tp n

Les suites majorante et minorante convergent vers la méme limite 2, donc
il en est de méme de la suite (#, ).

g) Le sinus prend une infinité de fois les trois seules valeurs :

La suite possede donc trois points d’accumulation et n’est pas conver-

gente.
9o . . o ~ . ~ s
h) Quand 7 tend vers I'infini, le sinus est équivalent a son argument —,

qui tend vers 0. Donc, #, tend vers m qui est la limite de cette suite conver-
gente.

11
—+

— 2(2) . La suite
2 3 6

majorante étant une suite géométrique qui converge vers 0, il en est de méme

1) Pour »23, on a l'encadrement 0<#, <

de la suite (#, ).

. . . : 1-4°
15. a) Il s’agit d'une suite géométrique de raison ¢ =—,

donc telle que
| 7|<1 pour « différent de O et par conséquent convergente. Pour 2=0,0na

g =1 et la suite est constante, égale a 1, donc convergente.

b) On peut écrire le terme général de cette suite sous la forme :

1 1 :
en ayant posé ¢ =—+—. Par conséquent, on obtient :
2 n

n

l—¢q
l-¢q

n

1
avec ¢" qui tend vers O puisque 0 < g <1.Comme d’autre part ¢ tend vers >

cette suite converge vers 2.
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16. On remplace # ar son expression en fonction des deux termes
n
précédents :

1
yﬂ = E(”n—l + ﬂn—Z) - Zln—l = 5(”ﬂ—2 - ”ﬂ—l) = _51}”—1
2Ll . L . 1
Cela établit que (v,) est une suite géométrique de raison ¢ =——, donc
convergente. 2
Par ailleurs, on obtient comme somme partielle :
n n
Z v, :Z(”k —u, ) =u, = u,
k=1 =1
Avec également :
n n n
_ k-1 _ ]‘_q _ 2 1 n
V=0 9 =Y =—v(1-4")
£=1 £=1 l=qg 3
2v

qui converge vers —- , puisque g" tend vers 0. La suite (#,) est donc conver-
gente, de limite :

2 2 1
gvl +u, =u, +g(u1 —uo)=g(ﬂ+25)

S 2 N . P 5
17. Les termes sous radicaux sont de la forme »° + £ ol £ est un entier qui varie
de 1 a . Par conséquent, on a 'encadrement :

1 < 1 < 1
\/n2+n \/n2+é \/n2+1

Ce qui conduit a :

" e, <"
' +1 “ ' +1

Les suites majorante et minorante convergent vers la méme limite 1, donc
il en est de méme pour la suite (#, ).

18. La fonction logarithme étant strictement croissante, I'encadrement de
Iexponentielle est équivalent, en prenant les logarithmes, a :

Inl+x)<x<—In(1—x)

. . . 1 1
Ces trois termes ont pour dérivées respectives ,1 et . Or, sur

1+ x 1—x

<let 0<1—x<1, soit
1+x =20

>1.

I'intervalle ]O,l[ ona l+x>1, soit
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L’encadrement :

1
14+ x 1—x

conduit par intégration a :
¥ dr * * dr
—=ln(1+x)<J. dt=x<j —=—-1n(1-1%)
ol+¢ 0 ol—1¢

Ce qui est bien équivalent a :

l+x<e’ <
1=

Pour x =1/ on obtient donc :

L[ 1 t
laf==e" = =—
¢ 1-1/r t-1
Et, en prenant les logarithmes :
r+1 1 t
In—<-<In——-
t 2 r—1

On applique ces inégalités pour ¢ prenant les valeurs entieres de 7 a np, ce
qui conduit a :

np

np
D [In¢+D-lns]<u, <) [lnr—In@-1)]

On a donc obtenu I’encadrement demandé, avec
v, =ln(mp+1D)—lnn=In(p+1/n) et w,=Ilnnp—In(z—1)=In|p+ pl).
”—

Les suites (v,) et (w,) convergent vers la méme limite ln p, donc il en est de

méme de la suite (#,).

1
19. a) Tous les termes du produit sont de la forme 1——, avec p entier supé-

rieur a 3, donc la suite est a termes positifs. Le rapport de deux termes consé-
cutifs a comme expression :

1
2l =] <1

u 2n+3

n

La suite est donc décroissante ; étant minorée par 0, elle est convergente,
de limite ¢ >0.
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b) Dans le cas ot 0 < 2 <1, le terme général de la suite tend vers O qui est
donc la limite de cette suite. Pour « > 1, on obtient :

Zln+l _

u _n+1

n

a

et comme ce rapport tend vers 0, il est inférieur a 1 au-dela d’un certain
rang et la suite est donc décroissante. Comme cette suite est minorée par 0, elle
est convergente de limite />0 .

¢) On forme ici la différence de deux termes consécutifs :

V+214+.. . +n! V+214+...+ 7!
= 44—

i (n+1)! 7!
_ U+2+. +n (e Dnl—n(+ 21+, +2))
T (n+1)
U2+ 4+ (- 2)
- (n+1)!

La suite est décroissante. D’autre part, le numérateur de #, étant supé-

rieur au dénominateur, la suite est minorée par 1, donc convergente de
limite ¢ > 1.

d) Le rapport de deux termes consécutifs a comme expression :

ﬂ n
2 14 4 >
U

n

donc cette suite est croissante. Nous allons obtenir un majorant de #, a partir
de I'inégalité 14+ x <e". Considérons en effet f(x)=e" —x—1 ; sa dérivée est
f’(x)=e"—1 qui s’annule pour x =0 ol f passe par un minimum de valeur
f(0)=0. Cette fonction est donc toujours positive. On en déduit la
majoration :

n

u, =(l-l-cz)(1+¢zz)...(1-|-4z”)Se”edz ...ef

L’argument de I'exponentielle est :

1-4" > a
l—-a2 1—a

a+ad’+..+d' =a

donc :

u, < exp
l—a
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La suite étant croissante et majorée est convergente, de limite

a

{<exp

1—a

20. a) L’expression de # ., montre que :

n+l
1
=—->0
(n+1)!

Zln+l ”n

donc la suite (#,) est croissante. On obtient également :

2 1 n—1

=—= _—=_""" -y
"+

e —_
7! (n+1)!

yn+l

. . 1
donc la suite (7, ) est décroissante. Comme v, —x, = = tend vers 0, ces deux
7!

suites convergent vers la méme limite qui est le nombre e.

b) On obtient :

u,.,—u,=1-—cos 20

n

n+1

donc la suite (#, ) est croissante. Par ailleurs :

.1 1
+ sin —Sin—
n+1 n+1 ”

v,,,—v, =1—cos

7

Tous les arguments sont des infiniment petits pour 7 — oo et nous allons
utiliser des équivalents des fonctions trigonométriques :

1 1 1 el/n)
v, = 2 - 2
2m+1) n+l1 n» 7
n+2 +8(1/n) __1+8'(1/n)

- 2n(n+1)° n 2n°

Vn-%—l

Comme ¢’(1/z) tend vers O quand 7 devient infini, le numérateur est
positif a partir d’'un certain rang et la suite (v, ) est donc décroissante. Par défi-
nition, v, —#, = sin(1/z) tend vers 0, donc les suites sont adjacentes et conver-
gent vers la méme limite.

21. Par différence :

ﬂﬂ‘f‘l Y = g(”n - 7/n)
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1
ce qui montre qu’il s’agit d’une suite géométrique de raison g définie par :

1 n 1 n—1
Uyry =V = g (”1_7/1): g —0

On en déduit alors :

n—1

<0

”ﬂ+1 _”ﬂ :_(yﬂ _”n) = _(_
3 3

donc la suite (#, ) est décroissante. De la méme maniere :

n—1

>0

7/71+1 _/Ijn :g(un _/[/n) = (_

3

donc la suite (v, ) est croissante. Pour obtenir la limite commune de ces deux
suites adjacentes, on peut par exemple calculer la somme :

k-1
d 21 1—(1/3)"
E v, —v)=v,, —v,= (—) =
oo b+l k 1 1 ; 3 1-1/3

Quand 7 tend vers I'infini, la suite (#,) a donc pour limite v, +—=—, qui
est aussi la limite de la suite (). 2 2

22. Par différence :

1/,1+1—uﬂ+1=%(ﬂﬂ+1/”—2 uﬂvﬂ)=%(\/2—\/2)220
On en déduit donc :

Zln-%—l = \]”nyn 2 ﬂn”n = ﬂn

donc la suite (#, ) est croissante. De la méme manieére :

n+l

1 1
vo,=—(u,tv)<—(v, +tv)=v,
2 2

et la suite (v,) est donc décroissante. Comme elle est minorée par exemple par
u, =~ab , puisque v, = u, et que la suite (#,) est croissante, elle est conver-

gente. Elle admet une limite ¢ 2 +/ab . De la méme maniére, la suite (#,) est
: y 1 :
croissante et majorée par exemple par v, = E(az +b) puisque #, <wv, et que la

suite (v, ) est décroissante. La suite (#,) est donc convergente vers une limite

0" <—(a+b). Ces limites vérifient toujours les relations de récurrence, soit
2
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1
0=l et £= E(€'+ /) et donc on a £ =/{" qui appartient a I'intervalle

\/E,%(aw)].

23. a) Formons la différence de deux termes consécutifs :

u . +1 u . +1 u . —u
u —u = n—1 n—2 — n—1 n—2

"N T 0 +3 2u 43 Qu, +3)2u,_, +3)

U

Ainsi, toutes les différences seront du méme signe si on établit que le
dénominateur est positif. Pour cela, nous allons montrer que la suite est a

. 1 .
termes positifs. Nous obtenons #, =g>0 et si on suppose que #,_, est

positif, il en sera de méme du numérateur et du dénominateur qui définissent

le terme suivant #,. Nous avons donc prouvé par récurrence que tous les

1

termes étaient positifs, donc #, —#, , est dusigne de #, —u, = —, c’est-a-dire

n—1
positif, et la suite est donc croissante. Pour obtenir un majorant, nous formons
la différence :

Zln—l + 2

20, +3

U —1=-—

qui est toujours négative. La suite étant croissante et majorée par 1 est conver-
gente, de limite ¢ dans l'intervalle [0,1] qui vérifie toujours la relation de
récurrence, soit :

1
/= /+

= 20°420—1=0
20+3

1
dont la seule racine positive est £ = E(\@ = 1) .

b) La différence de deux termes consécutifs a pour expression :

_un_1+1 un_2+1_ U _—u

u, +2 u, ,+2 - G,  +2)u, ,+2)

n=1 n=2

n ﬂﬂ—l

Toutes les différences sont de méme signe car le dénominateur est positif.

est positif, I'expression de #,

n—1

1
En effet, #, = 5 >0 et si on suppose que #

montre qu’il est aussi positif. Ayant établi par récurrence que la suite était a

. : . 1 .
termes positifs, le signe de #, —x, , est celui de #, —u,=— c'est-a-dire
2
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positif. La suite est donc croissante. Par ailleurs :
1
u, , +2

est toujours négatif, donc cette suite est majorée par 1. Elle admet une limite
¢ dans l'intervalle [0,1] et qui vérifie :

l+1
l=—— & [(P+/(-1=0
+2
. o 1
la racine positive étant /= E(\/g = 1) .

¢) La différence de deux termes successifs s’écrit :

%n—l 3%5—1
U, —#, | =————— U, = —
T 143 14 3u

n—1 n—1

toujours négative si on établit que le dénominateur est positif. Or, #, = " >0

et si on suppose que #, | est positif, il en est de méme de #, . Ainsi, la suite

n—1

est a termes positifs et décroissante, donc de limite ¢ positive et qui vérifie :

!
143/

de solution /=0.

— Vous avez compris ?
Etudier la convergence des suites définies ci-dessous par leur terme général obtenu
par une relation de récurrence :

3

n:—
4—v

u
=il .
u,=—"——,u,=1, v

=] v. =2
Yo 1l4u, 0

1

Réponses : la suite (u,) est positive et décroissante de limite £ =0 ; la suite (v,)
est décroissante et minovée par 1, de limite [ =1.

24. a) La fonction f qui détermine la relation de récurrence est définie pour x

positif par f(x)= o et donc g(x)= /) - . La fonction g est
2+5x x 2F 55
1
décroissante avec g(x)=1 pour x= ; =x,. Ainsi, pour 0<x<x,, on a
1
g(x)>1 et par conséquent, si 0 <z, < g ,onaura g(z, )= M =2 >1 et
u u

, donc 'image de

1
5

la suite sera croissante. La fonction f est croissante de O a
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I'intervalle est le méme intervalle. Si on choisit le premier terme #,

1
0,—
5

dans cet intervalle, tous les termes suivants seront donc aussi dans cet intervalle.

1 1
La suite est croissante et majorée par ; , donc convergente, de limite ¢ =— qui

est la seule solution de g(x) =1.Si #, est dans l'intervalle , les termes

1
—, 4o
5

de la suite seront dans l'intervalle image de celui-ci par f, soit

1
—,—[ . Dans ce
55

1 . . .
cas, #, > g ,donc g(#,) <1 et la suite est décroissante, minorée par g , donc

- 1 - 1 _
convergente de limite ¢ =—. Dans le cas particulier ot #, =— la suite est
. . 1 .
stationnaire, avec #, = — pour tout entier 7.
5

b) La solution unique positive de f(x) = x est x, = 24/2 . La fonction [est

Lt

croissante, et 'intervalle ]o,zﬁ[ a pour image . Dong, si on choisit

#, < 2x/§ , tous les termes de la suite seront inférieurs a 2\/5 puisque dans ce

cas f(x)< 2\/5.

D’autre part :

1 8—u

u,+3 3+u,

n+1 _”n :5_”11 -
est positif donc la suite est croissante. Etant majorée par 22 , elle est conver-

gente, de limite /= 232 . Pour Uy, > 242, les termes de la suite seront dans
I'intervalle image de ]2\/5,+<>°[ par £, soit ]2\/5,3[ et par conséquent la suite

est décroissante. Elle est minorée par 242 donc convergente, de limite
0 =2/2.Le cas particulier #, = 2+/2 correspond a une suite stationnaire, avec
u, = 12 pour tout entier 7.

25. Cette suite est définie par une relation de récurrence de la forme

4x—1 1
u,, =fu) ou f(x)= o 1+—Ia fonction f est décroissante sur
4x—2 4x—2
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I'intervalle dont I'image par f est l'intervalle ]i,+oo[ . Comme

1
—,+oo
2

1 . P S
u,=1> E , tous les termes de la suite étant définis par f seront donc minorés

par 1. Par ailleurs, on obtient :

dun, -1 _16u,—4-4u,+2 3 1
4u,,,—2 16u,—4-8u,+4 2 4u,

Zl”+2 -

: . .. . 3 1 :
Donc, si la suite est convergente, la limite ¢ doit vérifier { =—=——/ soit

2
. .. . +/5
40> —60+1=0 dont la seule solution supérieure a 1 est % De cette
expression, on déduit ensuite :
1 1 u,—u,_,
uﬂ‘FZ - ﬂn = - =
4u, , 4w, Auu,,

et comme le dénominateur est positif, chaque différence est du signe de la pré-

cédente. Pour la suite extraite d’indices pairs, #,,,, —#,, est donc du signe de
3 1 L, .. - . .

u,—u, =————1=— clest-a-dire positif ; cette suite est donc croissante.
2 4

L'expression de #

. : Ny 3
.., en fonction de #, montre que la suite est majorée par —.
2

La suite extraite d’indices pairs est croissante et majorée, donc convergente de

3+4/5
==

limite ¢ =

Pour la suite extraite d'indices impairs, #,,,, —#,, , est donc du signe de
4 3 1 . L L
u, —u, = ———=—— Cette suite est décroissante et minorée par 1, donc con-
’ 3 2

vergente de méme limite ¢ = . Les deux suites extraites d’indices pairs

3+45
4

et impairs étant convergentes et de méme limite, il en est de méme de la suite
qu'elles reconstituent.

26. a) Cette suite est définie par une relation de récurrence #,,, = f(u,) avec
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x°+3

fx)=

. Cette fonction admet pour dérivée :
2564 2

(= D(x+3)  (x+1-2D(x+1+2)
2(x+1)° 2(x+1)°
_(x+D'—4 1 2

7 (x)

Ax+1> 2 (x+1)

avec comme dérivée seconde :

f”(X) —

(x+1)°

o o 5 N s s A 3 N 1
Ainsi, quand x varie de 0 2 4+oo la dérivée /' croit de —= a — en passant
2

2

par les valeurs f’

1 7
5) = —E et f’(1)=0. Par conséquent, pour x supérieur

a—,ona:

N | =

1
’ <_
PACYESS

L'équation /= f({) est équivalente 2 ¢ +2/—3=0 et n'admet que la

solution ¢ =1 dans l'intervalle

1 . :
E,+oo . Le premier terme #, appartient
aussi a cet intervalle, donc cette suite est convergente d’apres le théoreme sur

les suites récurrentes, de limite ¢ =1.

b) La fonction f qui définit la récurrence #,,, = f(«,) applique I'intervalle
]2,+<>0[ sur lui-méme. Comme 7, =3>2, tous les termes de la suite sont
supérieurs a 2. Formons maintenant la différence de deux termes consécutifs :

= = 3[ -
Zlrz-*—l ﬂn - ”ﬂ + 6 ”ﬂ

: 2 ’ N . 2 .
est du signe de #,+6—u, =(2—u,)3+2u,+u.) cest-a-dire négatif. Cette
suite est donc décroissante et minorée par 2, par conséquent convergente de

limite vérifiant ¢ =</ +3 , soit { =2.

¢) Pour tout x positif, In(1+x) est positif, donc la suite est a termes posi-
tifs. Par ailleurs, la différence de deux termes consécutifs a pour expression :

u,—u, =In(l+u)—u, =g,

nt+l
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en ayant posé g(x)=In(1+x)—x. La fonction g est décroissante et négative
pour x positif, donc cette suite est décroissante. Elle est minorée par O et par
conséquent convergente, de limite vérifiant £ =In(1+ /), soit £ = 0.

d) La suite est bien siir a termes positifs, avec :

2 2
ll ZZ
Tt | ~Ltu,
2 2
Z{n Zlﬂl 2
Zln+1_”ﬂ= _+”n_
2 2 i
—+u P
2
N, o, +2)

Uy
—+ L+ +u
2

n—1

qui est donc du signe de #, —z,

3 , . . .
= 7—1 , Cest-a-dire positif. Cette suite est
croissante. La fonction f qui définit la relation de récurrence applique 'inter-
valle [O, 2] sur lui-méme, donc tous les éléments de la suite sont majorés par 2.

2

Cette suite est convergente, de limite £ telle que / = , la seule solution

supérieure a #, =1 étant £ = 2.

e) La fonction f qui définit la récurrence est positive sur ]O,+°°[ , donc la
suite est a termes positifs. Par ailleurs :

1424 —1=2u —u’
u, —un=1/1+2z¢ﬂ—l—u”= = - -
o J1+2u +1+u

est toujours négatif, donc la suite est décroissante. Elle est minorée par 0, donc
convergente de limite ¢ vérifiant ¢ =+/1+2¢ —1, de solution /=0.

— Vous avez compris ?

Etudier la convergence des suites définies ci-dessous par leur terme général u,
obtenu par une relation de récurrence.

a) u,,, =~2+u,_, , u, =\/§ s ) u,, :\/8+ﬂj/2, #,=0 ;

2 1 1
=D"Zu, u =1; d) w., =—u +—, u, =1.
3 n 0 n+l 2 n 7

n

b) u

nt+l

Réponses :

a) Suite bornée, avec O <, <2, et croissante, convergente vers [ =
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. . . . 2
b) la suite (| u,|) est une suite géométrigue de raison =, donc converge vers 0,
comme (u,) ;

¢) suite bornée, avec O < u, <4, et croissante, convergente vers { =4 ;

d) suite minorée par \/E , et décroissante, convergente vers { = \/5 .

27. L'équation f(x)—x=0 admet une seule racine positive x,=2. Les
premiers termes de la suite sont déterminés sur le graphe de f représenté

: : 11 . . 71 .
figure 7.1. On voit que #, = " est supérieur a x, puis #, = 7 inférieur et

que les termes successifs vont se rapprocher de x,, alternativement a sa droite

02
et a sa gauche.

y A

/_ A -
1
2____——————— ______
I
1
& I \
1 - < : '
I I I
I I I
I I |
I I }
I l I =
0 Uy us 2 lny 243 x
Figure 7.1

Montrons par récurrence que tous les termes de la suite extraite (#,,) sont

dans l'intervalle ]0,2[ et ceux de la suite extraite (#,, ) dans l'intervalle

2p+1

2

<2, on a alors 0<u,,,

]2,2\/5[. Si on suppose que 0<x <4, puis

2p—2

1
2<u2p1=3—zu§p_2<3<2\/§ et donc 4<u;_2<12, d’ou on déduit

0<u,,=3——u;,,<2. On aura alors également 2<u,,, =
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1 . . . .
3— sz; , <3< 2\/§ . Pour étudier maintenant la monotonie de ces deux suites

extraites, formons la différence :

_ — 2 2
%n %n—Z - 4 %n—a %n—l
On en déduit que #,, —u,, , est du signe contraire a #,, , —u,, ,, donc
. . 7 .
du signe de #,, , —#,, , et par conséquent du signe de #, —#, =— . La suite

(#,,) est donc croissante et majorée par 2 et par conséquent converge vers [ =
2 qui est la seule solution positive de I'équation f(x) = x . La suite (#,, , ) est
décroissante et minorée par 2, donc converge vers la méme limite, qui est aussi

celle de la suite (#, ) puisque ces deux suites extraites convergent vers la méme
limite.

28. a) L’équation homogene s’écrit :
v, +2v _, =0

Elle a pour solution la suite géométrique v, = 7»(—2)”. Le second membre
est un polynéme de degré 2, donc on cherche comme solution particuliére un
polyndome de degré 2 :

u =an’+bn+c
Pour trouver les constantes «#,b,¢ on remplace dans I'équation :
an’ +bn+c+2¢(n—1)2+217(n—1)+€= 3n° +1
En identifiant ces deux polyndmes, on obtient :
32=3, 3b—4a=0, 2a—2b+3c=1

La solution particuliére est donc :

5

® 2
u,=n +—n+—

La solution générale de '’équation complete s’obtient par addition :

; z 4 5
u,=v,+u, =M=2)"+n"+—n+=
3 9
L 4
La condition initiale #, =1 donne A =1——=—, soit :

“, :l(—z)””+n2 2,43
9 39
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Cette suite n'admet pas de limite pour 7 —> oo .

b) L’équation homogene est :

n
Elle admet pour solution v, = %(—) . Le second membre est une cons-

tante, donc on cherche une solution particuliére de la forme #, =a. Cette
constante doit vérifier :

2 2

donc #, =1. La solution générale de I'équation complete est :

n

+1

.
u,=v,+tu,=\k|—

n

La condition initiale #, =3 =2 +1 donne A =2, soit :

1
u, == +1
2
Cette suite converge vers 1.
¢) L'équation homogene est :
v —v _, =0

de solution v, =A. Le second membre est un polynéme de degré 1, mais
comme les constantes sont solutions de I’équation homogene, il faut chercher
une solution particuliere qui soit un polyndéme de degré 2 :

2
u =an’+bn

On remplace dans I'équation :

an’ +bn—ﬂ(ﬂ—1)2—b(n—l) =§(n—1)
Par identification, on obtient 242 = %,b —a= L , SOit :
i ==(n =)

La solution générale de 'équation compléte est :

u=v +u =7»+%(n2—n)
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On utilise la condition initiale #, =1=A pour obtenir :

”

/" Z%(nz—n+6)

Cette suite est divergente et tend vers I'infini avec 7.
d) L’équation homogene a pour solution :

1 n

2

vn=7u(

Le second membre est la somme d’'une fonction exponentielle et d'une
constante. On cherche donc une solution particuliere pour chacune des deux
équations :

1 1 1
u, —Eun_l —27 et u, _Eﬂ"_l =-1
Pour la premiere, il y a résonance et on cherche une solution de la forme
W) _, "
" =
B __L
>
Donc :
) - "
u, = >
L, . . %(2
Pour la seconde équation, on cherche une solution constante Zl”( ) =4,
N a #(2 o oo o o N
d’'ou « e =-—let u;( ) = —2. On obtient ainsi comme solution particuliere :
0 @ "
u,=u, ‘tu, = > =2
La solution générale est :
A
u,=_— ar — 2
202

La condition initiale #, =0=2A —2 donne :

n+2
u,= -2
272

Cette suite converge vers —2.
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e) L'équation homogene a pour solution :

n

1

1/”=7u(
2

Le second membre est la somme d’une fonction exponentielle et d’'un
polyndéme. On cherche donc une solution particuliere pour chacune des deux
équations :

2
1 n 1 1
%n _Eun—l - ? et Zln _E”n—l - 2_ﬂ
Pour la premiere, on cherche une solution polynémiale de la méme forme
) 2
u, =an" +bn+c:
2

b c n
2 é _z =1 2__ —-1)——=—
an” +bon+c 2(;7 ) 2(n ) >

Par identification :
a 1 b c a b _

e ~= =t =

2 2

2 2 2 2 2 2

La premiere solution particuliere est donc :
f(1
%:() =n" —2n+3

Pour la seconde équation, il y a résonance et on cherche une solution de la

forme u:(z) =W ﬁn :
’ n n—1 1
ot
On obtient donc :
40 = ”
>

La solution particuliere de I'équation complete est donc :

“ =Zl:(1)+ll::(2) =n2—2n+3+2£n

La solution générale s’écrit :

n

1
u :x,(— = 2nt 3 —
2 2

n

La condition initiale #, =1=2X +3 implique A =-2:

= +n° —2n+3

n n
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Cette suite est divergente puisque #, — +°° quand 7 — oo .

— Vous avez compris ?

Déterminer les suites solutions des équations de récurrence suivantes puis étudier
leur convergence :

_ 2e
2e+1

a) Bu,—u, =3", u,=0; b) u,+2u, +te" =0, u,
o u,—2u,,+1=2", u,=0.

Réponses :

—n

(3”“ _ g ) —5 +oo; by u,=(-2)"- w'a pas de limite ;

®© | —

a) u,=
1+ 2e

o) u,=(n—1)2"+1—> +oo.

29. Le changement w, =ln#, conduit a I'équation :
w,=2w, +1n3

La solution de I'’équation homogene est v, =1 2" . On cherche ensuite une
solution particuliére constante #, = a:

a—2a=1In3
D’ou :
w,=A2"—In3

avec w, =\ —In3, soit :

(3”0 )2”

w, =(w,+1n3)2" =1In3=2"In3%,—In3=In
La suite est a termes positifs, donc #, >0 . On obtient :

1 "
Zl” == 5(3%0)2

Cette suite est convergente si 0 <3z, <1, avec #, — 0. Elle est station-

. . 1
naire pour z#, = g et divergente pour z#, > g

— Vous avez compris ?

Déterminer la suite solution de I'équation de récurrence :

3

—_
u,,=eu,

3 1 1
Réponse : w, =lnu, =—————,u =exp—|(3" —2n—1).

#y =1
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30. a) L’équation sans second membre a pour solution :

n
a
v =\

n

a—1

Pour déterminer une solution particuliére, il faut distinguer deux cas, sui-
vant qu’il y a résonance ou non.
1
#——, Cest-a-dire @ # —, on cherche une solution particuliere
a—1 2
semblable au second membre, soit :

Pour

On doit avoir :

SOit :
1 W 2 ) !
wlz ==
2 a-1
La solution particuliére est donc :
. 2a-2 ( 1 )
u,= ——
1-32\ 2
La solution générale s’écrit :
. a " 2a-2( 1\
u,=v, +u =\ + o
a—1 1-3a\ 2
, 1 1 1 _
Cette suite est convergente pour 2 < — et —< < — et a pour limite 0.
Pour 2 =—, il y a résonance et on cherche une solution particuliere de la
forme :

. ( l)n
u,=Un|——
2

On doit avoir :

Soit :
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et :

Cette suite converge vers 0.

b) L’équation sans second membre a pour solution :
v, =\ [d(d—l)]n

Pour déterminer une solution particuliére, il faut distinguer deux cas, sui-
vant qu’il y a résonance ou non.

Pour ﬂ(ﬂ —1) # 2, cest-a-dire 2 #—1 et a # 2, on cherche une solution
particuliere semblable au second membre, soit :

On doit avoir :

D’ot :

. 1 >

U =

" 2-a (d = 1)

La solution générale est alors :
" 2"
=\ -1)| +
”n [d(d )] 2_4(4_1)

Cette suite est divergente.

Pour « (a - 1) =2, cest-a-dire 2 =—1 ou =2, on cherche une solution
particuliere de la forme :

u, =un2"
Soit :
I-L (ﬂ + 1)2n+1 _ M?’l2”+l — 2n

@C ¢
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La solution générale est :

u,=A2"+n2"" = (2;/0 I n)Z'H
Elle est divergente.

31. a) L'équation homogene associée est :
2v, =30, +v,_,=0

L’équation caractéristique est :

2r =3r+1=(r—1)(2r-1)=0
La solution générale de 'équation homogene est donc :

v, =a+E
277

Le second membre est une constante et toute suite constante est solution
de I'équation homogene. On cherche donc une solution particuliere qui soit soit
un polyndéme de degré 1, de la forme #, = oz . On remplace dans 1'équation :

20m =30 (n—1)+a(n—2)=2
D’ ot #, =2n et la solution générale de I'équation complete :
- sy M
u,=v,+u, =h+—+2n
2
Les conditions initiales imposent :

#y=3=A+p et u1=3=l+g + 2

soit L=—1et u=4:

+2n—1

u =

n n—2

b) L’équation homogene associée est :
v,—2v, _ +2v _,=0
Avec pour équation caractéristique :
2
r"=2r+2=0

Les racines sont les complexes conjugués :

7 =14i=~2™" et ¥, =11 =1—; =27
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La solution réelle de I'équation homogene est alors :

v =(E]

n

s . nm
A cos—+ L sin—
4 4

On cherche une solution particuliere constante, comme le second
£
membre, 7, = a:

a—2a+2a=1

La solution de I'équation compléte est donc :

+1

T T
n, =2" (7» cosn—+u sin—
4 4

Les constantes A et 1 sont déterminées par les conditions initiales :
#y=2=A+1 et u,=3=A+u+1

D’ou la solution :

- nT . nm
u,=2 cos?+s1n— +1

c¢) L’équation homogene associée est :

v, =5 ,+6v _,=0

n—1

Son équation caractéristique est :
r’ —51’+6=(r—2)(r—3)=0
La solution de I'équation homogene est alors :
v, =A2"+p3"

Le second membre est un polynéme de degré 1, donc on cherche une solu-
. . ix A *
tion particuliere de la méme forme, #, = an+b:

an+b—5¢(n—1)—5b+6a(n—2)+6b=2n+1
D’ou, par identification :
2a=2 et 2b—Ta=1
La solution de I'équation complete est donc :
u,=A2"+u3" +n+4
On utilise les conditions initiales :

#y=1=A+u+4 et u =4=21+3n+1+4
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D’ou la solution :

u,=5%X3"=2"" +n+4
d) L’équation homogene associée est :

Vo = 30,4 t20,=0
Son équation caractéristique est :
1 =3r+2=(r-1)(r—2)=0
La solution de I'équation homogene est alors :
v, =A+p2"

Le second membre est un polynéme de degré 1, mais 1 est racine de
I'équation caractéristique. On cherche donc une solution particuliere qui soit
A 2 * 2
un polynéme de degré 2, de la forme #, = an” +bn:

ﬂ(n+2)2+b(n+2)—3¢z(n+1)2—5b(n+1)+2¢m2 +2bn=2n+1
Par identification on obtient :
4a+b—6a—3b+2b=2 et 4a+2b—3a—3b=1
La solution particuliere est donc :
u: =—n"—2n

La solution de I’équation compleéte est :

u, =N+u2" —n*—2n
On utilise les conditions initiales :

#,=0=A+p et # =1=A+2n-3

D’ou la solution :

u,=2""2—n’—2n—4
e) L'équation homogene associée est :

v,—4v _ +4v, _,=0
Son équation caractéristique est :

PP —dr+4= (7—2)2 =0

La racine » =2 est double, donc la solution de I'équation homogene est :

v, =(A+un)2’
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Le second membre est un polynéme de degré 2, donc on cherche une solu-
o o oo, N * 2
tion particuliere de la méme forme, #, = an” +bn+c:

an’ +bn+c—4cz(n—1)2—4b(n—1)—4f+44(%—2)2+4b(n—2)+4c =n'+n+1
Par identification on obtient :
a=1, b+8a—4b—16a+4b=1, c—4da+4b—4c+16a—8b+4c=1
La solution particuliere est donc :
W =n"+9n+25
La solution de I'équation complete est :
u,= (k +un)2" +n’ +9n+25
On utilise les conditions initiales :
#y=25=A+25 et u =31=2A+2u+35
D’ou la solution :
u,=-n2""+n" +9n+25
f) On retrouve 1’équation homogene de la question ¢), de solution :
v, =A2"+u3"

Il y a résonance, donc on cherche une solution particuliere de la forme
B ”n .
u,=WUn2", avec :

un2’ —sp(n—1)2""+6u(n—2)2"7 =2"
On obtient #, =—»2""". La solution de I'’équation compléte est :
n, =\2"+p3" —n2""
On utilise les conditions initiales :
#,=0=A+n et #=1=21+3u—-4
La solution qui vérifie ces conditions est :

u 25(3" —2")—722"+1

n

g) On retrouve I'équation homogene de la question e), de solution :

v, =(A+un)2’
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Il y a résonance, et comme 2 est racine double de I'équation caractéris-
. . . PN * 2
tique, on cherche une solution particuliere de la forme #, = an 2", avec :

0n’2" —4o(n—1)2"" +4a(n—2)2"" = 2"

On obtient #. =#°2"". La solution de I'équation complete est :

u,= (k I un)Z” +n° 2"
On utilise les conditions initiales :

#,=0=A et u =3=2A+2u+1
La solution qui vérifie ces conditions est :
u,=n(n+2)2"

h) L’équation homogene associée est :

v, — 2\/51/”_1 +4v,,=0
Son équation caractéristique est :

72—2\/§r+4=0

Les racines sont les complexes conjugués :

3 i : = 3 i
\/7 N z _ Ze,n/e et r=r= 2 £_i — in/6
2 2 2 2

La solution réelle de I'équation homogene est alors :
nm

) nm _
v,=2"|Acos—+psin—
6 6

Il y a résonance, donc pour déterminer une solution particuliere de I'équa-
tion complete, il faut considérer 1'’équation sur le corps des complexes :

__ An _inm/6
u,— 2\/5%_1 +4u, ,=2"e
Le second membre de I'équation dans R étant la partie réelle du second

membre de cette équation dans C, la solution particuliére sera obtenue comme

. > o o o * inTt/ 6
partie réelle de la solution particuliére de la forme #, = an2"e"™". La cons-

tante o doit vérifier :
anzneiﬂn/é _ 2\/5& (ﬂ _ 1)21271 ei(ﬂ—l)n/é + 4a (ﬂ _ 2)2717267'(71—2)TE/6 — 2n einT[/6
On a donc la condition :

(x\/gem/é — 20 = ™3
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Cette condition est équivalente a :

2im/3 T/ 3
ae " =¢'

° c TN 3 /(n—2)1/6 °
La solution particuliere complexe est donc 7, =»2" eI et sa partie

réelle est #2" cos (n— 2)% La solution de I’équation compleéte dans R est :
) nm . nm ) T
u,=2 kcos?-l—usm? +n2" cos(n—2)=

On utilise les conditions initiales :

u,=0=1A et u1=2+\/§=k\/g+u+\/§

La solution qui vérifie ces conditions est :
ntw I
1 .
u,=2" sz-l- 12" cos(n—2)—

__Vous avez compris ?

Déterminer les suites solutions des équations de récurrence suivantes.

a) u#,—9u,  +20u,,=5", wu,=1, u =29

b) u,,—4u,, +3u,=—4n—2, u,=4, n, =8;

1
) 2%n+2—3un+l+z¢”=—2—n+l, Uy =2, u, =3,

d) ”n+2__ﬂn+1+2un:]-9+_”, Uy =—, 1, =—,
* " +1
Réponses : a) u,=4"+n5""; b) u,=3"+n"+n+3; ¢ u,,:”nfl ;
4 1
d) #, =4+—XxX—.
3 2

32. a) L’équation caractéristique est :

2 2
7= az\/gr +a =0
Les racines sont les complexes conjugués :
in/6 —im/6
" =ae 7. =ae

La solution générale réelle de cette équation est donc :

n 72T . nm
u, =|ﬂ| A cos—+ U sin—
6
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En utilisant les conditions initiales, on obtient :

o A [
u, =1= et u3—0—|a|u
La solution est donc :

n 7T
Zlﬂ = |ol| COS?

La suite (#,) converge vers O si | |<1 et diverge sinon.

> 2 . N sz 2 P .
b) L'équation homogene associée v, ,+a v, =0 admet pour équation
PR 2 2 . . o o
caractéristique »~ +&" =0, de solutions » = a7 et », =7, = —ai . Les solutions
réelles de I'équation homogene sont donc :

n nm . n
v, = |¢z| A cos—+ U sin—
2 2
On cherche une solution particuliere de la méme forme que le second

membre, soit #, = 0((—1)” :

On obtient :

u, =

2
=k @
Les solutions générales de 1'équation compléte sont donc de la forme :

(=)

1+4°

n 7T . nT
u”=|a| Kcos?ﬂxsm? +

En utilisant les conditions initiales :

1 - 1 . a | |u 1
U, = = et u, = =|a|ll—
0 1+ 4 1+ 4 !

La solution est donc :

=la"™ sinﬂ+ﬂ
2 1+4

La suite (#, ) est toujours divergente.

¢) L'équation homogene associée est :

vn+2_(1_d)7jn+1 +d(1_2ﬂ)1jﬂ :0
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Son équation caractéristique s’écrit :
r’=(l—a)r+a(l-2a)=(r—a)(r—-1+24)=0

. . . 1
Il'y a deux racines réelles distinctes , = et ,=1—2a si a #—,dou la
solution générale de I’équation homogene : 5

— 4 ”
v, =Aa" + u(l —2a)
Le second membre est de la forme exponentielle et pour qu’il n’y ait pas
2 . 1 . . . . L
résonance il faut que — ne soit pas racine de I’équation caractéristique.
3

. 1 . - . o
Si @ #—, on cherche une solution particuliére de la forme zz: =—,avec:
3

1

n+2

s (1—a)— +¢(1-zﬂ);"—n:

3n+2 n+l

On obtient donc comme solution particuliere :

. 1
2(34 - 1)23"

Les solutions de I’équation compléte sont de la forme :

2 1
u,=ha" +n(1-24) —————
a ( d) 2(54—1)23”

: 1 1
La suite (#,) converge vers 0 pour 0 <z <— et —<z<1, converge vers
W pour 2 =0 et diverge dans les autres cas.

. . 1 . .
Si a=—, il yarésonance et — est racine double, donc la solution générale

de I’équation homogene est :

_Atun
n 3;7

v

2
. on
. o oo, *
On cherche une solution particuliére de la forme #, =——, avec :
3

0c(n+2)2 20L(n+1)2 o’ 1
3ﬂ+2 - 3ﬂ+2 3n+2 = 3rz+2

1 . .
Dou a = 5 Les solutions de I’équation compleéte sont de la forme :

A +un+n’/2
” 3;1

u

La suite (#,) converge vers 0.
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d) L’équation homogene associée est :

v, —3av,, +2a°v, =0

n+2 n+l
L’équation caractéristique s’écrit :

v’ =3ar+2a’ =(r—¢)(r—2¢)=0

Il y a deux racines réelles distinctes 5, =4 et 7, =24, d'ou la solution

générale de I'équation homogene :

v, =\a" +u(2a)"

Le second membre est la somme de deux termes. On cherche d’abord une

solution particuliere constante #, = 0. pour I'équation :
2 =
u, ,—3an,,  +2au =1
On doit avoir :

o —3a0+24°0 =0

Soit :

1
our a #—.
® 2

1
Si @ =—, 1 est racine de I"équation caractéristique, donc on cherche une
2

solution particuliere #, =an pour I’équation :

3

ﬂ71+2 -

o o oo 1
La solution particuliere est alors uz( ) =2n.

On cherche maintenant une solution particuliere de la

1

n
u,=o|——| pour I'équation :
2

n

u ., —3au

nt+2 n+l

w3
+2a°u,=|——
2

On doit avoir :

nt+l

1 nt2
U

o

forme
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La solution particuliere est :

() _ (=)

u” (4a+1)(2a+1)2"

1
Sia# 5 , la solution générale de I'équation compléte est de la forme:

)

o, = ha' +p(2a) + (a—1)(22-1) (4a+1)(22+1)2"

St a=—:

(=)

x 2"

A ntons
y == ”n
2" " 3

n

1 1
La suite (#, ) converge vers pour 0 <z < 5 et diverge dans

les autres cas. (” - 1) (2“ - 1)

— Vous avez compris ?

Déterminer, en fonction du parametre véel a, les suites solutions des équations de
récurrence suivantes, puis étudier leur convergence.

1
d) ”ﬂ+2 _ﬂn+1 _ﬂ(ﬂ_l) ”n = 2_;1 b) Zln+2 _ﬂun+l +(ﬂ_1)un = 2
Réponses :
1
a)Si a#—:
2
T V() R S
(2a-1)2"
Si a=—:
2 2
An+ U+ 2n
u, =—2”

La suite (u,) converge vers O pour 0 < a <1, vers u,+4 pour a=0 et a=1
et diverge dans tous les autres cas.

b)Si a#2:

u,=AMa—1)"+p+

2=
Sia=2:
u,=n"+An+p

La suite (u,) est divergente.
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33. a) L'équation homogene associée s’écrit :

4y =0

7/n+5 - 51/”+2 + 81/;1+1 - n

La recherche de solutions de la forme v, =#" conduit a résoudre 1'équa-
tion caractéristique :

=5 +8r—4=0

Les racines sont 7, =1 et », =2 qui est racine double. Les solutions de
I’équation homogene sont donc de la forme :

v, =A+u2" +vn2'

Le second membre est une constante, mais comme les constantes sont
solutions de I'équation homogene, on doit chercher une solution particuliere
*
de la forme #, = o, avec :

o (n+3)—5a(n+2)+80(n+1)—4an=1
On obtient a =1 et la solution générale de I'équation compleéte est :
u,=v, +u, =A+p2"+vn2' +n
Les conditions initiales vont permettre de décerminer les trois constantes :
#y=2=A+W0 u,=5=A+2u+2v+1 u,=12=A+4u+8v +2
Ces conditions sont équivalentes a :
A+p=2 L+2v=2 u+3v=3

La solutionest v=1,u =0,A =2, d’ou:

u,=2+n(2" +1)
b) L’équation caractéristique associée a cette équation homogene s’écrit :

P =37 +3r—1=(r-1)" =0

La solution générale est donc de la forme :

u, =An" +un+v
Avec les conditions initiales :

u,=1=v u=1=A+u+v u,=9=4A+2u+v

0

On obtient comme solution :

u, =4n2—4n+1=(2n—1)2
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— Vous avez compris ?

Déterminer la suite solution de I'équation de récurrence suivante :

6u, =0, #y=2, u,=4, u,=10

Zlrz-*—S - 6”ﬂ+2 +1 ]‘ﬂn+l - ”

Réponse :

u,=3"+1

34. a) On écrit le systéme sous forme matricielle :
u, 2 3\|(|u,
vn+1 3 2 1};1
La solution de ce systéme est :
X =M'X,

Pour obtenir M", nous allons essayer de diagonaliser la matrice M. Le
polyndme caractéristique de cette matrice est :

2—A 3

det(M—AI)= =(A+1)(A—5)

Les deux racines sont simples, donc M est diagonalisable. Les coordonnées
d’un vecteur propre associé 2 A = —1 doivent vérifier:

3x+3y=0

On peut donc retenir le vecteur propre de coordonnées 1 et —1.

Les coordonnées d’un vecteur propre associé a A =5 doivent vérifier :
—3x+3y=0

On peut donc retenir le vecteur propre de coordonnées 1 et 1. Ces deux
vecteurs forment les colonnes de la matrice de passage a la base de vecteurs pro-
pres :

L’inverse de cette matrice est :

pr L1 1
2\1 1

On peut alors écrire la solution du systeme :

. o 1 (_1)”+5n _1 n+l+5n
Xn =M Xo =PD'P 1Xo :E((_l)nﬂ_'_s,, ((_1))n+5n

)
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Soit :
W= (S =)

b) On écrit le systéme sous forme matricielle :

Zln+l 5 2 ”ﬂ
X;H—l = = = MX”
1/11+1 _2 1 1/71

La solution de ce systeme est :
X =M"X,

Pour obtenir M", nous allons essayer de diagonaliser la matrice M. Le
polyndéme caractéristique de cette matrice est :

S—A 2

det(M—AI)= S

= (A —3)

La valeur propre A =3 est double et le sous-espace propre associé est
défini par x+ y=0. Il est de dimension 1, donc M n’est pas diagonalisable.
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton (voir TD Algébre, chapitre 6), la
matrice M vérifie :

(M=31)"=0

Par ailleurs, puisque M —3I n’est pas la matrice nulle, I'équation typique
est :

(M=3I)'=M*-6M+9I=0
La matrice M" est donc solution de I’équation de récurrence :
Mn+2 _6Mn+1 +9Mn :0

L’équation caractéristique associée a cette équation de récurrence est
2 . z 2z
(r - 3) =0. La solution générale est donc de la forme :

M" =(A+nB)3’

Les matrices A et B sont déterminées par les conditions initiales :
M'=I=A e M=3(A+B)

Par conséquent :

Mﬂ —

7 n n—1 27’l+3 2n
I+—(M=-3I)[3" =3
3 —2n 3—2n

Cela permet d’exprimer la solution du systéme :

(un) L 2n+1 2n—2)(5)
=3
v

—2n+2 5—2n)\-2
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Soit :
n,=(2n+3)3"" et v, =-2n%x3"

n

¢) On écrit le systéme sous forme matricielle :

. 0 1 1) /(x,
Xﬂ+1 = yn+1 = 1 O 1 yn = MXﬂ
W, I 1 0/ \w,
La solution de ce systeme est :
X, =MX,

Pour obtenir M", nous allons essayer de diagonaliser la matrice M. Le
polyndme caractéristique de cette matrice est :
-2 1 1 —A+2 1 1
det(M—Al)=|1 -1 1|=]-A+2 —A 1
1 1 Al |-A+2 1 —A

111 o 1 1
=2-A))t A 1|=(2-r) 0 -—r 1
1 1 - 1+2 1 -

= (2-2)(141)| |

1‘:(2—”(1“)2

Les vecteurs propres associés a A = 2 doivent vérifier :

—2x+y+z2=0
x—=2y+z2=0
x+y—22=0

Ce syteme est équivalent a x = y =z, donc on peut prendre comme vec-
teur propre (1,1,1).

Les vecteurs propres associés a la valeur propre double A =—1 doivent
vérifier x+y+z=0. Cest un sous-espace propre de dimension 2, donc la
matrice M est diagonalisable. On peut retenir comme vecteurs propres
(1,0,—1) et (0,1,—1). Ces trois vecteurs propres forment les colonnes de la
matrice de passage a la base de vecteurs propres :

1 1 O
P=|1 0 1
=1 =l
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L’inverse de cette matrice est :

1 1 1
L1
P'=—2 -1 -1
3
-1 2 -1
On peut alors écrire la solution du systeme :
X,=M'X,=PD"P"'X,
2 +2(-1)" 2+ (-1)" 2+ (-1)" /1
=Uorg(cy™ 22—y 2+(=1)™|| 0
2+ (-1 27+ (-1)

n+1

Soit :

— Vous avez compris ?

Résoudre le syteme d'équations de récurrence suivant :
2u, = -, + 3w,
20,==2u,, +9%,, + 11w,
2wn: 2”72—1 - 31}11—1 - Swn—l

uy=4, v,=-3, w,=1.

Réponse :
0O -1 3
X, =% -2 9 11|X,,=MX,,=M'X,=PD"P'X,
2 =3 -5
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_ S UJETS D'EXAMEN

Janvier 2008

1. On considere la fonction f définie par :

f(x)zezx +

—3x

1—x

a) Donner un développement limité a l'ordre 2 de f au voisinage de O et

en déduire f7(0) et £”(0).

b) Montrer que f est convexe sur ]—1,1[ et déterminer ses extremums sur
cet intervalle.

2. On consideére la fonction f définie par :
f(x,y) = lr1(1+x2 +xy)

a) Déterminer le domaine de définition de /.

b) Rechercher les extremums de f pour y €

11 [
3730
¢) Rechercher les extremums de / dans le cas ou x et y sont liées par la con-
trainte x° —y=0.

Septembre 2007

1. Calculer les intégrales suivantes :

b dx
a”:_[ PRI
o 14+3e™ +2e™

on fera le changement de variable x =Inz.
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n/4

b) J j sinx ——dx et K:.[ L

sin x + cos x o Sinx-+cosx
on pourra calculer J+K et J—K.
2. On considere la fonction f définie par :

(2+x)ln(1+x)
x(1+x2)

f(x)=

Donner un développement limité a l'ordre 2 de f au voisinage de O et en
déduire un prolongement par continuité de f (x) pour x =0 . Montrer que /
admet un maximum local en x =0 .

3. Rechercher les extremums de la fonction f définie par :

f(x,y) =2x"+y" —12xy
La fonction f est-elle convexe ?
4. On considere la fonction f définie par f(x,y)=—x"+y’ +x> +2y. Mon-
trer qu’il existe une application ¢ de ]a,é[ dans R telle que f [x, 0] (x)] =0

avec ¢ (0)=0. Déterminer ¢’(x) puis calculer ¢”(0) et montrer que ¢

admet un maximum local a 'origine.

5. Rechercher les extremums de la fonction f définie par
f (x, y)=\/; +2f dans le cas ou x et y sont liées par la contrainte
x+y—=5=0.

Mai 2007

1. Déterminer les limite suivantes :

x1n (cos x)

) = —0
‘ f(X) 1+x\/1+x—exp(sinx) )
b) g(x) = 52 (el/x _ el/(x+1) % — oo

2. Etudier la convergence de la suite de nombres réels définis par la relation
de récurrence :

a
U, +—
u

n

avec u#, > Ja

ol # est un nombre réel strictement positif. Déterminer sa limite.
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3. On considére la fonction f définie par f(x)=e *sinx. Déterminer
4 1o
7 >(x) et en déduire :

I ZI:f(x) dx

Janvier 2007
1. On considere la fonction f définie par :
In(1+x)—x
()=
I+x" —1

Donner un développement limité a l'ordre 1 de f au voisinage de O et en
déduire un prolongement par continuité de f (x) pour x =0 . Montrer que /
est alors dérivable en x =0 et déterminer f’(0).

2. On consideére la fonction f définie par :

2/3

_J_
f(x,y)— \/;

a) Déterminer I’élasticité de f par rapport a x et en déduire une approximation
de l'accroissement relatif de fau voisinage de (1,1) quand x croit de 10%.

b) Montrer que f est homogeéne.

3. Rechercher les extremums de la fonction f définie par
f (x, y) =lnx+Iny et montrer que f est concave. Méme question dans le cas
ou x et y sont liées par la contrainte x+ y/2—1=0.

Septembre 2006

1. Calculer les intégrales suivantes :

1 Xd :
I=JAl ]=I;lnxzdx et K=JA

0 (1+e")2

4ln (1 + \/;)
————"dx
A
2. Déterminer le tableau de variation de la fonction f définie par :
f(x)=1In (x3 —3x" — 4x)

Déterminer le maximum de /sur ]—1,0[ et sur [5,6].
3. Rechercher les extremums de la fonction f définie par :

12 1/4

f(x,9)=100(x—10) "y"* —=20x—10y
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4. Rechercher les extremums de la fonction [ définie par
f(x,y) =—x’+4xy—3y° —6x+1 dans le cas ol x et y sont liées par la con-
trainte x+y=0.

5. Déterminer la suite solution de I'équation de récurrence suivante :
+6u,=0

Zl11+2 - 5”ﬂ+1

avec #, =1 et u, =2.

Mai 2006
1. Etudier la convergence de I'intégrale suivante :
J‘ T xdx
I = N
o x +x+3

2. Calculer les intégrales suivantes :

a) Izjz S b) ]=J.Ol(x2+x+1)exdx
1

1+

2,2 _
C)K:I xAxl
1x(x+1)

Janvier 2006

1. Déterminer le tableau de variation de la fonction f/ définie par :
f(x) = exp(x3 —3x” —9x + 10)

Déterminer le maximum de /sur [—2,2] et sur [0,4].

2. Rechercher les extremums de la fonction f définie par :
£ (x,5)=100(x—10)""y""* =10x - 20y

3. Rechercher les extremums de la fonction [ définie par
f(x,y) =—x’—3y°+6x+1 dans le cas ot x et y sont liées par la contrainte
x—y+5=0.

Septembre 2005
1. Etudier la convergence de I'intégrale suivante puis calculer sa valeur :

e dx

I=| ———

2 xvVx—1
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2. a) Déterminer la limite suivante :

f(x)
b) Donner un développement limité a 'ordre 3 de ¢ au voisinage de O :
g(x) =V1+2x—x

¢) On consideére la fonction 5 telle que :

b(x) = (xz —x) In

_ ln(l+x)—ln(1—x)—2x

sinx —x

x—0

2
1+=
X

Déterminer I'équation de I'asymptote au graphe de / et préciser sa position par
rapport a ce graphe.

3. a) Etudier la convergence de la suite de nombres réels définis par la rela-
tion de récurrence :

9
 =6——avecu, =7
u

n

Zln-%—

Déterminer sa limite.

b) Montrer que la suite #, =1/ (uﬂ - 3) est une suite arithmétique dont on
donnera I'expression en fonction de 7. En déduire #, en fonction de 7.

3 2y

4. On considere la fonction / définie par [ (x, y) =x’e
a) Déterminer la différentielle Jf.
b) Donner un développement limité a l'ordre 2 de f au voisinage du
point (=2,1).
c) Déterminer I'élasticité de f par rapport a x puis par rapport a y.
5. Rechercher les extremums de la fonction f définie par
f (x, y) =x" + 9 +9xy—36 . Méme question dans le cas o1 x et y sont lies par
la contrainte x—y=0.
6. Déterminer la suite solution de I'’équation de récurrence suivante :

u, ,—Su, +6u,=-6X5"

avec #, =4 et u, =7.

Mai 2005

1. Etudier la convergence de l'intégrale suivante puis calculer sa valeur :

[ S5x-3
I_-[l x(x2+1)dx
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2. Calculer I'intégrale :
I= Iexs In xdx

3. Déterminer la suite solution de I'équation de récurrence suivante :

#, ,—6u, +9u, =—20n+48

avec #, =15 et u, =20.

Janvier 2005

1. a) Déterminer la limite suivante :

/()

b) On consideére la fonction g telle que :

_ sin [1r1(1+x)]
N

x—0

g(x)zsin [ln(1+x)] —Cos x
Déterminer 'équation de la tangente au graphe de g en x = O et préciser sa
position par rapport a ce graphe.
2. a) Déterminer la différentielle df de la fonction f définie par
£ (x,9) =x2y+ln(x2 —y).
b) Donner un développement limité a 'ordre deux de f au voisinage du
point (1,0).

3. Rechercher les extremums de la fonction [ définie par
f (x, y) =x"—x"+2xy+y’ . Méme question dans le cas ot x et y sont liées par
la contrainte 2x+y=0.

4. On considere la fonction f définie par :

F(3) = 0"

Montrer que f est homogene et vérifie le théoreme d’Euler.
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'ORRECTION

Janvier 2008

1. a) On écrit les développements limités :

e =1+2x+2x" +x°¢, ()

1

——=1+x+x° +xz£2 (x)
1—x

On en déduit :

f (x) =2+43x" + x2£3 (x)

avec €,(x),1<i<3, qui tendent vers 0 avec x. Ainsi f(0)=0 et

7 (0)=6.
b) On obtient :

jadl (x) =4e” +

(-2’

Comme f”(x)>0 sur |-11[, on en conclut que fest convexe sur cet inter-
valle. Comme la dérivée est nulle pour x =0 on en déduit que, sur cet inter-
valle, f admet un minimum global en ce point.

2. a)La fonction fest définie pour 1+ x° +xy >0, soit pour y >—(x+1/x)
et x>0 ou y< —(x + l/x) et x<0. Il faut donc étudier le graphe de

1-x°

h(x)==(x+1/x).Ona ¥ (x)=

, d’ot1 le tableau de variation :

X —o00 —1 0 ]. o0
b'(x) - 0 + Il + 0 -

b(x) ) \| 2 /‘ oo " —00 /l -2 \; —00

Ainsi, fest définie pour les points qui sont situés a 'extérieur du graphe, c’est-
a-dire en-dessous pour x <0 et au-dessus pour x >0.
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b) On écrit les conditions nécessaires du premier ordre :

, 2x+y —0
o1+ x4y

7 __ X —
- 1+ x° + xy -0

On obtient un seul point stationnaire (0,0). Les dérivées partielles secondes

sont :
. 2x° 4+ 2xy+ 97 =2 ” x° , 1—x°
fl = fz =7 fxy =

) (1+x2 +xy)2 g (1+x2+xy)2

(1 +x7 + xy)2
On étudie les conditions du second ordre :
A(0,0)=-1<0

Il y a donc un col au point (0,0).

¢) On forme le lagrangien :
L(x,y,?L) = ln(l+x2 +xy)+7»(x2 —y)

On cherche les points stationnaires comme solutions de :

oL 2x+
O __254) 450
Ox 1+x"+xy
oL
= —A=0

dy 1+x"+xy
. . L 2 4\ . N
On obtient deux points stationnaires (0,0) et [ ——,—|. Si on se restreint a

yE , seule 'origine convient. On calcule alors les dérivées secondes du

et

lagrangien et les dérivées premieres de la fonction g qui définit la contrainte :

257+ 2xy 4yt =2
Lr=-2T07) TSuon L=

" (1+x2 +xy)2

X

(1 +x°+ xy)z

1—x°
L =L =——5 g=2 g =-1
(1+x +xy)
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Les valeurs au point (0,0) sont L” =2, L”, =0 et L;; = L)'; =1 ce qui permet
L . x y
de calculer le déterminant :

2 1 0
A, (0,0)=1 0 -1=-2<0
0 -1 0

donc il y a un minimum a 'origine.

Il aurait été ici plus simple de remplacer y=x" puis d’étudier la fonction
d’une seule variable :

F(x)=f(x,xz)=lr1(1+xz+x3

L’étude de variation de G(x)=1+x2 +x’ montre que F est définie pour

x>0, avec O € —%,—1 tel que G(Oc)=0. On obtient comme dérivée
x(2+3x
F’ (x) = (f)% d’ou le tableau de variation ci-apres :
1+x" +x
x o -2/3 0 400
F’(x) + 0 - 0 +

F(x) | = / 1n(31727) N 0 /' 4o

Ainsi, F admet un maximum local en —2/3 (point qui était exclu des condi-
tions précédentes) et un minimum local a 'origine. On peut noter que le pro-
bléeme de maximisation de F est équivalent a celui de la maximisation de G
puisque la fonction logarithme est strictement croissante sur son domaine de
définition.

Septembre 2007

1. a) Apres le changement de variable x =In#, on obtient :

e edl.
il ol o el e
t(r+1) (2¢+1 1t+1 2t+1

r(r+ 1)
(2r+1)°

—ln 9e (e + 1)2
2(2e+1)

In——=
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b) On obtient J+K =m/4 et:

/4 o _ n/4d :
SIn X — COS X sin X + cos x
]—K=j —dx=—JA —( )
0

sin x + cos x 0 sin x + cos x

[ln (sm x + cos x)]m4 ——ln 2

1
On en déduit ]=£——ln2 et K=£+—ln2.

2. Lafonction fn’est pas définie pour x = 0. Nous allons déterminer au préa-
lable un développement limité du logarithme :

2
llr1(1+x)=1—£+x—+xze1 (x)
X 2 3

Le développement de f (x) au voisinage de 0 s’écrit :
2
f(x) = (2+x) [l—x2 +x’e, (x)] 1—§+%+X281 (x)

= 2—%x2 + x’e (x)

avec € (x),si (x),l <7< 2, qui tendent vers 0 avec x. On en conclut que f (x)
tend vers 2 quand x tend vers 0. On peut donc prolonger f par continuité en
posant par définition f (0) =2. D’apres le développement précédent, on a
£'(0)=0 et £7(0)=-11/3 donc fadmet un maximum local en x =0 .

3. On écrit les conditions nécessaires du premier ordre :
fl=8x"—-12y=0
f)=-12x+2y=0

On obtient 3 points stationnaires (0,0),(3,18) et (—3,-18). Les dérivées par-
tielles secondes sont :

fi=24x  fU=2  fr=-12
On étudie les conditions du second ordre :
A(0,0)=-12°<0
A(3,18)=A(-3,—18)=6x 48>0
Il y a donc un col au point (0,0) et un extremum aux points (3,18) et (-3,-18),
qui est un minimum puisque les dérivées /7 et f 7 sont positives en ce point.

La fonction f n’est-ni convexe ni concave car A = 48(x —3) n’est pas de signe
constant.
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4. Lafonction fest définie et continue sur tout R” et 'équation f(0,7)=0
admet la solution unique y =0. Par ailleurs, f admet une dérivée partielle :

f},’(x,y)=3y2+2

qui est aussi continue sur tout R’. Comme fy’(0,0) =2#0, on en conclut
qu’il existe une application unique ¢ de R dans R telle que f [ X, (x)] =0
et @ (0) =0. La fonction f admet une autre dérivée partielle :

FL(%,y) ==3x" +2x

qui est continue sur R". La fonction ¢ est donc dérivable, de dérivée :

(p/(x):_fx,[x’(p(x)] _ 3x° —2x
£lxe(x)] 307 (x)+2

Onadonc ¢'(0)=0 et:

_ (6x—2) [3([)2 (x)+2] —(5962 —2x)6(p (x)(p'(x)
[5@2(x)+2]2

0" (%)

Ainsi 9”(0)=—1 et ¢ admet un maximum local a l'origine.

5. On forme le lagrangien :
L(x,y,X)Zx/;+2\/;+7u(x+y—5)

On cherche les points stationnaires comme solutions de :

a—L—LH»—O
Ox 2\/;

L 1

L_ L,

Iy

On obtient un seul point stationnaire (1,4). On calcule alors les dérivées
secondes du lagrangien et les dérivées premiéres de la fonction g qui définit la
contrainte :

” 1 ” _ 1 " _ym _
sz == 4x3/2 Lyz - 2)/3/2 Lx}/ - L}'x =0
g.=g,=1
. ” 1 ” 1 .
Les valeurs au point (1,4) sont sz =—— et L") =——, ce qui permet de

4 ) 16
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calculer le déterminant :

1
-—— 0 1
4
A, (L4)=|0 —% 1=%>0
1 1 0

donc il y a un maximum en (1,4).

I aurait été ici plus simple de remplacer y =5—x puis d’étudier la fonction
d’une seule variable :

F(x) (xS x) \/7+2\/57x

Mai 2007

1. a) On écrit les développements limités des différents termes figurant au
numérateur et au dénominateur :

2
cosx=1—%+x3£1(x)

2
V1+x S-S (x)
2 8 ’

3
X

sinxzx—z+x483 (x)

2
exp(sinx)=1+x+X?+xsi-:4 (x)

avec €, (x),l < <4, qui tendent vers 0 avec x. On en déduit :
3 3

xln(cosx) ~—% 1+x\/1+x—exp(sinx) ~—%

Ainsi :
f (x) —4
b) On écrit le développement limité a l'ordre 2 de " et e’ au voisi-
nage de infini, par rapport aux infiniment petits 1/x et 1/(x+1):
1 1 e, (1/
o1ttt —+ M
x  2x x
1 1 e, (1/x
el/(x+1) — 14+ + 2( )

2

~+
x+1 0 2(x+1) x
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On en déduit :

1 N €, (l/x)

g(x)=x x(x+1) x’

avec ¢,(1/x),1<i<3, qui tendent vers 0 avec 1/x.

2. Ilest facile de voir par récurrence que la suite est a termes positifs, puisque
le premier terme est positif. La fonction f qui définit cette récurrence

u,,, =f(u”) est :

X +ta
/ (x) B 2x
Sa dérivée est :
X' —a
(=2

On obtient le tableau de variation ci-apreés :
X 0 \/; +o0
F(x) | - 0 +
fx) e N Na S e

Ce tableau montre que tous les termes de la suite sont supérieurs a Ja . Par
ailleurs :

a
Z 41

: <0 donc g décroit de +eo 2

avec g(x):l(z_x et g’(x)=‘%
X

2
—oo . Comme g(\/;) =0 on en déduit que g(x)<0 pour x >a . Ainsi,

puisque #, > Ja ,ona g(zz”) =u,, —u,<0,donc la suite est décroissante et

0 +a

minorée par Ja , donc convergente. Sa limité ¢ doit vérifier { = , donc

t=+a.
3. On obtient comme dérivées successives :
F(x)==f(x)+e " cosx 7 (x)==2e" cosx
f(a) (x)=2f(x)+2e™ cosx f(4) (x)=—41(x)
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On en déduit :

Lo,
/()

len
I:_Zjo f()(x)dx=

Janvier 2007

1. On écrit les développements limités des différents termes figurant au
numérateur et au dénominateur :

2 3
lr1(1+x)=x—x?+X?+x‘q’81 (x)

2
Vi+a® = 1+%+x382 (x)
Le développement de f (x) au voisinage de O s’écrit :

et (3)

=+ x’e, (x)

/(%)=

=—1+§x+x8(x)

avec € (x),el. (x),l <i<2,quitendent vers 0 avec x. On en conclut que / (x)
tend vers —1 quand x tend vers 0. On peut donc prolonger f par continuité en

posant f (O) =—1. D’apres le développement précédent, on voit alors que fest

dérivable avec f’(0)= % .

2. a)Pour x#0 et y#0, on obtient comme dérivée partielle :

2/3

, _ Yy

D’ou I'élasticité de f par rapport a x :

fi_ 1

;o2
On en déduit qu'au voisinage de (1,1) quand x croit de 10%, f diminue
approximativement de 5%.

e =%

b) Pour tout A >0:

Fxhy)=2"F (x,9)

donc fest homogene de degré

1
-



TD© Sujets d'annales

279
3. On écrit les conditions nécessaires du premier ordre :
fI=1x=0
f/=1y=0

On n’obtient aucun point critique. Les dérivées partielles secondes sont :
” 2 ” 2 ”
1r==1x fy2 =—1/y fo=0

Xy

1 2 2 . .
La fonction f est concave car A =1/x"y" est toujours positif.

On forme le lagrangien :

L(x,y,k)=lnx+lr1y+k(x+y/2—l)

On cherche les points stationnaires comme solutions de :

L 1

J =—+A=0
x X
ow_1,%
ay y 2

On obtient un seul point stationnaire (1/2,1). On calcule alors les dérivées

secondes du lagrangien et les dérivées premieres de la fonction g qui définit la
contrainte :

. xz E = — yz ny = Lyx =0

g. =1 g; =1/2

Les valeurs au point (1/2,1) sont L;’ =—4 et L;: =—1, ce qui permet de cal-
culer le déterminant :

—4 0 1
A, (L4)=[0 -1 1/2/=2>0
1 12 0

donc il y a un maximum en (1/2,1).

Il aurait été ici plus simple de remplacer y =2—2x puis d’étudier la fonction
d’une seule variable :

F(x)Zf(x,Z—Zx)=lnx+ln(1—x)+lr12
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Septembre 2006

1. On obtient :

1

; J'ld(1+e") [ 1 1 1
U (1+¢) lo1+e ], 2 14
On inteégre par parties :
3 3 27
]ZZL lnxdx=2[xlnx—x]2=2 ln2—1)

On fait le changement # =1+ Jx:

3
K=2J‘2 In wdu = ]

2. On écric f(x)=In [x(x+ 1) (x—4)] , donc [ est définie sur

D= ]—1,0[ ] ]4,+<>0[ . Elle admet comme dérivées :

f'(x):l+ 1 N 1 _ 3x° —6x—4
x x+1 x-—4 x(x+1)(x—4)
1 1 1

=y eyl

Le numérateur de la dérivée s’annule pour les valeurs oo =1—+/7/3 € ]—1,0[ et

B =1+4++/7/3 € D. On obtient le tableau de variation ci-apres :

X -1 o 0 4 ~+oo
I [

f(X) Il -0 /l M \, —ooll ] s /l +oo

Ainsi, fadmet un maximum M = f (o) sur ]—1,0[ et f(6) =1n84 sur [5,6]

puisque f est croissante sur cet intervalle.

3. On écrit les conditions nécessaires du premier ordre :

f/=50(x—10)"""" =20=0
£/ =25(x=10)"y"" ~10=0

On obtient un point stationnaire pour x, = 10+(5/2)4 et y, = (5/2)4. Les
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dérivées partielles secondes sont:
” - ” 75 o
J7==25(x=10)""" _sz—zi —10)"y 74
” 25 -1/2 _»
J="(x—10)"y
2
On étudie les conditions du second ordre :

5

\]

Alrpon)= 235 ~2) >0

56

Il y a donc un extremum en ce point qui est un maximum puisque les dérivées
” ” 2z .
I et f) % sont négatives.

4. On forme le lagrangien :

On cherche les points stationnaires comme solutions de :

a—L=—2x+4y—6+7u =0
ox

a—L=4x—6y+7» =0

dy

. . . . 33 L
On obtient un seul point stationnaire (——,— . On calcule alors les dérivées
88

secondes du lagrangien et les dérivées premiéres de la fonction g qui définit la
contrainte :

L"=-=2 L"=-6 L'=L"=4
X y Xy yx

g, =g =1

D’ou le déterminant :

-2 4 1
A =l4 -6 1=16>0
1 1 0
3 3
donc il y a un maximum en Y

I1 aurait écé ici plus simple de remplacer y =—x puis d’étudier la fonction
d’une seule variable :

F(x)=f(x,—x)=—8x"—6x+1
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5. La solution générale de cette équation homogene est :
u,=\2"+u3" A,uelR

Celle qui vérifie les conditions initiales est #, =2".

Mai 2006

1. Lafonction a intégrer est équivalente a I'infinia 1/x” de primitive —1/2x”
donc [ est convergente.

2. a) On fait le changement # =1+ x":
S du 5
=3 gkl

b) On intégre par parties :

J= [x +x+1 j 2x+1 e“dx
',

],
=3e—1—[(2x+1)e 2] e*dx=2(e—1)

¢) On écrit :

2 dx 2 dx 2 dx
1(x+1) yx+1J) x
5 2
+1 1 1
= lnu—— ——+ln2
x x+1 1 6 8

Janvier 2006

1. On obtient comme dérivées :

F1(x)=3(x+1)(x—3) £ (x)
=3[zt -] 09

On obtient le tableau de variation ci-apres :
X —o0 -1 3 +oo
it (x) + 0 - 0 +
f (x) 0 / " N e /S teo

Le tableau montre que f est croissante sur l'intervalle [—2,—1] et décroissante
sur I'intervalle [—1,2] , donc elle admet un maximum sur [—2,—2] en x =—1.
Comme f est décroissante sur I'intervalle [0,3] et croissante sur I'intervalle
[3,4] , il faut comparer les valeurs £ (0)=e" et f(4)=e¢"". Le maximum sur
[0,4] est donc obtenu pour x=0.
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2. On écrit les conditions nécessaires du premier ordre :

Fl=25(x—-10)"y"*=10=0

£/=50(x=10)""y""* =20=0

On obtient un point stationnaire pour x, = 1O+(5/2)4 et y, = (5/2)4. Les
dérivées partielles secondes sont:

fx/z/ — _?(X _ 10)77/4)/1/2 fy’z’ - _ 25(% _ 10)1/4}/73/2
£ = Zm10)

On étudie les conditions du second ordre :
9

A(xo,y0)=5—6>0

Il y a donc un extremum en ce point qui est un maximum puisque les dérivées
f7 et f7 sont négatives.
o2 r

3. On forme le lagrangien :

L(x,9,0)==x"=3y" +6x+1+A (x— y+5)
On cherche les points stationnaires comme solutions de :

a—L=—2x+6+7u=O
Ox

oL
—=-6y—A=0

y

On obtient un seul point stationnaire (—3,2). On calcule alors les dérivées
secondes du lagrangien et les dérivées premieres de la fonction g qui définit la
contrainte :

L"=-2 L’=-6 L’=L"=0
X y Xy x

D’ou le déterminant :

-2 0 1
A,=l0 -6 1|=8>0
11 0

donc il y a un maximum en (-3,2).
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I aurait été ici plus simple de remplacer y =x+5 puis d’étudier la fonction
d’une seule variable :

F(x)=f(x,x+5)=—4x" —24x—74

Septembre 2005

1. La fonction a intégrer est équivalente a l'infini a 1/x+/x de primitive
—2//x donc I est convergente. On fait le changement #=+/x—1 :

mT T

2 4

T
2

e dl{ oo
1= ZI B = Z[arctan Zl]l =2
vou +1

2. a) On écrit les développements limités des différents termes figurant au
numérateur et au dénominateur :

3
ln(l+x)—ln(1—x)—2x22%+x381(x)
3

sinx—x=—z+x482 (x)

avec €, (x),l <7< 2, qui tendent vers 0 avec x. On en conclut que f (x) tend
vers —4 quand x tend vers 0.

b) On écrit d’abord le développement limité a 'ordre 3 au voisinage de 0

de:

2 3
Vtvu=1+2-2 412 4 e (1)
2 8 16

On en déduit avec # =2x—x":
g(x)=1+x—x2 +x +x’¢, (x)

avec €, (x),l <7< 2, qui tendent vers 0 avec x.

¢) Pour déterminer I’équation de I'asymptote au graphe de A, nous allons

2
1+=
X

écrire le développement limité a lordre 3 de In , au voisinage de

'infini, par rapport a I'infiniment petit 1/x:

2
1+=
X

In
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On en déduit le développement de b(x) :

b(x)=(x2—x)(g—i+i+Lla/x) =2X_4+£+8(1/X)

x  x° 3% x 3x x

ou g, (1/x) et s(l/x) tendent vers 0 quand x tend vers l'infini. La droite

y=2x—4 est donc asymptote au graphe de 4 et comme h(x)—(2x—4) ~

14
3— , la courbe est au-dessus de I'asymptote pour x — +oo.
X
3. ayOnax,  —3= —(un - 5) , donc on établit par récurrence que #, > 3.
Par ailleurs : “,

2
U :_w<0

-~
Zln

u

donc cette suite est décroissante. Comme elle est minorée par 3, elle converge,
avec pour limite / telle que / =6—-9/(, soit £ =3.

b) On vérifie que «,, —a,=1/3 donc c’est une suite arithmétique avec

127+ 21

a,=1/4+n/3.On en déduit #, = .
4n+3

4. a) On obtient comme différentielle :
df = fx,(x7y)dx + f;(x, )/)dy =x’e” (de + Zxdy)

b) Pour déterminer le développement limité a I'ordre deux, on a besoin
aussi des dérivées partielles secondes :

fx'z' = Gxe” fy'z' =4f fo= 6x’e”
Le développement limité a 'ordre deux, au voisinage de (-2,1) s’écrit donc :
f(=2+h1+k)=¢ (-8+12h—16k— 65"+ 24hk—16F
+57 + £)e(h.£)

avec € (/9, ,é) qui tend vers O quand / et £ tendent vers 0.

c) Les élasticités de f par rapport a x puis par rapport a y sont :

/! /)
e =X-=3 ef/y:y_Jzzy

f f
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5. On écrit les conditions nécessaires du premier ordre :
f]=3x"+9y=0
f]=9x+3y" =0

On obtient 2 points stationnaires (0,0) et (3,-3). Les dérivées partielles
secondes sont :

fxfz/ = 6x fy’z/ — 6)/ fX;' =9
On étudie les conditions du second ordre :
A(0,0)==9"<0
A(-3,-3)=3%9’>0

Il y a donc un col au point (0,0) et un extremum au point (—3,-3), qui est un
maximum puisque les dérivées /7 et f) "/ sont négatives en ce point.

I est plus simple de remplacer y par x et d’étudier la fonction d’une seule
variable :

F(x)= f(x,x)=2x" +9x" =36

On obtient comme dérivée F’ (x) = 6x (x + 5) d’ot le tableau de variation ci-
apres :

X —oo -3 0 +oo

F’(x) + 0 - 0 o+

F) | o 7 9 N 36 e

Ainsi, F admet un maximum local en —3 et un minimum local en O.

6. L’équation homogene associée admet pour solutions :
v, =A2"+u3" A,ueR

On cherche une solution particuliere de la forme » =a5" et on obtient
*

u, =-5". La solution qui vérifie les conditions initiales est :

n

u,=3x2"+2x3"=5"

Mai 2005

. < - . , . T N 2 L.
1. La fonction a intégrer est équivalente a l'infini a —5/x” de primitive 5/x
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donc I est convergente, de valeur :

il — dlx"+1 4
Izj 3 Sh) dx—j —3dx El ( ) -5 2x
1 X x +1 1 X 2 x*+1 x +1
P +oo
Vxt+1
=1|3Iln al —Sarctanx| =——In2— E—2)2—21112—5—
x 4
1
2. On integre par parties :
+1
= —lnx ——j 36

3. L’équation homogene associée admet pour solutions :
v, =(A+un)3" AuelR

. . N % .
On cherche une solution particuliére de la forme #, = an+5 et on obtient
* . e, e .o P
u,=—=5n+7. La solution qui vérifie les conditions initiales est :

u,==2(n—4)3"=5n+7

Janvier 2005
1. a) On écrit les développements limités des différents termes figurant au
numérateur et au dénominateur :

2 3

ln(1+x)=x—%+%+x381(x)

3
sinu=zx—%+u4£2 (%)

2 3
sin[ln(1+x)] =X—%+%+X383 (x)
1+x—1=§+xa4 (x)

avec €, (x),1<7 <4, qui tendent vers 0 avec x. On en conclut que f(x) tend
vers 2 quand x tend vers 0.

b) On écrit le développement limité :

2
cosx=1—%+x385(x)
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D’ou :
o
g(x)=—1+x+z+x's6 (x)

avec €, (x),i <i<6, qui tendent vers 0 avec x. Le développement précédent
permet d’obtenir :

M:l+%+xzss (X)

La fonction g est donc dérivable en x =0, avec g’ (0) =1. On en déduit aussi
I’équation de la tangente en ce point qui est Y =—1+x avec :

3

x
g(x)—Y =g+x386 (x)
donc la tangente traverse le graphe qui est au-dessous pour x <0 et au-dessus

pour x> 0. Il y a donc un point d’inflexion.

2. a) On obtient comme différentielle :

dx +

df:fx'(x’y)dx-ny’(x,y)dy:Zx y+

2

x =)

1
%’ — 5 )dy
X =Y

b) Pour déterminer le développement limité a I'ordre deux, on a besoin
aussi des dérivées partielles secondes :

” X2+j/ ” 1 ” 2x
=2y —2——2 (P V= D
fx .y (XZ _y)Z fy (XZ _y)Z f} x+ (xz _y)Z

Le développement limité a l'ordre deux, au voisinage de (1,0) s’écrit donc :

F(1+hE)=2h—P +4b,é—%,é2 + (5 + & e (5,4)

avec €(h,4) qui tend vers 0 quand 4 et 4 tendent vers 0.

3. On écrit les conditions nécessaires du premier ordre :

fl=4x"=2x+2y=0

f}"=2x+2y=0
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On obtient 3 points stationnaires (0,0), (1,—1) et (~1,1). Les dérivées partielles
secondes sont :

fi=122=2  fr=2  fr=2
On étudie les conditions du second ordre :
A(0,0)=-8<0
A(L,-1)=A(-L1)=16>0
Il y a donc un col au point (0,0) et un extremum aux points (1,-1) et (-1,1),

qui est un minimum puisque les dérivées f7 et f7 sont positives en ces
. X )/
points.

Il est plus simple de remplacer y par —2x et d’étudier la fonction d’'une seule
variable :

F(x) = f(x,—Zx) =x"'—x’

On obtient comme dérivée F’ (x) = 2x(2x2 —1) d’ol le tableau de variation
ci-apres :

x —oo —1/\/5 0 1/\/5 +oo
F’(x) -~ 0 + 0 - 0 o+
F(x) oo N 14 0N U4 4o

Ainsi, F admet un maximum local a l'origine et des minima globaux en
—12 ec 1N2.

4. Pourtout A >0:

F (A ) =07 F (x,9)

donc f est homogeéne de degré 2.

On obtient comme dérivées partielles :
fl _ 2 ylx _ ylx fl _ ylx
.= 2xe ye , = xe
On vérifie le théoreme d’Euler :

xf,+yf] = 25’ =2f (x,y)
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