Chapitre logarithme

ﬁ RESUME DU COURS

Définition : La fonction logarithme népérien, noté In, est la primitive sur ]0,+o0[ qui s’annule en 1, de la

. 1 x1
fonction : x = — . On donc, pour tout réel x >0, Inx = L ;dt .
X

Conséquence : In est définie, continue et dérivable sur |0,+c[ et, pour tout réel strictement positive on a :In'(x)=— de
X

plus In(1) = 0.
Propriétés algébriques : pour tous réels a et b strictement positifs, on a :

In(ab) = Ina+Inb m(%):ma—mb In(a")=nlna(neZ) m@ﬁ):%ma
In(1+h
ln(Q/a_)=llnaLimites: lim Inx = +o0 limlnx = —o0 limln—xzo limxInx =0 lim n(l+ ):l
n X—>+00 x—0 X400 ¥ x—=0 h—0 h

1 . . In"(x .
11m£ =1Pour tous entiers naturels non nuls n et m, on a lim ( ) =0 etlimx™In" (x) =0

x>l X — D & x—0"
Equations et inéquations :Pour tous réels x et x' strictement positifs, on a :
Inx=Inx"<x=x' Inx<hx'<x<x' En particulier :Inx <0< 0<x<letlhx>0<x>1
Dérivée de In(u)Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que u(x) >0, pour tout réel x dans I alors In(u)

!

. . u ,
est dérivable sur I etina : (ln (u)) = — pour tout réel x dans I
u

Théoréme : Si u est une fonction dérivable pour tout réel x dans I telle queu(x) =0, alors la

fonctionf : x > In |u(x)| est dérivables sur I et f'(x) = vi(x) .

w(x)
u(x)

Corollaire :Si u est une fonction dérivable pour tout réel x dans I telle que u(x) 0, alors la fonctionf : X

admet des primitives de la forme : In (|u|) +C ou ¢ est une constante réelle.

Exercice N°1.: €| LESEXERCICES

Pour chacune des questions suivantes indiquer la bonne réponse :

1.L’ensemble de définition de 1’équation : In (x + 3) =In (x2 - 9) est

a. {-3:3} b.]3,+o0[ c.]-3:3[ d. ]—oo,—3[U]3,+[
2. lim (lnx —x) = a.0 b. o0 C. -0

X—+00
3. lim xln[’il]: a.0 b. 1 ¢.Foo

x—0" X
4. lim ln[ x—1 J = a.-In2 b.0 c. +oo

xofoo (6X 42
5. lim w: a.l b.+ o c.0
6hmxm@+§= at oo b. 0 c. 1

X—+00 X
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Inx 1
7. (E X gx — a. — b.1 c.e
0 2
1 3
8. f;%dt: a. —1n[§] b.— c.l
t—1 2 3 2
9.fle¥dx: al b ! c.e
x.In? (x) 2

10. f est la fonction définie sur IR par f (x) =1In (—x + 2 + 1) est une fonction :

a. Paire. b. impaire c. Ni paire, ni impaire.
Exercice N°2 : La courbe ci-contre est la représentation graphique, dans un repére

orthonormé (O, i, ]), d’une fonction f définie et dérivable |

|

surR\{1} et A la droite d’équation y =1 \

1.Dresser le tableau de variation de f. \
2.0n pose g(x) = In(f(x)).
a. Déterminer le domaine de définition de g. p N
b.Déterminer les limites :  lim g(x); lim g(x); R R
X——+00 X——00
lim x) et lim x).
x—>(— 1)7 g( ) x—IT g( ) \

c.Dresser le tableau de variation de g et tracer sa courbe. \

x+2 )
. . . o xIn ssz]-oo,—2[U]O,+oo[
Exercice N°3 :Soit la fonction définie par : f (x) = X
f£(0)=0
: e 2 x+2 - :
1. Soit @ la fonction définie par : ¢ (x) =— 2 +In . Dresser le tableau de variation de ¢ puis en
X b
déduire le signe de @(x).
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
3. Dresser le tableau de variation de f et construire (C f) dans un repere orthonormé.
1 2
. . . x—2ln<x—|—2)—|——x21n X sixE]O,—i—oo[
4. Soit la fonction g définie sur [O,+oo[ par: g (x) = 2 x

g(0)=0

a) Montrer que g est continue a droite en 0.  b). Montrer que g est une primitive de f sur [0, +oo[ .
c) Dresser le tableau de variation de g.
2

n+l
5.Soit la suite définie sur N par :u, = [1 + —]
n

a) Vérifier que pour tout ne N :In (”n) =f (n) +In

2
1+
n

b) Montrer que la suite (u) est convergente et calculer sa limite.
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Exercice N°4 : Soit f la fonction définie sur |1, +oc| par : f(x) = x+/Inx . On désigne par (C) sa courbe représentative
dans un repere orthonormé < 0,1, ]) du plan.

1. Montrer que f est continue sur|l,+od .

2.a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 1. Interpréter géométriquement le résultat trouvé.
b) Dresser le tableau de variation de f.
3.a) Soit A la droite d’équation y = x. Déterminer (C)NA. b) Tracer (C) et A.

4.a)Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur [0, +o0].
b) Tracer la courbe (C’) de g dans le repere (0, i, j)

u, =0

5.0n considére la suite (u) définie par :
W P {unﬂ =g(u,) pourtoutn € N

*
a) Montrer par récurrence que pour toutx e N ona: 0<u, <e.

b) Montrer que la suite (u) est décroissante. ¢) En déduire (u) est convergente et trouver sa limite.

Exercice N°5 :Soit f la fonction définie sur |0,+oc[ par : f/(x)= Inx
X

A- 1) a- Dresser le tableau de variation de f.
b- Montrer que pour tout entier n > 3, I’équation : f (x) = 1 admet dans I’intervalle [1,e] une seule solution a,,.
n

c- Prouver que a,:1< a,, en déduire que la suite (a,) converge.

2) a- Montrer que pour tout x >0, on a : x—%x2 <In(1+x).

g In(1+
b- En déduire que pour toutx € O,% ona: %x < % . c- Montrer alors que pour tout n >4 on
X
a:a, <1 —|—z
n
3) Déterminer la limite de la suite (a,).
In ¥ six=0
B- Soit g la fonction définie par : g(x)=1x—Inx '
g(0)=-1

1) Montrer en utilisant les variations de f que le domaine de définition de g est|[0,+o0] .

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de gen 0 .
3) Dresser le tableau de variation de g. 4) Construire la courbe g

Exercice N°6 :

On a représenté ci-contre deux courbes représentatives
(C)) et (C,) d’une fonction f et de sa primitive F définies
sur IR.

1. Justifier que (C,) est celle de la fonction f. €

2.Calculer la valeur moyenne de la fonction f'sur [0 ;1]

.Calculer I’aire de la partie du plan limitée par (C,), \
I’axe des abscisses et les droites d’équations x =0 et x = 2.

3.Soit G la fonction définie par : G(x)= foxf(t)dt

a. Etudier le sens de variation de G. \ \
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b. Montrer que la représentation graphique I" de G est I’image de (C)) par la translation de vecteur—2j .
4.Soit la fonction h définie par : h(x) = In(f(x)).
a) Préciser le domaine de définition de h. b) Dresser le tableau de variation de h.

Exercice N°7 : Soit la fonction f définie sur |0,+oc[ par : f'(x)= %]n2 (x).

1.Etudier f et tracer sa courbe.
2.a)Etudier le sens de variation de f.

. . . . . In(1
b) En appliquant I’inégalité des accroissements finis, montrer que : M <f(4x)—f(x)< Inx
X X
. . - Eilnk In2
¢) Soit U la suite définie sur IN par : U, = > Montrer que pour tout n >3 : Un > f(n+1)— f(3) +T eten
k=1

déduire la limite de U.
Exercice N°8 : Soit /(x)=1—x+ xInx pour tout x > 0.a) Donner le signe de h(x) pour tout x > 0. b) Montrer que

xlnx

pourtoutx > 1,ona:1< <l+Inx
X—
1.Déduire que : Vk € N’ :1<(k+1)1n[%]<1+1n[%] i

k=n
2.Soit U la suite définie sur N par:U, = lz:(k +1)In [%] .

k=1

« 1 (o . ..
a) Montrer que vk e N :1< U, < 1+]n[ +n] . b) Déduire que la suite U est convergente et donner sa limite.
n
1 n
Exercice N°9 :Pour tout un entier naturel, on pose : /, = f lt dt
0]14¢

1.a) Montrer que la suite (I,) est décroissante.

b) Montrer que pour tout 5 <I, < ! " et déduire la limite (I,,).

n+1) n-+

1

2.Montrer que pour toutn €N, ona: 1, +1, =

1+n
N k+1 ] 1
3.a) Montrer que pour toutk € N ,ona:f —dt<—.
kot k
. k=n 1 k=n 1
b) Déduire que pour tout n € N ,ona: Z— > In(n+1). Déduire lim zz .
k=1 et

k=n

4.Pour toutn € N". On pose S, = Z[ , - Déterminer lim S, .

n—-+o00
k=1 -

n k
Exercice N°10 : Pour tout x € |1, +oc[ on pose f, (x) =In(x—1)+ ZX— ou n est entier naturel tel que n > 2.

k=1

1.Dresser le tableau de variation de £, .
2.Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet une seule solution (c, ).

(O{n )n+1
n+l
b) En déduire la monotonie de la suite (e, ). ¢) En déduire que la suite («, ) est convergente

3.a) Montrer que : £, (o, ) =
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f(x):x2 1n[1—|—l} si x>0
X .
7(0)=0

On notera par ({y) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i, j)

Exercice N°11:Soit la fonction f définie sur[0,+oc| par

1.S0it p(x) =2In(1+4x)———.
plx) = 2mn(1-4x) -
a) Etudier le sens de variation de ¢ sur[0,+oc[. b) En déduire que pour tout x >0 on a ¢(x) > 0.

g
mE
c) Dresser le tableau de variation de f et en déduire que f réalise une bijection de R surR, .

3.a)Montrer que pour t > 0, In(1+t) < t.
b) Etudier la position de ({y) et la droite (D) d’équation : y = x.

2.a) Montrer que f est dérivable a droite en 0.  b) Montrer que pour tout x>0 : /”(x) = x¢

, 1
4.a) Vérifier que s €[0,+o0], onazlftgl—_i_tglftqtt2 .

2 2 3
X

b) En déduire que : x €[0,+00] ona:x—%gln(l—i-x)gx—%—i-?.

Ly . o In(1+x)—
¢) En déduire que : lim % = 7%
x—0" X

X—+00

5.a) Montrer que lim f'(x) —[x—%] = 0.[0n posera X = l) Interpréter le résultat géométriquement.
X

b) Etudier la position de () et la droite A : y =x - % ¢) Tracer dans le méme repére () et (G).
6.a) Soit A €10,1] et 4, : I’aire de la région du plan limité par ({;), I’axe des abscisses et les droites d’équations : x =X et
x = l.Calculer 4, et Alim A, .
—0"
b) En déduire I’aire de la partie limitée par ({'), I’axe des ordonnées et la droite d’équation y = 1.

Exercice N°12 :A- La courbe ci contre est la représentation graphique dans un repére orthonormé (O, T, 3) d’une

fonction f définie et dérivable sur |0, +o0] . La droite (T) est sa tangente au point d’abscisse 1.

1.Par lecture graphique :
a)Déterminer les valeurs f(1) et £(1).
b)Dresser le tableau de variation d f.
a+Inx
f(x)= Vx € |0,4+00[\ 11
2. On admet que (x) b+x xel0rod I}
f(1)=1
ou a et b sont deux réels. Déterminer I’expression de f. —
Onprenda=0etb=-1. o
a) Montrer que f réalise une bijection de
R’, sur f(R’, ) =1 a préciser.
b) Donner une équation cartésienne de la tangente T* & Cs' au point d’abscisse 1.
¢) Tracer (C/).
www.matheleve.net -9-
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3.Soit D la partie du plan limitée par (Cy) ;(Cs') ;JAB] et [AC] ou A

1
unité d’aire, de D. Montrer que 4 =2 fl f (x)dx—%

n+l

B- 1. Montrer que Vx € R\{1} ona: —— Z

=0

2. Déduire que : VaeN ona: f;f(x)dx = —Zuk +ﬁ X" f(x)dx  avec u, = f;xk In(x)dx .
2

oflneN.

3. Calculer u, en fonction de n pour tout entier naturel n puis calculer lim u,

n—+0o00

1
n+ ]IIX

xX—

ona: xn+l <

<2In2.x""

n
Pt
k=0

4. Montrer que :VaeN',Vx € 5 1

5. Déduire que : lim fll x""'f(x)dx =0 6.En déduire que lim
n—+ood —
2

n—-+o00

:f;lf(x)dx

B In(14+x) | >0
Exercice N°13 A- Soit la fonction définie par : (x)= X stx=0
£(0)=1
. e . In(14+h)—h
1.Soit 4 €]0,+00[. On définit surR , la fonction g : x - % x —In(l+x)+x
a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer qu’il existe un réel : c €]0,4[ tel
In (l + h) —h —1
que : > = .
h 2(0 + 1)
. (In(1+h)—=h] —1 i ,
b) Prouver donc que : lim T = ¢) Prouver enfin que f est dérivable a droite en 0 et que : £, (0)
h—0*

dt
1+t 1+x

2. a)Justifier que :¥x>0: f 1+t) <f0

¢) Donner enfin le signe de f’(x) pour tout x > 0.
3. Dresser le tableau de variation de f puis tracer Cy.
B- Pour touta €10,1], on pose :u, = foat”f(t) dt
1.Etudier la monotonie de la suite (u,). 2. Prouver que (u,) est convergente.

3.a) Montrer que pour tout x > 0 ; f(x) < 1. b. En déduire que : Vn e N,ona:u, <

¢) Préciser donc lim u,

n—+00

! (=1

* 1
Exercice N°14 :Pour toutn € N', on pose U, = fo x"In(1+x)dx et V, :1—%+§+ ...... +

1.a) Montrer que pour toutn €N, ona: 0<U, < In 21 puis calculer sa limite.
n—+

2
b) Calculer j; 1 11 dx puis calculer Uj.
X

2. Onpose S, =1—x+x"+...+(—1) x" avecn e N" et x €[0;]]

b) Déduire querEO:ifln(lan)SO.
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n+l1

1 (=) X" w1 X
Mont S = t Vo=mIn2+(-1
a) Montrer que : S, 1+x+ Ty etque:V, +( )fO1+x

b) En déduire que : |V, —In2| < %puis calculer la limite de (V).
n+

3.a) En utilisant une intégration par parties pour U,, montrer que : U, = dn2 +— (=) (In2-V,)

n+l1 n+1
b) En déduire la limite de (®,) définie par : W= (n + 1) U, est convergente et calculer sa limite.

Exercice N°15 :Soit f la fonction définie sur 0,00 par : f(x)= Inx

2
X

1. Etudier le sens de variation de f.

: 1n(k+1)gfk+1ln(x)dx
(k+1) ~Jr 3
b]

b) Par une intégration par parties, calculer f n—zx dxaveca>0etb>0.
a X

1
3.Pour toutn € N"\{1}, on pose : S, _ln2+E+ﬁ+ ,,,,,, + n(n)

22 32 42 nZ

2.a) Montrer que pour toutk € N"\{l}on a

IA

nIn( 1
a) Montrer que pour tout,ona: S, _1n_2 < f n dx <S,— n(2 )
n

1+In2 _n—l—(n—zl)ln(n) <5 < 2+jln2_l—|—ln(n)
n n

¢) Donner un encadrement de S, & 10™ prés
2(Inx)"
S—dx

1.a) A I’aide d’une intégration par parties, calculer I;.
b) Montrer que la suite (I,,) est convergente et par suite elle est convergente.

b) En déduire que :

Exercice N°16 :Pour toutn € N', on pose : I, = i'f
nlJ1

. In2)"
¢) Montrer que : Vne N ,0< 7, < ( ') . En déduire lim 7, .
n! n—shoo
e : . 1 (n2)"™"
2.a) Par une intégration par parties, montrer que : Vn e N, ona: 1, =1, 3 ( n 1)'
n
1 1{m2  (n2) In2)"
b) En déduire que Vne N, ona: 1, = & +u+....+u
2 2|1 2! n!
In2)’ n2)"
3. On consideére la suite (u,) définie surN'par : u, =1 +11;_'2+% %
: n:
a) Exprimer (u,) en fonction de I,.. b) En déduire que la suite (u,) est convergente et donner sa limite.

Exercice N°17 :I- Soit la fonction g définie sur]0 ;1] par : g(x) =2—2x+Inx

1) Etudier le sens de variation de g.

2) Montrer que g(x) = 0 admet dans

3) Construire la courbe de g dans le plan rapporté a un repere orthonormé (O, i ]) (Unité : 4cm).

O,% une solution unique a et que : V7 €[a, 1] ona:2t—2<Int.
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4) Calculer en cm” aire de la partie du plan limitée par (C), ’axe des abscisses et les droites d’équations x = 1 et

x=—
2
II- Soit f la fonction définie sur |0 1 ar: F(x)= fzx ! dt
2P TEL W
| ln[;]
1) Mont f est dérivable |0, - t DF(x)=——2—.
) Montrer que f est dérivable 5| Suretque (x) n(2x)In (3]
2) Montrer que Vx € 0,% ona: o (x2x) <F(x)< ln_(x) . Déterminer alors lir(g F(x).
3) Montrer que : Vx € a,% ,ona:F(x) g% zx% . Déterminer alors : liﬁ F(x).
x — 1
2

4) Dresser le tableau de variation de F.

5) a- Montrer que Vn € N'I’équation : 1 + n F(x) = 0 admet dans une solutionc,, .

1
0,—
2

b- Montrer que (v, ) est une suite décroissante et qu’elle est convergente

. Exercice N°18 :Pour tout V2 € N', on pose : I, = fe%[ln (¢)] ar
L\t
1-a) A I’aide d’une intégration par parties, calculer I;.

b) Pour tout ¥z € N', montrer que : 1,,, =2ve —2(n+1)1,.  c) En déduire I, puis fle%[ln(t) - 1]2 dr.
t

2-a) Montrer que pour toutVneN" :0< 7, < % .
b) Montrer que la suite (I,,) est décroissante. En déduire que (I,) est convergente.

2/e <I, < 2Je . b) En déduire lim (n/,).
2n+3 2n+1 oo

3-a)Montrer que pour tout vz € N :

Exercice N°19 :I- Soit g la fonction définie sur|—1,4oc| par : g(x)= % —In(1+x).
X

1) Dresser le tableau de variation de g.
2) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet dans I’intervalle |- 1,+oc| deux solutions 0 et o et vérifier que 3,8 <o <4

3) En déduire le signe de g(x) pour toutx € |-1,+oc[.  4) Montrer que pour toutx € |—1,+oc|, on a :g(x) < 1.

In (1 + x) .
. . . f (x = si x>0 . , .
II- Soit fla fonction définie sur [0,+oc| par : Jx . On désigne par (C) la courbe représentative de
/(0)=0
f dans un repére orthonormé (O, i, j) du plan.
1) Montrer que f est continue sur [0, +o0|. 2) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.
3) Montrer que pour tout x € ]0,+o00[, ona: f'(x)= 8(x) .
2x\/;
- o 2Ja
4) Dresser le tableau de variation de f et vérifier que : (o) = o
[0
5) Tracer la courbe (C) de f.
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I11- Soit (u,) la suite définie sur N"par :u, =
n

1) En utilisant I-4)- montrer que pour tout x € |0,+oc[ , on a : In(1+x) > ;:L;l .

2) Soitn € N".a- Montrer que pour toutk € {1,2,......... ,n},ona: ln[l +E] > 3£ )
n n
L = k f g 1
b- Vérifier que : Y "In|14+=|=1In(u,) c- En déduire que : In(u,) > g(n +1)
k=1 n

d- Déterminer alors la limite de u,,.
f(x):\/;Inx si x>0

£(0)=0 . On désigne par (C) sa courbe

Exercice N°20 :Soit la fonction f définie surRR , par1

représentative de f dan un repére orthonormé (O, i, ])

1-a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite en 0.
b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Montrer que le point A d’abscisse 1 est un point d’inflexion pour la courbe (C).

d) Tracer (C) en précisant la tangente a (C) en A.
2-Soit pe N". On pose : F, (x) = fl\/;(ln(t))p dt on x€|0;1

a) Calculer F(x) puis vérifier que lim £, (x) = —g )

x—0"

b) Montrer que pour tout entier p € N*, et que pour tout réel x €]0;1[, on a :
2 2
o (x)= —;xﬂln(x)]”“ —3(pHDE, ().

p+l
¢) Montrer par récurrence que F,(x) admet une limite finieu, = (—1)" ( p')[g] quandx — 0" .

Exercice N°21: I- Soit la fonction g définie sur]0,+oc[ par : g (x )=1—x> —2Inx . Etudier les variations de g,
calculer g(1) et en déduire le signe de g(x).

II- Soit f'la fonction définie sur 0,400 par : /' (x)=1—x +ﬂ et (C) sa courbe représentative dans un repere
X

orthonormé(O,f,ﬂ.

1) Montrer que pour tout x de]0,4o0c[, ona: f'(x) = g(}x ) et dresser le tableau de variation de f.
X

2) Montrer que (C) admet une asymptote oblique D et étudier la position relative de (C) et D.

B
3) a- Soient o et 3 deux réels tels que : 1 <o <8, calculer : / = f m—zxdx
v x

b- Interpréter géométriquement I.
. . (e . nInx
III- Soit (U, )n22 la suite définie par: U, = fz x—2dx
1) Montrer que la suite U est croissante.

2) Vérifier que pour toutn>2,ona:U, = %(1+ln2)fl<l+ln(n)) calculer 1im U, .

n n—-+o00
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=nilnk
2

k=2

3) On pose pour toutn=>2:§, =

a- Etudier le sens de variation de la fonction ¢ : x — ln—2x .
X

In(k+1 k+1
b- Montrer que pour toutk>2, ona : al )<f]+ln—xdx Ink

(k+1)2 xZ — k2
o) Ly 2

d- Montrer que (S, est convergente et en déduire un encadrement de sa limite.

ﬁ Les solutions

ExerciceN°1: 1.b 2. 3.a 4.a 5.¢c 6.c 7.a 8.a 9.b 10.b

Exercice N°2 : 1
X |-0 o0 B e L
P —— — SIS N S S S W
fix)| ! o0 —_ . SN S S OO S SN SO 1
\ -0 1 N
1.2) Dg = |00~ [ Ut; +oq
®) hr—ir-l g( :x—lﬂlooln(f ) =0 R I S C I E I KR C [N ERNE T‘?‘E_ﬁ:
lim g(x)= O/ hm g x) —oo/hmg( )= +oc- - R S S e S -
X——00 x—1"
) X |0 3 o T
£(x ’ L B S
0 H-00
X
Exercice N°3 : ) 0
1. On a @ est dérivable sur son domaine de X |-0 +o0
_4 (x —+

définition et ¢’ (x) = T%

x(x+ 2)2 P(x) / T— 0
D’apres le tableau de variation : ¢(x) >0 Vx € ]—oo, - 2[ U ]O, +%o .

1.Continuité a droiteen 0 : lim f ( ) = lim xIn (x + 2) —x Inx
x —0T x—0t

=0lIn (2) —0=0= f(O)car lim x In x = Odonc f est continue a droite en 0.

x—0"
— 10 2
Dérivabilité a droiteen 0 : lim M = lim In el +o0o car lim = +ooalors fn’est pas
x—071 x—0 x—07T X x—0 X
dérivable a droite en 0. X |0 -2 0 oo
2.a) '(x) = o(x) > 0. -
) £(0=0(x) 60

_1F1g10 S =2alors ({;) admet A : y=2 comme asymptote - )

f(x)
horizontale au voisinage de +oo et 11310 f =2alors () 2 / / 0 /

admet A : y=2 comme asymptote horizontale au

www.matheleve.net -10-
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voisinage de -o. lim f = 4ocalors ({;) admet s .

(-2 i
D : x=-2 comme asymptote verticale au voisinage /
de -2. lim JM — +o alors ({¢) admet une [ —

X _>0+ X — O ——:_—
demi tangente do e
. . . =0
verticale au point O(0 ;0) d’équation { * R N N
y=f(0)=0 *

b) voir figure : :

1 . \ .
3.a) lim g(x)= lim x2]n(x+2)+;x[xln[x+2J]021n2+><0><021n2d0ncgestcontmueadrmteen

x—0t x—0t X 2
0.
x)—g(0 —21 2)42In2
b) Vx €0, +00[ g’ (%)= f(x) lim g()-g(0) _ o (x=2In(x+2)+20n ]+1x1n[”2]
x—0T x—0 x—0t X 2 X
21n[x_2‘_2] 1 )
— lim |1- +xln[x+]
x —0t X 2 X
2 X
ln[l—i—] ln[l—l—]
In(14t
lim [1——~ %/ +1x]n[x+2]11+00f(0)car im 2~ lim n(l+ ):ldoncg’(0)=f(0)or
x—0 2 2 X x—0+t X t—0t
X 2

Vx € ]O, +oo[ 2’ (x)= f(x) donc Vx €[0,4+o0] g’(x)= f(x) et par suite g est la primitive de f sur[0,4o0]

2"t 2 2 2 2
4.a) In(u, )=1In [1+ =(n +1)1n[1+ =nln 1+]+ln[l+]f (n)+In 1+]
n n n n n
. 2 . . - 2
b) lim Inf1+~|=0 et lim f(n)=2 donc lim In(u,)=2 d'ot lim u, =e
n—+o00 n n——+oo n—+o00 n—+o00

Exercice N°4 : 1) x> xest continue sur IR, en particulier sur[l,+oo| de plus x > Inx est continue sur |0,+oo| et

Vx €[l,400| ona:Inx >0 alors x > «Inx est continue sur|[l,+oc| ainsi f est continue sur|[l,+od| .

f(x)—f(l J - . \ .
2) a) lim ()= (1) = lim > Inx _ lim xnx lim ln—xxL =400 ainsi f n’est pas dérivable a droite en 1

ot x—1 =1t x—1 = (x=1)Inx  ="x—=1 Jnx
d’ou (C) admet au point d’abscisse 1 une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.
1

b) fest dérivable sur JL,+oc[ etona: f'(x)=Inx+x—F==+lnx+

2+/In x B

; >0
2\Inx

x |1
F&) —— 2 etim (x) = tim i = 400
f(x) 400
O /
www.matheleve.net 11 -

voir.tn

£ lee pivesu..

- ‘@
Tautee lee malidre



http://www.devoir.tn/

Chapitre logarithme

y=f(x)
y=x
= f(x)=xéquivauta xy/Inx =x orx = 0équivautalnx =1

4) a)Soit x €[l,400]. siM(x,y)€(C)NA équivauté{

5)
donc x = e. ainsi (C)ﬂA = {A(e,e)} .

b)Ona: lim f(x)=+o0 et limM: lim

xX—+00 X—+00 X

xA/Inx .
——— = lim

xX—+00 X X—+00

alors (C) admet branche parabolique au voisinage de +oo de direction (O, ]) .

Inx =+o00

4) a) f est continue et strictement croissante sur [1, +oo[ donc elle réalise une bijection de [1, +oo[ sur

£ ([, +0c]) = [0,+00[ . f admet alors une fonction réciproque g définie sur[0,+oq| .

b) (C")=5.(C)

5)a)Pourn=0,u,=0. 0<u,<e

(vérifie).Soitn € N". Supposons que 0 <u, <e et montrons que 0<u,, <e.On

a 0<u, <e et comme f est croissante sur[l,-+oc[ donc g est strictement croissante sur[0,+oc| d’ou

2(0)<g(u,)<g(e)équivauta :1<u,, <e donc 0<u, 6 <e.

n+l

b) u,,, —u, = g(u,)—u, or (C’) est au dessus de A sur [0,e] donc g(x)>x Vx €[0,¢] et comme u, €[0,e| alors

g(u,)>u, c'estadire u,, >u, alors (u) est une suite croissante.

c) la suite (u) est une suite croissante et majorée par e donc elle est convergente. Soit / = lim u, or

n——+0o00

0<u, <edonc0</<e.Ona fest continue sur [1, +oo[ donc g est continue sur [0,4—00[ et en particulier en 1 d’ou

g(1)=1. Or e est la seule solution de I’équation f(x) = x donc g(/)=/ équivauta /=e d’ou lim u, =e

Exercice N°5: A-1)a- f est définie et continue sur ]0,+od. f'(x) =

1 1 .
b- Pour toutn>3 ona:0 <— <— et comme f est continue
n e

et strictement croissante sur [1,e] donc elle réalise une bijection

de [1,e] sur f{([1, 1 1) =1[0,e]/or 0< 1 < 1 alors il existe une unique f(x)
€ n €

solution a, €[l,e]de I’équation : f(x) -1
n

c-Onaf(a,,)= ﬁ et f(a,) :% alors f(a,, )< f(a,)et f est une fonction croissante sur [1,e|alorsa

1
2
X~ X

x |10

n—+00

—iz(l—f—lnx)et /' (x)=0¢équivaut a x =e.

£(x)

-0

PR

n+1 < an N
Donc a, est une suite décroissante et minorée par 1 donc elle est convergente.
2
2)a- On pose h(x)= rody? —In(1+x), h est une fonction dérivable sur[0,+oc[eth’(x) =1 SV
2 I+x x+1
D’ou h’(x) < 0 sur[0,+o0] . D’aprés le tableau de x |0 +00
variation on a h(x)< 0 pour tout x > 0. h'(x)
o1 | h(x)[Y
b- Montrons que :(1+x)5x=5x+5x2 <x——x*? \
Ona (1 —l—x)lx— lx—lx2 = lx—l—lx2 —x—l—lx2 = —lx—i—x2 =X —l—l—x <Ocarxe O,l .
2 2 2 2 2 2 2 2 2
www.matheleve.net -12 -
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ln(1+x)
1+x

c-onan >4 alors

Donc :(l—l—x)%xgln(l—l—x) or 1+x>0carx > Odonc%x <

—< 1 équivautc‘zz < 1 c'estc‘zah’rez € O,l . D’apres la question 2)b- on prend x = 2 on
n 4 n 2 n n
{ 2 In 1+2] ln[1+2] )
aura : —.— < " équivaut a— < ") cestadire f(a,)< f|1+=| or festune fonction croissante sur [1,e]
2 n 2 n n
1+= 1+=
n n
2 2 2
donca, <1+= 3)Onal<a, <I+=et lim1+==1 donc lim a, =1.
n n n—-+o0 n n——+oo

B-1)Onax>0: f(x)< 1 signiﬁequeln—x < 1 <1 alorsinx <xcar x>0 d'oiIn(x)—x <0. Donc g est bien définie sur
e x e

[0,+oo[.
. Inx Inx 1 1 1
A TR N R S R
Inx Inx
x4
—g(0 1 —In
ot 2780 sk T, )X InG) 0 x L
=0t x—0 x—0" X x—0" X(xflnx) x—0" x( flnx) x=0" X —Inx
1(x—lnx)—[l—l]lnx 1f1niX,1 Inx 11
3) g'(x)= X - X = X —X = nx — le signe de g’(x) est celui de (1-Inx).
(xflnx) (xflnx) (xflnx)
lim g(x)= lim Inx__ lim 1 =0 4) Courbe
X—+00 X—+00 X _]nx X— 400 L_
X |0 € Inx +00
g0 —— —
Exercicé N°6: el 0
1.0n suppose que (C,) est celle de la fonction f.
On a F’(x) = f(x) et f(2) = 0 donc F’(2) = Oet —_—

par suite (C;) admet une tangente horizontale au
point d’abscisse 2. Ceci est impossible d’apres le
graphe. Donc (C,) est celle de la fonction f.

Z.F:ﬁj:f(t)dt:[F(t)]; —F(1)-F(0)=e—2

3. A:[f2|f(t)|dz]ua:flf(t)dz—fzf(t)dt:F(l)—F(O)—[F(2)fF(1)J:e—2+e—O:(2e—2)ua
4.a)f est continue sur R donc G est dérivable surR et G’(x) = f(x)

b) G(x) = F(x) — F(0) = F(x) — 2équivaut a =00 1 +o0
G(x) — F(x) = -2. Soient M (x ,F(x))€(C,)et G’ (X) —t+— I
M '(x .G (x )) € Dois x est réel alors : MM ' = —2j G(x) /76_2 \
équivauta I'=z ,.(G). X | -o52 0 -

x| —— —
hGd) 0
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donc lim h (x ) =0

X ——00

5. h’(x):

Exercice N°7 : x ||0 1 400
oy Inx . f(x)_ 1 lnz(x)_ )| ———— ——
lf (X)—T VX>OetxllIPxT—vlll;anT—0 f(X) +OO\ +oo
Donc C; admet une branche parabolique de direction (0, f) . 0 /
2.a) f* est dérivable sur |0,-+oc[ et Vx €]0,4o0[: £ (x)= l—lznx
X
1 —Inx >0 équivaut a 1 > Inx équivauta 0 <x <e.
X 10 € +o0
x| —4— —
f(x) 1
a) fest dérivablesur [e,+oo[ et & > e implique x0>e : \
alors il existe un réel ¢ € |x,x+1] tel que : S S \ ——
1)- , .
M =f '(c) Ve<x<c<1+x comme f” est strictement decroissante sur [€,+o0|

x+1-x
In(l+x) <f'(c)<™* dou In{l+x) < fle+)—flx) < 2

alors : f'(1+x
f( x+1 X x+1 = X

IA

f'(c) < f'(x)équivaut a

[f(e+1)= f (k)| =f(4)=FB)+ £ (5)—f(4)+ .t f(n+1)= f(n)= f(n+1)— £ (3) donc

In
f(n+1)_f(3)gm73+m74+....+ﬂalors S (n+1)= £ (3) U, 122 cquivauta  (n-+1) £ (3)+22 <U, or
n

lim f(n+1)=+oc donc lim U, =+oo
n—+oo n—+00

Exercice N°8 :
1.a) h est dérivable sur |0,+oc[, #'(x)=Inx ; d’apres x |10 1 +o0

le tableau de variation h admet 0 comme minimum absolue h’(x

sur |0,+oc[ donc h(x) > 0 pour tout x > 0. h(x) \
0 /

b) 1<% 1y x> 1 x—1 < xlnx < (x—1)(1+Inx)vx>1

X —
l—x+xInx>0 (a)
x—1—Inx>0 (b)

h(x)>0 < 1—x+xInx>0 Vx>1donc (a) est vraie. On poseg(x)=x—1—Inx pourx >1g est

s x—l<xlhxetxln<x+xlnx—1—Inx @{ Vx>1d’apres 1)a- on a

dérivable Vx >let g'(x) = 1 >0 Vx> ldonc g est strictement croissante |1, 4oc| alors pour tout x > 1, on a g(x) >
X

g(1) =0 d’ou (b) est vraie.
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2.0n a1<xmx<1+lnx Vx >1. En posant x:l—l—% Vk € N alors k >1 d’ou
[k+1]ln[k+1]
vkeN 1<K k) o1 2 done vk e N i1 < (k4 1)in| A | <1 A
ﬂ,l k k Tk

k
k+1
3.0na VkeN 1<(k+1)ln[ p ]<l+1n(k—|—1)—1nkalors:

on somme membre a membre on trouve :
pourk=1:1<2In2<1+In2—Inl k1
n < E (k+l)l [ J<n+ln(n+l)équivauta

pourk:2:1<3ln%<l—|—ln3—ln2

In(l1+4+n
1<U,6 < 1+¥équivauta
n

In (1 +n)}

pourk:3:1<31n§<1+ln4—ln3

......................................... Iim 1< lim U, < lim [1+

n— oo N oo n— oo
n—+1
n

pourk:n:1<(n+l)ln[ ]<1+1n(n+1)—ln(n) In(1+mn) In(1+n) 1+n
or 11m —_—t = 1lim —— . —— =0
> oo n n-— oo 1+n n

donc lim U, =1

n—+00

tn+l Z‘n

141 0141 o142 14¢

] 1tn+l 1 tn 1
Exercice N°9: 1.a) 7,,, -1, :f dt — —dt:f [ "
0 t

]dt:j: a (t—1)dt or pour tout ¢ €[0;1]la

n

. t . o
fonction : ¢+ (t—l)est continue et négative. Donc 7,,, —1, <0.
t

n n

1 1 t t
b) 0<r<11<t+1<2 & —<——<1ort>0alorst" >0donc— <
2 t+1 21

<¢" comme les trois fonctions :
t

tn n . ltrl 1 tn 1
t>—t— et t > t" sont continues sur [0 ; 1] alors f —dtgf —dtgf t"dt
2 1+¢ 02 01+41¢ 0

= ! <] < ! or lim;: lim —— ! =0donc lim I, =0

2(n+1) " " T n+l 'H+°©2(n+1) n—too 1 000

2-1n+1+1n=f 1+t _f[l—l—t 1+t] t= fol (t+1)dt = ft dt =

3a)k<t<k—|—1:>1< :>fk+11 f —d_
b)f —dt< ﬁzlfkﬂld ka f -<Z f“l

k
é[l "H<Z%$]n n+1 <Z—0r lim 1n(1—|—n) +00 = hmz =

1 tn+l

OO
— = 1 n——+oo n—-+00
1 k=n—1 1 k=n—1 k=n—1 1
4) S =) [ d’aprés 1-b)on a: <I < < I < —— ord’apres 3-a
) 5, ;" P ) 20k+1) " F T k41 ;2(“1)*; "*;kﬂ P )
k=n—1 k=n
lim —:1im21*+ooéth =400 .
n—-+oo - k+1 nHJrook:Ok n—-+oo
e , 1 =t .
Exercice N°10: f/(x)=——+> —=——+14+x+..+x >0
x—1 ‘= k x-1 1 +00
£ ,()&) ——
n
www.matheleve.net —15—= oo
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1.1, est continue et strictement croissante donc elle
réalise une bijection de ]I, +oc| sur f, (]I, 4o0]) et comme

0 € f, (1, 400]) alors il existe un unique o, € JI,+oc| tel que : £, (a,)=0.
1 2 3 n n+l
" d’ou f,., (ozn)len(ozn —D+a,+ az” + O;" .t a’; .+ (j:"+1 alors :

2 3

X x" X
2'a) fn+1 <X) :ln<x_l)+x+7+?+7+ .

n+

Tulew)

n+1 n+1 n+1

( “)+ (Oén )n+| s (a“ )n+1 B (Oén )n+1

fn-%—l (an ) = fn «

n+l

b)Ona f  (a,,)=0et £, (o,)= :’;_1 >0=f,, (o, )< fo (,) , comme f i est une fonction croissante sur

J1,+ocf alors v, ,, <, donc (a, ) est suite décroissante et elle est minorée par 1 alors («, ) est une suite convergente.
Exercice N°11: 1.a) ¢ est dérivable sur |0,+oc|. (somme des fonctions dérivables) on a :

1 1 2+l
¥+l (x4 (x+1)

b) Comme ¢ est strictement croissante sur[0,+oc| alors Vx> 0;¢(x) > ¢(0)=0

Vx >0 (x ) =2 >0d’ou @ est strictement croissante sur [0, +o0] .

. 1 . 1 . 1 .
2.a) La fonction x > 14 —est continue sur |0, 4-o00| et Vx > 0;14— > 0 = la fonction x - In [1 + —] est continue sur
X X X

. . . 1 .
[0,4-00[ . De plus la fonction : x > x est continue sur |0,+oc donc la fonctionf: x > x* ln[l +—] est continue
X

lim [xz In(x+1)—xxIn x] =0= f(0)=fest continue en 0.Conclusion : f est continue sur |0, +oc| .

x—0

sur |0, 400 . lim f =

b) La fonction x — 1+ 1 est dérivable sur ]0,+o00] et Vx > 0;1+ 1 > 0 = la fonction x > In {1 + l] est dérivable sur
X X X

|0,4-0c[ De plus la fonction : x > x* est dérivable sur |0,+oc| donc la fonction f: x > x° ln[l +l] est dérivable
X

= lim [xln(x +1)fxln x] = 0= fest dérivable a droite en 0.Conclusion :

x—0

sur |0,4-oc[. lim fx)=fF(0)_ lim xln[l 4L

x—0" X x—0" X

f est dérivable sur[0,+oc| .

!
1
1 [1+] 1 Xiz 1 . 1
¢)Ona: VXE}O,%—oo[,f’(x)—2x.ln[1—|——]+x2. Xl —x.21n[1+—]— IX —x.2ln[1+—]— 1X :xgo[—]
X 1t x) 1 h x) 1 h X
X X 0 X X“r‘OO
b) Vx>00nal>0 alors¥x > O0ona go(x)>0 etparf:gt? )9 Gormra—f '(x)—xu —] v
x f(x) x) +oo
poseX:l
* In(1+X In(1+X . .
elimf = lim x’ ln[1+lJ - lim \ig =400 car lim —): 1 Comme f est continue et strictement
+00 X——+00 X x—0" X X x—0"
croissante sur R, alors f réalise une bijection deR, surf(R,)= R, .
l.a) Soitr e R, ,Vx €[0,],0na: ! gl:ftdeg ’dx@ln(1+t)§t
1+x 0l4x 0
www.matheleve.net - 16 -
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b) Pour tout x> 0, f(x)—x=x" donc f(x) — x < 0. Conclusion : C; est au dessous de (D)

ln[l—i-l]—l
x) x

%/—J
<0d'apreésla question3—a)

1 1-7-1 =
1+¢ 1+1¢ 1+¢

_3
2.a) 1—t— <0Oetona: L—(1—‘[+t2)=—t§0Vte[0,—|—oo[. Donc
1+t 1+t
1
1t <—— <1—t+1* Vi €[0,+09].
1+1¢

b) les fonctions : t+>1—1¢; ¢+ Ll et t +>1—¢+¢ sont continues sur[0,+oc| et Vx €[0,4oc[ona:
t+

X X 1 X 2 X2 2 X3
x? x* X’ x’ XX
c)ona: Vx>0 x——§ln(1—|—x)§x——+— <:>f—§1n(1+x)fx§f—+—
2 2 3 2 2 3
In(1 — In(1 —
Orx2>0:>_l§n<+—2x)x§_l+£ donc: hmn(—i_—j)X:_l
2 x 2 3 x=0" X 2
In(1+X In(1+X)—-X
3.a) lim f(x)—[x—l]]_ lim x21n[1+l —[x—l]] X)L 1 (X
xmtoc 2| xe X 2|~ 0| X X 2| x-o X
on pose X=— [Ny
et lim )(:34r :7% D'aprés la question 3—c)

X—400

Ce qui interpréte que Cradmet la droite A : y = x -3 comme asymptote oblique au voisinage de +oo.

1
i 2
b) V X>0;f(X>—[X—%]:—X>0 avech(x):1n(1+x)—x+X—d'apréslaquestion4—a)

Al

etf(0) —[0 —%] = % >0 d’ou C; est au-dessus de A.

'
'
'
'
,,,,,,,, [ A A T
v
'
'
D
|
|
|
|

b) voir figure.

c)

I
|
|
|
|
|
|
|
”””””””””” =, i e
|
I
|
|
|

/Cw

________ R

<
—
=
S—
Il
=
5
—
k.
_%
% =
N————
Ra¥
\
“
—
= ||
_+_ —_
A
S~—
D\\

! _ 2
= lx31n[1+1] R - dx:lln.z-lmn[ul]Jrlfl X dx:11n2—1A31n[1+1]+1[h(x)]
3 x), 3T kx4 3703 A 3hx+l 307 3 A3
X 2 2
(car h(x)= j; lt_+tdt est la primitive sur IR\{-1} de la fonction|x lx qui s’annule en 0) donc

1 1 1

1 1 1 1
4=tmaly ln[l+XJ+§[h(l)—h()\)]:§1n2—§/\31n

1 A
+-|-=+Ih2—"—4+A—In(1+))
3 2 2

1+
A

A =222 Il -ty - I Dy et
3776 3 A 3 6" '3
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lim 4, = lim 2 ! 2

A—0" A—0"

ln2—l—l)\31n 1+— —lln(l—{—)\)—l/\z—l—l)\ :—1n2—l car lim X’ In
6 3 Al 3 6 3 3 6 A—0"

A—0"

1
1—|—/\]—11m)\f( )=

b) C . =5, (C/.);(y'Oy =S, [(x'Ox)]) et (D1 Y= 1) =S, (D, :x=1) et comme Sp, est une isométrie alors elle conserve

les distances par conséquent elle conserve les aires. Donc Aire(D") = lim 4, = %mz e
A—0"

Exercice N°12: A-1 a) A(1;1)e C,équivauta f(1) =1. et ona

, 0—-1 1 X +00
A€eT et B(3,0)€Td0nc f (1):;:—5 £(x)
b) voir le tableau : f(x) oo
-
2.onaf(l)=1 et fest continue en 1 limf (x)=1f(1)=1 ®a+n(1):1©a+0:1© =1+b 0
X 1+b 1+b
x+b
—Inx 1 1 2
etf'(x)=—2——— alors f'(1)=—= < 1+b—a=——(1+b) doncon
(x+b) 2 2
1+b—a=—l(1+b)2 a=1+b {a—O
a: 2 < a1 ) = b1
a—1+b 1+b—1—b_0_—5(1+b) =

1.a) f est strictement décroissante sur R’ = f réalise une bijection de R’, dans f (R+

1 -1 1 -1 !
b)f(l)=1et f'(1)=—==0=1" est dérivableenetona(/") (1)= ——=——=-2
="3 0=
ot Ty =(7") ()(x—1)4 ' (1)=-2x+3. 1
¢) C.. =S, (C,) avec S, est la symétrie orthogonale \
d’axe A : y =x ( voir figure) \
4. D=D/UD, et DD, =@avec D, et D, sont les domaine
limités respectivement : :
Cf Cf" ,;\V/W e
[4B] et {{AC] commeC ., =S, (C, ) :
[AH] avecH(l;l) [AH] avecH(l;l) A

S, est une isométrie alors I’aire est de D, est égale a D,.d’ou Aire(D) = A = 2Aire(D;) =

2

—ZJZf(x)dx—[xz]l —ngf(x)dx—%

1
Jilre)-
2
n+l1 l_xn-H xn+1 1

k=n
B- I.VxeR\{l}ona:Zxk—i—x = + =
k=0 I—x

1—x l—-x 1—x

k=n n+1
2.¥neN;Vx e R\{l}ona:Vx € R\ {1} on a:%: x" —|—1X

—X o

éVneN ona: f—lnxdx f[Zx lnx+

k=n

—Z "lnx—l—

=VneN;VxeR\{l} ona:

]dx =VneN; ona:

— fxdx:i x*Inxdx+ [, x""'f(x)dx =VneN;ona: [, f(x)dx=—-> u X" (x)dx
f%<> zf fixet Jiran= S5 - [l ets
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| u'(x)=x"<u(x)= x | ! 1
3.u, :f] x" Inxdx ntl donc :u, =|——x""Inx| — fl x"dx
p | 1 n Lontlds
v(x)zlnx:>v (x):— 2
X
lnl +1 1 +1 4 "
—__2 [l] _ 1 1 e :[_] m2 1 ~+ ! 2[1] . Comme lim [—J =0 car l6]—1,1[ alors :
n+112 ntllntl o \2) n+l (na1P (nt1) (2 o 2 2
2
n+l
lim u, = lim [—] 2 1 -+ : z[l] =0
n—-+o00 n—-4o00 2 n+l (n+1) (n+1) 2
1
1 1 . . 1 nx 105
4.Vxe|= > llona: f(1 )<f(x)§f[5] (car f est décroissante surRR’, ) < Vx e 5,1 ona:lg—lgl_
Y
~—1
2
n+l
s VneN Vxe ; ona:x"" < lnx§21n2.)c"“.
Y
* 1 n+l x’H’] lnx n+l * n+l 1xn+] 1nx ! n+l1
5.VneN Vxe|-,1llona:x"" <—<2In2x =VneN ,ona: fl dx<f dx§21n2flx dx
2 x—1 > 2
1
& VYneNona: x"+? <f x"'f(x)dx <2In2 X"
n+2 1 n+2 1
2
n+2 . n+2 n+1
& VneNona: ! 1—[1] Sf, x““f(x)dxﬁ21r12 1—[1] de plus lim 1—[1] =0
n+2| (2 ! n+2| (2 e 1] (2
1
Donc, d’aprés un théoréme de limite et ordre,ona: lim [, x""' f(x)dx=0
n——+00 2
l : . .
6.Vn€N;ona:ﬁf( Zuk ﬁ X" (x)dx = f f(x :—nlirflmz —nlign% '™ (x)dx ainsi
tim 5% = [
. In(14+h)—h| , . )
Exercice N°13:A-1.a) g: x> — x* —In(1+x)+ x est dérivable sur IR, (on remarque que la variable de g
. . . - . g(h)—g(0)
est x).Ainsi g est continue sur [0,h] et dérivable sur J0,h[ . = il existe un réel c € |0, 4 tel que: g'(c) = = g(h)
In(1+h)—h 1 In(1+h)—h 1
=0etg(0)=0doug’(c)=0«% 2c— +1=0|carg(x)= 2x— +1| donc
In(l1+A)—h 1( 1 In(14+h)—h —1
g’(c)zO@—( 2) :—[ —1]@ ( 2> = .
h 2c(14c¢ h 2(1+c)
1 1 1 —1 -1 1 . —1
b)0<c<hsl<ct+li<l+hes—> > & < >——o0or lim———=—— alors
27 1+c 1+h  2(04+h) 2(c+1)" 2 w0 2(14h) 2
In(1+h)—h
g 001
x—0" h 2
www.matheleve.net -19-
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In(1+h)
w7 N m(+h)-h

¢) lim M = lim

-0t  h—0 hos0 h hos0* h?

X2 091 €[0.a]: 141> 1 V[0 (141 > 141 eV e[0.a]: —— < et par suite [

dt <
(142) ~Jo T+t

—at

(1+1) 141
b) SoitxZOona:fX—2 <fodt<:>[—L] [1n(1+t)] @—L+1<ln(l+x) al <In(1+x)
0(1+t) 01—|—l t+10 x—l—l x+1
X
& ——In(1+x)<0.
1+x ( )< x |0 +00
¢) la fonction : x > 1+ x est dérivable et strictement (x) [0 -
positive sur R, . Et par suite f est dérivable surRR , . f(x) |1 _
X. —1.1n(1—|—x) L—ln(l—ﬁ—x) 0
Vx> 0; f'(x)= I+x > —1+x > <0 D’apres la question A-2-b).
X X

3.Voir tableau de variation et la courbe.

B-l.VnEN:unH—un:j;ut”“f(t)dt—j;ut"f(t)dt:f " f(¢).(t=1)di

Or Vte[0,a]C[0,1]ona:t" >0;f(t)>0et t—1<0=

vi€[0,alona:t"f(t)(t—1)<0 et par Suitej;at”f(t)(t—l)dt§0:> —

u, ., —u, <0donc (u,) est une suite décroissante.

2.a) VneN;Vte[0,a]ona:t" >0;f(t)>0=VneN:t"f(t)>0

= lim == = f est dérivable a droite en 0 et f; (0) = —% . 2.a)Soit

=VneN:u = fo g /(¢)dt > 0. Donc (u,) est minorée par 0 de plus (u,) est décroissante donc (u,) est convergente.

3.a) f est décroissante sur IR, donc : pour tout réel x > 0, f(x) < f(0) = 1.

b) VneN;Vi€[0,a: (1)<l VneN;Vie[0,a):¢"f(t) <t" = VneN: f 1" f(t dt<f t"dt ¥neN:u, <

n+l n+l n+l

. c) VnGN;un§a+ de plus lim a =0car a€l0,1]d’ol lim u, =0
n

n—-+oc0 p - 1 n—-+oo

SVneN u §

> %n

EXEI‘ClceN°14. l.a) 0<x<lalors 1 <x+1<2 donc O§1n(x+l)§1n2d’0ﬁ0§x ln(x—l-l)gln(Z).x”

n+l1 !

comme lim In2 =0alors lim U, =0.
n—+o00 p +1 n—+00

:‘I;IdeS‘l:x”ln(l—i—x)dngolx"ln2 dx &0<U, <

by of = [ e f s

1 u(x)zln(1+x):>u’(x):
oU, :j; xIn(1+ x)dx posons : . 14X donc U, =
v'(x):x<:v(x):5x2

n+1j

%x —x—i—ln(x—i—l)

:—l+ln2
2

=

0

1

1, R
E)C ln(x—i—l)L—Ej; x+1dx_

l1 2—1[—l+ln2]
20 2

-bl»—‘
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k=n
2a)8, = Z(—x)k est la somme de ( n + 1) termes d’une suite géométrique de raison g = —x =1. Alors

k=0
1_ _ n+l _ln n+l _1n ntl
S = (=) _ 1 +( S x .D’une partona: dex de—i—fludx
1+x 1+x 14+ x 014x o 1+x
1
| ; 1 xn+l . B x2 x} (7 1)" xn+l
:[ln(l—l—x)]o—r-(—l) j;1+ dx d’autre part : f(l—x+x + ot (= )x)dx— x—7+?+....+n—+l
0
_1” n+l1
PR B S ):Vnd’oﬁVnzln2+(—1)"f|x
2 3 n+1 014x
1 1 xn+l n+l
b)o<x<lalors1<x+1<2d'ou 1>—>—=x"">"—> on aura alors :
x+1 2 x+1
1Xn+l 1 1 x”+2 ! 1 1
V,~In2[=| [ Z—dx < [ x""dx comme [ x"dx= = V, —In2|<——et lim = 0alors
014+x 0 0 n+2|, n+2 n+2 roteop42
lim V, =In2.
n—-+o0
(¥ ()=
f' X :x”<:f X)= n+l1 1 n+l n+1
3.a) n+tl alors :U, = In(1+x) —fl ! 2= ! In2— ! flx dx
1 n+1 ) on+1 1+x n+1 n+1J0 n+1
glx) =In(1+) = g'(x) =~
+x
n 1 x"H IXK+1 V —In2 . .
comme V, =In2+(—1) f dx alors f dx = Ainsi
014x 014x (_1)"

V,—In2
(=)
b)W, =(n+1)U, =In2+(-1)" (In2—-V,)=W, —In2=(-1)" (In2-V,) = |W, —In2|=

lim |V, —In2|=0alors lim |, —In2|=0d’ou lim W, =In2donc W est une suite convergente.

n—+o00 n—+o00 n—+00

1]21

n2— _ In2 +(_1) (In2-7,)
n+1 n+1

n+l n+l1

U =

n

—V,| comme

1,
—x" —2xInx
. x(1-2Inx 1—21 .
Exercice N°15: 1.ona: f'(x)=*—— _x - ) Y or:Vx€R ona :
X X X

1 ! . . ) L.
12lhx>0& E > lnx < e? > xdonc f est strictement croissante sur }O, \ﬁ [ et strictement décroissante sur [\E R +oo[ .

2)a)Comme /e < 2, la fonction f est strictement décroissante sur [2,+o0[.Onadonc: k<x<k+1=

Fle41)< £(x) < (k) soit : In(k+1) - In(x) < 1nk(2k)<k > ) :>fkkﬂ%dXSf:ﬂ ln(zx) dxﬁﬁkﬂhlk—(zk)dx

(k+17 — x° x
. In(k+1 1 In(k In(k+1 1 In(k
soit n( +2>fk+]dx§fk+]i2x)d < n(z ) " 4x ou encore : n( +2) gfkﬂ n(zx)dxg n(2 )
ey o SN T EETRE Gy S e R
17 nr 1 1]
b —ln d———ln - ———d———ln —|= =|-=Inx——| .
) f x dx X fa X X nj . x uj
3) a) En donnant successwement a k les valeurs 2 ;3 ;4 ;. — 1 on obtient ( n — 2) inégalités doubles ; ajoutons-les
. k=n— ll k 1 k=n—1 1 k= n—ll k . .
membre 2 membre on obtient : Z El 1) Z f e In Z n(k) . La premiére somme s’€crit :
k=2 k=2
www.matheleve.net -21-
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In .
12—23+¥+ ...... + (2}1):5”—% .Le second membre s’écrit :
n
3In(x) 4In(x) » In(x) nIn(x) o e
fz ?dx—i—ﬁ 7dx+....+fn71x—2dx—f2 deLa troisieme somme s’€écrit :
In(n—1 1 . nl 1
ln—22+1n—23+ ...... +(n—2):Snfizn)d’oflonablenl’encadrement: Sn—ln—zzg izx)dngn—izn)
2 3 (nfl) n 2 2 x n
b) La premiére inégalité s’écrit : S, gln—zz—s— —ln—x—l] d’apres 2.b) soit : S, §1n—22—M—l+ln—2+l ou encore :
2 x x|, 2 n n 2 2
1+1In e 1 "
S < 2+3m2 (n) La deuxiéme inégalité s’écrit : S, > n<2n) _Inx 1 soit
4 n n x  x)
In In +nln(n)—In . i
S, z@—ﬁ—l+@+l ou encore : S, > I+in2_ntn <nz) (n>d’ou on trouve I’encadrement demandé.
n n n 2 2 2 n
1 1004-991n (100 14+1In(100 . .
cona: +in2 _ 2< >§ 100§2+3ln2_ ( )onobtlentavec la calculatrice : 0,79 <S,,, <0,97.
2 100 4 100
u(x)zlnxiu'(x):—
2 (1 2
Exercice N°16:1.a) 7, — - | (Inx) | Inx e soit x
nJr ¥ X ,( ) 1 - ( )
viix)=—<v(x)=——
x2 X
1 o1 m2 (17 2 1
=1 =|—In(x) - [ |-—=|ax=——2—|2| =224~
! X ( )1 J:[ xz] 2 x|, 2 2
1 2(Inx)"" 1 2(Inx)' 1| p2(Inx)"( Inx ]
b) ["“_I"_(n+1)!j; = dx—; T dx_ajl = n+1_1 dx|orona:
(lnx)n . 1
x€[l;2]=Inx>0et x>0 donc ~——>0VYneN , d’autre part: x <2 <e=-Inx <Ine=1 et comme
X
. Inx)' .
<lvneN = Inx <1:>1n—x—1<0donc< f) nx —1]<Oet par suite I, —1 <O0alors (I,) est une suite
n+1 n+1 n—+1 X n+1
) . (Inx) 2(Inx)" . .. . .
décroissante. On ane[l;z],VneN :(nf) >0 :>i' fl ( f) dx > 0 =(I,) est une suite décroissante et minorée par
X n: X
0 donc (1,) est une suite convergente.
" " (lnx)" (In2)’
¢)Ona:vxe[;2]=0<Inx<In2carln/ = 0<(Inx) <(In2)' =0<——<—
X X
2(Inx)" 2(In2)’ r2(In2)’ .21 J 1F (In2)
:ogj:degfl deor.j: 5 dv=(In2) flydx_(an) -2 = donc

1 n n ” u .
:ogfz(nx) dx§<ln2) §(1n2)":>0§l 2(Inx) de(ln2) doi S(ln2) Et
1 _x2 2 n' 1 x2 }’l' n —n'

In2)" . , ) ) )
comme lim u < lim (In2)" =0car(In2)" est une suite géométrique de raison : 0 <In(2) <1 donc lim 7, =0.
n—+00

n—+00 n' n—-+00
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1 ) <lnx)n+l .
2a) 1, = (n+1)!f1 > dxOn pose :

(2)"" +(n+1) [ Or;f)n dx

1
2

] =—
e (n41)!
~ (m2)"" (1) p2(Inx)’ 1 p2(nx)  (m2)""  (n2)"
—— 1 d I,-

dx = — — =
) e CT T T T m T 2

(n—|—1)!

[ 1 In2 1 1(In2 g .
b) Par récurrence : pourn=1, , = 57% = 55[%] la propriété est vraie. Supposons que :

g1 1

_ 11
202

1 2  (In2) +(ln2)"+(ln2)”“

+ .Orona:
1! 2! n! o (n+1)

1 21 n!

n2  (n2) | (n2)’

] ,montrons que : [, =

1 2n+1 1 2n+l
In+1:In_l(n ) :>1n+l:[n—l&:l 1
2 (n+1)! 2(n+1) 2 2

1 1[1n2 (in2) (n2)"  (n2)""
1t

2t T | 2

m2, (n2  (in2) ]_ 1 (n2)""
2 (n —H)!

donc : VneN*;In:l_l
2 2

n2)’ n2)"" In2)’ n2)"
3.a)u, :1—|—£—|—m—|—....—|—&<:>un.1n2:E+m ....+mon aura: [, :l—lun.lnzdonc
2! 3! n! 1! 2! n! 2 2

1-21 1-21, 1

u, = L. b) lim u, = lim =——car limI =0
In2 n—-+o0 n—+o0  In2 n2 n——+00

2 T

_ In2 (ln2)2 (an)"
=23 2 T G Fot :

Exercice N°17:1-1) les variations de g sur]0 ; 1]. g'(x)= 72+l _ T2l
X X

. Le signe de g’(x) est celuide (-2 x + 1)

carx>0.Ona:g'(x)=0=—2x+1=0&x=_ lim g(x)= lim 2-2x+Inx=-jo0 limlg(x)zo
X—

1
2 x—0t X— —

2 1
donc £’ (X) —+— -

g | et

-00 . .
sur ]—oo,l —1In 2] comme 0 € ]—oo,l —1In 2] alors g(x) = 0 admet une sQlutlon unique a.

. . . 1
2) g est continue et strictement croissante sur |0, —

. e 1
elle réalise une bijection de |0, 5

Soitz € ]O, a] comme g est croissante alors g(t)< g(a) donc g(t) <0. Sit € =g (a) <g (l‘) =g (t) > 0. Sur

1
a,—
2
1
l , 11 g(t) admet 0 comme minimum absolue donc g(t) > 0 pour tout ¢ € [a, 1] 1g() >0 =2-2t+Int >0 —Inr <2-2¢ .
2
3) lim+ g(x) =—ooalors (Cy) admet une asymptote verticale d’équation x =0. g '[%] = 0donc (C,) admet une

x—0

tangente horizontale en

l,lan].
2

4) Donc I'aire A = [fllg(x)de42 cm’
2
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:[2t—t2+t1nt—t]ll x4*cm’ = —1+l—lln DL r6em?.
s 4 2 (2) 2

II- 1) la fonction : ¢ n est continue sur 0 ;1[

Int
donc elle admet au moins une primitive G sur 0,l . La fonction x — 2x est dérivable sur O,% et
Vx € O,% = 2x €101 C]0;1]. Donc la fonction : x - G(2x) est dérivable sur O,% comme composée de deux fonctions.
Alors F est dérivable sur 0,l etona: F'(x)=(2x)'G'(2x)—(x)'G'(x) = Z.L—L _ 2Inx—In2x
2 In2x Inx 1n(2x)1n(x)
2
In>- In™
_ 2x _ 2 )
In (Zx) In (x) In (Zx)ln (x)
2) Vxe 0,l ! < !
2 Int  Inx
1
t R
Int
> 1 sont continues sur|0;— ! on aura : 2X—af 2X—a’t < (—dt R 2x—x szxldt Sﬁ
Inx 2 x In2x x Int x Inx In2x x Int Inx
; 1
In2x
X 0 . X 0
<:>—<F(x)<— = hm—< hmF( )< 11m—0r lim =—=0et lim — =—=0donc hmF( ) 0.
In2x Inx x—=0" In2x ~ x—0" x—0"lnx x—0"In2x oo —0"lnx oo x—0
2x
3) F(x)< f _dr . D’apres I-1) : 2t -2 < Int. Les fonctions : 7 > 2¢ —2 et ¢ > Inz sont continues sur a’E donc :
x [—
1 1 1 2x 1 1 2x 1 2x
>—<:>—— —_— == —dt> —dt<:>F - —dt= F(x)<|In(jt—1
2t—2 Int  2t—1" Int fv x ( ) fo t—1 ( ) [ (| DL

<:>F(x)S%[hl(|2xfl|)f]n<|x71|)] comme xS%:>x—l<O et 2x—1<0 donc : [x—1|= —x+1 et [2x—1| = —2x +1

donc : F(x)ﬁ%[ln(l—Zx)—ln(l—x)] or: lim 1-2x=0" = lim In(1—2x)=—oco et par suite lim F(x)=—oc.

{3 4 {3

In>
4) Le tableau de variation de F : F'(x)=———2—Vxe 0,l =2c 0,1{ =1In><0. In(x)<0;x €01
In(2x)In (x) 2l T2 74 2 1
etln2x <0 donc : F'(x) <OVx € 0,1[ x |0 2
F’(x) e

5) 14+nF (x)=0< F(x)= _ L comme F est continue et F(x) 0

n \b_

1 1 1
strictement croissante sur |0 donc elle réalise une bijection de |0 S sur F O,EU = |-00,0] comme [—— € |-o0,0[ donc
n
. . . 1 1 1 1 1 1
il existe un unique o, € |0,—| telque:F(o,,)=—— Ona l+n>n<—> & — >——=F(a,,)>F(a,).
2 n n l+4n 1+n n
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Comme F est décroissante sur ]0 ;5[ donca, > a,,, alors («,) est suite décroissante et comme elle est minorée par 0

n+1

donc (a, ) est convergente.

Exercice N°18:1-a)Ona:/ = fle%[ln(t)]dt
‘

f(t)=i= f(0)=1
on pose : alors: I, :[Zﬁ.mt]f —f%%ﬁdt

€)= =el)=20
:2«5—]1 Id‘[:Z%—Z[ZxﬁL =—2Je+4

e u(t) =[] = () =" (1ne)"
b) 7, :f i[ln(t)]n+l dt on pose )

i V()= v
(mr)n“z\ﬁr—fle(n+1)[1n(t)]n.zﬁdt1 —2Je—2(n+1) [[in (1)) edt = 24 —2(n+ 1)1y,

1

=1

n+l —

Iy

c) I, =2Ve —2x2], :2«/;—4(4—2\/;)210«/;—16.ﬁ3%[ln(t)—ljzdt =jf\1ﬁ[(1n(z))2 ~21Int +1}h

= f¢ (lnt)z 2 t = ¢ (lnt)z R ntde+ ff —dt—l _21 +[2\/T]e
e f \/_ P 1\/_ R ! 1

:10\1’2—16—2(4—2\/5)+2\/E—2:16\/5—26

[n()]"

2-a)Ona IStSe<:>lnI:OSIntSIn(e):1<:>OS[ln(t)]n <le0< N s\;;
=0<I <[ Tdt =0<1, <[2\/;]f e0<1, 32\/2—2<zdonc031n <>
1
SV ;fb(m(t))'” _j;(ln(f))”}, ¢ ()" [n(0)-Jarona:
Vte [1 e [ln ] >0et0<Int<1d'ou ln( ) 1<0.alors d’ou I, .1~y <0etpar suite I, est décroissante, or I,
est minoree par 0 alors elle est convergente .
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2e

3-a) on a I, est décroissante alorsI__ . <1, < 2e - 2(n+1)1, <1, & 2e < (2n+3)I, =
2n+3

<1, d’autre part, on

n+l
ail, <l jetona:l,=We-2nl &1 :@d’m‘l: I, 32\/6_2_[”@
n n
I, +]—<£<:>I Adonclns 2e finalement : &SIngﬁ.
2n 2 ( lj 2n+1 2n+3 2n+1
2n| 1+ —
2n
Z\Ii_ I, < 2\/_ n2\/_ I, Sn.Z\/e_ comme lim n.2ve =Je = lim n.Z\/e_ donc lim In:\/;
Zn +3 2n +1 2n +3 2n +1 n—>+0 25 +3 n—>+%0 25 +1 n—>+c0
2(1 2 — —1- _
Exercice N°19:1-1) g'(x) = (1) 2x 11 a2 2421 S
+
- (b+x) lx (1+x)a (l-to)é)
I
g (x —+— |
g(x) !
. | 2(y-1) , .
lim g(x)= %%m —-In(l+x)= lim { ~In(y)|= lim =|@y-2-yln(y)|=-oo carsion
x—(-1)" *) x—(-1)" 1+x ) T ) y—>0+yl; ( )]

2
pose:y=1+x, six —>(—1)+;y—>0+ xgrﬂwg(x)zxgrﬂwi—ln(lﬂc):z-oo:—oo

2) d’apres le tableau de variation, g s’annule deux fois et on a g(0)= 0-In(1)=0 et g (3,8) = 0,01 et g(4)=-0,009
comme g(3,8)xg(4) <0 et g continue et strictement décroissante sur 13,8 ; 4[ alors I’équation g(x) = 0 admet une
unique solution a tel que : 3,8 <a <4.

3) g(x)<0 sur]-1,0]/g(x)=0 sur[0,a]/ g(x) <0 sur|a,+o|.
4) D’apres le tableau de variation, g admet un maximum est égale a 1 —In2 <1 d’ou g(x) < 1.
X x+1

II- 1) Les fonctions : x > In(x+1)  sont continues sur ]0,+oo[ don f est continue sur ]0,+oo[.

x> x

In(1+ In(1+
Continuité de fen 0": lim_f(x)= lim n(l+x) = lim M .Onpose: y=1+x, x>0,y —>1
x—0t x—0t  fx x—0t X
. In(I+x I In(1+
et hmM = lim n(r) =1d’ou lim f(x)= lim Jxx lim n(l+x) =0x1=0= f(0).Don nc f est continue a
x>0 X y—1 y-1 x—0% x—0t x—0t  x
droite en 0.

2) Dérivabilité en 0" : tim 7 )=/ Q) _ jpp n(14) (1 In(l+x)

x—0" X x—0" x\/_ x—>0" % ' X

=+oox1 =+ donc fn’est pas dérivable a

droite de 0.
. x> In(1+x) ) .
3) Les fonctions : sont dérivables sur ]0,+oo[ d’ou f est dérivable sur ]0,+oo[. Et
X > Ax
1
| TR 25" () m(ex)_2x (o) 1 (2 L e(x)
f (x) = = ln(1+x) —_——= .
J; 2\/;(1+x)x 1+x 2X\/_ I+x 2xx 2xx
www.matheleve.net u -26 -
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In(l+x) “{@”)"}

4) lim f(x)= lim 7 :,}g& 7

X—>+o0 X—>+00 X
1“[“) In In(1+a) 2 2

:XILIPOG #J’_Tj =0 f(a)=T or g(a):0=£—ln(l+a)<:>ln(l+a)=%
donc f(a)= o _ e :
(1+a)a l+a

2x 2x x—1
II-1) D’apres 1-4 : < —_ < —-1< —x .
) D’aprés I-4) ona : g(x) 1<:>1+x In(x+1) 1<:>1+x 1 ]n(x+l)<:>x+1 In(x+1)

I+—-1
2)a)Ona: x—_lsln(x+1) 0npose:x=1+£0naura:ln I+l+—|>—2 o n| 2+~ |2 k
1 n k n 2n+k

X+ n 1+1+=

n
or 2n +k < 3n donc zi et k est positif k zi d’ol: In 2+E ZE.
2n+k 3n 2n+k 3n n) 3n

L AOH e,)> 22
! 6

c)Ona: ln(2+EJ2£®§In(2+E)2§£<:>1n(u )=
n “~'3n T 3A

3n prary n

. . n+l . o
d) limIn(u,)> lim —— =+o0 donc lim In(u, ) =+o0 et par suite lim u, = +o0
n—+o n—>+o 6 n—>+o0 n—>+0
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